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RESUMO

BILLER, Jhonatan Rodrigues. Modelagem Matematica da Dinamica e do Controle
Biolégico do Thaumastocoris peregrinus (Hemiptera: Thaumastocoridae) pelo
seu Parasitoide de Ovos Cleruchoides noackae (Hymenoptera: Mymaridae).
Orientador: Alexandre Molter. 2026. 85 f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem
Matematica) — Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2026.

Este trabalho apresenta a modelagem matemaética e o controle étimo da dinamica po-
pulacional do percevejo bronzeado Thaumastocoris peregrinus e de seu parasitoide
Cleruchoides noackae, com o objetivo de subsidiar estratégias eficientes de manejo
biolégico. Inicialmente, propbe-se um modelo compartimental que descreve as tran-
sicoes entre ovos, ninfas e fémeas adultas do hospedeiro, bem como a dindmica das
fémeas adultas do parasitoide, incorporando as interacées de parasitismo e a mor-
talidade natural. A anadlise de estabilidade identifica trés equilibrios biologicamente
relevantes e revela, por meio de uma bifurcacdo de Hopf, a existéncia de regimes
oscilatérios associados ao aumento do tempo de manipulacdo do hospedeiro pelo pa-
rasitoide. Com base na formulacao de Rafikov; Balthazar; Bremen (2008), o problema
de manejo é estruturado como um problema de controle étimo de realimentacdo. O
termo de controle, correspondente a taxa de liberacao de parasitoides, é determinado
pela solucao da equacao algébrica de Riccati, resultando em uma lei linear capaz de
estabilizar o sistema no equilibrio de referéncia com esforco minimo. Adicionalmente,
o modelo é estendido para incorporar a dispersédo espacial do parasitoide por meio
de uma formulacao de reacao—difuséo, permitindo a analise da dindmica populacional
em dominios unidimensionais e bidimensionais. Simulagcdes numéricas mostram que
o controle proposto conduz as populagdes hospedeiras a niveis inferiores ao limiar
de dano econdmico, mantendo o parasitoide em densidade sustentavel. Mesmo sob
dindmicas de ciclo limite e sob controle intermitente, o sistema permanece estavel e
retorna ao equilibrio desejado apos perturbacdes. Os resultados obtidos evidenciam
gue o método de controle étimo constitui uma ferramenta robusta e eficiente para o
manejo bioldgico de T. peregrinus, fornecendo suporte quantitativo para a definicao de
estratégias praticas de liberacdo de C. noackae em programas de controle integrado
do percevejo bronzeado.

Palavras-chave: Modelagem matematica; Sistema hospedeiro-parasitoide; Bifurcagao
de Hopf; Controle biolégico; Controle 6timo; Dispersao.



ABSTRACT

BILLER, Jhonatan Rodrigues. Mathematical Modeling of the Dynamics and
Biological Control of Thaumastocoris peregrinus (Hemiptera: Thaumastocori-
dae) by its Egg Parasitoid Cleruchoides noackae (Hymenoptera: Mymaridae) .
Advisor: Alexandre Molter. 2026. 85 f. Dissertation (Master's Degree in Mathematical
Modeling) — Institute of Physics and Mathematics, Federal University of Pelotas,
Pelotas, 2026.

This work presents the mathematical modeling and optimal control of the population dy-
namics of the bronze bug Thaumastocoris peregrinus and its parasitoid Cleruchoides
noackae, with the aim of supporting efficient biological control strategies. Initially, a
compartmental model is proposed to describe the transitions among eggs, nymphs,
and adult females of the host, as well as the dynamics of adult female parasitoids, incor-
porating parasitism interactions and natural mortality. The stability analysis identifies
three biologically relevant equilibrium points and reveals, through a Hopf bifurcation,
the existence of oscillatory regimes associated with an increase in the host manipula-
tion time by the parasitoid. Based on the formulation of Rafikov; Balthazar; Bremen
(2008), the management problem is structured as a feedback optimal control problem.
The control term, corresponding to the parasitoid release rate, is determined by the
solution of the algebraic Riccati equation, resulting in a linear feedback law capable
of stabilizing the system at the reference equilibrium with minimal effort. Additionally,
the model is extended to incorporate the spatial dispersion of the parasitoid through a
reaction—diffusion formulation, allowing the analysis of population dynamics in one- and
two-dimensional domains. Numerical simulations show that the proposed control strat-
egy drives host populations below the economic damage threshold while maintaining
the parasitoid at sustainable density levels. Even under limit cycle dynamics and inter-
mittent control, the system remains stable and returns to the desired equilibrium after
disturbances. The results demonstrate that the optimal control approach constitutes
a robust and efficient tool for the biological management of T. peregrinus, providing
quantitative support for the definition of practical release strategies for C. noackae in
integrated pest management programs.

Keywords: Mathematical modeling; Host—parasitoid system; Hopf bifurcation; Biologi-
cal control; Optimal control; Dispersion.
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1 INTRODUCAO

O eucalipto é uma das culturas florestais mais importantes do mundo, amplamente
cultivada devido ao seu rapido crescimento, elevada produtividade e versatilidade de
uso da madeira. Originario da Australia, o género Eucalyptus foi introduzido no Brasil
no inicio do século XX, com o objetivo inicial de suprir a demanda por lenha, dor-
mentes e postes de madeira utilizados nas ferrovias (Junqueira, 2016). Desde en-
tao, o eucalipto adaptou-se de forma notavel as condi¢cdes edafoclimaticas brasileiras,
tornando-se o género florestal mais plantado do pais e um dos pilares da economia
florestal nacional. As planta¢des de eucalipto ocupam mais de cinco milhdes de hec-
tares e abastecem industrias de celulose, papel, carvao vegetal e painéis de madeira
(Junqueira, 2016).

Entretanto, a expansado das areas de cultivo e a homogeneizagdo genética das
plantacdes favoreceram o surgimento e a disseminagao de pragas exoticas. Entre es-
sas, destaca-se o percevejo bronzeado do eucalipto, Thaumastocoris peregrinus Car-
pintero; Dellapé (2006) (Hemiptera: Thaumastocoridae), espécie originaria da Austra-
lia que se tornou um dos principais problemas fitossanitarios das florestas de eucalipto
no Brasil. Essa praga tem causado prejuizos expressivos a produtividade e a quali-
dade das arvores, comprometendo o desempenho econémico do setor florestal.

1.1 Aspectos bioldgicos e danos causados por T. peregrinus

O percevejo bronzeado, T. peregrinus, foi inicialmente descrito na Argentina e no
Uruguai, tendo sua origem atribuida a Australia (Junqueira, 2016). No Brasil, o pri-
meiro registro da praga ocorreu em 2008, nos estados do Rio Grande do Sul e Séao
Paulo (Junqueira, 2016; Wilcken; Soliman; S&a; Barbosa; Ribeiro dias; Ferreira-filho
et al., 2010), e atualmente sua presenca € registrada em praticamente todas as re-
gides produtoras de eucalipto do pais (Barbosa; Santos; Machado; Wilcken; Soliman;
Zaché, 2012).

Esse inseto apresenta corpo achatado e coloragdo variando do marrom-claro ao
bronzeado, medindo cerca de trés milimetros de comprimento. Seu ciclo de vida com-
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preende as fases de ovo, cinco estagios ninfais e o adulto, sendo o desenvolvimento
relativamente rapido, variando entre 20 e 35 dias conforme as condigbes ambientais
(Barbosa; Santos; Machado; Wilcken; Soliman; Zache, 2012; Noack; Rose, 2007). A
reproducdo é sexuada, e as fémeas podem ovipositar, em média, cerca de 60 ovos ao
longo de sua vida, geralmente sobre folhas abertas. Em condig6es climaticas favora-
veis, podem ocorrer diversas geracdes ao longo do ano (Noack; Rose, 2007).

Os ovos apresentam coloracédo escura, formato achatado e sao depositados em
grupos de forma irregular, assemelhando-se a pequenas manchas enegrecidas sobre
a superficie das folhas de eucalipto. Essas caracteristicas morfolégicas facilitam a
identificacdo da infestacdo em campo, especialmente nas fases iniciais do ataque.

As ninfas e os adultos sdo os estagios responsaveis pelos danos as plantas, pois
se alimentam da seiva das folhas utilizando pecas bucais perfurantes e sugadoras.
Durante a alimentacéo, o inseto provoca o colapso das células e altera os tecidos
foliares, comprometendo a fisiologia da planta e sua capacidade fotossintética.

Os sintomas iniciais do ataque incluem o prateamento das folhas, seguido do bron-
zeamento e, em infestacOes severas, da seca e queda foliar (Junqueira, 2016; Bar-
bosa; Santos; Machado; Wilcken; Soliman; Zaché, 2012). Os danos provocados por
altas infestagdes podem causar perda consideravel da area fotossintética, levando a
gueda prematura das folhas e, em alguns casos, a morte das arvores (Barbosa; San-
tos; Machado; Wilcken; Soliman; Zaché, 2012). A intensidade dos sintomas pode
variar entre espécies e hibridos de eucalipto, sendo que alguns gendtipos apresentam
apenas o prateamento e a desfolha, sem o bronzeamento caracteristico (Barbosa;
Santos; Machado; Wilcken; Soliman; Zaché, 2012).

Esses danos reduzem o crescimento e o incremento em volume das arvores, afe-
tando diretamente a producédo de madeira destinada as industrias de papel, celulose,
carvao vegetal e energia. Em casos mais graves, a mortalidade de plantas jovens
pode resultar em perdas econémicas expressivas e comprometimento do rendimento
florestal (Wilcken; Soliman; Sa; Barbosa; Ribeiro dias; Ferreira-filho et al., 2010; Bar-
bosa; Santos; Machado; Wilcken; Soliman; Zache, 2012).

1.2 Monitoramento e estratégias de controle

Diante do impacto econémico causado pelo T. peregrinus, diversas estratégias de
controle tém sido estudadas. O controle quimico, utilizando inseticidas do grupo dos
neonicotinoides, pode ser eficiente, mas apresenta limitacbes devido ao custo ele-
vado, riscos ambientais e possibilidade de desenvolvimento de resisténcia (Junqueira,
2016). Nesse contexto, o controle biolégico surge como uma alternativa sustentavel e
promissora.

O monitoramento da ocorréncia e da dispersao da praga é etapa fundamental para
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orientar acdes de manejo. De acordo com Barbosa; Santos; Machado; Wilcken; Soli-
man; Zaché (2012), a detec¢édo e o acompanhamento populacional do percevejo bron-
zeado em campo sao realizados por meio de armadilhas adesivas amarelas, com di-
mensdes de aproximadamente 12,25 cm x 10 cm, fixadas no tronco das arvores a
cerca de 1,8 m de altura. Essas armadilhas atraem e retém os insetos adultos, possi-
bilitando a quantificagdo da densidade populacional ao longo do tempo. A substituicao
deve ser realizada mensalmente, ou com maior frequéncia caso ocorra saturacao,
mantendo-se as armadilhas nos mesmos pontos de amostragem para assegurar a
comparabilidade dos dados. O método tem se mostrado eficiente e de baixo custo,
sendo amplamente utilizado em programas de vigilancia e estudos de dispersao do
inseto (Barbosa; Santos; Machado; Wilcken; Soliman; Zaché, 2012).

Entre os inimigos naturais do percevejo bronzeado destaca-se o parasitoide de
ovos Cleruchoides noackae (Hymenoptera: Mymaridae), uma microvespa também
originaria da Australia e especialista em parasitar ovos de T. peregrinus (Lin; Huber;
La salle, 2007; Junqueira, 2016). A fémea do parasitoide deposita seus ovos dentro
dos ovos do hospedeiro; durante o desenvolvimento larval, 0 embrido do percevejo €
consumido, e, em seu lugar, eclode um novo parasitoide adulto. Assim, cada evento
de parasitismo representa a morte de um ovo do hospedeiro e a formacao de um
novo individuo do agente de controle, caracterizando um mecanismo autorregulador
de supresséo populacional.

O uso de C. noackae tem se mostrado eficaz tanto em laboratério quanto em
campo, sendo reconhecido como um inimigo natural especifico e eficiente para o ma-
nejo de T. peregrinus (Junqueira, 2016). Contudo, a eficacia de programas de controle
biolégico depende de compreender a dinamica populacional entre o hospedeiro e 0
parasitoide, bem como de avaliar os efeitos de diferentes estratégias de liberacao so-
bre o equilibrio do sistema.

1.3 Estudos experimentais e modelagem populacional

Pesquisadores tém concentrado esforcos em compreender os parametros biologi-
cos e ecologicos de T. peregrinus e de seu inimigo natural C. noackae, com o intuito
de subsidiar modelos populacionais e aperfeicoar estratégias de manejo bioldgico.
Estudos realizados com T. peregrinus tém permitido caracterizar seu ciclo de vida,
comportamento alimentar e taxas de sobrevivéncia sob diferentes condigbes ambi-
entais, informacdes fundamentais para o entendimento da dinamica populacional da
praga (Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Campos; Zanuncio; Zanuncio,
2019). De modo geral, o desenvolvimento do inseto, desde o ovo até o adulto, ocorre
em um periodo de 20 a 35 dias, variando conforme a temperatura e a disponibilidade
de alimento.
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No contexto do controle bioldgico, Souza; Candelaria; Barbosa; Wilcken; Cam-
pos; Serrdo; Zanuncio (2016) analisaram o ciclo de vida, a longevidade e a taxa de
parasitismo do parasitoide C. noackae em condi¢cdes controladas, demonstrando que
a temperatura exerce influéncia direta sobre o tempo de desenvolvimento e sobre
a taxa de emergéncia. Esses resultados permitiram estimar parametros fundamen-
tais, como a duragdo média do ciclo ovo—adulto, a razdo sexual e a capacidade de
parasitismo, amplamente empregados na parametrizacdo de modelos de interagao
hospedeiro—parasitoide. De forma complementar, Becchi (2021) avaliaram o desem-
penho de C. noackae em diferentes condi¢coes de criacdo e em liberagcdes a campo,
abordando aspectos como controle de qualidade, presenca de endossimbiontes’ e
dispersao. Experimentos de campo indicaram que o parasitoide apresenta alcance
de dispersao de até 70 metros em 72 horas, com maior densidade de captura regis-
trada a aproximadamente 25 metros da area de liberacdo. Tal dado é essencial para
a calibracdo de modelos de dispersao e para o delineamento espacial das liberagdes.

Com base em estudos desse tipo, diversos autores tém proposto modelos matema-
ticos para representar a interagédo entre populagdes de insetos-praga e seus inimigos
naturais. Em geral, essas formulagdes se baseiam nas equacdes de Lotka—\Volterra,
amplamente empregadas na descricao de sistemas ecoldgicos com interacao preda-
dor—presa ou hospedeiro—parasitoide. Nesses modelos, o crescimento do hospedeiro
€ normalmente limitado por fatores de densidade, enquanto o parasitismo € descrito
por respostas funcionais do tipo Holling [, Il ou Il (Holling, 1965), que representam a
taxa de busca do parasitoide em fung¢éo da densidade do hospedeiro (Rafikov; Baltha-
zar; Bremen, 2008; Molter; Rafikov, 2014). Em uma perspectiva mais recente, Bruz-
zone; Rossini; Aguirre; Logarzo (2023) discutem que, no caso de parasitoides, a for-
mulacao da resposta funcional deve levar em conta particularidades da deplecao de
hospedeiros, uma vez que, diferentemente da predacéo, o hospedeiro parasitado ndo
€ consumido imediatamente, 0 que pode exigir adaptacées em relacdo aos modelos
classicos.

Rafikov; Balthazar; Bremen (2008) analisaram a dinamica de Rachiplusia nu, Pseu-
doplusia includens e de um parasitoide de suas populagdes, cuja espécie nao é espe-
cificada no estudo, por meio de um modelo de Lotka—Volterra com resposta funcional
de Holling I (Holling, 1959). O estudo demonstrou a importancia de considerar a sa-
turacédo da taxa de captura e a mortalidade natural das populacdes para reproduzir o
comportamento observado em campo. Em trabalho posterior, Molter; Rafikov (2014)
desenvolveram um problema de controle 6timo nao linear aplicado ao controle biolé-
gico, utilizando a equagéo de Hamilton—Jacobi—Bellman (Naidu, 2003) para determinar
leis de controle capazes de manter densidade da praga abaixo do nivel de dano

! Organismos que habitam o interior de outro organismo em uma relagéo de simbiose.
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econdmico. O modelo foi aplicado a um sistema genérico hospedeiro—parasitoide,
destacando o potencial das abordagens de controle étimo para o0 manejo de popu-
lac6es. Nessa mesma linha de andlise qualitativa, Jia; Jung (2024) investigaram um
modelo envolvendo hospedeiro, parasitoide e hiperparasitoide com interferéncia mu-
tua, obtendo condicdes de estabilidade dos equilibrios e resultados de bifurcacao, o
qgue evidencia a relevancia de ferramentas de analise dinamica para a compreensao
de sistemas ecol6gicos mais complexos.

No trabalho de Molter; Bezerra; Rafikova; Nava; Rafikov (2023), os autores propu-
seram um modelo dindmico envolvendo duas espécies de parasitoides atuando sobre
diferentes estagios de desenvolvimento de uma praga agricola, incorporando varia-
cbes ambientais e estratégias de controle continuo e impulsivo. O modelo, baseado
em equacglbes diferenciais acopladas e técnicas de controle dependente do estado,
mostrou-se Util na determinacado de taxas étimas de liberacdo de parasitoides, con-
ciliando custo operacional e eficiéncia do controle. De forma complementar, Rubio;
Montes; Alpizar-brenes; Parra; Jamielniak; Lombardi junior; Vilches (2022) propuse-
ram um modelo matematico para descrever o controle biolodgico de Tuta absoluta por
meio da interacdo entre a praga, um parasitoide de ovos e um predador, mostrando
como a modelagem pode ser empregada para avaliar a viabilidade e os efeitos com-
binados de diferentes agentes naturais no manejo de insetos-praga.

Esses modelos ilustram a utilidade da modelagem matematica como ferramenta
para compreender a dinamica populacional e avaliar estratégias de controle bioldgico.
A combinacao entre dados experimentais e formulacdes tedricas tem permitido explo-
rar como fatores ambientais, parametros bioldgicos e politicas de manejo influenciam
a estabilidade e o equilibrio das populacdes envolvidas, oferecendo subsidios para o
desenvolvimento de abordagens quantitativas em ecossistemas aplicados.

1.4 Estudos de dispersao e modelagem espacial

Além dos estudos populacionais e de controle biolégico, compreender os padroes
de dispersao do parasitoide C. noackae é essencial para o delineamento de estraté-
gias eficazes de liberacdo e manejo de T. peregrinus em campo. A capacidade de
movimento do agente de controle determina a area efetiva de atuagéo de cada libera-
cao e influencia diretamente a taxa de parasitismo espacialmente distribuida, afetando
a dindmica de supressao da praga ao longo do tempo.

Experimentos conduzidos por Becchi (2021) forneceram informacdes relevantes
sobre o comportamento de dispersdo e a capacidade de voo de C. noackae. Popu-
lac6es mantidas por diferentes geragdes em laboratério foram comparadas quanto a
longevidade, emergéncia, razdo sexual, capacidade de parasitismo e aptidao para o
voo. Embora a criagdo continua em laboratério ndo tenha alterado de forma signifi-
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cativa as taxas de parasitismo ou emergéncia, verificou-se uma reducao progressiva
na capacidade de voo entre geragdes. Essa caracteristica estd associada ao poten-
cial de dispersao, o que sugere possiveis implicagdes para o desempenho em campo.
Ensaios de campo complementares mostraram que adultos de C. noackae podem se
deslocar até cerca de 70 metros em 72 horas, com maior concentragcao de captura em
armadilhas localizadas a aproximadamente 25 metros do ponto de liberagdo. Esses
resultados evidenciam a limitacao espacial do parasitoide e ressaltam a importancia
de se considerar o espacamento e a frequéncia das liberacbes no planejamento do
controle bioloégico. O uso de armadilhas adesivas dispostas retangularmente permite
estimar a disperséo radial do parasitoide e ajustar modelos isotrépicos de difusao.

A modelagem espacial da dispersao de insetos é frequentemente representada por
equacoes de reacao—difusado, formalmente andlogas a equacao do calor, que descre-
vem a variacao temporal e espacial da densidade populacional (Logan, 2015). Essas
formulagdes permitem capturar o efeito combinado da difusdo — associada ao movi-
mento aleatdrio dos individuos — e da reacao, correspondente aos processos de cres-
cimento ou mortalidade. Entre as abordagens mais utilizadas nesse contexto estao
as equacoes do tipo Fisher—Kolmogorov—Petrovskii—Piskunov (Kolmogorov; Petrovs-
kii; Piskunov, 1937), originalmente propostas para descrever a propagacao espacial
de caracteristicas genéticas e posteriormente aplicadas ao estudo de invasées biolé-
gicas. Nesses modelos, a propagacao espacial de uma populagcéo ocorre sob a forma
de ondas de avanco, cuja velocidade depende de fatores como a taxa de crescimento
intrinseco e o coeficiente de difusdo do organismo.

Modelos baseados na equacéo de Fisher—Kolmogorov—Petrovskii—Piskunov repre-
sentam o avanco espacial de populacdes biolégicas em uma ou mais dimensdes.
Bani-yaghoub (2009), em sua tese sobre equagdes de reagcdo—difusdo com atraso
e efeitos n&o locais, apresentou solu¢des analiticas e numéricas para sistemas logisti-
cos com difuséo linear, destacando a analogia entre o processo de dispersao biolégica
e o fluxo de calor. Essa equivaléncia permite interpretar a difusdo populacional como
um processo térmico, em que o coeficiente de difuséo reflete a mobilidade média dos
individuos. O autor também descreveu padrdes de propagagcdo com simetria circular,
denominados target waves, diretamente aplicaveis a experimentos de dispersdo com
armadilhas dispostas radialmente.

Nesse contexto, Petrovskii; Petrovskaya; Bearup (2014) propuseram uma abor-
dagem multiescalar para 0 monitoramento de insetos-praga, integrando modelos de
caminhadas aleatorias, difusdo e sincronizagcdo populacional em diferentes escalas
espaciais. Os autores mostram que a estimativa da densidade populacional a partir
de armadilhas depende fortemente do padrdo de movimento dos insetos e da confi-
guragao espacial das armadilhas. A combinacéo entre abordagens individuais e de
campo meédio permite relacionar contagens observadas com a densidade real no am-
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biente, considerando efeitos de heterogeneidade e formacao de padrdes espaciais
(Petrovskii; Petrovskaya; Bearup, 2014).

Em complemento, Bearup; Petrovskaya; Petrovskii (2015) aplicaram e adaptaram
métodos analiticos e numéricos para investigar as contagens de armadilhas resultan-
tes da imigracao de insetos. O estudo emprega solugdes aproximadas da equacao
de difusdo para estimar fluxos de entrada e padrdes de dispersdao em torno de ar-
madilhas, mostrando que as capturas modeladas refletem n&o apenas a densidade
local, mas também processos dinamicos de movimento e imigracdo. Esses resultados
oferecem uma base tedrica para a interpretagdo de dados de campo e auxiliam na
calibracdo de modelos de dispersdao em ambientes agricolas heterogéneos (Bearup;
Petrovskaya; Petrovskii, 2015).

A integracdo entre dados experimentais, como os obtidos por Becchi (2021), e
formulagdes tedricas baseadas em equacgdes de difusdo e movimento aleatério, con-
forme discutido por Bani-yaghoub (2009), Petrovskii; Petrovskaya; Bearup (2014) e
Bearup; Petrovskaya; Petrovskii (2015), fornece uma base quantitativa para represen-
tar de forma realista a dispersédo de C. noackae e orientar o planejamento espacial e
temporal de liberacbes em programas de manejo integrado.

1.5 Objetivos e estrutura do trabalho

O presente trabalho tem como objetivo geral desenvolver e analisar um modelo
matematico que descreva a dinamica populacional do sistema formado pelo percevejo
bronzeado do eucalipto e seu agente de controle biolégico, o parasitoide C. noackae.
A modelagem proposta busca compreender as interagdes entre as populagdes envol-
vidas, identificando as condi¢cbes sob as quais o parasitoide é capaz de suprimir e
estabilizar a praga em niveis inferiores ao limiar de dano econémico.

Como objetivos especificos, destacam-se:

» Formular um modelo compartimental baseado em equacgdes diferenciais ordina-
rias que descreva a interagdo hospedeiro—parasitoide;

* Incorporar ao modelo parametros biolégicos obtidos na literatura, de modo a
refletir o comportamento real das popula¢des envolvidas;

» Realizar a analise qualitativa do sistema, determinando pontos de equilibrio e
suas condicdes de estabilidade;

* Investigar, por meio de simulagdes numéricas, os efeitos de diferentes valores
de parametros bioldgicos sobre a dindmica do sistema, com énfase nas taxas de
crescimento e parasitismo;
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+ Avaliar a influéncia de estratégias de controle biol6gico continuo na regulacao da
densidade populacional da praga;

* Avaliar, por meio de modelagem e simulagdes numéricas, o efeito da dispersao
espacial do parasitoide sobre a dinamica espago-temporal da interagdo hospe-
deiro—parasitoide.

O presente trabalho estd organizado em cinco capitulos.

O Capitulo 1 apresenta uma introducéao geral, na qual sdo contextualizados o pro-
blema de pesquisa e a motivacao para a aplicacdo de técnicas de modelagem mate-
matica no estudo da interacao entre T. peregrinus e C. noackae.

No Capitulo 2 é desenvolvido o modelo matematico proposto, com a exposicao
das hipéteses de construcdo, a formulacado das equacdes diferenciais e a analise ma-
tematica do modelo.

O Capitulo 3 descreve o processo de determinacdo dos parametros do modelo
e apresenta os resultados numéricos obtidos, acompanhados da discussao das si-
mulacdes, com énfase no comportamento dindmico do sistema e na influéncia dos
parametros biologicos sobre sua estabilidade populacional.

O Capitulo 4 apresenta a modelagem do controle biolégico, na qual é desenvol-
vida uma estratégia de manejo voltada a estabilizagdo das populagdes por meio da
liberacdo controlada do parasitoide. Sao discutidos os principios do controle 6timo
aplicados ao sistema hospedeiro—parasitoide e avaliados, por meio de simulagcdes nu-
meéricas, os efeitos do manejo continuo e intermitente sobre a dindmica populacional
e a estabilidade do sistema.

O Capitulo 5 trata da incorporacao da dispersao espacial ao modelo, ampliando
a formulacdo original e investigando seus impactos sobre a dindmica do sistema
hospedeiro—parasitoide.

Por fim, sdo apresentadas as conclusdes do trabalho.



2 DINAMICA HOSPEDEIRO-PARASITOIDE

O percevejo bronzeado apresenta um ciclo bioldégico hemimetabolo?, composto pe-
las fases de ovo, cinco instares ninfais e o estagio adulto (Figura 1). As ninfas e os
adultos séo as fases responsaveis pelos danos as folhas, alimentando-se da seiva e
comprometendo a fisiologia da planta. O desenvolvimento completo, do ovo ao adulto,
ocorre em aproximadamente 20 a 35 dias, dependendo das condigdes ambientais
(Barbosa; Santos; Machado; Wilcken; Soliman; Zaché, 2012).

Massa de
ovos

T 4 -,.. -‘ T
Ciclo Bioldgico Eclosiio
T. peregrinus )
% Primeiro

instar

Quinto ‘
naar "~ Segundo
instar

Quarto .
instar Terceiro

instar

Adultos

Emergéncia

Figura 1 — Ciclo biologico de T. peregrinus: (A) copula; (B) ovos; (C) eclosao; (D) ninfa de 1°
instar; (E) ninfa de 2° instar; (F) ninfa de 32 instar; (G) ninfa de 4° instar; (H) ninfa de 5° instar;
(I) emergéncia do adulto. Fonte: Barbosa; Santos; Machado; Wilcken; Soliman; Zaché (2012).

Para modelar o problema, o ciclo biolégico do hospedeiro é simplificado de modo a
preservar as principais transi¢ées populacionais e reduzir a complexidade do sistema.
Assim, as fases ninfais sdo agrupadas em um Unico compartimento, representando o
conjunto das ninfas do primeiro instar até a emergéncia do adulto. Essa simplificacao
¢ justificada pelo comportamento homogéneo das ninfas em relagéo a alimentacao.

2 Inseto cujo desenvolvimento ocorre por muda sucessiva, com aquisicao gradual de caracte-
risticas do adulto e auséncia de pupa.
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A dinamica hospedeiro—parasitoide é representada por um modelo compartimen-
tal composto por quatro variaveis de estado: ovos de T. peregrinus (x;), ninfas de T.
peregrinus (x,), fémeas adultas de T. peregrinus (x;) e fémeas adultas do parasitoide
C. noackae (x,). Ao longo do texto, o compartimento x, sera referido, por simplici-
dade, como adultas, enquanto o termo parasitoide sera usado para designar as fé-
meas adultas de C. noackae representadas por x,. O esquema das interagdes entre
esses compartimentos € apresentado na Figura 2, que resume 0s principais processos
envolvidos — oviposi¢ao, desenvolvimento, mortalidade natural e parasitismo.

m;xy myx;

I

rngH(xl)—( Ovos (x;) )nlxl --- yznlxl{ Ninfas (x,) )
lx4fp(x1) lnzxz

YaXafp(x1) lys nyX;

CParasitoides (x4D C Adultas (x3) )
! !

MyXy ms3X3

Figura 2 — Diagrama do sistema compartimental.

O modelo incorpora dois processos nao lineares:

1. Crescimento da populacao hospedeira: a taxa de oviposicao das fémeas adultas
€ funcéo da densidade populacional de fémeas adultas (x;) e ovos (x;), sendo
modelada por rx; f;(x;), em que r denota a taxa de oviposicao por fémea, e

faGey=1- 2, (1)
representa um fator de regulacdo dependente da densidade que atua sobre a
oviposi¢do. Neste trabalho, o aumento da densidade de ovos x; é interpretado
como um mecanismo de retroalimentagdo negativa sobre a postura de novos
ovos, associado a saturacao do recurso hospedeiro e a limitagdo de sitios ade-
guados para oviposicao. Assim, f;; € interpretada como reducao da taxa de en-
trada de novos ovos no compartimento x,. O parametro K corresponde ao nivel
de densidade de ovos a partir do qual a oviposicao € completamente inibida.

Como f; atua como fator multiplicativo da taxa de oviposi¢éao, imp6e-se a condi-
céo fy(x;) >0,isto é, 0 < x; < K, afim de preservar a consisténcia biolégica do
modelo. De fato, valores negativos de f;; implicariam taxa de postura negativa,
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0 que nao possui significado biolégico. Em particular, f;(0) = 1 corresponde a
oviposicdo maxima, ao passo que f;(K) = 0 representa a completa inibicdo da
postura.

2. Resposta funcional do parasitoide: a taxa de parasitismo sobre ovos depende
da densidade de ovos (x;) e parasitoides (x,), sendo essa interacdo modelada
por x,fp(x;). O termo fp(x;) corresponde a resposta funcional do tipo Holling Il
(Holling, 1959), definida por

ax,
1+ ahx,’

fr(x1) =

em que o parametro a representa a taxa de encontro efetivo com ovos susceti-
veis ao parasitismo, isto é, a taxa com que um individuo de C. noackae localiza
um ovo e efetivamente o parasita. Nesta formulagédo, ndo se distingue separa-
damente o encontro entre parasitoide e hospedeiro e 0 sucesso do parasitismo:
assume-se que todo encontro relevante considerado pelo modelo resulta em pa-
rasitismo efetivo. O parametro h representa o tempo de manipulacao, isto é, o
tempo gasto pelo parasitoide para realizar o parasitismo de cada ovo antes de
buscar outro hospedeiro. Essa fungao é saturante, de modo que, a medida que
a densidade de ovos x; aumenta, a taxa de parasitismo se aproxima do valor
maximo 1/h, limitado pelo tempo necessario para manipular cada ovo.

Adicionalmente, o modelo incorpora termos de perdas e conversdes que represen-
tam a dindmica entre os compartimentos, abrangendo mortalidade natural e transi¢cdes
entre estagios:

» Conversao entre estagios do hospedeiro: a transicdo dos ovos para ninfas (x;
para x,) ocorre com taxa n,, acompanhada do fator de conversao y, que re-
presenta a proporcao de ovos que efetivamente eclodem para ninfas. Analoga-
mente, a transicao das ninfas para fémeas adultas (x, para x;) ocorre com taxa
n, e taxa de conversao y;.

» Perdas naturais: em cada compartimento ocorre mortalidade natural represen-
tada por taxas m,, m, € m, para ovos, ninfas e adultas, respectivamente.

» Conversao via parasitismo: no modelo proposto, o parasitismo é representado
pela remocao de ovos de T. peregrinus a taxa x,fp(x;), enquanto a entrada de
novos individuos no compartimento x, € dada por y,x,fp(x;). Assume-se que 0
parasitoide se desenvolve no interior do ovo parasitado, inviabilizando o desen-
volvimento do hospedeiro, e que posteriormente emerge como um novo adulto.
Por simplicidade, esse estagio interno nao é descrito explicitamente no modelo,
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sendo incorporado de forma agregada ao termo de producao de x,. Assim, y, re-
presenta a fracdo de ovos parasitados que resulta, ao final do desenvolvimento,
na emergéncia de fémeas adultas de C. noackae.

» Mortalidade do parasitoide: os parasitoides apresentam mortalidade natural com
taxa m,.

Integrando os processos nao lineares de crescimento e parasitismo com os ter-
mos que representam as perdas naturais e as conversdes entre estagios, obtém-se o
sistema de equacdes diferenciais que descreve a dindmica temporal das densidades
populacionais:

dx; (1 xl) ax,;x,
—=rx;(1— =) —nx;, —mx — ———,
dt } K . 1 4 ahx,
dx,
ar =YXy — NpXy — My X,
(2)
dx;,
ar = V3l Xy — MiXs,
dx,  ¥4axx,
= — MyXy,
dt 1+ ahx, e
com condi¢des iniciais
0<x,0)<K, x;0)>0, parai=2,3,4. (3)

Os parametros que compodem o sistema (2), bem como suas dimensoes e interpre-
tacbes bioldgicas, estao resumidos na Tabela 1.

O sistema (2) sintetiza, portanto, as principais transicées do ciclo biolégico e as
interacdes entre hospedeiro e parasitoide. Em particular, os ovos (x;) podem ser
perdidos por mortalidade natural ou por parasitismo; os ovos remanescentes originam
ninfas (x,), que posteriormente se desenvolvem em fémeas adultas (x;); por sua vez,
ovos parasitados contribuem para a producao de fémeas adultas de parasitoides (x,),
0S quais reiniciam o processo de ataque efetivo a novos ovos. As fémeas adultas do
hospedeiro, por fim, realizam a oviposicao, fechando o ciclo reprodutivo.

2.1 Regiao biologicamente significativa e propriedades basicas

Conforme discutido na secdo anterior, a taxa de redugdo de oviposicao (1) deve
permanecer ndao negativa ao longo do tempo. O mesmo se aplica as densidades
populacionais do modelo, que, por definicdo, ndo podem assumir valores negativos.
Essas restricbes asseguram a coeréncia bioldégica do modelo (2), garantindo que as
solugdes apresentem interpretacao biolégica valida para todo instante de tempo, a par-
tir das condicdes iniciais (3) (Haddad; Chellaboina; Nersesov, 2010). Para formalizar
essa propriedade, define-se a seguinte regido:



25

Tabela 1 — Parametros do modelo hospedeiro—parasitoide.

Parametro  Dimensao Descricao
r A Taxa de oviposigcao por fémea.
Nivel de densidade de ovos a partir do qual a oviposigao
K [x1] L
€ inibida.
n; [£]7! Taxa de desenvolvimento de ovos para ninfas.
n, [£]71 Taxa de desenvolvimento de ninfas para adultas fémeas.
m, [£]71 Mortalidade natural de ovos.
m, [£]71 Mortalidade natural de ninfas.
ms [£]71 Mortalidade natural de adultas fémeas.
my [(]7! Mortalidade natural de parasitoides.
12 [x,][x,]7! Proporcao de ovos que originam ninfas.
73 [x3][x,]7t Proporgao de ninfas que originam fémeas adultas.
D]l ]! Proporcao de ovos parasitados que resultam em parasi-
Ya 4 toides fémeas adultas.
T Taxa de encontro efetivo com ovos suscetiveis ao para-
a [x4]7 [£] o
sitismo.
h EAIE Tempo médio de manipulagéo por ovo parasitado.

Definicao 2.1.1. Denomina-se regiao biologicamente significativa o conjunto de
estados do sistema em que todas as densidades populacionais sdo ndo negativas e a
densidade de ovos ndo excede a capacidade de suporte K. Formalmente,

Q:={xeRi|x <K}

Quando x = (x,, x,, x5, X,) pertence a Q, todas as densidades sdo ndao negativas,
a densidade de ovos é limitada por K e, consequentemente, a taxa de reducdo de
oviposicao (1) permanece ndo negativa. Um vetor x € Q € denominado biologica-
mente admissivel (ou simplesmente admissivel). De modo analogo, uma solucao
do modelo (2) é considerada admissivel se permanecer em Q desde o instante inicial
até qualquer tempo futuro.

Demonstra-se a seguir que, sob condigdes iniciais admissiveis, as solu¢des do
modelo hospedeiro—parasitoide (2) permanecem admissiveis para todo tempo. O ra-
ciocinio é desenvolvido em duas etapas: (i) prova-se que, para quaisquer condi¢cdes
iniciais ndo negativas, as solu¢cdées permanecem no primeiro ortante (Lema 2.1.1); (ii)
mostra-se que, se a condicao inicial pertence a Q, entao a trajetéria ndo deixa essa
regiao para todo tempo futuro (Proposicao 2.1.1).

Lema 2.1.1. Se as condicdes iniciais do sistema (2) sdo nao negativas, entao a solu-
¢cao permanece ndo negativa para todo t > 0.
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Prova. Admita que alguma variavel, por exemplo x,(t), atinja zero em algum instante
t* > 0. Avaliando a primeira equacao de (2) em ¢ = t*, obtém-se

x1(t*) = ”x3(t*) >0,

uma vez que x;(t*) > 0. Assim, x,(t*) ndo é negativa, e a solugdo nao pode deixar o
primeiro ortante.

O mesmo argumento aplica-se as demais variaveis x,, x5, x,, assegurando que to-
das permanecem nao negativas para todo ¢ > 0. O

Proposicao 2.1.1. Se a condicao inicial x(0) pertence a regiao biologicamente signifi-
cativa Q, entdo a solucdo x(t) do sistema (2) permanece em Q para todo ¢t > 0.

Prova. Pelo Lema 2.1.1, tem-se x,(¢t) > 0 para todo ¢t > 0. Resta demonstrar que
x,(t) <K.
Suponha, por contradicao, que exista t* > 0 tal que x,(t*) = K e X,(t*) > 0. Avali-

ando a primeira equacao de (2) em ¢ = t*:

. ax,(£%)x,(t%)

X, (t*) = —nx;(t*) — m;x;(t*) — —— <0,

() = = (%) = myxy () = TS <

pois todos os termos subtraidos sdo nao negativos. Essa contradicao implica que
x,(t) £ K paratodo t > 0. Combinando com o Lema 2.1.1, conclui-se que 0 < x,(t) < K
para todo ¢ > 0. O

O modelo (2) com condicdes iniciais (3) &, portanto, consistente do ponto de vista
biolégico: suas solugdes permanecem na regidao Q, preservando densidades néo ne-
gativas e respeitando a capacidade de suporte K para os ovos. Essa propriedade
assegura que o fator de reducao de oviposicao f;(x;) mantenha interpretacéo biolé-
gica ao longo de todo o tempo.

Na secdo seguinte, examina-se como a limitacdo da densidade de ovos permite
construir subniveis de uma funcao adequada que formam conjuntos invariantes e ab-
sorventes dentro de Q. Esses conjuntos descrevem regides as quais as solucdes
eventualmente convergem e permanecem, fornecendo uma caracteriza¢gao mais deta-
lhada do comportamento assintoético do sistema.

2.2 Propriedades assintoticas e limitacao das populacoes

No sistema considerado, cada populagéo esté sujeita a limitagées naturais. A den-
sidade de ovos, se inicialmente estiver abaixo de K, ndo ultrapassa a capacidade de
suporte K; consequentemente, as densidades de ninfas e de fémeas adultas também
permanecem limitadas. Caso a populacéo de adultas ou de ninfas exceda niveis com-
pativeis com essa capacidade, nem todos os individuos conseguirdo se reproduzir,
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resultando em uma reducao gradual da densidade até que ela se ajuste a um valor
proporcional a capacidade de suporte de ovos.

De forma anéloga, a populacdo de parasitoides depende da disponibilidade de
hospedeiros: se a densidade de parasitoides for excessiva em relagdo a quantidade
de ovos disponiveis, ela tendera a decrescer até alcangar um equilibrio compativel
com a abundéancia de hospedeiros. Em termos matematicos, isso implica a existéncia
de limites superiores naturais para cada populacao, de modo que, independentemente
das condic0es iniciais, todas as solu¢des do sistema permanecem confinadas dentro
desses limites ao longo do tempo.

Essas propriedades indicam que o sistema é assintoticamente limitado: as popula-
cbes nao crescem indefinidamente e se ajustam a um conjunto de valores compativeis
com as restrigdes bioldgicas.

A seguir, demonstra-se que o modelo (2) apresenta essa caracteristica. O argu-
mento é desenvolvido em trés etapas: (i) demonstra-se, por meio da desigualdade
de Grénwall (Li, 2017), que as densidades de ninfas e de fémeas adultas séo limita-
das por constantes proporcionais a K (Lema 2.2.1); (ii) estabelece-se que todas as
populacdes do sistema podem ser uniformemente limitadas por uma Unica constante
(Tian; Xu, 2011) (Lema 2.2.2); (iii) deduzem-se limites assintéticos explicitos (Corola-
rio 2.2.1) e constroem-se conjuntos absorventes e invariantes a partir de subniveis de
uma fungdo adequada (Teorema 2.2.1).

Lema 2.2.1. Sejam x,(t) e x5(t) solu¢des do sistema (2). Entdo existem constantes
positivas M, e M, tais que 0 < x,(t) < M, € 0 < x,(t) < M, para todo t > 0.

Prova. Pela Proposicéo 2.1.1, tem-se 0 < x,(t) < K para todo t > 0.
Da segunda equacao de (2):

X, (1) = yamxy — (ny + my)x, < y,mK — (n, + my)x,.
Aplicando a desigualdade de Grénwall, obtém-se:
X,(t) < x,(0)e~ratm)t 4

1-— e—(nz+mz)f) <M,,

onde M, é definida por

K
M, := max {xz(o), 2 }

n, + m,

De forma analoga, da terceira equagao:

X3(t) = y3n,x, — myx; < y3n,M, — msXx;,
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e aplicando novamente a desigualdade de Gréonwall:

v3n.M,
m

3

x3(t) < x3(0)e™™" + (1—e™™') < M,

onde M, é definida por

n,M
M, :=max{x3(0), i 2}.

3
Portanto, x,(t) e x;(t) permanecem limitadas, respectivamente, por M, e M, para
todo ¢t > 0. ]

Lema 2.2.2. As solugdes x(t) do sistema (2) sdo uniformemente limitadas.
Prova. Considere N(t), uma combinacéo linear de x(t), definida por

n, +m; (n, + my)(n, + m,)
x,(t) +
2y,m 4n,n,y,Y;

N() = x,(1) + %@+%M®,

cuja derivada ao longo das solucdes de (2) é

) X, n, +m (n, + m)(n, + m,)
= 1 — — — —
N@ rx3< K) 2 ! 4y,n, 2
(n, + my)(n, + m,)m, my
_ X3 — —X,.
4nnyy,ys; Va

Da Proposicao 2.1.1, tem-se 1 — x;/K < 1. Além disso, o Lema 2.2.1 garante
que x; < M;. Assim, o termo logistico satisfaz rx;(1 — x;/K) < rM;, 0 que permite a
estimativa:

) n+m n,+m
N(t) £ rM; —SN(t), 5:min{ 12 -, 22 z,ms,m4}-

Aplicando novamente a desigualdade de Grénwall, a solugao N(¢) é limitada por:
M
N(t) < N(0)e™? + %3(1 — ety < M,

onde M é definida por

M := max {N(O), r_M3}

Portanto, as solugdes do sistema (2) permanecem uniformemente limitadas para
todo t > 0. O

Corolario 2.2.1. Sejam x(t) solugdes do sistema (2) com condi¢des iniciais (3). Entao
existem constantes positivas

M. = y.mK M. = VznzMz’ - I'M;

L=
n, + m,’ 3 m, S
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onde § = min{(n, + m,)/2,(n, + m,)/2, my, m,}, tais que, para cada ¢ > 0, existe T =
T(e) > 0 satisfazendo

X)) <M,+e, x3(t)<M;+¢, N(I)<M+e, vVt >T.
Prova. Do Lema 2.2.1, obtém-se:
x,(t) < x,(0)e~(tml 4 N, (1 — e=(atm)t),)

x;3(t) < x3(0)e™™! + M5(1 — e7™mst).

Tomando o limite quando ¢t — oo, conclui-se que limsup,  _x,(t) < M, e
limsup, ,  x;(t) < Ms.
De modo anélogo, pelo Lema 2.2.2,

N(t) < N(0)e™® + M(1 —e™®),

o que implica limsup, N(t) < M.
Assim, para todo € > 0, existe T = T(¢) tal que as desigualdades do enunciado sao
satisfeitas para todo t > T. O

Teorema 2.2.1. Considere Q e a fungao linear

n+m n,+m))n,+m 1
hmy ) gm) 1
2y, 4nyn,y,Ys Va

N(x)=x,+

e, para x > 0, defina o subnivel B, :={x € Q : N(x) < «x}. Sejam ainda M;, § e M; as
constantes definidas respectivamente no Lema 2.2.1, Lema 2.2.2 e Corolério 2.2.1.
Entao valem:

M,

. r ~ ) " . .
(i) Sex>M := , entao B, é positivamente invariante em Q.

N . rM . , L
(i) Paratodox > M := 2, o conjunto B, é absorvente em Q, isto &, para toda

solucao x(t) existe T > 0 tal que x(t) € B, paratodot >T.

Prova. Defina N(x) como no enunciado. Pelo Lema 2.2.1 e pela Proposicéo 2.1.1,
existem constantes M; e § > 0 tais que

N(t) <rM; —S8N(t), paratodot > 0.
(i) Se x > M :=rM;/d, entdo na fronteira N(x) = x tem-se

N(t) <rM; —6x <0,
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logo, 0 campo aponta para dentro de B, e o subnivel é positivamente invariante.
(i) Pelo Corolario 2.2.1, existe M, tal que x;(t) < M5 + ¢ para t > T., e portanto

N(t) £r(M; +¢) — SN(¢).

Integrando a desigualdade diferencial a partir de T, mostra-se que N(t) converge para
r(M; +¢)/8. Como x > M :=rM,;/é, é possivel escolher ¢ suficientemente pequeno
para garantir que N(t) < x para todo t suficientemente grande, o que prova que B, é
absorvente. O

Conclui-se, portanto, que o modelo apresenta uma dinamica confinada: todas as
trajetérias permanecem em subconjuntos compactos da regido biologicamente signi-
ficativa Q, assegurando que nenhuma variavel populacional cresce indefinidamente.
Esse resultado sintetiza a analise global do sistema e descreve seu comportamento
assintotico, evidenciando a existéncia de limites superiores naturais para cada popu-
lacdo.

Em termos qualitativos, tal propriedade implica que, apdés um tempo suficiente-
mente longo, as solu¢gdes do modelo permanecem em uma regido limitada, conver-
gindo para um conjunto de equilibrio ou orbitando em torno dele (Haddad; Chellaboina;
Nersesov, 2010). Assim, o comportamento de longo prazo pode ser caracterizado pe-
los pontos de equilibrio, que correspondem a estados estacionarios das populagées —
situacdes em que as taxas de crescimento e mortalidade se compensam mutuamente.

Na secao seguinte, determinam-se e analisam-se esses pontos de equilibrio, ve-
rificando as condicbes para sua existéncia e interpretando seu significado biologico
dentro da regido Q.

2.3 Pontos de equilibrio

Um ponto de equilibrio do sistema corresponde a uma combinacao de densidades
populacionais em que todas as espécies permanecem constantes ao longo do tempo
(Allen, 2006). Em outras palavras, nessas condi¢oes, as taxas de crescimento e de in-
teracao entre as populagdes se compensam exatamente. Para o sistema hospedeiro-
parasitoide (2), um equilibrio E = (x], xJ, xJ, x}) satisfaz o sistema algébrico de equa-

coes
(4 xl* i i axl*xj; 0
rx - —-nx—-mx’— —-=0,
3 K ™1 ™M 1+ ahx}

Y2 X — nyX; —myx; =0, (@)

Y3l X5 —myx; =0,

k(e 3k
Y4aX) X

——— —myXx, =0.
1+ ahx} *

4
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O sistema (2) admite trés pontos de equilibrio, E,, E, € E;. Nas secbes seguintes,
analisaremos cada ponto, verificando quando eles séo biologicamente admissiveis, ou
seja, quando todas as densidades populacionais pertencem a regiao de interesse do
modelo, e discutindo suas interpretacdes ecologicas.

2.3.1 Equilibrio E,

O equilibrio E;, calculado como
E, =(0,0,0,0),

tem densidades populacionais identicamente nulas. Logo, E; é biologicamente admis-
sivel para quaisquer valores positivos atribuidos aos parametros do sistema (2). Esse
ponto representa a extincao das espécies.

2.3.2 Equilibrio E,

O ponto de equilibrio E, = (37, y5, ¥, ¥;) € dado por

5= [y nY.y)  MyYaYsyy 0
’ ny+my’ my(ny +my)” )’

onde a densidade de ovos satisfaz

(6)

my(n, + my)(n, + mz)) '

k(i
! ninrysys

A expressao (6) mostra que y; corresponde a uma fragcao da capacidade suporte
K. O fator entre parénteses pertence ao intervalo (0,1) sempre que y; > 0; logo,
0 < y; < K. Portanto, basta exigir a positividade de y; para que E, pertenca a re-
gido biologicamente significativa Q. A proposi¢cao a seguir formaliza essa condicao de
admissibilidade.

Proposicao 2.3.1 (Admissibilidade de E,). O equilibrio E, é biologicamente admissivel
se, e somente se, S; > 0, onde

Sy = mn,ry,y; — my(ny + my)(n, + my). (7)

Prova. Tem-se y; > 0 se, e somente se, S; > 0. Como as demais coordenadas sdo
multiplos positivos de y}, também sio n&o negativas. Além disso, y; < K sempre que
y; > 0. Logo, E, € Q. O]

Dividindo S; pelo produto positivo m;(n, + m,)(n, + m,) e somando 1, obtém-se a
condicao equivalente
T, >1, (8)
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onde

Tl_FYZY3<n1+m1)<n2+m2)(m3)' (9)

Na expressao anterior, n,/(n; + m,) € a probabilidade de um ovo sobreviver até
a fase de ninfa, n,/(n, + m,) € a probabilidade de uma ninfa tornar-se adulta, 1/m,
corresponde a expectativa de vida de uma fémea adulta, e ry,y; € a taxa liquida de
producao de descendentes (Selau, 2024). Assim, T, representa o niumero esperado
de fémeas adultas produzidas por uma unica fémea ao longo de todo o ciclo de vida.

Portanto, quando E, é admissivel (T, > 1), cada fémea adulta € substituida, em
média, por mais de uma fémea na geragcao seguinte; caso contrario, ndo ocorre re-
posicéo integral. Nesse equilibrio, tem-se y; = 0, o que caracteriza a extincao do
parasitoide. Além disso, y; corresponde a uma fragdo da capacidade de suporte K,
determinada pelas perdas acumuladas na fase de ovos; y; é obtido a partir de y; pela
razdo entre ingresso de ninfas e mortalidade nesse estagio; e y; resulta de y; pelo
balango entre conversdo de ninfas em adultas e mortalidade das fémeas. Assim, as
densidades do hospedeiro em E, representam as densidades maximas em equilibrio
atingidas na auséncia de parasitoides.

2.3.3 Equilibrio E,

O ponto de equilibrio E; = (2], z;, z3, z;) é obtido como

ny,z: nmn z¥ rz¥ z*
E; = <Z* 127, 1ThYabs2y h <Z>k + l) *3 (1 — —1> —ny— Wh]) > (10)
z] K

U, +my’ my(n, +m,) ' h
em que a densidade de ovos no equilibrio € dada por

a(y, — hm4).

*
Zl

(11)
A proposigao a seguir estabelece a condigdo sob a qual o equilibrio E; € biologica-
mente admissivel.

Proposicao 2.3.2 (Admissibilidade de E,). O ponto de equilibrio E; é biologicamente
admissivel se, e somente se, S; > 0e S, > 0, em que S, é dado por (7) e

S, =¥s— hmy. (12)

Prova. O valor z; € positivo se, e somente se, S, > 0. Além disso, a positividade de
z, exige que 0 < z; < y;. Como y; < K sempre que S; > 0, conclui-se que z] < K.
Dessa forma, todas as coordenadas de E; sdo positivas e satisfazem as restricdes de
Q. Logo, E; € Q. O]

Dividindo S, pela constante positiva h e somando 1, a condicdo de admissibilidade
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pode ser expressa como
T, > 1,

()2

No contexto bioldgico, y,/h representa o numero maximo de fémeas de C. noackae
que um parasitoide pode gerar por dia, enquanto 1/m, corresponde ao tempo médio
de vida de uma fémea parasitoide. Assim, T, quantifica o numero total de fémeas
produzidas por uma unica fémea parasitoide ao longo de sua vida (Selau, 2024).

De modo analogo ao equilibrio E,, as densidades z; e z; sdo proporcionais a zj,
determinadas pelos quocientes de ingresso e saida em cada estagio. Pela proposicao
de admissibilidade de E;, a densidade de ovos no equilibrio na presenca de parasitoi-
des é significativa sempre que

onde

* ES
0<z] <y,

em que y; representa a densidade de ovos em equilibrio na auséncia de parasitoides.
Assim, a presenca do parasitoide reduz o nivel de equilibrio do hospedeiro, caracte-
rizando a coexisténcia das espécies em um regime no qual ambas persistem, mas
com a populacdo hospedeira restrita a valores inferiores aos que seriam atingidos na
auséncia de parasitismo.

Conclui-se, portanto, a caracterizagcao dos pontos de equilibrio do sistema: a ex-
tincdo de ambas as espécies (E;), a persisténcia isolada do hospedeiro (E,) e a co-
existéncia entre hospedeiro e parasitoide (E;). A partir desses resultados, a analise
prossegue com o estudo da estabilidade dos equilibrios, apresentado na secao se-
guinte.

2.4 Estabilidade local

A andlise de estabilidade local descreve como o sistema responde a pequenas
perturbacdes em torno de um ponto de equilibrio. Do ponto de vista biolégico, essa
analise permite verificar se, apds um leve aumento ou diminuicdo nas populagdes,
as densidades de ovos, ninfas, fémeas adultas e parasitoides tendem a retornar ao
equilibrio ou se afastam dele. Um equilibrio € denominado localmente estavel quando
pequenas perturbacdes se dissipam ao longo do tempo; caso contrério, ele é consi-
derado instavel.

Matematicamente, para o sistema hospedeiro-parasitoide (2), considerando um
ponto de equilibrio E = x* = (xj, x;, x3, x;), pequenas perturbagbes y = x — x*
satisfazem

y=J(E)Y,
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em que J(E) denota a matriz jacobiana avaliada em E,

7 0 ) x;‘ ax;‘

’/‘ — — — —
L1 K 1+ ahx}

J(E) — nlyz _n2 - m2 0 O , (1 3)
0 n,Ys; —m; 0
40X} _ Y4a*hxx; 0 0 Y4ax; _
1+ahx; (1+ahx?)? 1+ ahx? 4
com
a’hx;x; ax; rx;
Jl,l - I’ll - ml.

T (Q+ahx? 1+ahx; K

O equilibrio E é localmente assintoticamente estavel (ou simplesmente estavel)
se todos os autovalores de J(E) possuem parte real negativa (isto é, se J(E) € Hurwitz)
(Khalil, 2002); caso contrario, o equilibrio é instavel. Essa caracterizacao pode ser
conduzida por meio do critério de Hurwitz (Allen, 2006), o qual traduz a informacao
sobre os autovalores da matriz jacobiana em desigualdades algébricas envolvendo
os coeficientes do polindbmio caracteristico. Escrevendo o polinémio caracteristico de
J(E) na forma mondémica

pA) ="+ A"+ a,A" % + -+ a, 14+ a,,

o critério fornece condi¢cdes necessarias e suficientes para que todas as raizes de
p(4) tenham parte real negativa (isto é, para que J(E) seja Hurwitz). Nos casos de
interesse, em que n = 2,3 ou 4, as condi¢des estdo resumidas na Tabela 2.

Tabela 2 — Condi¢des de Hurwitz para polinémios de grau 2, 3 e 4.

Grau Condicdes

2 a>0,a,>0

3 a;>0,a;>0, a;a,—a; >0

4 a, >0, a;>0, a,>0, a,a,0; —a; —aia, >0

Fonte: elaboragéo prépria, com base em Allen (2006).

Dessa forma, a avaliagdo da jacobiana em cada ponto de equilibrio E;, E, € E;
permite estabelecer as condi¢gdes sob as quais cada um deles é estavel ou instavel.
Essa analise sera desenvolvida nas secoes a seqguir.
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2.4.1 Estabilidade local de E;

A matriz jacobiana (13) avaliada no equilibrio de extincao de todas as espécies E,

é
-n, —m 0 r 0
n —n,—m 0 0
J(E,) = 172 2 2
0 0 0 —my

O polindmio caracteristico associado assume a forma
p(A) = (=4 —my) (=4 — ny —my)(=4 — ny, — my) + NNyryLYs) . (14)

Uma raiz imediata de (14) é A = —m,, a qual possui parte real negativa. As demais
raizes sao determinadas pelo polinbmio cubico

(A —ny —m)(—=1 — ny — my)(=1 — m3) + nynyry,y; =0, (15)
com coeficientes, na forma monémica,

a1 =I’l1+m1+l’l2+m2+m3,
a, = (n; + my)(n, + my) + (ny + my + ny + my)ms,

a; = (n; + my)(n, + my)m; — nyn,ry,ys.

De acordo com a Tabela 2, a estabilidade local requer a, > 0, a; > 0, a;a, —a; > 0.
A condicdo a, > 0 é sempre satisfeita, a; > 0 equivalea S; <0, e

a,a, — a; = (ny + my + n, + my)(n, + my + my)(n, + m, + my) + nyn,ry,y; > 0,

sempre valida para parametros positivos. Assim, a estabilidade depende apenas da
condicao a; > 0, a qual é equivalente a S; < 0. Essa conclusédo pode ser resumida na
Proposicao a seguir.

Proposicao 2.4.1. O equilibrio de extincao das espécies E,; € localmente estavel se,
e somente se, S, < 0.

Em termos biolégicos, o equilibrio de extincdo das espécies é localmente estavel
quando a reproducao de percevejos ndo consegue superar suas perdas.
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2.4.2 Estabilidade local de E,

A matriz jacobiana (13) avaliada no equilibrio de extincdo do parasitoide E,,
considerando-se (7) e (9), e definindo

_ Kas$,
~ KahS, 4+ n,n,ry,y;’

€ dada por
—T,(ny + my) 0 rT;! —A
n —n, —m 0 0
J(E,) = V2 2 2
0 nyYs3 —m3 0
0 0 O y4A - m4

O polinbmio caracteristico correspondente é

nyn,ry,y
1
Uma raiz imediata de (16) € 1 = y,A — m,, negativa sempre que
Ka$S
e ) (17)

KahS, + nyn,ry,y,

a qual, sob a hipétese S; > 0 (admissibilidade de E,), pode ser reescrita como
KaS;(y, — hmy) — myn n,ry,y; <O0. (18)

Dois cenarios s&o possiveis em fun¢do da admissibilidade do equilibrio de coexis-
téncia E;:

* Se E; nao é admissivel (y, — hm, < 0), a desigualdade (18) é automaticamente
satisfeita, garantindo que a raiz imediata possui parte real negativa.

* Se E; é admissivel (y, — hm, > 0), dividindo (18) por y, — hm, € usando (11) e
(6), obtém-se a condi¢ao equivalente

0<zj <y,
isto €, a densidade de ovos no equilibrio com parasitoide € positiva, mas inferior
a do equilibrio do hospedeiro sem parasitoide.
As demais raizes de (16) satisfazem o polinémio cubico

ninrysys

(A= 1y — my)(=2 — my) (—A - AT

) + (n, + my)(n, + my)m; =0, (19)
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com coeficientes, na forma mondmica,

nmn,ry,rs
ms(n, + m,)
mnry,ys  milgry,Ys

a, = + + my(n, + m,),
2 m3 n2+m2 3(2 2)

1= +I’l2+m2+m3,

a; = nnyry,ys — my(ny + my)(n, + my) = S;.

De acordo com o critério de Hurwitz, a estabilidade local requer a; > 0, a; > 0
e q,a, — a; > 0. A condicdo a, > 0 é sempre satisfeita, a; > 0 equivale a S; > 0
(admissibilidade de E,), e

nyn,r n, + m, + my) nyn,r
1rY,ys(n, 2 3 ny + m, + ms + UL
(n, + my)m;, (n, + my)m;

aa, —a; =

+ m;(n, + my)(n, + my + n, + m, + my) > 0,

também positivo para todos os parametros admissiveis.
Portanto, a condi¢ao para estabilidade de E, pode ser sintetizada na proposi¢céao a
sequir.

Proposicao 2.4.2. O equilibrio de extingdo do parasitoide E, € localmente estavel se,
e somente se,
E,eQ e (5,<0 ou 0<z<y).

Do ponto de vista biolégico, o equilibrio E, é localmente estavel quando o hos-
pedeiro consegue se manter (S; > 0), mas o parasitoide ndo é capaz de invadir o
sistema. Essa impossibilidade esta associada a condigdo 0 < z; < y;: enquanto y;
representa a densidade de ovos em equilibrio na auséncia de parasitoides, z; corres-
ponde ao nivel critico de ovos que tornaria possivel a coexisténcia entre as espécies.
A exigéncia z; < y] assegura que, mesmo no regime em que o hospedeiro persiste,
a densidade de ovos disponivel nunca atinge o patamar necessario para sustentar a
populacdo de parasitoides. Assim, além de garantir a estabilidade matematica, essa
condicao também confere coeréncia bioldgica, pois reflete o fato de que a pressao de
parasitismo reduz o numero de ovos do hospedeiro abaixo do limiar exigido para a
manutencgéo do parasitoide.

2.4.3 Estabilidade local de E;

Defina-se

Tz}
B = Sz(nl + ml) Tl - K - 1 > 0,
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com E, admissivel. Entao, a matriz jacobiana (13) avaliada no equilibrio de coexistén-
cia E;, considerando-se (9) e (12), resulta em

B Tz} z m,
= _ 1 1—2) =
v (n, +m1)< + T ) 0 r( % ”

J(E;) = niy, —hn, —m, 0 0
0 n,Ys; —m; 0
B 0 0 0

O polinémio caracteristico associado a J(E;) é

4

B Tz}
pA) = —A(=A = m3)(=4 — ny —m,) l—/l v (n, + m1)< Kl + 1)

z] Bm
— MNn,ryLys /1<1 - El) + 4(_/1 —m3)(—=1 — n, —m,),
V2

o qual € um polinémio de quarto grau, cujos coeficientes na forma mon6émica sao

_ T,(n, +my)z; B

@ = okt my
4
T,(n, + my)(n, + m, + ”’13)21k + B(n, + m, + ms) + Bm,
a, =
K Ya V2

+ (n; + my)(ny, + my + m3) + my(n, + my),
(20)

_ zZ Bms(n, + my) =~ Bmy(n, + m, + my)
a3 = MN,IY,Y5 7 1|+ ” + v,
Tymy(n, + my)(n, + mz)zik
K
_ Bmymy(n, + m,)
V2 .

+ my(n; + my)(n, + my),

Qy

De acordo com a Tabela 2, a estabilidade local de E; exige o atendimento simul-
taneo das seguintes condigées: a, > 0, a; > 0, a, > 0 € a,a,a; — a; — a’a, > 0. As
condicdes a, > 0 e a, > 0 sdo satisfeitas sempre que E; é admissivel. Ja a condicao

a, > 0 é atendida se
S; >0,

onde

zy Bm.(n, + m Bm,(n, + m, + m
S3=nln2ryzy3(fl_l>+ 3(; ), Bru(n, s )
4 2

Tymy(ny + my)(n, + my)z}
+ K

+ my(n; + my)(n, + my).
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Por fim, a desigualdade a,a,a; — a; — aja, > 0 pode ser reescrita como
S, >0,

onde, considerando as constantes p,, p,, p; € p, Sdo os coeficientes (20), a,, a,, a; €
a,, respectivamente, S, é

S, = P1P2Ps — D3 — D Da-

Assim, a condicao de estabilidade de E; pode ser resumida na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.4.3. O equilibrio de coexisténcia E; é localmente estavel se e somente
se
E;eQ e (S;5>0e S,>0).

Do ponto de vista bioldgico, E; é estavel quando, além de ser admissivel (coexis-
téncia de hospedeiro e parasitoide), os parametros asseguram que a interacao entre
os estagios intermediarios é suficientemente forte (S; > 1) € que o sistema nao admite
oscilagdes de crescimento pelas demais condi¢gées de Hurwitz (S, > 0). Dessa forma,
a presenga do parasitoide mantém a populacao hospedeira limitada em niveis inferi-
ores ao equilibrio sem parasitismo, estabelecendo um regime de coexisténcia estavel
entre as duas espécies.

2.4.4 Resumo das condicoes de estabilidade dos equilibrios

Conforme discutido anteriormente, o ponto de extingdo de todas as espécies E,
€ sempre viavel, mas sua estabilidade, que depende da capacidade de persisténcia
do hospedeiro, implica a instabilidade dos equilibrios E, e E;. De forma reciproca, a
estabilidade de E, ou E; implica necessariamente a instabilidade de E;. Em termos
biolégicos, isso significa que o sistema ndo pode sustentar simultaneamente a estabi-
lidade da extingao total e de estados viaveis com o hospedeiro.

A estabilidade local de E, depende da eficiéncia do parasitoide em explorar o hos-
pedeiro. Se o parasitoide nédo é eficiente (S, < 0), ele ndo consegue invadir € 0
hospedeiro estabiliza isoladamente. Ja quando o parasitoide é eficiente (S, > 0), a
coexisténcia em E, torna-se possivel; nesse cenario, a estabilidade do equilibrio de
coexisténcia depende ainda das condi¢des adicionais associadas as interagées entre
os estagios do ciclo de vida (S; e S,). Essas condicdes refletem, em termos biol6gicos,
o balancgo entre a pressao de parasitismo e a capacidade do hospedeiro de se manter
em niveis positivos. Analisaremos o0 comportamento das solu¢des no regime em que
S; <0ouS, <0, para o qual todos os equilibrios séo instaveis, na Segéo 3.2.3.

Assim, em cada regime de parametros, apenas um dos equilibrios E;, E, ou E;
pode ser localmente estavel. A Figura 3 resume esses aspectos, indicando, em cada
caso, as condi¢des sob as quais um equilibrio é viavel e, adicionalmente, quando ele
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se torna localmente estavel. A notacdo utilizada é: A/E (admissivel e estavel), A/l
(admissivel e instavel) e NA (ndo admissivel).

E, E, E;

S1<0 A/E || NA || NA

S, <0 A/l || A/E || NA

S;>0 S;>0eS5,>0 A/l A/l || A/E
S, >0

S3<00usSy <0 || Al || AL || A/l

Figura 3 — Resumo das condi¢des de admissibilidade e estabilidade dos equilibrios.



3 DETERMINACAO DOS PARAMETROS E SIMULACOES
DO MODELO

Neste capitulo, sdo apresentados os métodos utilizados para a estimativa dos pa-
rametros a partir de dados experimentais e informacdes disponiveis na literatura. Em
seguida, empregam-se esses valores na resolu¢cao numérica do sistema, a fim de
analisar a adequacao do modelo as observacdes bioldgicas e investigar suas proprie-
dades dindmicas em diferentes condicdes.

3.1 Determinacao dos parametros

A determinagédo de parametros do modelo utiliza dados encontrados na literatura
em Souza; Candelaria; Barbosa; Wilcken; Campos; Serrdo; Zanuncio (2016), Bar-
bosa; Rodrigues; Nichele; Souza; Becchi; Wilcken (2017) e Barbosa; Santos; Soliman;
Rodrigues; Wilcken; Campos; Zanuncio; Zanuncio (2019). Além disso, para parame-
tros cujas informacdes dos artigos fossem insuficientes, contou-se com a colaboracao
do Dr. Leonardo Barbosa Rodrigues, pesquisador da Empresa Brasileira de Pesquisa
Agropecuaria (Embrapa Florestas). A seguir, especificam-se os valores atribuidos a
cada parametro do sistema (2), correspondentes a uma temperatura fixada entre 24 e
25 graus Celsius.

3.1.1 Taxa intrinseca de reproducao de T. peregrinus

A taxa intrinseca de reproducao (r) expressa a capacidade de a populagdo aumen-
tar em funcéo da fecundidade das fémeas. No modelo (2), essa dinamica é represen-
tada pelo termo nao linear rx;f;(x;), com fy(x;) definido em (1). Para estimar r a
partir do nimero de ovos postos por uma unica fémea ao longo de sua vida, fixa-se
x;(t) = 1 e considera-se a equagéao diferencial para o acumulo de ovos:

dx X
d_tl=r<1_fl>a x1(0)=0a
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cuja solucéao isolada para r é

K x,(7)
r:—?ln<1—17). (21)
De acordo com os dados experimentais de Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues;
Wilcken; Campos; Zanuncio; Zanuncio (2019), a longevidade média das fémeas de
T. peregrinus a 25°C € t = 40,5 dias, a fecundidade total média é x,(r) = 58,1 ovos,
e a capacidade de suporte € K = 700 ovos por unidade de area. Assim, por (21),

obtém-se,
r = 1,50 ovo adulta”'dia™". (22)

Em seguida, apresentam-se as estimativas das taxas de mortalidade natural.

3.1.2 Taxa de mortalidade natural

A mortalidade em cada estagio x; (i = 1 para ovos, i = 2 para ninfas, i = 3 para
adultas e i = 4 para parasitoides) do percevejo bronzeado é representada por uma
taxa constante m;, proporcional a densidade populacional do estagio. A dindmica de
sobrevivéncia é descrita pela equagéao diferencial

dx;
dt

=-myx;, x0)=1, i=1,23,4, (23)
cuja solucao corresponde a fungéo de sobrevivéncia da distribuicao exponencial:
x;(t) = e7 ™,

Sob a hipétese de taxa de mortalidade constante, o tempo de vida do estagio i
segue distribuigdo exponencial, cujo valor esperado € o tempo médio de vida 7, ;.
Nesse caso, a taxa de mortalidade é obtida diretamente como

Os tempos médios de vida das diferentes populagbes foram obtidos a partir de
experimentos laboratoriais e de dados disponiveis na literatura:

» Consideramos que o periodo de ovo dura, em média, aproximadamente 8 dias.

» O tempo médio de vida das ninfas que nédo atingiram o estagio adulto foi estimado
em 8,26 dias, calculado pela razao entre o niumero total de dias de sobrevivéncia
dessas ninfas (289 dias) e o numero de individuos que ndo chegaram a fase
adulta (35 ninfas) (verificado no experimento).

» Para a populacao de fémeas adultas de T. peregrinus, Barbosa; Santos; Soliman;



43

Rodrigues; Wilcken; Campos; Zanuncio; Zanuncio (2019) reportaram um tempo
médio de vida de 34,3 dias.

» Em relagéo ao parasitoide C. noackae, Becchi; Barbosa; Serrao; Zanuncio; Sam-
paio; Domingues; Wilcken (2023) relataram uma longevidade média de 2,1 dias.

Dessa forma, considerando-se os dados experimentais e bibliograficos, sintetizam-
se o0s tempos médios de vida das populacdes na Tabela 3.

Tabela 3 — Tempo médio de vida das populagbes em dias.
Ovos (7, 1) Ninfas (7, ,) Adultas (7, 3) Parasitoides (7,, 4)
8,00 26,2 34,30 2,10

Fonte: elaborada pelo autor a partir de dados experimentais e bibliograficos.

A partir dos tempos médios de vida observados experimentalmente (Tabela 3),
obtém-se as taxas de mortalidade naturais para ovos (m,), ninfas (m,), adultas (m,) e
parasitoides (m,):

my; = —1 m, = —1 ms; = —1 m
178000 T 262" T 3430 YT 2,10°

com unidades em dia™!. Na sequéncia, sdo apresentadas as taxas de progressio
entre estagios.

3.1.3 Taxa de progressao entre estagios

A transicao de um individuo do estagio x; para o estagio subsequente é repre-
sentada por uma taxa de progressao constante n;. De forma andloga a mortalidade
natural, a dindmica de permanéncia no estagio i € descrita pela equagéao diferencial

dx;
dt

-nx;, x(0)=1, i=1,2, (25)
cuja solugéo corresponde a funcao de sobrevivéncia exponencial do estagio:
x;(t) = e,

Sob a hipbtese de taxa de progressado constante, o tempo de permanéncia no
estagio i segue uma distribuicdo exponencial, cujo valor esperado é o tempo médio
7,.;- Nesse caso, a taxa de progresséo € dada por

n; = > (26)

Tn,i

ou seja, o inverso do tempo médio de vida no estagio (Selau, 2024).
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Os tempos médios de progressao foram estimados experimentalmente em Bar-
bosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Campos; Zanuncio; Zanuncio (2019). O
tempo médio de transigio do estagio de ovo para ninfa (z, ;) € de 7,35 dias, enquanto
a transi¢éo ninfa-adulta (z,, ,) apresenta duragdo média de 22,69 dias. Esses valores
estdo resumidos na Tabela 4.

Tabela 4 — Tempos médios de progressao entre estagios de desenvolvimento em dias.

Ovo-Ninfa (z,, ;) Ninfa-Adulta (z,, ,)

7,35 22,69

Fonte: elaborada pelo autor a partir Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Campos;
Zanuncio; Zanuncio (2019).

A partir da relagéo (26) e dos valores da Tabela 4, obtém-se as taxas de progressao
(em dia™!):
1 1

=735 ™ 2269
A seguir, determinam-se os fatores de converséo entre os estagios.

3.1.4 Fatores de conversao

Os fatores de conversao representam as proporcoes utilizadas para descrever a
passagem de individuos de um compartimento ao seguinte. Para sua determinagéo,
consideraram-se as seguintes informagoes:

» Conforme Barbosa; Rodrigues; Nichele; Souza; Becchi; Wilcken (2017) e da-
dos experimentais, cada ovo pode originar apenas uma ninfa. Assim, o fator de
conversao de ovos para ninfas (y,) é fixado como

¥, = 1 ninfa ovo .

» A razao sexual do percevejo bronzeado adulto, definida pela proporcao de fé-
meas no total de individuos emergidos, foi estimada em 0,48. Dessa forma, o
fator de conversao de ninfas para fémeas adultas (y;) € dado por

¥; = 0,48 adulta ninfa".

» A razao sexual dos parasitoides emergidos, calculada pela proporcéao de fémeas
no total de parasitoides, foi estimada em 0,67. Assim, fixa-se o fator de conver-
séo de ovos parasitados para fémeas adultas de parasitoides (y,) como

v, = 0,67 parasitoide ovo ™.
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Na sequéncia, sdo determinados os parametros relacionados ao parasitismo, em
particular o tempo de manipulacao e a taxa de busca.

3.1.5 Taxa de busca e tempo de manipulacao

Modela-se o parasitismo sobre ovos de T. peregrinus por uma resposta funcional
de Holling Il em tempo continuo, com um parasitoide funcional (fémea) por ensaio e
sem reposicao de ovos (Royama, 1971):

dx, ax;

& = TTrans O %e il

em que x; é o nimero de ovos (unid.), a é a taxa de busca (ovo™! dia_l) e h é otempo
de manipulagao por ovo (dia). A solucao implicita de (27) satisfaz

Inx,(t) + ahx,(t) = Inx,, + ahx,, — at, (28)

a partir da qual x;(1) pode ser obtido numericamente (ou, opcionalmente, de forma
explicita pela funcdo W de Lambert (Corless; Gonnet; Hare; Jeffrey; Knuth, 1996)).

+ Experimento de parasitismo

O experimento de parasitismo foi conduzido a 24 °C, com 20 repeticdes para cada
nivel de oferta de ovos. Em cada ensaio j, uma quantidade inicial xi@ de ovos de
T. peregrinus foi exposta, durante 1 dia, a um casal de C. noackae. Embora apenas
a fémea realize o parasitismo, o macho foi mantido no ensaio, uma vez que a fémea
somente parasita nessa condicao. ApGs esse periodo de exposicado, os parasitoides
foram removidos. Em seguida, realizou-se a contagem dos ovos parasitados e néo
parasitados, bem como 0 acompanhamento da eclosao das ninfas, registrando-se, em
cada repeticdo, o numero de ninfas eclodidas. Os valores apresentados na Tabela 5

correspondem as médias das observagbes obtidas em cada nivel de oferta.
« Ajuste por minimos quadrados

Para estimar os parédmetros, dado um par (a,h) e um nivel inicial x,,, integra-
se numericamente (27) em [0, 1] dia (ou resolve-se (28)) para obter x;(1), 0 nUmero
remanescente de ovos. A previsao do parasitismo em um dia é

?(a’h | xl,O) = X0 — x;(1),

isto é, a diferenca entre a oferta e o remanescente previsto apés um dia. As estima-
tivas (a, h) sdo obtidas pela minimizacéo da funcéo de erros, E,, onde foi utilizado o
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Tabela 5 — Resultados do experimento de parasitismo de C. noackae sobre ovos de T. peregri-
nus.

j xijg YU ) ngi

1 2 1,1 0,90 0,60
2 5 3,75 1,25 0,60
3 10 3,8 6,20 3,75
4 20 47 15,30 6,50
5 40 3,4 36,60 21,60
6 60 5,85 54,15 27,15
7 80 5,05 74,95 31,90
8 100 6,4 93,60 48,95

.
1,0°

y): média de ovos parasitados; 31): média de ovos ndo parasitados; x
eclodidas.

ndimero de ovos ofertados;

0.
2,1

Fonte: Leonardo Barbosa (Embrapa Florestas).” j: ensaio; x

média de ninfas

método de minimos quadrados.

1/2

E, = min (Z(y(j)— $(a,n | xY) )2) . (29)

a>0, h>0

A busca foi realizada por grade no plano (a, h), construindo-se a superficie de erro
e selecionando-se o minimo. As curvas de nivel da superficie de erro bem como a
propria funcéo de erro sdo exibidas na Figura 4.

® E=231

2,70 T
] 1

2,50

1,00 125 1,50 1,75 2,00 2,25 2,550 2,75 3,00
a 0,190 3,00

(a) (b)
Figura 4 — Representagao grafica do erro E,(a, h) utilizado na calibragédo do modelo. (a) Curvas
de nivel de E,(a, h), com o ponto minimizante (4, h) = (2,02;0,18) destacado. (b) Superficie de
E,(a, h), indicando o valor minimo E; no mesmo ponto.
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O ponto minimizante, conforme a Figura 4, é
a = 2,02 parasitoide ' dia”' e h =0,18 parasitoide dia ovo.

Como verificacao independente da busca em grade (na qual x,(1) foi ob-
tido por integracdo numérica de (27)), realizou-se a otimizagdo local com
scipy.optimize.minimize (método Nelder-Mead) avaliando a mesma fungéo
de erro (29), mas agora usando (27) via funcdo W de Lambert (rotina
scipy.special.lambertw). Nesse caso,

1 A\,
x(1) = ah W(a hx e_a(l_hxl’°)> = J(a,h| xl,O) = X0~ x;,(1).

O minimizador retornado por essa rotina coincide, nas duas primeiras casas deci-
mais, com o ponto minimizante identificado na superficie de erro.
Na sequéncia, apresenta-se um resumo dos parametros estimados.

3.1.6 Resumo dos parametros estimados

Considerando as estimativas obtidas nas subsecdes anteriores, a Tabela 6 resume
todos os parametros utilizados no sistema (2), apresentando o simbolo, o valor ado-
tado e a respectiva referéncia.

Esses valores foram adotados como parametros do modelo e constituem a base
para as simulacées numéricas apresentadas na secao seguinte.

3.2 Simulacoes da dinamica populacional

Com os parametros previamente determinados, realizam-se simula¢gées numéricas
do modelo completo, com o intuito de avaliar sua capacidade de reproduzir o compor-
tamento observado experimentalmente e de investigar a dindmica populacional re-
sultante. Inicialmente, procede-se a validagdo do modelo por meio da comparagéo
entre os resultados simulados e os dados de laboratério. Em seguida, analisam-se
as simulagdes do sistema completo e, posteriormente, sua resposta a variagées em
parametros-chave por meio da andlise de bifurcagéao.

3.2.1 Validacao dos parametros do modelo

A verificacdo da adequacgéao dos parametros foi realizada por meio da comparagéo
entre os resultados experimentais e simulagdes numéricas obtidas a partir de uma
versao do modelo compativel com o ensaio de parasitismo. Nesse experimento, uma
guantidade inicial conhecida de ovos foi exposta a parasitoides durante apenas 1 dia.
Apos esse intervalo, os parasitoides foram removidos, e passou-se a observar o nu-
mero de ovos parasitados e a quantidade de ninfas que emergiram posteriormente.
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Tabela 6 — Parametros estimados do modelo hospedeiro—parasitoide.

Parametro  Valor Referéncia
(Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Cam-
r 1,50 ) :
pos; Zanuncio; Zanuncio, 2019)
K 700,0 Do experimento
n, 1/7.35 (Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Cam-

pos; Zanuncio; Zanuncio, 2019)
(Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Cam-

2 1/22,69 pos; Zanuncio; Zanuncio, 2019).
(Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Cam-
m, 1/8,00 . .
pos; Zanuncio; Zanuncio, 2019)
m 1/96.2 (Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Cam-
2 ’ pos; Zanuncio; Zanuncio, 2019)
ms 1/34.30 (Barbosa; Sgntos; Soll'man; Rodrigues; Wilcken; Cam-
pos; Zanuncio; Zanuncio, 2019)
m 1210 (Becchi; Barbosa; Serrao; Zanuncio; Sampaio; Domin-
4 ’ gues; Wilcken, 2023)
(Barbosa; Rodrigues; Nichele; Souza; Becchi; Wilcken,
12 1,00
2017)
0.48 (Barbosa; Santos; Soliman; Rodrigues; Wilcken; Cam-
Vs ’ pos; Zanuncio; Zanuncio, 2019)
0.67 (Becchi; Barbosa; Serrdo; Zanuncio; Sampaio; Domin-
Ya ’ gues; Wilcken, 2023)
a 2,02 Do experimento
0,18 Do experimento

Assim, a formulacao utilizada na validacao foi adaptada para reproduzir essa dina-
mica experimental em duas etapas: uma fase inicial com exposi¢cao ao parasitoide e
uma fase posterior sem contato entre parasitoide e hospedeiro.

Como o experimento fornece diretamente a quantidade inicial de ovos, o numero
de ovos parasitados e o numero de ninfas eclodidas, o sistema original foi simplifi-
cado de modo a contemplar apenas as variaveis diretamente relacionadas a essas
observacoes. Além disso, alguns componentes do modelo completo nao foram con-
siderados nessa etapa. O fator y,, associado a emergéncia de fémeas adultas do
parasitoide, ndo foi incorporado, pois 0 experimento ndo distingue, entre os ovos pa-
rasitados, aqueles que efetivamente originariam fémeas adultas. De modo analogo,
nao foram incluidos a mortalidade das ninfas nem o processo de sua conversao em
adultas.

Admitindo-se uma condigao inicial x,(0) = xio) e a presenca de um unico parasitoide
durante o periodo de exposicao, obtém-se a seguinte formulacao simplificada. Durante
o intervalo de exposicao ao parasitoide, isto €, para 0 < t < 1, considera-se que ocorre
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parasitismo, de modo que a dindmica é dada por

dx, ax,

— = -y X, - mx, - —,

dt . 1+ ahx,

dx,

20 =72, (30)
dx, ax,

dt  1+ahx;,

Apos o primeiro dia, os parasitoides sdo removidos experimentalmente. Portanto,
para t > 1, o termo de parasitismo deixa de atuar, e a dinamica passa a ser descrita
por

dx, = —n;X; — M X

ar - hh o,

dx, (31)
W=7’2n1x1-

Utilizando os parametros apresentados na Tabela 6, foram realizadas simulac¢des
numeéricas dos sistemas (30) e (31). Os resultados sdo apresentados nas Figuras 5a
e 5b, que mostram a evolugao temporal das populagées de ovos x;, ninfas x, e da
variavel associada aos ovos parasitados para as condigdes iniciais x\” = 10 e x\¥ =
100, respectivamente. Em ambas as situacdes, admitiu-se a presenca inicial de um
parasitoide durante o intervalo 0 < t < 1, e as simulagdes foram estendidas até 25
dias.

Do ponto de vista biolégico, espera-se que a eclosao das ninfas ocorra aproxima-
damente a partir do sétimo dia, enquanto a emergéncia de parasitoides ocorra apenas
em tempos mais longos, em torno de quinze dias. Como o modelo adotado é con-
tinuo, tais eventos ndo aparecem como ocorréncias discretas, mas como transi¢cdes
distribuidas ao longo do tempo. Ressalta-se ainda que, apds o primeiro dia, ndo se
altera o valor do parametro a; o0 que ocorre € a interrupcao da interagao parasitoide—
hospedeiro, em conformidade com o protocolo experimental no qual os parasitoides
sé&o removidos ao final do periodo de exposi¢éo.

Na simulacdo com 10 ovos ofertados (Figura 5a), ao final do primeiro dia de expo-
sicdo foram estimados 3,83 ovos parasitados e 3,21 ninfas eclodidas. Esses valores
mostram concordancia com os dados experimentais, que apontaram 3,8 ovos parasi-
tados e 3,75 ninfas eclodidas.

De forma semelhante, para a condicao inicial de 100 ovos (Figura 5b), o0 modelo
previu, apds um dia de exposigao, 5,25 ovos parasitados e 49,31 ninfas eclodidas. Os
valores simulados também se aproximam dos observados experimentalmente, corres-
pondentes a 6,4 ovos parasitados e 48,95 ninfas eclodidas.

Esses resultados evidenciam que os parametros descritos na Tabela 2 estdo ajus-
tados de forma satisfatéria para representar o comportamento do sistema em condi-
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101 —— 0vos (x1) 100 A —— 0vos (x1)
Ninfas (x3) Ninfas (x3)
8 —— Ovos parasitados (x4) 80 —— Ovos parasitados (x3)
6 60
4,84
4 40
2] 201 \\
6,25

ol 0,01 0. V4 0,14

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Dias Dias

(a) (b)
Figura 5 — Simulagéo do experimento de parasitismo. (a) Simulagéo para 10 ovos ofertados.
(b) Simulacgao para 100 ovos ofertados.

Tabela 7 — Parasitismo de C. noackae em ovos de T. peregrinus.

Ensaio (j) Ovos parasitados (y/) Simulagéo (37) Erro absoluto (%)
1 1,10 1,44 30,91
2 3,75 3,00 20,00
3 3,80 3,84 01,05
4 4,70 4,26 09,36
5 3,40 5,01 47,35
6 5,85 4,99 14,70
7 5,05 5,21 03,17
8 6,40 6,25 02,34

cOes de laboratério. Na secao seguinte, esses mesmos parametros sao aplicados ao
sistema completo (2), no qual se considera a interagao livre entre todas as populagdes.

3.2.2 Simulacao da dinamica completa

A dindmica completa é simulada utilizando os parametros da Tabela 6 no modelo
(2). As Figuras 6a e 6b apresentam as simulagdes com condi¢des iniciais de 10 ovos
(Figura 6a) e 100 ovos (Figura 6b), além de 0 ninfas, 1 adulto e 1 parasitoide em
ambos 0s casos.

Em contraste com o cenario de laboratério, em que a quantidade de ovos ofertados
ao parasitoide é fixa e ndo ha renovagao durante o periodo de observacéo, no modelo
completo ha reposicao continua de ovos devido a presenca das adultas x;. Essa dina-
mica adicional aumenta a disponibilidade efetiva de hospedeiros logo no primeiro dia,
resultando em um numero maior de ovos parasitados. Assim, na Figura 6a, com 10
ovos iniciais, observam-se cerca de cinco ovos parasitados ap6s um dia (x,(1) = 5,8),
enquanto na Figura 6b, com 100 ovos, esse numero cresce para aproximadamente 21
ovos (x,(1) = 22,53). Tal comportamento é coerente biologicamente, pois maior oferta
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Tabela 8 — Parasitismo de C. noackae em ovos de T. peregrinus.

Ensaio (j) Ninfas eclodidas (xJ,) Simulagao (x,,)  Erro absoluto (%)

1 00,60 00,29 51,67

2 00,60 01,04 73,33

3 03,75 03,21 14,40

4 06,50 08,19 26,00

5 21,60 18,21 15,69

6 27,15 28,63 05,45

7 31,90 38,92 22,01

8 48,95 49,31 00,74

10 —— 0vos (x1) 100 1 —— Ovos (x1)

Ninfas (x3) Ninfas (x»)
8 1 —— Adultas (x3) 80 —— Adultas (x3)
—— Parasitoides (x4) —— Parasitoides (x4)

6 - P, e P1=(1,03;z) 60 - o P1=(1,29;2))

e P;=(1,03;5,82) P, e P;=(1,29;46,03)
401

20+

=

0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
Dias Dias
(a) (b)
Figura 6 — Dindmica completa do sistema (2) para duas condicdes iniciais. Os pontos P indicam
valores de referéncia obtidos das simula¢des, com coordenadas expressas respectivamente
em dias e em densidade populacional. (a) Simulacao para 10 ovos ofertados. (b) Simulacao
para 100 ovos ofertados.

de hospedeiros, aliada a capacidade de reposicao do sistema, intensifica o parasitismo
no curto prazo.

Adicionalmente, observa-se que a densidade de ovos atinge o valor de equilibrio de
coexisténcia (z;) em aproximadamente 1,03 e 1,29 dias nas duas simulagGes conside-
radas, correspondendo aos pontos P,. Nesses mesmos instantes, em decorréncia da
dindmica do sistema, a densidade de parasitoides atinge valores maximos locais, iden-
tificados como pontos P,: cerca de 6 parasitoides na primeira simulacéo (Figura 6a) e
aproximadamente 46 na segunda (Figura 6b).

Apés o pico de densidade de parasitoides, observa-se a queda gradual dessa po-
pulacdo. Esse comportamento decorre do fato de que, a partir do instante em que a
curva de hospedeiros x; atinge o ponto P,, a densidade de ovos permanece abaixo
do equilibrio de coexisténcia z; ao longo da janela de simulagdo. Assim, o parasitoide
mostra-se capaz de reduzir a densidade de ovos para um patamar inferior ao equili-
brio e manté-la nessa condi¢gdo. Como consequéncia, quando x; < zj, a populagéo
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de parasitoides entra em declinio, 0 que se verifica nos intervalos de 1,03 a 25 dias
e de 1,29 a 25 dias para a primeira (Figura 6a) e a segunda simulacéo (Figura 6b),
respectivamente.
As trajetorias em ambos os casos convergem para um ponto fixo. De fato, o equili-
brio de coexisténcia
E; =(0,41; 0,67; 0,48; 0,87), (32)

€ localmente estavel. Ao remover o transiente inicial e considerar uma janela estacio-
naria (3000 a 4000 dias), observa-se na Figura 7 que as solucdes se estabilizam em
valores proximos a E;, configurando linhas aproximadamente horizontais.

—— 0vos (x1) 7 —— 0vos (x1) 7
0.801 Ninfas (x3) 0.801 Ninfas (x3)
—— Adultas (x3) —— Adultas (x3)
—— Parasitoides (x4) —— Parasitoides (x4)
0,701 0,701
0,60 0,60
0,50 1 0,50 1
0,40 0,40
3100 3200 3300 3400 3500 3600 3700 3800 3900 4000 3100 3200 3300 3400 3500 3600 3700 3800 3900 4000
Dias Dias

(a) (b)
Figura 7 — Janela estacionaria da dindmica completa do sistema (2) para duas condicoes
iniciais. (a) Simulagao para 10 ovos ofertados. (b) Simulagao para 100 ovos ofertados.

O sistema apresenta, portanto, um equilibrio de coexisténcia estavel sob os pa-
rametros considerados, refletindo uma situacao de controle natural entre hospedeiro
e parasitoide. Contudo, a estabilidade observada depende diretamente de determi-
nados parametros biolégicos, em especial do tempo de manipulagdo h. Assim, para
examinar a influéncia desse parametro na estrutura do equilibrio e identificar possiveis
transicdes dinamicas no sistema, realiza-se, a seguir, a andlise de bifurcacéao.

3.2.3 Analise de bifurcacao

Conforme discutido na se¢éao anterior, o ponto de equilibrio de coexisténcia apre-
senta estabilidade local. No entanto, a variagdo no tempo de manipulagdo do pa-
rasitoide introduz um retardo em sua capacidade de parasitismo. Biologicamente,
isso significa que, a medida que o parasitoide demanda mais tempo para manipular
o hospedeiro, sua taxa efetiva de ataque diminui, podendo comprometer o controle
populacional e alterar o equilibrio entre as espécies.

Matematicamente, a variagdo do tempo de manipulacdo h afeta a estabilidade
do equilibrio de coexisténcia E;, pois esse parametro intervém diretamente nos ter-
mos que descrevem a interacdo parasitoide—hospedeiro. Entretanto, a analise de E;
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faz sentido apenas no intervalo em que esse equilibrio estd bem definido e é biolo-
gicamente admissivel. De fato, E; deixa de existir como equilibrio positivo quando
h =y,/my,, e, para h > y,/m,, torna-se ndo admissivel, uma vez que uma de suas
componentes assume valor negativo (S, < 0). Nessa situacao, o equilibrio de coexis-
téncia deixa de ter significado bioldgico, e o equilibrio livre de parasitoides E, passa a
ser o equilibrio localmente estavel.

Por essa razao, ao considerar S; € S, como funcdes de h, restringe-se a analise ao
intervalo

0<h<ﬁ,

my
isto €, ao conjunto de valores para os quais E; permanece admissivel. Numerica-
mente, considerando os parametros da Tabela 6, obtém-se y,/m, ~ 1,4, de modo que
E, € admissivel para 0 < h < 1,4, 0 que justifica o0 dominio adotado nas simulagdes e
na Figura 8. Nesse intervalo, E; permanece localmente estavel sempre que S; > 0 e
S, > 0. Assim, a figura mostra o comportamento de S; e S, em funcédo de h apenas na
faixa em que o equilibrio de coexisténcia possui interpretacao bioldgica.

0,08 - —— S3(h) —— S4(h)
o (1.347,0) 0,12+ e (1.338,0)

(a) (b)
Figura 8 — Curvas definidas na analise de estabilidade do equilibrio E5: (a) S;(h) e (b) S4(h).

Conforme a Figura 8, tem-se S;(h) < 0 a partir de h = 1,347 e S,(h) < 0 a partir
de h = 1,338. Em concordancia com o critério de estabilidade local para o equili-
brio de coexisténcia (Proposicao 2.4.3), conclui-se que a instabilidade do ponto de
coexisténcia ocorre para h no intervalo aproximado de 1,33 a 1,4 dias. Mantendo a
configuracdo da simulacao anterior — com os parametros da Tabela 6 e condicdes
iniciais de 1 adulto, 0 ninfas, 1 parasitoide e 10 (Figura 6a) ou 100 (Figura 6b) ovos —,
ao fixar h = 1,35, o estado estacionario da Figura 7 da lugar a oscilagdes periddicas
(Figura 9), sugerindo a existéncia de uma bifurcacao de Hopf (Allen, 2006; Kuznetsov,
2004).

A fim de analisar o efeito do aumento do tempo de manipulagéo h sobre a dindmica
do sistema, adotou-se a hip6tese de que essa variagdo ocorre acompanhada de re-
ducéo na eficiéncia de parasitismo do parasitoide. Essa dependéncia foi representada
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6001 —— Ovos (x1) 6009 —— Ovos (x7)
Ninfas (x2) Ninfas (x»)
5001 ___ Adultas (x3) 5001\ — Adultas (x3)

—— Parasitoides (x4) —— Parasitoides (x4)

400
300
200

100 -

3100 3200 3300 3400 3500 3600 3700 3800 3900 4000 3100 3200 3300 3400 3500 3600 3700 3800 3900 4000
Dias Dias

(a) (b)
Figura 9 — Janela estacionaria da dindmica completa do sistema (2) para duas condicoes
iniciais. (a) Simulagao para 10 ovos ofertados. (b) Simulagao para 100 ovos ofertados.

por meio da relagcéo

S
~ah’
mantendo o constante, de modo que
e L
T oh’

Desse modo, para um valor fixo de o, 0 aumento de h implica necessariamente a di-
minuicado de a. Biologicamente, essa escolha expressa a ideia de que, quanto maior o
tempo gasto na manipulacéo de cada ovo, menor é a taxa de encontro efetivo e para-
sitismo por unidade de tempo, 0 que corresponde a uma reducgao global da eficiéncia
do processo parasitario. Com os parametros estimados, obtém-se o = 2,75.

No intervalo em que E; é positivo e instavel, a Figura 10 apresenta os valores
maximos e minimos das solucdes periédicas em regime estacionario em fungao de h,
configurando o diagrama de bifurcagdo (Kuznetsov, 2004) do sistema (2), obtido com
base nos parametros experimentais e nas condicdes iniciais iguais a 0,1 para todas
as variaveis de estado.

No diagrama de bifurcagéo (Figura 10), observa-se que, a medida que o tempo de
manipulacdo h aumenta, as densidades maximas — associadas ao ramo superior —
de ovos, ninfas e adultas crescem junto com a densidade de parasitoides até cerca de
h = 1,385 dias. A partir desse ponto, os ramos convergem, e em y,/m, = 1,4 dias, as
populacdes de hospedeiros atingem um patamar constante enquanto os parasitoides
decaem para zero. Esse comportamento mostra que o aumento de & reduz a eficiéncia
do controle, favorecendo o crescimento das populacdes hospedeiras e o colapso da
populacéo de parasitoides.

Embora, com os parametros experimentais, o equilibrio de coexisténcia seja esta-
vel, variagdes no tempo de manipulacao h podem alterar qualitativamente a dinamica,



1000 -

800

600

400

2001

Ovos (x1)

ao®*
oo

1000

800 1

600

400

200 A

Adultas (x3)

J

0

1,32

133 1,35 1,36 138 1,39
h

1,41

55

1000 1

800

600

400

2001

Ninfas (x;)

133 135 1,36 138 1,39 1,41

1000 4

800 A

600 -

400

200 A

Parasitoides (x4)

asssen,

0
1,32

133 1,35 1,36 138 1,39 1,41
h

Figura 10 — Diagramas de bifurcagéo para x;, x,, x; € x, em fungéo de h.

gerando oscilagbes sustentadas e altas densidades de hospedeiros. Esse resultado
evidencia a sensibilidade do modelo aos mecanismos de parasitismo e reforca a im-
portancia de estratégias de controle que minimizem h, tratadas a seguir.



4 MODELAGEM DO CONTROLE BIOLOGICO

O objetivo central do manejo biolégico é reduzir e manter controladas as popula-
cbOes de pragas abaixo do nivel de dano econémico (Molter; Rafikov, 2014; Molter;
Bezerra; Rafikova; Nava; Rafikov, 2023), isto €, em densidades que nao causem pre-
juizos significativos a cultura. Nesse contexto, o papel dos inimigos naturais, em es-
pecial dos parasitoides, é essencial para conter a abundancia das pragas em niveis
aceitaveis. Seguindo a formulacao de Rafikov; Balthazar; Bremen (2008), o problema
de controle pode ser interpretado como a busca de uma estratégia 6tima de liberacao
desses inimigos, capaz de conduzir o sistema para um equilibrio estavel em que: (i) a
populacdo de pragas seja mantida abaixo do limiar de dano econémico; e (ii) a popu-
lacdo de inimigos naturais se sustente em nivel suficiente para assegurar o controle.

O sistema hospedeiro—parasitoide descrito em (2) ja incorpora, em sua dinamica
natural, o efeito regulador exercido por C. noackae sobre a populacdo hospedeira
por meio do parasitismo. Neste capitulo, entretanto, o termo controle biolégico é
empregado em sentido operacional, para designar a intervencdo externa associada a
liberacao artificial de parasitoides no ambiente. Desse modo, o problema formulado
a seguir consiste em determinar uma estratégia de liberagdo de C. noackae ao longo
do tempo, de forma a reforcar a regulacao natural ja presente no sistema e conduzi-lo
para uma configuracdo de interesse.

4.1 Formulacao do problema de controle

Nesta secao, apresenta-se a formulacao da estratégia de controle para o sistema
hospedeiro—parasitoide descrito em (2). Considera-se como variavel de deciséo a
taxa de liberagdo do agente C. noackae, denotada por U = U(t). Busca-se conduzir o
sistema para a vizinhanca de um equilibrio de referéncia admissivel,

E* = (x], x5, X3, X;),

sustentado por uma entrada estacionaria u*. Para tanto, introduz-se explicitamente
no modelo o termo U, responsavel por atuar na equacao do parasitoide, conforme
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descrito a seguir.

4.1.1 Modelo com controle

No modelo compartimental (2), a equacao correspondente a populacao de parasi-
toides é acrescida do termo de liberacdo U, que representa a taxa de introducéo de
individuos por unidade de area e de tempo:

dx, _ Y4aX1X,
dt  1+ahx,

— myx, + U.

As demais equagbes mantém a estrutura original, de modo que o0 modelo com con-
trole assume a forma

dx, xl) ax,;x,
—=rx{l—= - +my)x; — —,
dt 3( K (my V)% 1+ ahx,
dx,

—— =y x; — (N, + my)x,,

dx,
ar = V3NyX, — M3Xs3,
dx, _ V40X Xy
dt 1+ ahx,

- m4X4 + U,

em que U atua diretamente sobre a populacao de parasitoides.

Na formulacdo acima, o termo de controle U € considerado sem restrigcbes explici-
tas de amplitude; ou seja, o modelo representa o esforgo tedrico requerido para estabi-
lizar o sistema. Nesse contexto, define-se um equilibrio de referéncia E* e determina-
se a entrada estaciondria u* que o sustenta a partir das equacdes de equilibrio do
sistema com controle (33), conforme apresentado na subsecéo seguinte.

4.1.2 Equilibrio de referéncia

Como alvo operacional, adota-se a presenca de uma fémea adulta por unidade de
area. Como x; denota a densidade de fémeas adultas, fixa-se x; = 0,1. Dado xj,
as demais coordenadas xj, x; e x;, bem como a taxa estacionaria u* que sustenta o
equilibrio admissivel E*, sdo obtidas a partir das equacdes estacionarias de (33):

rx; 1—x—ik —(n +m)x*—ﬁ:0
3 K ! YT 1 + ahxy ’
nx; —(ny, + my)x; =0,
Vo Xy (n, 2)2 (34)
Y3 X5 —myx; =0,
Y4aX[ X, .
— —mux; +u*=0.
1+ ahx] 474

O controlador de realimentacédo é projetado para estabilizar a dindmica na vizi-
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nhanga de E*, mantendo x; proximo de x; e, consequentemente, limitando ovos e
ninfas a niveis compativeis com esse patamar. Para analisar a estabilizacdo em torno
de E*, sédo introduzidas as variaveis desviadas y = x—x* e u = U —u*. Nessa notacao,
o sistema (33) assume a forma semilinear:

y = Ay + {(y) + Bu, S(y) =Z(y)y, (35)

em que A reune os termos lineares avaliados no equilibrio E*, {(y) concentra as nao
linearidades densidade-dependentes, com {(0) = 0, e B representa o vetor de entrada:

Xy ax;y
—n, —m 0 r(l - f) Ty 0
A= ¥, —n, —m, 0 0 , B = 0 ,
0 V3N, —m; 0 0
0 0 0 —m, !
_”(J’3+x§) _ a(y, +x;) 0 0
K [1+ ah(y, + x))] (A + ahx})
0 00 0
Z0) = 0 0 0 0
ay,x; 0 ay,(y, +x7)
[1+ ah(y, + x))] (1 + ahx)) 1+ ah(y, + x7)

Como x = y + x*, as combinagles y; + x; representam as variaveis absolutas
do modelo original (2). Essa representacdo constitui a base para a formulacao do
critério de desempenho e do problema de controle 6timo, apresentados na subsecéo
seguinte.

4.1.3 Condicoes de otimalidade e lei de controle

Para estabilizar a dinamica do sistema (35) no equilibrio de referéncia E*, utiliza-se
o resultado de Rafikov; Balthazar; Bremen (2008), apresentado a seguir.

Teorema 4.1.1 (Rafikov et al., 2008). Considere o sistema semilinear (35), com {(0) =
0. Suponha que existam matrizes Q e R, em que Q é simétrica definida positiva e R
também é definida positiva, tais que a funcéo

I(y) = y'Qy—=S'™Py—yTPL(y)
seja positiva definida. Entdo, o controle de realimentagao linear

u=—-R'B'Py, (36)
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minimiza o funcional de custo em horizonte infinito
J(u) = f [1(y) + u"Ru | dt,
0

estabilizando o sistema no equilibrio y = 0.
A matriz P, simétrica e definida positiva, é solugdo da equacao algébrica de Riccati

PA+ATP—PBRBTP+Q =0. (37)

O funcional J(u) introduzido no Teorema 4.1.1 quantifica o desempenho do manejo
ao longo do tempo e combina dois componentes: o custo dos desvios populacionais
em relacédo ao equilibrio desejado, representado por I(y), € 0 custo associado ao es-
forco de liberagéo do inimigo natural, dado por u'"Ru.

O teorema estabelece que, sob determinadas condi¢cdes, a lei de controle linear
u = —R"'BTPy é 6tima. Assim, essa lei define a estratégia de liberacdo que estabiliza
o sistema no equilibrio de referéncia E*, garantindo a convergéncia com 0 menor custo
possivel, segundo o critério de desempenho adotado.

Resolver o problema de forma 6tima consiste em equilibrar duas metas: manter
as populagdes (ovos, ninfas, adultas e parasitoides) proximas do patamar desejado
e, simultaneamente, evitar esforgos excessivos de controle. O resultado de Rafikov;
Balthazar; Bremen (2008) assegura que esse equilibrio é obtido por meio da solugéao
da equacao de Riccati (37), cuja solucao P define a lei de realimentagao étima.

Para aplicar o teorema ao sistema (35), adotam-se as matrizes de ponderacao

Q = diag(10, 10, 10, 100), R =[1],

as quais atribuem maior penalidade ao desvio da populagédo de parasitoides (x,) em
relagdo ao equilibrio e custo unitério a taxa de liberacao.

O esforco total de manejo €, portanto, dado por U = u+u*, em que u* corresponde
a liberacao estacionaria necessaria para manter o sistema no equilibrio de referéncia,
e u representa a parcela de realimentagado 6tima que conduz a dindmica até esse
equilibrio (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008).

Com o modelo de controle 6timo devidamente formulado, realizam-se andlises nu-
méricas de sua aplicagao ao sistema bioldgico. As simulacdes tém por objetivo avaliar
o desempenho do controle proposto sob diferentes condi¢cdes iniciais e regimes de
atuacao, verificando sua capacidade de estabilizar o sistema e conduzi-lo ao equili-
brio desejado.
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4.2 Simulacoes numéricas

Consideram-se diferentes condicdes iniciais e regimes de atuacao do controle, com
o objetivo de reproduzir cenarios biologicamente relevantes e avaliar a robustez do
método de controle proposto. A analise € estruturada em quatro etapas principais:

» Dinamica sem controle: examinar o comportamento natural do sistema na au-
séncia de parasitoides, verificando a tendéncia de crescimento e estabilizagao
das populagdes hospedeiras;

» Dinamica com controle: avaliar a eficiéncia do controle biolégico continuo e a
convergéncia do sistema para o equilibrio desejado;

» Dinamica em ciclo limite com controle: investigar o regime oscilatério (para
h = 1,35) e a capacidade do controlador de estabilizar o sistema mesmo sob
comportamento ciclico;

» Dinamica sob controle intermitente: analisar o desempenho do controlador
quando o manejo € periodicamente interrompido e restabelecido, avaliando a
resiliéncia do sistema frente a suspensao temporaria do controle.

Em todas as simulacdes, sdo apresentados os graficos das trajetérias populacio-
nais, do esforco de controle u(t) e da funcdo de Lyapunov I(y), 0 que permite uma
interpretacédo conjunta dos resultados tanto sob o ponto de vista mateméatico quanto
biolégico. Inicialmente, analisa-se 0 comportamento do sistema na auséncia de con-
trole, estabelecendo uma referéncia para as etapas subsequentes. Essa fase possi-
bilita compreender a dindmica natural das populacdes hospedeira e parasitoide, bem
como identificar o equilibrio de infestacdo quando nédo ha liberagéo de parasitoides.

4.2.1 Dinamica sem controle

A dindmica sem controle corresponde a auséncia de parasitoides no sistema, isto
€, a aplicacao de controle nulo ao longo de todo o tempo de simulacdo. A Figura 11
apresenta a evolucédo temporal das populacdes do sistema a partir de condi¢des ini-
ciais unitarias. A excecao é o parasitoide, cuja densidade inicial € nula e permanece
zero ao longo de toda a simulagao.

As trajetorias das variaveis até 50 dias sdo mostradas na Figura 11a, destacando o
regime transitério inicial, enquanto a Figura 11b exibe a dindmica ao longo de 500 dias,
evidenciando a tendéncia de estabilizacao do sistema.

Observa-se que, na auséncia de parasitoides, as trajetérias convergem para o equi-
librio correspondente, denotado por E,, cujas coordenadas sao

x; =614, x; =1016, x;“=870, x, =0.
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Figura 11 — Dindmica temporal do sistema (2) na auséncia de controle biol6gico, mostrando a
convergéncia para o equilibrio E,. (a) Trajetérias das populag¢des até 50 dias (fase transitoria).
(b) Trajetérias das populacdes até 500 dias (aproximagao ao equilibrio).

Constata-se, portanto, que, na auséncia de controle, o T. peregrinus tende a do-
minar o sistema e estabilizar-se em niveis elevados de populagdo hospedeira. Na
sequéncia, analisa-se o comportamento do sistema sob a aplicagao do controle biolé-
gico.

4.2.2 Dinamica com controle

Resolvendo-se numericamente o sistema em equilibrio sob a acao do controle (34),
considerando como alvo de controle x; = 0,1, correspondente a densidade de fémeas
adultas por unidade de area (hectare), obtém-se as coordenadas de equilibrio:

x‘=0083, x!=0714, xi=0110, x;=078, u*=029. (38)

A simulacgéao é realizada com a condicéo inicial x(0) = (10, 7, 5, 0), representando
um cenario de elevada infestacao inicial de ovos, ninfas e adultas, e auséncia de pa-
rasitoides no sistema. A Figura 12 exibe a evolugao temporal do sistema controlado
em duas escalas de tempo: até 20 dias (Figura 12a), destacando o regime transitorio
inicial, e até 200 dias (Figura 12b), mostrando a aproximacao do sistema ao equilibrio
(38).

Observa-se que as trajetérias das variaveis de estado convergem para o equilibrio
calculado (38), o qual se encontra proximo da origem, indicando baixas densidades
populacionais no regime estacionario. Nota-se que a densidade de parasitoides atinge
seu valor maximo aproximadamente nos dois primeiros dias; apos esse pico inicial, a
populacao tende gradualmente ao equilibrio. Inicialmente, a taxa de variagao de para-
sitoides é elevada, como ilustrado na Figura 13, que apresenta o esfor¢co de controle.
Esse esforgo exibe um pico inicial superior a 250 unidades de intensidade (Figura 13a)
e, posteriormente, converge de forma suave para o valor de equilibrio u* = 0,29 (Fi-
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Figura 12 — Dinamica temporal do sistema (2) sob acdo do controle bioldégico, mostrando a
convergéncia para o equilibrio (38). (a) Trajetorias das populagdes até 20 dias (fase transitéria).
(b) Trajetérias das populacdes até 200 dias (aproximagao ao equilibrio).

gura 13b).
Esse esfor¢o de controle decorre de uma formulagdo em tempo continuo e, por-

tanto, deve ser interpretado como uma idealizacao teérica da intensidade de liberacao
ao longo do tempo. Na prética, o0 monitoramento da praga e a tomada de deciséo so-
bre novas liberagcdes ocorrem de forma discreta, em intervalos regulares. Ainda assim,
o perfil obtido numericamente fornece uma indicacao importante para o manejo: como
a intensidade de controle apresenta um pico inicial elevado e decai rapidamente nos
instantes seguintes, a taxa inicial calculada pelo modelo pode ser interpretada como
uma estimativa de referéncia para uma liberacao inicial mais intensa de fémeas de
C. noackae, seguida de liberagdes menores ou de reavaliagdes peridédicas com base

no monitoramento em campo.

200 A
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40 60 80 100

0.0 02 0.4 06 08 1.0 0 20
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Dias

(@) (b)
Figura 13 — Esforgo de controle u(t) aplicado ao sistema (2), evidenciando a convergéncia para
o valor de equilibrio u* = 0,29. (a) Trajet6ria do esforgo de controle até 1 dia (fase transitéria).
(b) Trajetéria do esforco de controle até 100 dias (aproximacao ao equilibrio).

As trajetérias convergem assintoticamente para o equilibrio, conforme ilustrado na
Figura 14, que apresenta a funcdo I(y). Essa funcdo mantém-se positiva definida ao
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longo do tempo, confirmando a estabilidade assinto6tica do sistema controlado.

x10° x10°
— Ily) — Iy)

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 0 20 40 60 80 100
Dias Dias

(a) (b)
Figura 14 — Evolucdo temporal da funcao I(y) positiva definida, indicando a estabilidade assin-
tética do sistema controlado. (a) Fungao I(y) até 1 dia (fase transitéria). (b) Funcao I(y) até
100 dias (aproximacéo a zero).

Portanto, o sistema é efetivamente controlado: as densidades de parasitoides re-
gulam as populagdes hospedeiras, enquanto as quantidades de ninfas e adultas sao
indiretamente estabilizadas. Na sequéncia, examina-se o comportamento do sistema
sujeito ao controle sob dinamica oscilatéria (ciclo limite).

4.2.3 Dinamica em ciclo limite com controle

A andlise de bifurcacao indica que o sistema entra em regime de ciclo limite para
h = 1,35. Resolvendo-se o sistema em equilibrio sob a agcao do controle (34), conside-
rando como alvo de controle x; = 0,1, correspondente a densidade de fémeas adultas
por unidade de &rea, obtém-se as coordenadas de equilibrio:

X¥=008, x:=0114, x:=0,10, x:=093, u*=036. (39)

A simulacgéo é realizada utilizando as mesmas condi¢des iniciais da subsecao an-
terior, x(0) = (10, 7, 5, 0). A Figura 15 apresenta as trajetérias das populagdes no
regime de ciclo limite sob controle ativo. Observa-se que, nesse caso, a densidade
maxima de parasitoides € maior que a observada no cenario anterior, indicando que,
para manter as trajetorias convergentes ao equilibrio (39), o controle requer uma libe-
racdo inicial mais intensa de parasitoides. Apds esse pico inicial, ocorre uma redugao
gradual da densidade, conforme mostrado na simulacao até 10 dias (Figura 15a).

Na simulacao até 200 dias (Figura 15b), constata-se que o sistema tende ao equi-
librio (39). O esforgco de controle apresenta, assim como no caso anterior, uma taxa
de variacao inicial elevada, porém de maior intensidade, conforme ilustrado na Fi-
gura 16a, necessaria para conter as oscilagcdes transitérias.

A Figura 17 apresenta a fung&o I(y) associada a analise de estabilidade. Observa-
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Figura 15 — Dinamica temporal do sistema (2) em regime de ciclo limite sob agdo do controle
biol6gico, mostrando a convergéncia para o equilibrio (39). (a) Trajetérias das populacdes
até 10 dias (fase transitéria). (b) Trajetérias das populagdes até 200 dias (aproximagado ao
equilibrio).
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Figura 16 — Esforco de controle u(t) aplicado ao sistema (2) em regime de ciclo limite, mos-
trando a convergéncia para o valor de equilibrio u* = 0,36. (a) Esfor¢o de controle até 1 dia
(fase transitoria). (b) Esforco de controle até 200 dias (aproximacao ao equilibrio).
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se que I(y) mantém-se positiva definida tanto no regime transitorio (Figura 17a) quanto
no regime estaciondrio (Figura 17b), o que confirma a estabilidade assintotica do sis-
tema controlado mesmo em condicdes de ciclo limite.

x106 x10°
7q 7 4

— Ily) — Iy)

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 0 20 40 60 80 100
Dias Dias

(a) (b)
Figura 17 — Evolug&o temporal da fungéo I(y) positiva definida, indicando a estabilidade as-
sintética do sistema em ciclo limite sob controle biolégico. (a) Funcao I(y) até 1 dia (fase
transitéria). (b) Funcéao I(y) até 100 dias (aproximacao a zero).

Em sintese, o controle biolégico é capaz de estabilizar o sistema mesmo quando o
tempo de manipulacédo é aumentado (h = 1,35), embora a custa de um esforco de con-
trole mais elevado. Esse comportamento € coerente do ponto de vista biolégico, uma
vez que o parasitoide torna-se menos eficiente, exigindo maior liberacdo para com-
pensar a reducao de desempenho. Na sequéncia, examina-se o comportamento do
sistema quando o controle é temporariamente suspenso e posteriormente reativado,
a fim de avaliar sua robustez em regime de ciclo limite.

4.2.4 Dinamica do sistema sob controle intermitente

Analisa-se, nesta etapa, o comportamento do sistema quando o controle biologico
€ aplicado de forma intermitente, isto €, com desligamento e posterior religamento
conforme a evolucao das populacdes. A Figura 15b mostra que, sob acao continua do
controle, o sistema em regime de ciclo limite converge para o equilibrio alvo em apro-
ximadamente 200 dias. A partir desse ponto, o controle é temporariamente desligado,
com o objetivo de avaliar a resposta natural do sistema na auséncia de manejo, e, ap6s
100 dias, € religado, a fim de verificar a capacidade do controlador de restabelecer o
equilibrio desejado.

A Figura 18 apresenta os resultados obtidos para essa condigcdo. A Figura 18a
mostra o comportamento das trajetérias durante os primeiros 10 dias (fase transitoria),
enquanto a Figura 18b exibe a simulacdo completa até 500 dias. Nesta ultima, a faixa
sombreada representa o intervalo em que o controle foi desativado.

A simulagao de curto prazo (Figura 18a) revela que, nos instantes iniciais, o sistema
apresenta comportamento equivalente ao observado anteriormente com controle con-
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Figura 18 — Dinamica temporal do sistema (2) em regime de ciclo limite sob acao intermitente
do controle bioldgico, mostrando a convergéncia para o equilibrio (39). A regido sombreada
indica o periodo sem manejo. (a) Trajetérias das populacdes até 10 dias (fase transitoria). (b)
Trajetérias das populacdes até 500 dias (aproximacdo ao equilibrio).

tinuo (Figura 15a). Entretanto, ao analisar a trajetéria prolongada (Figura 18b), nota-se
que, durante o intervalo sem manejo (regiao sombreada), as densidades populacio-
nais voltam a crescer, indicando que a auséncia de controle permite nova expansao
da praga. Assim que o controle é religado, as populagdes retornam gradualmente ao
equilibrio alvo, 0 que mostra a eficacia e a consisténcia do controlador em restaurar o
regime desejado apds perturbacoes.

O esforco de controle correspondente é apresentado na Figura 19. Antes da desa-
tivacao, o sinal de controle u(t) mantém a mesma dinamica observada na simulacao
continua (Figura 16b). Apéds o religamento, o esfor¢o volta a atuar com a mesma es-
trutura dindmica, porém com amplitude maior, em virtude do aumento temporario da
densidade de hospedeiros (ovos) no sistema. Biologicamente, esse resultado reflete
0 aproveitamento da conversdo de hospedeiros em parasitoides como mecanismo de
estabilizacdo indireta da populacao de adultos.

Por fim, a Figura 20 mostra a evolucao temporal da fungao I(y), que permanece
definida positiva ao longo de toda a simulagdo. Durante a fase transitéria inicial (Fi-
gura 20a), observa-se uma rapida dissipagdo, enquanto na escala mais ampla (Fi-
gura 20b) a fungéo tende assintoticamente a zero, confirmando a estabilidade do sis-
tema mesmo sob controle intermitente.
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Figura 19 — Esforco de controle u(t) aplicado ao sistema (2) em regime de ciclo limite, indicando
a convergéncia para o valor de equilibrio u* = 0,36. A regido sombreada representa o intervalo
sem manejo. (a) Esforgo de controle até 10 dias (fase transitéria). (b) Esforco de controle até
500 dias (aproximacao ao equilibrio).
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Figura 20 — Evolugao temporal da fungao I(y) positiva definida, indicando a estabilidade assin-
tética do sistema em ciclo limite sob controle biolégico intermitente. (a) I(y) até 10 dias (fase
transitéria). (b) I(y) até 500 dias (aproximacao a zero).



5 MODELAGEM DA DISPERSAO ESPACIAL

Nos capitulos anteriores, 0 modelo hospedeiro—parasitoide foi formulado como um
sistema de equacdes diferenciais ordinarias, no qual as densidades populacionais de-
pendem exclusivamente do tempo. Essa abordagem é adequada para descrever a di-
namica local das populagdes, isto €, a evolugao temporal dos insetos em uma unidade
de area fixa, sem levar em conta explicitamente a distribuicdo espacial dos individuos.
A dispersao espacial desempenha um papel central na dindmica populacional, pois
determina como os individuos se redistribuem no espaco ao longo do tempo em res-
posta a movimentos intrinsecos e a fatores ambientais. Do ponto de vista bioldgico,
esse processo influencia a colonizacado de novas areas, a intensidade das interacdes
entre espécies e, em particular, a eficacia de estratégias de controle bioldgico basea-
das na liberacao de inimigos naturais.

5.1 Formulacao geral de modelos com dispersao

Em modelos continuos de dindmica populacional, a incorporagao explicita da di-
mensao espacial € usualmente realizada por meio de equacgdes diferenciais parciais
(Logan, 2015), nas quais a variagdo temporal da densidade populacional em cada
ponto do espaco resulta da combinacao entre processos locais, associados as intera-
cOes bioldgicas, e processos de transporte espacial, associados ao deslocamento dos
individuos.

Em experimentos de dispersado conduzidos sob condi¢cées controladas, € comum
selecionar periodos com baixa intensidade de vento, de modo a isolar o comporta-
mento de deslocamento ativo dos insetos. No estudo da capacidade de voo de C.
noackae realizado por Becchi (2021), por exemplo, os experimentos foram conduzi-
dos em dias com pouco vento, permitindo considerar desprezivel o transporte espa-
cial induzido por adveccgao. Nessas condi¢gdes, 0 mecanismo dominante de dispersao
corresponde ao espalhamento espacial resultante de movimentos aleatérios dos indi-
viduos, o qual pode ser adequadamente representado por um processo difusivo.

Sob essas hipoteses, a dindmica espacial de um sistema populacional pode ser
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descrita por modelos do tipo reacdo—difusdo (Logan, 2015; Kolmogorov; Petrovskii;
Piskunov, 1937; Murray, 2003). Nessa classe de modelos, a densidade populacional
de cada compartimento w; passa a ser interpretada como uma funcdo continua do
tempo t e da posicdo espacial £ € R4, isto é, w;, = w,(§,t). A evolugdo espago-
temporal do sistema é entdo governada por equagdes diferenciais parciais da forma

ow;
ot

= D;Viw, + fi(w),

em que w representa o vetor das densidades populacionais em uma posicao ¢. O
termo de reacdo f; descreve 0s processos bioldgicos locais, enquanto o termo di-
fusivo representa o efeito agregado do deslocamento espacial dos individuos entre
regides vizinhas. Nessa formulacao, as variaveis do modelo passam a depender si-
multaneamente do tempo e da posigcao espacial, permitindo uma descri¢cao integrada
da dindmica populacional local e dos processos de dispersdo no ambiente.

5.2 Extensao espacial do modelo hospedeiro—parasitoide

Embora, em principio, seja possivel incluir termos difusivos em todas as equacgdes
do sistema, tal escolha deve ser biologicamente fundamentada e compativel com a
escala espacial de interesse. Assim, discutem-se a seguir as hipoteses adotadas
guanto a mobilidade espacial de cada estagio do sistema hospedeiro—parasitoide.

» A variavel w, representa a densidade de ovos de T. peregrinus. Biologicamente,
0s ovos sao estruturas iméveis, depositadas diretamente sobre folhas e ramos
do hospedeiro, ndo apresentando capacidade de deslocamento. Consequente-
mente, sua dindmica é descrita exclusivamente por termos locais de reacéo, a
qual, para cada ponto no espaco, € modelada conforme a equacgao ordinaria.

» A variavel w, corresponde as ninfas do percevejo bronzeado. Embora esse es-
tagio apresente deslocamentos restritos sobre a superficie das folhas, tais mo-
vimentos ocorrem em escalas muito reduzidas e nao caracterizam dispersao
espacial em nivel de talhdo ou paisagem. Dessa forma, no modelo continuo
adotado, as ninfas sédo tratadas como espacialmente fixas.

A variavel w; representa as fémeas adultas de T. peregrinus. Apesar de serem
aladas, os dados disponiveis ndo permitem quantificar de maneira confidvel sua
dispersao ativa em um contexto espacial continuo. Assim, na auséncia de um
campo de vento explicito e de parametros adequados para descrever seu deslo-
camento espacial, os adultos do hospedeiro sdo considerados fixos no espago
no presente modelo (Lima, 2011).
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» Em contraste com os estagios do hospedeiro, o parasitoide C. noackae, repre-
sentado pela variavel w,, apresenta comportamento ativo de busca por hospe-
deiros, sendo sua capacidade de deslocamento um elemento central para a di-
namica do controle bioldégico. Além disso, existem dados experimentais mais
consistentes sobre sua dispersao espacial, 0 que torna biologicamente apropri-
ada a inclusao de um termo difusivo para representar sua movimentagao.

A partir dessas consideracdes, apenas a densidade do parasitoide adulto é descrita
por uma equacao de reacao—difusdo, enquanto os estagios do percevejo bronzeado
séo tratados como espacialmente fixos. O sistema de equagdes diferenciais parciais
resultante é dado por

ow, (1 w1> aw,w,

— =rw;({1— = | —nw, —mw, - ———,
ot 3 K LT+ ahuw,
ow,

3t = V2w, — MW, — MyW,,
(40)

ow,

ErS =YW, — mMiws,

ow, Y4AW, Wy

— =DViéw, + ————= — m,w,,
ot * " 14 ahw, 4

onde d = 1 corresponde a formulacao unidimensional e d = 2 a formulagao bidimensi-
onal.

O sistema (40) é considerado em um dominio espacial W c R? e assume condi-
coes iniciais tais que, paratodo £ € W,

(wl(g’ 0)’ wz(ga O)s w3(§’ O)a w4(§’ O)) € ‘Q" (41 )

onde Q c R* denota a regido biologicamente significativa definida anteriormente para
o modelo sem estrutura espacial (Definigao 2.1.1).

Como apenas o parasitoide adulto apresenta mobilidade espacial, impéem-se con-
digcdes de contorno de Neumann homogéneas para x,,

Jw,

S E0=0,  feaw, t>0, (42)

onde n denota a normal externa ao contorno de W. Biologicamente, essas condi¢des
correspondem a auséncia de fluxo liquido de parasitoides através das fronteiras do
dominio espacial.

Nessa formulacao, cada variavel w; depende simultaneamente do tempo e da posi-
cdo espacial, e o termo difusivo DV<w, descreve o movimento espacial do parasitoide

adulto. Os demais parametros do modelo encontram-se resumidos na Tabela 6.
Assim, a simulacdo do modelo (40) permite investigar a dindmica do sistema
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hospedeiro—parasitoide em um contexto espacialmente estruturado. No modelo for-
mulado por equagdes diferenciais ordinérias, para os parametros apresentados na
Tabela 6, o sistema converge para o equilibrio de coexisténcia (32). Surge, portanto, a
questao de verificar se a inclusao da dimensao espacial preserva esse comportamento
assintético.

Para esse fim, analisa-se tanto a distribuicdo espacial das populagées quanto sua
evolucao média ao longo do dominio. Em particular, utiliza-se o valor médio espacial
como ferramenta para caracterizar a dindmica global do sistema ao longo do tempo.
A seguir, introduz-se formalmente essa quantidade.

5.3 Meédia espacial

A analise das médias espaciais (Shi; Shi; Song, 2022) permite caracterizar o com-
portamento global do sistema ao longo do tempo, fornecendo uma medida represen-
tativa da densidade média de cada populagdo no dominio considerado. Essa quan-
tidade sintetiza a distribuicido espacial das populagdes em um Unico valor temporal,
possibilitando a identificacao de regimes transitérios, processos de estabilizacao e a
convergéncia para estados estacionarios.

Para uma variavel w;(¢, t), define-se a média espacial por

_ 1
TO = o fw wi(€, 1) dE, (43)

onde |W| representa a medida do dominio espacial, correspondente ao seu compri-
mento no caso unidimensional ou a sua area no caso bidimensional.

Essas quantidades sao utilizadas na interpretacao dos resultados numéricos apre-
sentados neste trabalho, permitindo analisar a convergéncia do sistema para o equili-
brio e comparar a dinamica espacial com o comportamento observado no modelo sem
estrutura espacial.

Na proxima segao, procede-se a determinagédo do coeficiente de difuséo D, para-
metro fundamental para a descricdo do processo difusivo.

5.4 Determinacao do coeficiente de difusao

O coeficiente D quantifica a taxa média de difusdo dos parasitdides e € o mesmo
tanto no modelo unidimensional quanto no bidimensional. Consequentemente, basta
estimar D no caso unidimensional.

« Experimento de capacidade de voo de C. noackae

O experimento de difusao de Cleruchoides noackae descrito por (Becchi, 2021) foi
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conduzido em talhdes de eucalipto utilizando quadrados concéntricos ao redor de um
ponto central de liberagcdo. Em cada parcela, foram instaladas armadilhas adesivas
nos vértices e pontos médios dos quadrados, resultando em seis distancias padroni-
zadas em relacao ao centro (0,0; 25,0; 32,35; 50,0; 55,9 e 70,7 m). Aproximadamente
3.000 adultos foram liberados no ponto central, e as armadilhas permaneceram no
campo por 72 horas, sendo posteriormente recolhidas para quantificacdo dos indivi-
duos capturados. O estudo foi repetido em varios talhdes; para o presente trabalho,
utilizamos especificamente os dados do talhdo 21, consistindo nos valores observados
de captura por distédncia em relagéo ao ponto de liberagao.

Tabela 9 — Resultados para o talhdo 21.

Distancia do ponto de liberagao (m) Média de insetos capturados
0 4

25 4

35,35 1,5

50 0,2

55,9 1,5

70,7 1,5

Fonte: elaborada pelo autor a partir de Becchi (2021).

« Ajuste por minimos quadrados

Para descrever a difusdo espacial da espécie no talhdo, considerou-se o modelo
radial gaussiano (Bani-yaghoub, 2009)

C(p) = A exp(—B p?), (44)

no qual C(p) representa a captura média observada a uma distancia p do ponto de
liberacao, A > 0 corresponde a captura no centro da liberacao e B > 0 determina a
taxa de decaimento espacial da distribuigéo.
Dado um par (A, B), a predicdo do modelo para as distancias observadas p" é
dada por
C(p | A,B) = A exp(~Bp?). (45)

As estimativas dos parametros foram obtidas pela minimizacédo da funcao de erro

em norma 2,
1/2

E,(A,B) = (Z(CU) —C(rv |A,B))2> , (46)

J

onde CY) denota as capturas médias experimentais.
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A minimizacgao foi realizada por meio de uma busca em grade no plano (A, B), a
partir da construgdo numérica da superficie de erro E.(A,B). O ponto minimizante
identificado foi

(A, B) = (4,175346; 4,813644 x 107*), E* = 2,044018.

Como verificacdo independente, realizou-se também o ajuste por minimos quadra-
dos nao lineares por meio da rotina scipy.optimize.curve_fit, obtendo-se valores
compativeis com aqueles determinados pela busca em grade, diferindo apenas nas
casas decimais menos significativas.

As curvas de nivel e a superficie da fungao de erro sdo apresentadas na Figura 21,
na qual se observa um vale bem definido ao longo da direcao de B, indicando baixa
sensibilidade do modelo a pequenas perturbagdes nesse parametro.

® E,=204

7,00

6,00

B x 104

3,00

.

2,50 3,00 3,50 4,00 4,50 5,00 5,50 6,00
A 7,19 6,24

(a) (b)
Figura 21 — Representacao grafica da fungéo de erro E,(A, B) utilizada na calibragédo do modelo
de difuséo. (a) Curvas de nivel de E,(A, B), com o ponto minimizante destacado. (b) Superficie
E,.(A, B), indicando o valor minimo E;.

Para a interpretacao fisica do parametro B, a variancia da disperséo, considera-se
a aproximacao do processo de difusao pelo modelo difusivo classico (Bani-yaghoub,
2009), para o qual vale a relagao

de modo que
1
D= YIT (48)

Assumindo t = 3 dias (72 h) entre a liberacao e a captura, obtém-se o coeficiente
de difusédo estimado
D ~ 173,74 m*dia™".

Esse valor € compativel com a rapida difusdo espacial observada nas capturas e re-
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forca a adequacao do modelo exponencial radial ao conjunto de dados analisado.

5.5 Simulacoes Numéricas

Nesta secdo, analisam-se os resultados das simulagdes numéricas do modelo com
estrutura espacial, com énfase nos efeitos da difusdo do parasitoide sobre a dindmica
populacional. Inicialmente, discute-se o caso unidimensional, abordando a interacao
entre as populacées, a dindmica dos estagios de desenvolvimento e a convergéncia
para o equilibrio. Em seguida, apresenta-se a extensao bidimensional com o objetivo
de verificar a consisténcia qualitativa dos padrées observados no caso unidimensional.

As condi¢des iniciais adotadas correspondem a uma distribuicdo espacialmente
homogénea das populacdes de T. peregrinus. Para o parasitoide, considera-se uma
distribuigéo localizada no centro de um dominio de 140 metros, para o caso unidimen-
sional, e 140 x 140 metros no caso bidimensional de modo a simular uma liberagcéao
pontual de individuos nesses espacos, conforme (Becchi, 2021).

No caso unidimensional, as condi¢cdes iniciais para as populacdes do hospedeiro
sao dadas por

w,(£,0) = 0,5K, w,(£,0) =200, ws(£,0)= 100, (49)

enquanto a distribuicao inicial do parasitoide € descrita por

= 140/2)2> . (50)

wy(£,0) =50 exp(— 257

Para o caso bidimensional, utilizam-se as mesmas condic¢ées iniciais homogéneas
para o hospedeiro, com ¢ = (&,,&,). A distribuicao inicial do parasitoide é obtida pela
extensdo bidimensional de (50) dada por

(6 —140/2)" + (¢, — 140/2) ) (51)

wy (&1, £,0) = 50 exp( TGE

O sistema (40) foi resolvido numericamente nas formulacées unidimensional e bidi-
mensional por meio do método de diferengas finitas no espaco e do esquema de Euler
implicito no tempo, considerando as condigdes iniciais (49), (50) e (51).

A seguir, apresentam-se os resultados das simulagdes para o caso unidimensional,
a partir da andlise detalhada dos perfis espaciais e das médias populacionais.

5.5.1 Dinamica espacial no caso unidimensional

A simulacdo do modelo unidimensional permite analisar, de forma simplificada,
0s principais mecanismos de difusdo e interacdo entre as populacbes. A Figura 22
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apresenta a evolucao espacial das densidades de ovos, ninfas, adultas e parasitoides
nos instantest =0,t=0,7,t =1,0,t =1,5,t =2,0 e t = 20,0 dias.

« Interacao hospedeiro—parasitoide

No instante inicial (t = 0), considera-se uma distribuicdo homogénea das popula-
¢cbes de ovos de T. peregrinus, associada a uma concentragéo localizada do parasi-
toide C. noackae no centro do dominio unidimensional de 140 metros.

Em ¢ = 0,7 dias, observa-se uma reducao da densidade de hospedeiros na regiao
central, coincidindo com a maior concentragao inicial de parasitoides. Nessa regido, o
aumento da populacao do parasitoide intensifica o parasitismo, resultando na diminu-
icao local dos hospedeiros. Nas extremidades do dominio, entretanto, a influéncia do
parasitoide ainda é reduzida, permitindo o crescimento local da populacao hospedeira.

Nos instantes t = 1,0 e t = 1,5 dias, a populacao central de parasitoides ja esgotou
os hospedeiros dessa regiao e passa a se dispersar em direcao as bordas, onde se
observa, subsequentemente, o declinio da densidade dos hospedeiros.

Em ¢t = 2,0 dias, a populacdo hospedeira encontra-se praticamente eliminada em
todo o dominio. A partir desse instante, a populacao de parasitoides passa a decres-
cer gradualmente, aproximando-se de valores residuais, conforme discutido posterior-
mente na analise das médias espaciais.

. Dinamica das ninfas e adultas

A dindmica espacial das ninfas depende diretamente da densidade de ovos distri-
buida ao longo do dominio. A medida que a populagéo de ovos é reduzida, principal-
mente na regido central, observa-se uma diminui¢do correspondente na producao de
ninfas nesses locais, como ilustrado nos instantes entre t = 0,7 e t = 2,0 dias.

Nas extremidades do dominio, onde a densidade de ovos permanece elevada por
mais tempo, verifica-se inicialmente um aumento da populacéo de ninfas. Entretanto, a
partir de t = 20,0 dias, a escassez de ovos em todo 0 dominio impossibilita a reposicao
dessa populagao, que passa a decrescer em fungédo do desenvolvimento para adultas
e da mortalidade natural.

A distribuicdo espacial das adultas depende diretamente da densidade de ninfas,
refletindo a estrutura em cadeia do modelo. Observa-se que as variagées na popula-
cao adulta ocorrem de forma mais lenta, quando comparadas as dos estagios anteri-
ores, caracterizando uma separacao de escalas temporais entre os compartimentos.

Esse comportamento evidencia que alteragdes na populagao de ovos propagam-se
gradualmente para as ninfas e, posteriormente, para as adultas, produzindo respostas
retardadas ao longo do sistema.
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Figura 22 — Evolugéo temporal do modelo unidimensional do sistema hospedeiro—parasitoide.
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- Médias espaciais e convergéncia para o equilibrio

A Figura 23 apresenta a evolu¢do temporal dessas médias no intervalo de 0 a 500
dias, bem como um recorte ampliado do periodo final.

350+ —— Ovos (w;) —— Ovos (w;)
| Ninfas (w;) Ninfas (w5)
300 0.80 1
_ —— Adultos (ws3) _ —— Adultos (ws3)
.g 250 —— Parasitoides (ws) -g —— Parasitoides (w)
© © 0,704
2200+ 2
1] 0]
© 1501 © 4
5 5 0,60
@ D
s 100 - s
0,504
50 A
01 0,40
0 100 200 300 400 500 400 420 440 460 480 500
Dias Dias
(a) (b)

Figura 23 — (a) Evolugao temporal das médias espaciais das densidades populacionais e (b)
ampliagéo do intervalo final, evidenciando a convergéncia para o equilibrio.

Observa-se que, ap6s um regime transitorio inicial associado ao processo de pa-
rasitismo e as transi¢des entre compartimentos, as médias espaciais convergem para
valores aproximadamente constantes. A estabilizacdo ocorre inicialmente na popu-
lacdo de hospedeiros, seguida pelas ninfas, adultas e, por fim, pelos parasitoides,
refletindo a hierarquia estrutural do modelo.

No intervalo entre 400 e 500 dias, as curvas apresentam comportamento cons-
tante, indicando a convergéncia do sistema para um estado de equilibrio de coexistén-
cia (32), conforme evidenciado na Figura 23b.

5.5.2 Extensao Bidimensional

A formulagéo bidimensional do modelo é considerada com o objetivo de ilustrar a
dindmica espacial em um dominio plano e verificar a coeréncia qualitativa dos padrdes
observados no caso unidimensional.

Devido a simetria do dominio e das condi¢des iniciais adotadas, bem como a utili-
zagao do mesmo coeficiente de difusdo, a dindmica obtida em duas dimensbdes apre-
senta comportamento qualitativamente semelhante ao observado na formulagao uni-
dimensional, diferindo essencialmente na geometria do espaco.

A Figura 24 apresenta a evolugao temporal das densidades populacionais no caso
bidimensional, evidenciando os processos de difusdo do parasitoide, parasitismo e
esgotamento dos hospedeiros previamente descritos.

Além dos perfis espaciais, analisam-se também as médias espaciais no caso bidi-
mensional. A Figura 25 apresenta a evolug&o temporal dessas médias no intervalo de
0 a 500 dias, bem como um recorte ampliado do periodo final.
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Figura 24 — Evolugéo temporal do modelo bidimensional do sistema hospedeiro—parasitoide.
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Figura 25 — (a) Evolugéao temporal das médias espaciais das densidades populacionais e (b)
ampliagao do intervalo final, evidenciando a convergéncia para o equilibrio.
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Observa-se que, assim como no caso unidimensional, as medias espaciais conver-
gem para valores aproximadamente constantes, indicando a aproximagao do sistema
a um estado de equilibrio de coexisténcia. Esse comportamento reforca a consisténcia
dos resultados obtidos nas duas formulag¢des espaciais.



6 CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvido e analisado um modelo mateméatico para o sis-
tema hospedeiro—parasitoide envolvendo Thaumastocoris peregrinus e Cleruchoides
noackae, contemplando (i) a formulacdo compartimental em equacgdes diferenciais or-
dinarias, (ii) a proposta de estratégias de controle 6timo para manejo biologico e (iii)
a extensdo do modelo para um contexto espacialmente estruturado por meio de uma
formulacao de reacao—difusdo. Os resultados obtidos permitem uma compreensao
integrada da dinamica populacional do hospedeiro e da atuag¢ao do parasitoide como
agente de controle, evidenciando o potencial de ferramentas de otimizagdo e de mo-
delos com difusdo para apoiar decisdes de manejo sustentavel.

No modelo sem estrutura espacial, o sistema compartimental proposto represen-
tou adequadamente os principais estagios de desenvolvimento do hospedeiro e do
parasitoide, permitindo a identificacdo de equilibrios biologicamente relevantes: extin-
cao das populacodes, persisténcia isolada do hospedeiro e coexisténcia hospedeiro—
parasitoide. A andlise de estabilidade indicou que o equilibrio de coexisténcia é lo-
calmente assintoticamente estavel sob condigdes de admissibilidade associadas aos
parametros do parasitoide. Além disso, verificou-se a ocorréncia de uma bifurcacao
de Hopf para valores criticos do tempo de manipulagao, caracterizando a transicao
para oscilagées sustentadas e sugerindo que a eficiéncia do parasitismo influencia
diretamente o regime dindmico do sistema.

A formulacao do controle 6timo, baseada no método de Rafikov; Balthazar; Bremen
(2008), permitiu incorporar explicitamente a taxa de liberacdo do inimigo natural como
variavel de decisdo. O problema foi estruturado com um funcional de custo quadratico
que pondera simultaneamente a reducao das populacdes do hospedeiro e o esforco
de controle empregado. A solugédo obtida por meio da equagéo algébrica de Riccati
levou a uma lei de realimentacéo linear capaz de conduzir o sistema ao equilibrio de
referéncia, garantindo desempenho 6timo em horizonte infinito sob as hip6teses do
modelo linear.

As simulagées numéricas confirmaram a eficiéncia da estratégia de controle pro-
posta em diferentes cenarios dindmicos. Em particular, observou-se que: (i) na au-
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séncia de controle, o sistema tende ao regime associado a persisténcia do hospedeiro
e a extingao do parasitoide; (i) sob controle continuo, as trajetérias convergem para o
equilibrio de coexisténcia, com reducao expressiva dos compartimentos do hospedeiro
e manutencao do parasitoide em niveis compativeis com a persisténcia bioldgica; (iii)
em regimes oscilatérios associados ao ciclo limite, o controle € capaz de estabilizar a
dindmica em torno do equilibrio desejado, embora com aumento do esforgo de libe-
racao; e (iv) no caso de controle intermitente, o sistema apresenta recuperacao apés
periodos sem intervencao, evidenciando robustez frente a perturbacbes e variagdes
temporarias na intensidade do manejo.

A extensao espacial do modelo, formulada como um sistema de reacdo—difuséo
com termo difusivo aplicado ao parasitoide adulto, permitiu investigar como a mobili-
dade do inimigo natural afeta a dindmica espaco-temporal do sistema. O coeficiente
de difuséao foi estimado a partir de dados experimentais de campo (Becchi, 2021), por
meio de um ajuste radial. Com esse parametro, as simulagdes evidenciaram que uma
liberacao localizada de parasitoides induz um processo de dispersao que, inicialmente,
concentra o parasitismo na regido central e, em seguida, promove a propaga¢édo do
efeito de controle em direcao as extremidades do dominio.

No caso unidimensional, observou-se a reducdo espacialmente localizada dos
ovos do hospedeiro, seguida pela resposta dos estagios subsequentes (ninfas e adul-
tas), em consonancia com a estrutura em cadeia do modelo. As médias espaciais
mostraram-se particularmente Uteis para caracterizar o comportamento global do sis-
tema e identificar a convergéncia para o equilibrio: apds o regime transitorio, as cur-
vas tornam-se aproximadamente constantes, indicando estabilizacdo assintética. A
extensdo bidimensional apresentou padrdes qualitativamente coerentes com 0 caso
unidimensional, diferindo essencialmente na geometria do dominio, o que reforca a
consisténcia dos resultados quando a difusdo é descrita pelo mesmo coeficiente D e
as condicdes iniciais preservam simetria.

De forma geral, os resultados obtidos demonstram que o modelo proposto constitui
uma base consistente para descrever a interagdo hospedeiro—parasitoide em diferen-
tes escalas: local (equacoes diferenciais ordinarias), com intervencéo 6tima (controle)
e espacialmente estruturada (reacao—difusdo). O controle étimo forneceu uma estra-
tégia adaptativa para ajuste do esforgco de liberagdo do parasitoide conforme as con-
dicdes populacionais do sistema, enquanto a inclusdo da difusdo espacial permitiu in-
terpretar como a mobilidade do inimigo natural impacta a eficacia do controle ao longo
do dominio. Esses resultados reforcam o potencial do uso combinado de modelagem
matematica, calibracdo de parametros e técnicas de otimizacdo como ferramentas de
apoio ao manejo biolégico de T. peregrinus.
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