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RESUMO

MUNIZ, Aline de Souza. Modelagem Matemática da Idade Gestacional em Éguas
Crioulas: Aplicação do Modelo Polinomial Cúbico e Análise de Incertezas
via Simulação de Monte Carlo. Orientador: Régis Sperotto de Quadros. 2026.
104 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem Matemática) – Instituto de Física e
Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2026.

A estimativa da idade gestacional em éguas da raça Crioula é essencial para um
manejo reprodutivo eficiente, pois influencia desde o acompanhamento nutricional até
o preparo adequado para o parto. Comumente, essa estimativa é realizada por profis-
sionais da área veterinária por meio da mensuração do diâmetro da órbita ocular fetal,
obtida via ultrassonografia transretal. Contudo, essa técnica apresenta limitações re-
lacionadas à posição fetal no útero, o que pode comprometer sua visualização. Como
alternativa complementar, testou-se o uso da espessura da junção útero-placentária
(JUP), por se tratar de uma medida acessível, de fácil obtenção e menos restritiva em
relação à visualização fetal. No entanto, observou-se elevada variabilidade da JUP, o
que limita sua utilização como preditora da idade gestacional, por este motivo, neste
estudo, ela foi empregada como variável complementar para avaliação da saúde pla-
centária. Este estudo teve como principal objetivo avaliar modelos matemáticos mais
adequados que o linear tradicionalmente utilizado, aplicados à estimativa da idade
gestacional a partir da órbita ocular fetal, bem como descrever o comportamento da
JUP ao longo dos meses gestacionais e obter intervalos de referência para apoio ao
monitoramento placentário no contexto de riscos e possíveis alterações na gestação.
Para o ajuste de curvas aos dados observados, foi utilizado um modelo cúbico em
conjunto com o método estocástico de Monte Carlo (MMC), com o propósito de quan-
tificar e analisar as incertezas associadas às estimativas. Os intervalos de confiança
foram obtidos pelo método dos percentis, aplicados sobre os resultados de múltiplas
simulações realizadas pelo MMC, permitindo avaliar a variabilidade e a precisão das
predições. A aplicação dos modelos matemáticos e as análises estatísticas foram re-
alizadas utilizando o software Python. Os modelos apresentaram bom desempenho
de ajuste aos valores médios mensais (R2 > 0;98), com erros médios absolutos in-
feriores a 0;03. Como contribuição prática, foi desenvolvido um aplicativo para celular
destinado a integrar esses modelos e facilitar sua aplicação na rotina veterinária, otimi-
zando o tempo, automatizando os cálculos e ampliando a acessibilidade da predição
da idade gestacional em equinos no intervalo de 5 a 11 meses.

Palavras-chave: Acompanhamento Gestacional, Função Cúbica, Monte Carlo, Método
dos Percentis, Éguas Crioulas, Órbita Ocular Fetal, Junção Útero-Placentária.



ABSTRACT

MUNIZ, Aline de Souza. Mathematical Modeling of Gestational Age in Criollo
Mares: Application of a Cubic Polynomial Model and Uncertainty Analysis via
Monte Carlo Simulation. Advisor: Régis Sperotto de Quadros. 2026. 104 f. Dis-
sertation (Masters in Mathematical Modeling) – Institute of Physics and Mathematics,
Federal University of Pelotas, Pelotas, 2026.

The estimation of gestational age in Criollo mares is essential for efficient repro-
ductive management, as it influences nutritional monitoring and appropriate prepara-
tion for parturition. Commonly, this estimation is performed by veterinary professionals
through the measurement of the fetal ocular orbital diameter obtained via transrectal ul-
trasonography. However, this technique presents limitations related to fetal positioning
within the uterus, which may compromise its visualization. As a complementary alter-
native, the thickness of the Combined Thickness of the Uterus and Placenta (CTUP)
was evaluated, as it is an accessible measurement, easy to obtain, and less restrictive
with respect to fetal visualization. Nevertheless, high variability of the CTUP was ob-
served, which limits its use as a predictor of gestational age; therefore, in this study,
it was employed as a complementary variable for the assessment of placental health.
The main objective of this study was to evaluate mathematical models more suitable
than the traditionally used linear model for estimating gestational age based on the
fetal ocular orbit, as well as to describe the behavior of the CTUP throughout the ges-
tational months and to obtain reference intervals to support placental monitoring in the
context of potential risks and gestational alterations. Curve fitting to the observed data
was performed using a cubic model combined with the stochastic Monte Carlo method
(MCM), with the purpose of quantifying and analyzing uncertainties associated with
the estimates. Confidence intervals were obtained using the percentile method applied
to the results of multiple simulations generated by the MCM, allowing the assessment
of variability and predictive precision. Mathematical modeling and statistical analyses
were conducted using the Python software. The models showed good fitting perfor-
mance to monthly mean values (R2 > 0:98), with mean absolute errors below 0:03. As
a practical contribution, a mobile application was developed to integrate these models
and facilitate their application in veterinary practice, optimizing time, automating calcu-
lations, and expanding accessibility to gestational age estimation in equines within the
5- to 11-month interval.

Keywords: Gestational Monitoring, Cubic Function, Monte Carlo, Percentile Method,
Criollo Mares, Fetal Orbital Diameter, Combined Thickness of the Uterus and Placenta.



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 Feto no 100º dia de gestação. Fonte: (Ginther, 1998). . . . . . . . . 24
Figura 2 Feto no 190º dia de gestação. Fonte: (Ginther, 1998). . . . . . . . . 25
Figura 3 Feto no 240º dia de gestação. Fonte: (Ginther, 1998). . . . . . . . . 25
Figura 4 Contenção da égua e esvaziamento do reto. Fonte: Da autora, 2024. 27
Figura 5 Introdução do transdutor linear e obtenção das medidas ultrassono-

grá�cas. Fonte: Da autora, 2024. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
Figura 6 Imagem ultrassonográ�ca da órbita ocular fetal com medição reali-

zada. Fonte: Da autora, 2024. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
Figura 7 Representação esquemática das estruturas anatômicas visualiza-

das: (1) crânio, (2) órbita óssea, (3) corpo vítreo e (4) cristalino.
Fonte: (Turner; Mcdonnell; Feit; Grogan; Foglia, 2006). . . . . . . . 29

Figura 8 Exame ultrassonográ�co da junção útero-placentária (JUP). A ima-
gem A mostra a artéria uterina e a JUP, enquanto na imagem B,
em amarelo, pode-se observar a metodologia utilizada para medir a
JUP e a imagem C mostra a utilização do doppler colorido para iden-
ti�car e delimitar melhor a artéria uterina. Fonte: (Santos; Curcio;
Dallo; Thier; Dallmann; Nogueira, 2024). . . . . . . . . . . . . . . . 31

Figura 9 Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 1, sendo � 2

= 4 e � 3 = 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . . . . . . 38
Figura 10 Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 1, sendo � 2

= - 4 e � 3 = 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . . . . . 39
Figura 11 Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 2, sendo � 1

= 4 e � 3 = 4. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . . . . . . 39
Figura 12 Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 3, sendo � 1

= 2 e � 2 = - 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . . . . . 40
Figura 13 Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 3, sendo � 1

= 2 e � 2 = 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . . . . . . 40
Figura 14 Grá�co do modelo Gompertz para diferentes valores de � 1, sendo

� 2 = 2 e � 3 = 1. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . . . . 42
Figura 15 Grá�co do modelo Gompertz para diferentes valores de � 2, sendo

� 1 = 4 e � 3 = 1. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . . . . 42
Figura 16 Grá�co do modelo Gompertz para diferentes valores de � 3, sendo

� 1 = 4 e � 2 = 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . . . . 43
Figura 17 Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 1, sendo � 2

= 3, � 3 = 1 e � 4 = 0,5. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . 44



Figura 18 Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 1, sendo � 2

= 3, � 3 = 1 e � 4 = - 0,5. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . 45
Figura 19 Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 3, sendo � 1

= 2, � 2 = 3 e � 4 = 0,5. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . . 45
Figura 20 Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 3, sendo � 1

= 2, � 2 = 3 e � 4 = - 0,5. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . . . . . 46
Figura 21 Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 4 positivos,

sendo � 1 = 3, � 2 = 4 e � 3 = 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . 46
Figura 22 Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 4 negativos,

sendo � 1 = 3, � 2 = 4 e � 3 = 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018). . . 47
Figura 23 Grá�co do modelo Von Bertalanffy para diferentes valores de k,

sendo � 1 = 2. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
Figura 24 Grá�co do modelo Von Bertalanffy para diferentes valores de � 1 com

k = 1 �xo. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Figura 25 Grá�co do modelo Cúbico para diferentes valores de � 1 com � 2 = 3,

� 3 = 2 e � 4 = 1. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . 50
Figura 26 Grá�co do modelo Cúbico para diferentes valores de � 2 com � 1 = 3,

� 3 = 2 e � 4 = 1. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Figura 27 Grá�co do modelo Cúbico para diferentes valores de � 3 com � 1 = 3,

� 2 = 2 e � 4 = 1. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . 51
Figura 28 Grá�co do modelo Cúbico para diferentes valores de � 4 com � 1 = 3,

� 2 = 2 e � 3 = 1. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . 52
Figura 29 Fluxograma geral do Método de Monte Carlo. Fonte: (Queiroz; Jú-

nior; Jahn; Hahn; Fontana; Bolzan, 2013). . . . . . . . . . . . . . . . 55
Figura 30 Localização do Município de Capão do Leão no Rio Grande do Sul.

Fonte: Adaptado de (Portal dos Festivais, 2017). . . . . . . . . . . . 64
Figura 31 Esquema do Método de Monte Carlo. Fonte: Da autora, 2025. . . . 66

Figura 32 Boxplot da medida da órbita fetal por mês gestacional (5º–11º).
Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Figura 33 Modelos ajustados à variável órbita ao longo dos meses de gesta-
ção. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

Figura 34 Comparação entre o modelo linear proposto por (Hartwig; Antunez;
Dos santos; Lisboa; Pfeifer; Nogueira; Curcio, 2013) e o modelo
Cúbico. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Figura 35 Resíduos do ajuste cúbico para a variável órbita. Fonte: Da autora,
2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

Figura 36 Grá�co do ajuste Cúbico com Monte Carlo para a órbita. Fonte: Da
autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Figura 37 Grá�co do ajuste cúbico com o método dos percentis por meio de
Monte Carlo para a órbita. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . 78

Figura 38 Modelo cúbico ajustado à variável órbita ao longo dos meses de
gestação para éguas especí�cas. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . 79

Figura 39 Grá�co box plot dos parâmetros da função cúbica para a órbita.
Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Figura 40 Boxplot da JUP por mês gestacional. Fonte: Da autora, 2025. . . . 82
Figura 41 Modelos ajustados à variável JUP ao longo dos meses de gestação.

Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84



Figura 42 Resíduos do ajuste cúbico para a variável JUP. Fonte: Da autora,
2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

Figura 43 Grá�co do ajuste cúbico com o método de Monte Carlo para a va-
riável JUP. Fonte: Da autora, 2024. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Figura 44 Grá�co do ajuste Cúbico com intervalo de con�ança pelo Método
dos Percentis através do Método de Monte Carlo para a JUP. Fonte:
Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

Figura 45 Modelo cúbico ajustado à variável JUP ao longo dos meses de ges-
tação para éguas especí�cas. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . 89

Figura 46 Grá�co box plot dos parâmetros da função cúbica para a variável
JUP. Fonte: Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90

Figura 47 Tela inicial do aplicativo EquiGest. Da autora, 2025. . . . . . . . . . 92
Figura 48 Formulário de entrada de dados para cálculo gestacional. Da au-

tora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
Figura 49 Tela do banco de dados com histórico de avaliações e resultados.

Da autora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
Figura 50 Tela de orientações de uso e ajuda do aplicativo EquiGest. Da au-

tora, 2025. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 Valores médios da órbita ocular fetal (cm) em éguas da raça Crioula
entre o 5º e o 11º mês de gestação. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69

Tabela 2 Estatísticas descritivas da órbita por mês gestacional (dados indivi-
duais). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Tabela 3 Postos médios e grupos homogêneos do pós-teste de Dunn para a
órbita por mês gestacional. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

Tabela 4 DMA , DPR e R2 para a Órbita Ocular Fetal. . . . . . . . . . . . . . . . 73
Tabela 5 Comparação entre os modelos Cúbico e Linear para estimativa da

idade gestacional através da medida da órbita ocular fetal. . . . . . 74
Tabela 6 Intervalo de con�ança para pontos especí�cos (95%) para a variável

órbita. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Tabela 7 Parâmetros estimados para a variável órbita. . . . . . . . . . . . . . . . 79
Tabela 8 Valores da junção útero-placentária (JUP) para cada mês de gesta-

ção em éguas da raça Crioula. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
Tabela 9 Estatísticas descritivas da JUP por mês gestacional (dados indivi-

duais). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
Tabela 10 Postos médios e grupos homogêneos do pós-teste de Dunn para a

JUP por mês gestacional (� = 0;05). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
Tabela 11 DMA , DPR e R2 para a Junção Útero-Placentária (JUP). . . . . . . . . 85
Tabela 12 Intervalo de con�ança para pontos especí�cos (95%) da JUP. . . . 87
Tabela 13 Parâmetros estimados para a variável JUP. . . . . . . . . . . . . . . . . 89



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

ABCCC Associação Brasileira dos Criadores de Cavalo Crioulo

ANOVA Analysis of variance (Análise de Variância)

cm Centímetro

DMA Desvio Médio Absoluto

DPR Desvio Padrão Residual

gl Graus de Liberdade

H0/H1 Hipótese nula / Hipótese alternativa

IC Intervalo de Con�ança

IIQ Intervalo Interquartil

JUP Junção Útero-Placentária

LGN Lei dos Grandes Números

LM Método de Levenberg-Marquardt

MMC Método de Monte Carlo

MMQ Método dos Mínimos Quadrados

PDF Função Densidade de Probabilidade

SQR Soma dos Quadrados dos Resíduos

SQT Soma Total dos Quadrados

TCL Teorema Central do Limite

UFPel Universidade Federal de Pelotas

i.i.d. Independentes e Identicamente Distribuídas

a; b; c; d Coe�cientes do modelo cúbico

�x Média aritmética

�y Média aritmética dos valores observados da variável dependente

� Parâmetros estimados dos modelos

� i Erro aleatório (resíduo)

ni , nj Tamanho amostral dos grupos



�Ri , �Rj Postos médios

n / N Número de observações

N (0; � 2) Distribuição normal com média 0 e variância � 2

� Nível de signi�cância
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1 INTRODUÇÃO

O Brasil ocupa a 4ª posição mundial em relação ao tamanho do rebanho de cavalos

(Conselho Regional de Medicina Veterinária da Paraíba, 2023), �cando atrás apenas

da China, México e Estados Unidos (Globo Rural, 2023). O setor movimenta aproxi-

madamente R$ 30 bilhões anuais em produção equina (Globo Rural, 2023; Conselho

Regional de Medicina Veterinária da Paraíba, 2023). No contexto latino-americano, o

país é líder, com cerca de 8 milhões de animais (Associação Brasileira dos Criadores

de Jumento Pêga, 2025). Entre as diversas raças presentes no território nacional, a

Crioula destaca-se na região Sul, representando 86,41% dos equinos dessa categoria

no Brasil. São aproximadamente 135 mil animais distribuídos em 23 estados, segundo

dados da Associação Brasileira dos Criadores de Cavalo Crioulo (ABCCC) (Governo

do Estado do Rio Grande do Sul, 2024).

Além da relevância genética e funcional da raça, o setor apresenta impacto econô-

mico expressivo. De acordo com dados atualizados, a movimentação �nanceira ge-

rada pela raça Crioula alcançou cerca de R$ 400 milhões de reais em 2024, com

projeção de crescimento para R$ 500 milhões (Governo do Estado do Rio Grande do

Sul, 2024). Apenas em leilões e comercializações diretas, foram negociados quase 5

mil animais. Assim, a raça Crioula representa não apenas um patrimônio cultural do

Rio Grande do Sul, mas também um importante vetor econômico, gerando empregos

e fortalecendo a socioeconomia regional. Nesse contexto, torna-se cada vez mais re-

levante o interesse por alternativas que reduzam perdas reprodutivas e aumentem a

e�ciência no manejo.

No manejo reprodutivo das éguas Crioulas, a estimativa da idade gestacional é

fundamental para garantir o acompanhamento adequado do desenvolvimento fetal e a

preparação de um ambiente propício para o parto, incluindo planejamento nutricional,

protocolos de vacinação e medidas que assegurem a produção de colostro de qua-

lidade, fundamental para a absorção de anticorpos essenciais à imunidade do potro

nas primeiras horas de vida (Hartwig; Antunez; Dos santos; Lisboa; Pfeifer; Nogueira;

Curcio, 2013). A prática de monta natural em manada é comum, o que di�culta a de-

terminação da data exata de ovulação e, consequentemente, a detecção precoce da
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gestação (Hartwig; Antunez; Dos santos; Lisboa; Pfeifer; Nogueira; Curcio, 2013).

Atualmente, o método padrão para estimar a idade gestacional para éguas em

monta natural, baseia-se na mensuração do diâmetro da órbita ocular fetal. No en-

tanto, a obtenção dessa medida depende do posicionamento do feto e acesso da ór-

bita fetal mediamente a palpação transretal. Como medida complementar, avaliou-se

utilizar a espessura da junção útero-placentária (JUP), por ser uma estrutura de men-

suração mais acessível e menos dependente da visualização fetal. Entretanto, neste

estudo, os resultados evidenciaram elevada variabilidade dessa medida, sendo, por-

tanto considerada como parâmetro auxiliar voltado à avaliação da condição placentária

ao longo da gestação. O procedimento que permite essas medições é denominado

exame ultrassonográ�co transretal, realizado com transdutor linear, e fornece informa-

ções relevantes ao acompanhamento reprodutivo. No entanto, é importante ressaltar,

que o uso dessa técnica demanda tempo, treinamento especializado e equipamen-

tos especí�cos. Diante dessas limitações, modelos matemáticos foram utilizados para

descrever e predizer a relação entre o diâmetro da órbita ocular fetal e os meses de

gestação em éguas mestiças Crioulas, bem como para caracterizar o comportamento

da JUP ao longo do período gestacional como informação complementar de monitora-

mento. Embora tais limitações permaneçam, os modelos propostos permitem estimar

a idade gestacional a partir dessas medidas biométricas.

Para isso, foram empregados os modelos não lineares Logístico, Gompertz, Chan-

ter e Von Bertalanffy, comumente utilizados em estudos de curvas de crescimento

(Silva, 2018; Mazzini, 2001), além do modelo polinomial cúbico, amplamente utilizado

para capturar comportamentos mais complexos, como mudanças na taxa de cresci-

mento ou decréscimo ao longo da gestação.

A avaliação da qualidade dos ajustes dos modelos aos dados observados foi reali-

zada com base nas métricas estatísticas: desvio médio absoluto (DMA ) dos resíduos,

desvio padrão residual (DPR) e o coe�ciente de determinação (R2). Adicionalmente,

foi realizada uma análise estocástica com o uso do Método de Monte Carlo (MMC),

possibilitando a quanti�cação das incertezas no ajuste e a criação de uma região de

con�ança ao redor da curva ajustada. Com o novo conjunto de dados gerado pelo

MMC, aplicou-se o método dos percentis para a construção dos intervalos de con�-

ança para cada mês gestacional.

A principal proposta deste trabalho é encontrar um modelo que descreva de forma

mais adequada a relação entre o diâmetro da órbita ocular fetal e os meses de ges-

tação, superando o modelo linear tradicionalmente utilizado na literatura. Adicional-

mente, busca-se caracterizar a variação da espessura da junção útero-placentária

(JUP) ao longo da gestação em éguas Crioulas, discutindo seu potencial como pa-

râmetro auxiliar no acompanhamento da condição placentária. Espera-se, com isso,

contribuir com pro�ssionais da área veterinária e criadores de equinos ao oferecer uma
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modelagem mais consistente para a estimativa gestacional baseada na órbita, além

de informações complementares para o monitoramento reprodutivo. Após a de�nição

do modelo aplicado à órbita e dos intervalos de con�ança associados, propõe-se o

desenvolvimento de um aplicativo que automatize os cálculos e padronize a apresen-

tação das estimativas, facilitando a aplicação em campo.

Diante das limitações dos métodos tradicionais de estimativa gestacional, como a

dependência da experiência do examinador, a variabilidade biológica entre fetos, a re-

dução da precisão em estágios mais avançados, e da necessidade de modelos mais

adequados à realidade da prática veterinária, a presente pesquisa busca responder à

seguinte questão norteadora: Como aplicar e avaliar modelos matemáticos para

estimar os meses de gestação em éguas da raça Crioula a partir do diâmetro da

órbita ocular fetal, quanti�cando incertezas, e de que forma a variação da JUP

ao longo da gestação pode contribuir como parâmetro auxiliar no acompanha-

mento da saúde placentária?

Essa questão constitui o eixo central da investigação e traduz a busca por métodos

preditivos capazes de aprimorar a acurácia na determinação do período gestacional,

favorecendo um manejo mais e�ciente e saudável das éguas Crioulas.

A formulação dessa problemática está ancorada na necessidade prática de aper-

feiçoar os instrumentos de monitoramento reprodutivo, oferecendo estimativas mais

consistentes com a raça estudada. Ao integrar variáveis biológicas especí�cas e re-

levantes, pretende-se identi�car padrões mensuráveis e representá-los matematica-

mente por meio de modelos adequados ao conjunto de dados.

A seguir, são apresentados os objetivos gerais e especí�cos do trabalho.

1.1 Objetivos

Esta seção apresenta os objetivos que norteiam o desenvolvimento desta disserta-

ção, organizados em objetivo geral e objetivos especí�cos. O objetivo geral expressa a

�nalidade central da pesquisa, enquanto os objetivos especí�cos detalham as etapas

metodológicas necessárias para alcançar esse propósito. A formulação desses ob-

jetivos estabelece uma base cientí�ca sólida para o desenvolvimento de ferramentas

práticas que auxiliem no manejo reprodutivo de equinos.

1.1.1 Objetivo Geral

Propor, validar e aplicar modelos matemáticos e estatísticos para estimar os me-

ses de gestação em éguas da raça Crioula a partir do diâmetro da órbita ocular fetal,

e caracterizar a variação da espessura da junção útero-placentária (JUP) ao longo do

período gestacional como apoio ao monitoramento da condição placentária, utilizando

modelos não lineares e o modelo polinomial cúbico, com procedimentos de quanti�ca-
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ção de incertezas, visando aprimorar a precisão das estimativas.

1.1.2 Objetivos Especí�cos

1. Organizar e descrever as mensurações ultrassonográ�cas do diâmetro da órbita

ocular fetal e da JUP entre o 5º e o 11º mês gestacional em éguas da raça

Crioula;

2. Ajustar e comparar modelos de crescimento não lineares (Logístico, Gompertz,

Von Bertalanffy e Chanter), estimando os parâmetros pelo Método dos Mínimos

Quadrados por meio do método iterativo de Levenberg-Marquardt, a �m de des-

crever a evolução das variáveis ao longo da gestação;

3. Ajustar e avaliar o modelo polinomial cúbico para descrever a evolução das va-

riáveis ao longo da gestação, comparando seu desempenho com os modelos

não lineares;

4. Selecionar o modelo mais adequado com base em métricas de desempenho

(DMA , DPR, R2);

5. Quanti�car incertezas associadas às estimativas por simulação de Monte Carlo

e obter intervalos de con�ança pelo método dos percentis;

6. Validar estatisticamente os modelos ajustados por meio de análise residual;

7. Caracterizar o comportamento da JUP ao longo dos meses gestacionais e esta-

belecer faixas de referência para apoio ao monitoramento placentário em função

da idade estimada pela órbita;

8. Comparar os resultados obtidos com evidências da literatura, destacando con-

vergências e contribuições do estudo;

9. Desenvolver um aplicativo para celular que implemente o modelo selecionado

para a órbita e disponibilize a interpretação da JUP por faixas de referência, com

interface acessível para uso em campo;

1.2 Estrutura do Trabalho

A presente dissertação está estruturada em seis capítulos. O Capítulo 1 apresenta

a introdução geral do trabalho, contextualizando o tema e destacando a relevância

da pesquisa. São expostos o objetivo geral, os objetivos especí�cos, bem como a

justi�cativa do estudo e o delineamento das metas a serem alcançadas.

O Capítulo 2 aborda a fundamentação teórica que sustenta o estudo. Incluindo

uma revisão da literatura sobre as fases da gestação equina, aspecto fundamental
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para compreender as técnicas empregadas. Também são discutidos os procedimen-

tos ultrassonográ�cos utilizados para a obtenção das duas principais variáveis analisa-

das: o diâmetro da órbita ocular fetal e a espessura da junção útero-placentária (JUP).

Além disso, realiza-se uma análise com o intuito de identi�car métodos e modelos já

aplicados à estimativa da idade gestacional em equinos.

O Capítulo 3 corresponde à seção de Materiais e Métodos. Inicialmente, realiza-se

uma análise exploratória do conjunto de dados, incluindo a avaliação de pressupostos

e a aplicação de testes inferenciais, como o teste de normalidade de Shapiro–Wilk e

procedimentos de comparação entre meses gestacionais, por meio do teste de Krus-

kal–Wallis nos dados brutos, seguido do pós-teste de Dunn. Na sequência, são apre-

sentados os cinco modelos matemáticos utilizados para descrever a curva de ajuste

aos dados observacionais: Logístico, Gompertz, Chanter, Von Bertalanffy e Cúbico,

acompanhados dos procedimentos estatísticos empregados para avaliar a qualidade

do ajuste, como desvio médio absoluto (DMA ), desvio padrão (DPR) e coe�ciente

de determinação (R2). O capítulo contempla ainda técnicas avançadas, como a simu-

lação de Monte Carlo e o método dos percentis, para a análise das incertezas, além

da abordagem de mínimos quadrados adotada na estimação dos parâmetros.

O Capítulo 4 apresenta a análise dos resultados, organizados separadamente para

a órbita e para a JUP, detalhando os ajustes e as respectivas interpretações.

No Capítulo 5 é apresentado o aplicativo para celular desenvolvido com o intuito

de integrar os modelos propostos e automatizar os cálculos, auxiliando a aplicação

prática.

O Capítulo 6 reúne as conclusões e perspectivas futuras do trabalho, destacando

o modelo que apresentou o melhor ajuste aos dados observacionais e discutindo suas

implicações práticas para a estimativa da idade gestacional em éguas Crioulas.

Por �m, apresentam-se as referências bibliográ�cas que serviram de base teórica

e metodológica para o desenvolvimento desta pesquisa.



2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Cavalo Crioulo

O cavalo Crioulo constitui um dos principais símbolos da cultura gaúcha, sendo re-

conhecido pela sua relevância histórica e funcional. Sua origem remonta aos cavalos

espanhóis das raças Jaca e Andaluz, trazidos para a América do Sul no século XVII

(Agron, 2025). Ao longo dos séculos, o processo de seleção natural, aliado às práti-

cas de manejo desenvolvidas na região Sul, resultou em animais rústicos, resistentes

e altamente adaptados a diferentes condições ambientais. A raça Crioula possui um

sistema de criação mais extensivo, nos quais ainda se utiliza a monta natural em ma-

nada, prática menos comum em outras raças, o que di�culta saber a idade gestacional

das éguas e consequentemente a previsão exata do parto.

Do ponto de vista morfológico, os cavalos Crioulos caracterizam-se como animais

de porte médio, com altura média aproximada de 1,45 metros e peso que pode ultra-

passar 450 kg (Agron, 2025). Essas características físicas, somadas à rusticidade, re-

sistência e longevidade, consolidam a raça como um recurso genético estratégico para

a equinocultura brasileira e latino-americana. A raça Crioula, adaptada às condições

climáticas e ambientais do sul do Brasil, apresenta características morfo�siológicas

próprias que a diferenciam de outras raças de cavalos, justi�cando a necessidade de

estudos especí�cos direcionados a essa população (Lau; Lisboa; Dos santos; Hartwig;

Curcio, 2010).

2.2 Gestação Equina

A gestação em éguas apresenta duração média entre 320 e 360 dias (Curcio; Silva;

Scalco, 2021), podendo ser dividida em três terços gestacionais. Do ponto de vista do

desenvolvimento, a literatura clássica (Ginther, 1998), distingue as fases em concep-

ção, período embrionário e período fetal.

• Concepção: A concepção ocorre quando há a fecundação do óvulo pelo esper-

matozoide, marcando o inicio da gestação.
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• Período Embrionário (até cerca de 39 dias): Abrange a fecundação, formação

do blastocisto, mobilidade uterina, reconhecimento materno da gestação e �xa-

ção embrionária. Corresponde à fase mais crítica, responsável pela maioria das

perdas gestacionais precoces.

• Período Fetal (do 40º dia até aproximadamente o 280º dia): Nesta fase,

observa-se o crescimento e a diferenciação dos tecidos fetais. Estruturas como

a junção útero-placentária (JUP) e a órbita ocular já se mostram desenvolvidas,

podendo ser mensuradas por meio de exames ultrassonográ�cos.

A estimativa da idade gestacional na espécie equina, especialmente nas fases ini-

ciais, exige uma compreensão detalhada dos eventos �siológicos que ocorrem logo

após a concepção. Nos primeiros dias da gestação, o embrião passa por transfor-

mações signi�cativas, cruciais para o desenvolvimento fetal subsequente. Cada fase

apresenta características �siológicas e morfológicas próprias, que impactam direta-

mente o desenvolvimento do feto e, consequentemente, dos parâmetros utilizados

para estimar a idade gestacional. Assim, compreender as peculiaridades da gesta-

ção equina permite realizar avaliações mais precisas da idade gestacional e adotar

estratégias de manejo reprodutivo que minimizem perdas (Wenzen, 2019).

2.2.1 Concepção

Os equinos apresentam um padrão reprodutivo sazonal, com maior atividade du-

rante os dias longos da primavera e do verão (Aurich, 2011). Nessa fase, o ciclo estral

(cio) das éguas é caracterizado pela alternância entre períodos de receptividade e não

receptividade ao garanhão. Esse período possui duração média de 12 dias dentro de

um ciclo estral de aproximadamente 21 dias, o que torna necessária a realização de

testes de receptividade a cada 48 horas (Ginther, 1992).

A ovulação ocorre nas últimas 24 a 48 horas do ciclo estral, e o óvulo permanece

viável para fecundação por até 48 horas após sua liberação (Allen, 1984). Em condi-

ções de manejo com menor controle reprodutivo, a determinação precisa do momento

da cobertura e da ovulação pode ser limitada, o que reforça a necessidade de modelos

para estimativa do período gestacional ao longo da gestação.

2.2.2 Fase Embrionária (0 a 39 dias)

Após a fecundação, o zigoto passa por divisões sucessivas até atingir os estágios

de mórula (entre 4 a 5 dias) e, posteriormente, de blastocisto (6º a 7º dia), quando

o embrião atinge o útero (Ginther, 1992). Na prática clínica, a gestação pode ser

acompanhada por ultrassonogra�a desde o início, onde a vesícula embrionária pode

ser identi�cada por ultrassonogra�a a partir do 9º dia, sendo o diagnóstico de gestação

geralmente realizado no 12º dia. A �xação embrionária ocorre em média no 16º dia
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pós-ovulação, quando a vesícula, até então esférica e móvel, passa a permanecer

estática, marcando uma etapa decisiva da gestação (Ginther, 1995).

2.2.3 Fase Fetal (do 40º dia até cerca do 280º dia)

A partir do 40º dia de gestação tem início o processo de calci�cação do esqueleto

fetal, marcando a transição para a fase fetal (Franciolli; Cordeiro; Fonseca; Rodri-

gues; Sarmento; Ambrosio; Carvalho; Miglino; Silva, 2011). Nos meses seguintes,

observa-se maior mobilidade intrauterina, favorecida pelo espaço uterino disponível e

pelo volume de �uido, o que pode in�uenciar a visualização de estruturas fetais. Com

o avanço da gestação, o crescimento fetal reduz o espaço intrauterino e tende a es-

tabilizar o posicionamento, favorecendo avaliações biométricas. No 100º dia, o feto

ainda é móvel dentro do útero (Figura 1), isso pela quantidade de �uído alantoide e

pelo feto ainda não ocupar completamente a cavidade uterina (Ginther, 1998).

Figura 1 – Feto no 100º dia de gestação. Fonte: (Ginther, 1998).

A partir do 4º mês, o crescimento fetal reduz o espaço intrauterino, diminuindo a

amplitude dos movimentos, embora a atividade motora ainda se mantenha presente

(Ginther, 1998). Por volta do 190º dia, o feto assume uma posição cranial (Figura

2), ou seja, com a cabeça voltada para o colo uterino, permanecendo con�nado no

corpo uterino enquanto os cornos se mantêm fechados (Ginther, 1998). Essa con�gu-

ração indica maior estabilização do posicionamento fetal com menor variação espacial

quando comparada aos meses anteriores.
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Figura 2 – Feto no 190º dia de gestação. Fonte: (Ginther, 1998).

Na etapa �nal da gestação, os membros posteriores do feto passam a ocupar um

dos cornos uterinos (Figura 3), enquanto as membranas placentárias que recobrem

essa região deixam de ser visíveis nos exames ultrassonográ�cos (Ginther, 1998).

Figura 3 – Feto no 240º dia de gestação. Fonte: (Ginther, 1998).

Essa con�guração anatômica é típica da fase �nal da gestação e favorece a posi-

ção adequada para o parto.

2.3 Técnicas de Avaliação Ultrassonográ�ca

Como descrito por (Ginther, 1998), até o 4º mês de gestação o feto equino apre-

senta elevada mobilidade intrauterina, favorecida pelo volume de líquido alantoide,
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pelo comprimento do cordão umbilical e pelo espaço uterino disponível. Nessa fase,

o feto muda frequentemente de posição.

Após esse período, o crescimento fetal associado à reorganização anatômica do

útero reduz progressivamente o espaço intrauterino, limitando a mobilidade do feto

(Ginther, 1998). Essa restrição espacial favorece a estabilização do feto em apresen-

tação craniana, considerada a posição ideal para o parto. Por esse motivo, a ultras-

sonogra�a transretal, com o objetivo de realizar a mensuração da órbita ocular fetal e

da espessura da junção útero-placentária (JUP), é preferencialmente utilizada a par-

tir do 5º mês de gestação, pela maior estabilidade fetal e pelo desenvolvimento das

estruturas biométricas serem passíveis de mensuração a partir desse período. Entre-

tanto, recomenda-se, na prática clínica, a realização de exames obstétricos mensais

desde os 30 dias de gestação até o parto, visando o acompanhamento contínuo do

desenvolvimento fetal.

É importante destacar que a estimativa da idade gestacional, e consequentemente

a data aproximada do nascimento do potro, é decisiva para realizar o monitoramento

adequado do parto (Curcio; Silva; Scalco, 2021). Para isso, além dos modelos mate-

máticos de predição, devem-se considerar também sinais �siológicos e comportamen-

tais maternos que indicam a proximidade do parto.

Para obtenção das medidas biométricas via transretal, utiliza-se um transdutor li-

near de média frequência, geralmente entre 5 e 7,5 MHz, capaz de captar imagens

com boa de�nição (Turner; Mcdonnell; Feit; Grogan; Foglia, 2006). A realização do

exame requer contenção física adequada da égua, de modo a garantir a segurança

tanto do animal quanto do operador. Em seguida, procede-se ao esvaziamento ma-

nual do reto, utilizando luvas descartáveis e lubri�cante, com o objetivo de remover

o conteúdo fecal e possibilitar melhor acesso à cavidade uterina por via transretal

(Hartwig; Antunez; Dos santos; Lisboa; Pfeifer; Nogueira; Curcio, 2013).

As Figuras 4 e 5 ilustram, respectivamente, o procedimento de contenção da égua

e o processo de obtenção da imagem ultrassonográ�ca.
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Figura 4 – Contenção da égua e esvaziamento do reto. Fonte: Da autora, 2024.

Figura 5 – Introdução do transdutor linear e obtenção das medidas ultrassonográ�cas. Fonte:
Da autora, 2024.

Diante do exposto, a obtenção precisa da medida da órbita fetal representa uma
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estratégia e�caz para estimar a idade gestacional em éguas, uma vez que apresenta

crescimento progressivo e relativamente previsível ao longo da gestação. Os parâ-

metros analisados possibilitam a formulação de modelos matemáticos aplicáveis ao

acompanhamento clínico, subsidiando decisões em campo e contribuindo para a me-

lhoria dos índices reprodutivos. Dessa forma, a ultrassonogra�a consolida-se como

ferramenta essencial no manejo gestacional, combinando praticidade, segurança e

con�abilidade diagnóstica.

2.4 Parâmetros Obstétricos Equinos

2.4.1 Medida da Órbita Ocular Fetal

Nas fases iniciais da gestação, até aproximadamente 70 dias, a combinação da

avaliação do tamanho e da assimetria uterina por palpação transretal, associada ao

exame ultrassonográ�co do concepto, possibilita uma estimativa mais precisa da idade

gestacional (Turner; Mcdonnell; Feit; Grogan; Foglia, 2006). No entanto, à medida que

o feto cresce e se desloca em direção à cavidade abdominal, a obtenção dessas

medidas torna-se mais difícil. Nessas circunstâncias, especialmente durante as fases

intermediária e �nal da gestação, utiliza-se com maior frequência ultrassonogra�a tran-

sabdominal com transdutor convexo, voltada à mensuração de estruturas fetais, como

o diâmetro da órbita fetal. Entretanto, esse método demanda maior tempo de execu-

ção, pro�ssionais experientes e equipamentos ultrassonográ�cos especializados, os

quais nem sempre estão disponíveis para veterinários de campo (Turner; Mcdonnell;

Feit; Grogan; Foglia, 2006).

A medição da órbita ocular fetal por via transretal constitui a técnica mais difun-

dida para estimativa da idade gestacional, destacando-se por sua praticidade, rapidez

e con�abilidade (Lau; Lisboa; Dos santos; Hartwig; Curcio, 2010; Turner; Mcdonnell;

Feit; Grogan; Foglia, 2006). Diversos estudos demonstram uma correlação estatística-

mente signi�cativa entre o diâmetro da órbita ocular e o tempo de gestação, reforçando

seu potencial como ferramenta diagnóstica na determinação da idade fetal.

A mensuração do diâmetro da órbita ocular fetal deve ser realizada paralelamente

ao cristalino. Para obtenção da medida, utiliza-se um transdutor linear de aproxima-

damente 7,5 MHz, introduzido via transretal, sendo posicionado ao longo do útero

e varrido da esquerda para a direita, iniciando-se na região da cérvix e avançando

progressivamente em direção ao crânio até que a órbita seja encontrada (Turner; Mc-

donnell; Feit; Grogan; Foglia, 2006). Após sua localização, a imagem é congelada

e a mensuração realizada (Hartwig; Antunez; Dos santos; Lisboa; Pfeifer; Nogueira;

Curcio, 2013).

As Figuras 6 e 7 apresentam a imagem capturada no monitor do aparelho ultrasso-

nográ�co com a mensuração da órbita ocular fetal e um esquema anatômico corres-
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pondente, respectivamente.

Figura 6 – Imagem ultrassonográ�ca da órbita ocular fetal com medição realizada. Fonte: Da
autora, 2024.

Figura 7 – Representação esquemática das estruturas anatômicas visualizadas: (1) crânio, (2)
órbita óssea, (3) corpo vítreo e (4) cristalino. Fonte: (Turner; Mcdonnell; Feit; Grogan; Foglia,
2006).

A órbita ocular fetal possui características ecográ�cas bem de�nidas, o que facilita

sua identi�cação. Na primeira metade da gestação, a imagem sagital apresenta-se

como uma estrutura anecogênica, de contorno aproximadamente circular, enquanto

na segunda metade esse formato tende a tornar-se mais oval (Turner; Mcdonnell;

Feit; Grogan; Foglia, 2006).
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O uso da órbita ocular fetal como parâmetro para estimar a idade gestacional é

vantajoso por apresentar menor in�uência de variáveis maternas. Conforme apontado

por (Turner; Mcdonnell; Feit; Grogan; Foglia, 2006), fatores como paridade e condição

corporal da égua in�uenciam signi�cativamente no peso do potro ao nascer, mas não

exercem impacto estatisticamente relevante sobre o diâmetro do olho fetal. Esses re-

sultados indicam que, embora variáveis maternas possam afetar no desenvolvimento

ponderal do neonato, o crescimento do olho fetal apresenta padrão mais estável e pre-

visível ao longo da gestação. Assim, a medição da órbita ocular constitui um parâmetro

con�ável e relativamente independente de fatores externos, sendo especialmente útil

para a determinação da idade gestacional em equinos.

2.4.2 Medida da Junção Útero-Placentária

A junção útero-placentária (JUP) corresponde à região de contato entre o útero

e a membrana córion-alantoide da placenta, desempenhando papel fundamental na

transferência de nutrientes entre a égua e o feto (Matta, 2013). A avaliação ultras-

sonográ�ca dessa estrutura tem grande importância no monitoramento de anomalias

na gestação, uma vez que alterações na espessura da JUP podem indicar compro-

metimentos na integridade da unidade feto-placentária, como processos in�amatórios

(placentites) ou outras disfunções, caracterizando gestações de alto risco.

A placenta da égua apresenta-se como epiteliocorial difusa, composta por seis

camadas (Pozor, 2016). Estudos indicam que éguas primíparas (de primeira cria)

tendem a apresentar maiores valores de espessura da JUP em comparação àquelas

que já tiveram dois ou mais partos (Hendriks; Colenbrander; VAN DER WEIJDEN;

Stout, 2009).

A mensuração da JUP pode ser realizada de forma semelhante à mensuração da

órbita, por meio de ultrassonogra�a transretal com transdutor linear de 7,5 MHz. O

procedimento requer contenção adequada da égua e esvaziamento do reto, poste-

riormente, o veterinário deve alinhar o transdutor com a região da cérvix uterina e

avança em direção cranial até a região do corpo uterino, local onde a interface útero-

placentária se torna mais evidente (Curcio; Wendt; Silva; Nogueira, 2019).

Na Figura 8, é possível identi�car a imagem correspondente à artéria uterina e,

adjacente a ela e ao �uido alantoideano, observa-se uma região hiperecogênica ho-

mogênea, a qual representa a união entre o endométrio e o alantocórion, conhecida

como junção útero-placentária (JUP) (Santos; Curcio; Dallo; Thier; Dallmann; No-

gueira, 2024)(Figura 8A). Após a identi�cação da estrutura, a imagem deve ser con-

gelada e, sempre que possível, realizam-se três medições consecutivas para o cálculo

da média (Santos; Curcio; Dallo; Thier; Dallmann; Nogueira, 2024), conforme demons-

trado na (Figura 8B). A ultrassonogra�a Doppler em modo colorido pode auxiliar na

identi�cação da artéria uterina, facilitando a delimitação do ponto inicial para a men-
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suração da JUP (Santos; Curcio; Dallo; Thier; Dallmann; Nogueira, 2024), conforme

ilustrado na (Figura 8C).

Figura 8 – Exame ultrassonográ�co da junção útero-placentária (JUP). A imagem A mostra a
artéria uterina e a JUP, enquanto na imagem B, em amarelo, pode-se observar a metodologia
utilizada para medir a JUP e a imagem C mostra a utilização do doppler colorido para identi�car
e delimitar melhor a artéria uterina. Fonte: (Santos; Curcio; Dallo; Thier; Dallmann; Nogueira,
2024).

De acordo com (Troedsson; Sage, 2001), a espessura da JUP deve ser mensurada

entre o meio do ramo da artéria uterina e o �uido alantoide. Pesquisas demonstram

que a estrutura apresenta crescimento relativamente constante nos primeiros meses,

com maior incremento ao �nal da gestação. Segundo (Renaudin, 2017), os valores

esperados da espessura da JUP são inferiores a 8 mm entre 270 e 300 dias, inferiores

a 10 mm entre 301 e 330 dias e inferiores a 12 mm após 330 dias de gestação.

2.5 Modelos Matemáticos para Estimativa da Idade Gestacional

na Literatura

Na raça Crioula, a cobertura em rebanhos é uma prática comum em fazendas de

criação de equinos, o que di�culta a determinação da data exata de ovulação e a de-

tecção precoce da gestação. De acordo com estudos clássicos, como o de (Hartwig;

Antunez; Dos santos; Lisboa; Pfeifer; Nogueira; Curcio, 2013), a estimativa da idade

gestacional baseada no diâmetro da órbita ocular fetal tem sido tradicionalmente rea-

lizada por meio de modelos de regressão linear. Os autores analisaram 164 mensura-

ções obtidas em 124 éguas, com idades gestacionais variando entre 119 e 341 dias, e

relataram um padrão de crescimento linear até 341 dias de gestação. Nessa pesquisa,

o modelo apresentou alto coe�ciente de determinação ( R2 = 0,985), indicando que
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aproximadamente 98,5% da variação observada foi explicada pela regressão, con�gu-

rando um ajuste estatisticamente satisfatório. O estudo também observou diferenças

entre a raça Crioula e os chamados cavalos leves no que se refere às dimensões e ao

comportamento de crescimento da órbita ocular fetal. Essa distinção di�cilmente pode

ser atribuída apenas ao porte do animal, já que os Crioulos, em geral, apresentam me-

nor tamanho e menor massa corporal quando comparados aos cavalos leves. Assim,

variações anatômicas, como medidas oculares e características cranianas, podem es-

tar relacionadas aos resultados encontrados. Além disso, comparações entre outras

raças também apontam divergências desse tipo, o que sugere in�uência de aspectos

morfológicos e de processos seletivos próprios de cada população.

De forma semelhante, (Fornari; Finger; Kickhofel; Roman; Almeida; Curcio, 2014)

aplicou um modelo linear para relacionar o diâmetro da órbita ocular fetal com os

meses de gestação em éguas mestiças Crioulas, avaliando 14 éguas gestantes. Con-

tudo, obteve-se um coe�ciente de determinação inferior ( R2 = 0,61) para os dados

analisados. Embora esse resultado indique certo nível de correlação, ele sugere uma

capacidade explicativa limitada do modelo. Nessa perspectiva, utilizar mais de uma

medida fetal na ultrassonogra�a, como a aorta fetal e a órbita ocular, podem contribuir

para acompanhar melhor o crescimento durante a gestação (Fornari; Finger; Kickho-

fel; Roman; Almeida; Curcio, 2014). Como cada estrutura pode crescer em ritmos

diferentes, combinar essas medidas tende a aumentar a robustez da estimativa da

idade gestacional e reduz a chance de erro quando se utiliza apenas um parâmetro.

A análise grá�ca realizada pelos autores evidenciou um crescimento linear do 5°

ao 9° mês de gestação. Entretanto os meses �nais não foram avaliados neste estudo,

e é nesse período que o padrão de crescimento tende a se afastar da linearidade.

Embora o agronegócio equino brasileiro tenha relevância amplamente reconhe-

cida, ainda são limitadas as pesquisas cientí�cas dedicadas a cavalos da raça Cri-

oula. Os achados disponíveis reforçam a necessidade de análises especí�cas por

raça, buscando-se um modelo capaz de descrever as características próprias de cada

população estudada.

Em um estudo de maior abrangência utilizando pôneis (Turner; Mcdonnell; Feit;

Grogan; Foglia, 2006), utilizou a largura e o comprimento do olho fetal. Entre essas

variáveis, o comprimento apresentou melhor desempenho como preditor único dos

dias restantes até o parto. Embora a largura também se associe a essa estimativa,

ela é fortemente correlacionada ao comprimento e não melhora de forma relevante

a predição. Assim, medir apenas o comprimento mostrou-se su�ciente. Os autores

recomendam repetir o procedimento mais duas vezes, totalizando três mensurações

e utilizar a média desses três valores para obter uma estimativa mais con�ável dos

dias até o parto. Além disso, foram utilizados modelos de regressão com efeitos mis-

tos, a�m de considerar a natureza longitudinal dos dados, com medidas repetidas
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dentro de cada gestação, repetição entre éguas e desenho amostral desbalanceado.

Veri�cou-se também que o crescimento da órbita ocular fetal ao longo da gestação

não segue um padrão linear, mas sim curvilíneo, re�etindo a dinâmica biológica do

desenvolvimento fetal. De acordo com os autores, o crescimento tende a ser mais

acelerado nas fases iniciais e intermediárias, tornando-se mais constante no terço

�nal da gestação.

Também foram avaliadas mensurações do olho fetal em 66 gestações de éguas

leves (aproximadamente 400 a 550 kg), utilizando os mesmos métodos descritos an-

teriormente para as éguas pôneis.

Ao compararem seus resultados, com trabalhos anteriores baseados em modelos

lineares, os autores destacaram como principal limitação desse modelo a suposição

de taxa de crescimento constante durante todo o período gestacional, hipótese que

não condiz com o comportamento real observado. Além disso, muitos estudos con-

centram suas medições apenas no período intermediário da gestação, resultando em

escassez de dados referentes ao terço �nal, justamente onde os desvios em relação

à linearidade se tornam mais pronunciados. Essa limitação metodológica pode levar

à falsa impressão de bom ajuste dos modelos lineares, quando, na prática, eles não

representam adequadamente o padrão de crescimento nas fases extremas da gesta-

ção. Com um conjunto ampliado de observações no período médio e �nal, os autores

mostraram que a relação entre idade gestacional e comprimento do olho fetal segue

um comportamento curvilíneo, assim como ocorreu no grupo de pôneis. Ao conside-

rar os dois conjuntos de dados, observa-se ainda que, após 100 dias de gestação, as

medidas oculares fetais em cavalos tendem a ser maiores do que as registradas em

pôneis para o mesmo período. Assim, a evidência apresentada reforça que, também

em éguas leves, a associação entre olho fetal e idade gestacional é melhor represen-

tada por uma curva do que por um modelo linear, mantendo coerência com o padrão

descrito para pôneis.

Dessa forma, a literatura indica que os modelos não lineares oferecem maior ca-

pacidade para descrever o crescimento da órbita ocular fetal ao longo da gestação,

principalmente no terço �nal, uma vez que conseguem capturar variações no padrão

de desenvolvimento que não são contempladas pelos modelos lineares. Embora me-

didas biométricas fetais sejam utilizadas na prática veterinária, ainda são escassos

os estudos que empregam modelagem matemática para descrever a evolução dessas

variáveis ao longo da gestação em equinos, o que reforça a relevância de investi-

gações adicionais. Essa lacuna será discutida nas seções seguintes, onde também

serão avaliados os modelos aplicados à espessura da junção útero-placentária (JUP),

com o intuito de construir faixas de referência para apoio a avaliação clínica dessa

estrutura.



3 MATERIAIS E MÉTODOS

3.1 População e Amostra

Em estatística, de�ne-se população como o conjunto de todos os elementos ou

resultados sob investigação (Bussab; Morettin, 2010). Entretanto, a análise da totali-

dade dos indivíduos é, na prática, muitas vezes inviável, seja por restrições logísticas,

de tempo ou de recursos �nanceiros. Nessas circunstâncias, utiliza-se uma amostra,

entendida como um subconjunto representativo da população. Os resultados obti-

dos a partir das observações amostrais são então extrapolados para a população por

meio da estatística inferencial, possibilitando a estimativa de parâmetros populacio-

nais a partir de estatísticas amostrais. No contexto deste estudo, trabalhou-se com

uma amostra composta por avaliações de 38 éguas da raça Crioula, disponibilizada

pela Faculdade de Veterinária da UFPel, a qual representa uma fração da população

total de éguas Crioulas.

3.2 Avaliação dos Pressupostos Estatísticos

A veri�cação dos pressupostos estatísticos constitui uma etapa importante na aná-

lise de dados, pois permite avaliar a adequação dos métodos estatísticos aplicados.

Dessa forma, antes da interpretação dos resultados, foram analisadas propriedades

dos dados e dos resíduos gerados pelos modelos ajustados. Para essa avaliação, fo-

ram considerados aspectos como normalidade da distribuição e homogeneidade das

variâncias, por meio da aplicação de testes estatísticos especí�cos descritos nas se-

ções seguintes.

3.2.1 Teste de Shapiro-Wilk

O teste de Shapiro-Wilk é um método estatístico amplamente utilizado para veri�-

car se um conjunto de dados segue uma distribuição normal (Dutt-ross, 2020), tam-

bém conhecida como curva Gaussiana ou curva de Gauss, sendo considerado um

dos mais e�cazes para amostras pequenas e médias.

Esse procedimento testa a hipótese nula de que os dados seguem uma distribui-



35

ção normal contra a hipótese alternativa de não normalidade. Se o valor de p obtido

for superior ao nível de signi�cância adotado (� = 0;05), não se rejeita a hipótese

nula, indicando que os dados podem ser tratados como normalmente distribuídos. A

decisão do teste é baseada na estatística W, a qual é uma estatística de teste de�nida

como função da amostra e, portanto, uma variável aleatória. Por outro lado, valores

pequenos da estatística W, que varia entre 0 e 1, sugerem desvio da normalidade,

sendo que W = 1, representa perfeita aderência à distribuição normal (Razali; Wah,

2011).

Este teste, originalmente proposto por (Shapiro; Wilk, 1965), de�ne a estatística W

da seguinte forma para uma amostra aleatória ordenada em ordem crescente:

W =

nX

i =1

(ai x i )2

nX

i =1

(x i � �x)2

; (1)

em que x i representa o i -ésimo valor da amostra ordenada, �x é a média amostral,

e os coe�cientes a1; a2; : : : ; an são calculados com base nos valores esperados das

estatísticas de ordem da distribuição normal e em suas covariâncias, conforme:

(a1; a2; : : : ; an )T =
mT V � 1

(mT V � 1V � 1m)1=2
; (2)

sendo m = ( m1; m2; : : : ; mn )T o vetor dos valores esperados das estatísticas de ordem

da amostra e V é a matriz de covariância associada a esses valores.

Esse teste foi inicialmente aplicado aos dados brutos da junção útero-placentária

(JUP) e da órbita ocular fetal, como análise preliminar da distribuição amostral. Poste-

riormente, foi aplicado também aos resíduos dos modelos cúbicos ajustados, assegu-

rando a veri�cação da normalidade.

3.2.2 Teste de Kruskal-Wallis

Quando os pressupostos como normalidade, homogeneidade de variâncias e in-

dependência não são satisfeitas, torna-se mais adequado utilizar testes não paramé-

tricos (Moreno; Morcillo, 2019).

Dessa forma, adotou-se o teste de Kruskal-Wallis, um procedimento não paramé-

trico análogo ao teste F da ANOVA, porém baseado em postos (ranks). O teste avalia

a hipótese nula de que as distribuições dos k grupos independentes são equivalentes.

No contexto deste estudo, os grupos foram de�nidos pelos meses gestacionais (5 o

ao 11o), com o objetivo de veri�car se havia diferença global entre os meses para as

variáveis analisadas.

Sejam N observações distribuídas em k grupos independentes, com tamanhos
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n1; n2; : : : ; nk , tal que
P k

j =1 nj = N (Pontes; Corrente, 2001). Inicialmente, todos os

valores observados são ordenados conjuntamente em ordem crescente e, em se-

guida, são atribuídos postos (ranks), que correspondem às posições ocupadas por

cada observação nessa ordenação. No contexto deste estudo, os postos referem-se

às posições das medidas observadas das variáveis analisadas ao longo dos meses

de gestação. Seja Rj a soma dos postos do grupo j . A estatística do teste é dada por:

H =
12

N (N + 1)

kX

j =1

(Rj )2

nj
� 3(N + 1) : (3)

Na presença de empates, aplica-se a correção padrão para ajustes de postos. A

decisão estatística é obtida comparando-se H com a distribuição qui-quadrado, com

k � 1 graus de liberdade, adotando-se nível de signi�cância � = 0;05. Resultados com

p < � indicam rejeição da hipótese nula, evidenciando que ao menos um dos grupos

(meses) difere dos demais.

Como o teste de Kruskal-Wallis identi�ca apenas a diferença global, quando o re-

sultado foi signi�cativo procedeu-se à etapa pós-hoc para identi�car quais pares de

meses diferiram entre si, conforme descrito na subseção seguinte.

3.2.3 Teste de Dunn

O pós-hoc de Dunn atribui postos às observações considerando todos os trata-

mentos simultaneamente e, em seguida, realiza comparações múltiplas para detectar

quais grupos diferem de forma estatisticamente signi�cativa (Pontes; Corrente, 2001).

A estatística de comparação pode ser expressa como:

Z ij =
�Ri � �Rjr

N (N +1)
12

�
1
n i

+ 1
n j

� (4)

em que �Ri e �Rj representam os postos médios dos grupos, ni e nj são os tamanhos

amostrais e N é o total de observações. Na presença de empates, aplica-se a corre-

ção correspondente no denominador. Os p-valores das comparações par a par foram

obtidos a partir da distribuição normal padrão e ajustados para múltiplas comparações.

Com o objetivo de controlar o erro do tipo I, entendido como a rejeição indevida

da hipótese nula em comparações múltiplas, empregou-se a correção de Bonferroni.

Desse modo, pares de meses foram considerados diferentes quando o p-valor ajus-

tado foi inferior a 0;05. Para �ns de síntese, os resultados também podem ser apresen-

tados por grupos homogêneos (letras), nos quais meses que compartilham ao menos

uma letra não diferem estatisticamente, enquanto meses sem letras em comum dife-

rem ao nível de signi�cância adotado.
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3.3 Modelos de Crescimento

Os modelos de crescimento não lineares foram empregados neste estudo por se

mostrarem mais adequados à representação de processos biológicos de crescimento,

em comparação aos modelos lineares, pois permitem descrever relações em que a

variável resposta depende de forma não linear dos parâmetros do modelo. Em mo-

delos dessa natureza, os parâmetros não aparecem de maneira linear na expressão

matemática, o que em geral impede a obtenção de estimativas por meio de soluções

analíticas fechadas. Assim como nos modelos lineares, a estimação dos parâmetros

é baseada na minimização da soma dos quadrados dos resíduos, buscando reduzir

a discrepância entre valores previstos e observados. No entanto, diferentemente da

regressão linear, quando o modelo é não linear nos parâmetros, o processo de estima-

ção dos parâmetros não admite solução algébrica fechada, exigindo o uso de métodos

iterativos de otimização numérica (Azarias; Gonzaga; Machado; Muniz; Silva, 2023).

Neste trabalho, foram avaliados quatro modelos não lineares nos parâmetros: Lo-

gístico, Gompertz, Chanter, Von Bertalanffy. Os três primeiros apresentam curvas de

crescimento do tipo sigmoide, caracterizadas por um formato em "S", com uma fase

inicial de crescimento lento, seguida por uma aceleração e, posteriormente, por uma

desaceleração à medida que se aproxima de um limite superior (Silva, 2018).

O modelo de Von Bertalanffy, embora também represente um crescimento assintó-

tico, distingue-se por apresentar uma curva sigmoide assimétrica. Diferentemente dos

modelos anteriores, cuja simetria implica uma taxa de crescimento máxima em um

ponto central, o modelo de Von Bertalanffy caracteriza-se por um crescimento mais

acelerado nas fases iniciais, seguido por uma desaceleração gradual à medida que o

sistema se aproxima de seu valor máximo teórico (Mischan; Pinho, 2014; Ratkowsky,

1990). Essa particularidade torna o modelo especialmente aplicável a fenômenos bi-

ológicos em que a fase inicial exerce papel predominante no desenvolvimento.

3.3.1 Logístico

O modelo Logístico, proposto por Pierre François Verhulst em 1838, é uma função

matemática amplamente utilizada para modelar o crescimento de uma população ou

de um fenômeno com crescimento limitado (Murray, 2002). Esse tipo de crescimento

é caracterizado por uma fase inicial exponencialmente acelerada, seguida por desace-

leração progressiva até a estabilização em um valor máximo, denominado capacidade

de suporte.

A versão de três parâmetros do modelo Logístico é de�nida por três elementos

principais: a assíntota horizontal, o ponto de in�exão e o parâmetro de escala. A

assíntota, denotada por � 1, corresponde ao valor máximo teórico atingido pela variá-

vel dependente no eixo y. O ponto de in�exão corresponde à coordenada no eixo
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x em que taxa de crescimento é máxima (Pinheiro; Bates, 2000), ocorrendo quando

x = � � 2=� 3. Nesse ponto, a curva atinge metade de sua capacidade máxima (� 1=2)

(Mischan; Pinho, 2014). A função Y(x) apresenta simetria em torno de seu ponto de

in�exão, o que constitui uma de suas principais características estruturais no modelo

logístico (Silva, 2018).

O parâmetro de escala � 3, controla a inclinação da curva, de�nindo a velocidade

de transição entre as fases de crescimento acelerado e estabilização. Em termos

práticos, � 3 representa a distância no eixo x entre o ponto de in�exão e o ponto em

que a função atinge aproximadamente 73% da assíntota superior (Pinheiro; Bates,

2000).

De acordo com (Silva, 2018), o modelo Logístico pode ser expresso pela seguinte

equação:

Y(x) =
� 1

1 + e� � 2 � � 3x
(5)

em que � 1, � 2 e � 3 são parâmetros deste modelo.

A análise da in�uência dos parâmetros no modelo Logístico foi conduzida de forma

semelhante à abordagem apresentada por (Silva, 2018). O comportamento grá�co

da função, considerando diferentes valores arbitrários para seus parâmetros pode ser

visualizado nas Figuras 9, 10, 11, 12 e 13.

Figura 9 – Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 1, sendo � 2 = 4 e � 3 = 2.
Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).
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Figura 10 – Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 1, sendo � 2 = - 4 e � 3 = 2.
Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).

Figura 11 – Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 2, sendo � 1 = 4 e � 3 = 4.
Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).
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Figura 12 – Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 3, sendo � 1 = 2 e � 2 = - 2.
Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).

Figura 13 – Grá�co da função Logística para diferentes valores de � 3, sendo � 1 = 2 e � 2 = 2.
Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).

Os parâmetros possuem a seguinte interpretação: � 1 representa a assíntota su-

perior da função, isto é, o valor máximo que Y(x) pode atingir quando x ! 1 . � 2
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atua como intercepto Logístico, deslocando a curva ao longo do eixo x e � 3 é a taxa

de crescimento que controla a inclinação da curva Logística, onde maiores valores

resultam em uma curva mais inclinada.

Por �m, ressalta-se que � 1 e � 3 são estritamente positivos, garantindo que a curva

apresente comportamento biologicamente plausível, enquanto � 2 pode assumir va-

lores positivos ou negativos, deslocando a curva para a direita ou esquerda (Silva,

2018).

3.3.2 Gompertz

O modelo de Gompertz, proposto por Benjamin Gompertz em 1825, foi inicial-

mente utilizado na construção de tabelas atuariais voltadas à estimativa de probabi-

lidades de sobrevivência e mortalidade em populações humanas (Silva, 2018). Pos-

teriormente, consolidou-se como uma ferramenta versátil para descrever fenômenos

de crescimento em diferentes áreas do conhecimento, especialmente em processos

biológicos.

Esse modelo caracteriza-se por um crescimento rápido nas fases iniciais, seguido

de uma desaceleração exponencial progressiva, até que a variável de interesse se

estabilize em torno de um limite superior (Máximo, 2023). Essa característica o torna

particularmente adequado para fenômenos biológicos, nos quais o desenvolvimento

inicial é acelerado, mas tende a reduzir sua intensidade com o avanço do tempo.

A formulação matemática do modelo de Gompertz é dada por:

Y(x) = � 1 � e� e� � 2 � ( x � � 3 )
(6)

em que � 1, � 2 e � 3 são parâmetros positivos da equação.

Semelhante ao que foi feito por (Silva, 2018), parâmetros arbitrários foram atribuí-

dos a função para caracterizar a curva do modelo Gompertz quando os parâmetros

variam.
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Figura 14 – Grá�co do modelo Gompertz para diferentes valores de � 1, sendo � 2 = 2 e � 3 = 1.
Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).

Figura 15 – Grá�co do modelo Gompertz para diferentes valores de � 2, sendo � 1 = 4 e � 3 = 1.
Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).
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Figura 16 – Grá�co do modelo Gompertz para diferentes valores de � 3, sendo � 1 = 4 e � 2 = 2.
Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).

Assim como o modelo Logístico, o modelo de Gompertz apresenta � 1 como assín-

tota superior à direita, ou valor máximo teórico que a função pode alcançar, de modo

que Y = � 1 corresponde a assíntota horizontal a direita e Y = 0 à assíntota horizontal

à esquerda; � 2 é a taxa de crescimento responsável pela velocidade com que a função

se aproxima da assíntota; � 3 é o ponto de in�exão deslocado que de�ne a posição da

curva no eixo x. A função Y(x) é estritamente crescente, com concavidade voltada

para cima em x < � 3 e voltada para baixo em x > � 3 (Silva, 2018).

No entanto, diferentemente do modelo Logístico, que é simétrico em torno do ponto

de in�exão, o modelo de Gompertz apresenta assimetria em
�

� 3;
� 1

e

�
(Silva, 2018), o

que o torna mais adequado para representar crescimentos biológicos e populacionais

assimétricos.

3.3.3 Chanter

O modelo de Chanter, proposto por Denis Osborne Chanter em 1976, é ampla-

mente utilizado para representar padrões de crescimento biológico caracterizados por

uma fase inicial de crescimento exponencial, seguida por desaceleração gradual até

atingir um limite assintótico (Silva, 2018). Essa con�guração o torna especialmente

útil para a descrição de processos �siológicos e de desenvolvimento em organismos

vivos, nos quais o crescimento não ocorre de forma linear ao longo do tempo.

Sua formulação matemática é expressa por:
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Y(x) =
� 1 � � 2

� 1 + ( � 2 � � 1) � e
�

� � 3
� 4

�(1� e( � � 4 x ) )
� (7)

em que � 1, � 2, � 3 e � 4 são os parâmetros do modelo.

O modelo de Chanter é considerado um híbrido entre os modelos Logístico e Gom-

pertz, combinando características estruturais de ambos (Silva, 2022). Para que a

curva ajustada represente de forma realista o padrão de crescimento observado, é de-

sejável que os parâmetros assumam valores positivos, com exceção de � 4, que pode

assumir valores negativos dependendo da con�guração dos dados.

De acordo com (Silva, 2018, 2022), a interpretação dos parâmetros é dada por:

� 1 corresponde ao valor inicial da função, representando a interseção da curva com

o eixo das ordenadas no ponto x = 0. Para valores negativos de � 4, o parâmetro

� 2 corresponde a assíntota superior a direita, ou seja, o limite máximo que a função

tende a alcançar. Os parâmetros � 3 e � 4, apresentam uma interpretação prática menos

direta, estando associados à forma e à taxa de variação da curva, exigindo estudos

mais aprofundados para que se possa compreender com precisão suas in�uências

sobre o comportamento do crescimento modelado. Variando o parâmetro � 1 de acordo

com (Silva, 2018), temos o seguinte grá�co:

Figura 17 – Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 1, sendo � 2 = 3, � 3 = 1 e
� 4 = 0,5. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).
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Figura 18 – Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 1, sendo � 2 = 3, � 3 = 1 e
� 4 = - 0,5. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).

Observamos que o parâmetro � 1 indica o momento em que a função intercepta o

eixo y (Figuras 17 e 18).

Figura 19 – Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 3, sendo � 1 = 2, � 2 = 3 e
� 4 = 0,5. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).
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Figura 20 – Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 3, sendo � 1 = 2, � 2 = 3 e
� 4 = - 0,5. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).

Para valores �xos de � 1 e � 2, e para � 4 com valor positivo (Figura 19) e negativo

(Figura 20), observa-se que para valores menores de � 3 o crescimento é mais lento e

conforme aumenta, a curva �ca mais fechada (Silva, 2018).

Figura 21 – Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 4 positivos, sendo � 1 = 3,
� 2 = 4 e � 3 = 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).



47

Figura 22 – Grá�co do modelo Chanter para diferentes valores de � 4 negativos, sendo � 1 = 3,
� 2 = 4 e � 3 = 2. Fonte: Adaptado de (Silva, 2018).

Variando o parâmetro � 4, com valores positivos (Figura 21), quanto maior seu valor

mais rápido atinge a assíntota. Enquanto para valores negativos (Figura 22), quanto

menor o valor mais rápido atinge a assíntota (Silva, 2018).

3.3.4 Von Bertalanffy

O modelo de Von Bertalanffy, também conhecido como teoria geral dos sistemas,

foi proposto pelo biólogo austríaco Ludwig Von Bertalanffy no ano de 1938, com o

intuito inicial de descrever o crescimento em peixes, particularmente no aumento de

peso ao longo do tempo (Scapim, 2008). Posteriormente, os princípios associados

ao modelo foram ampliados e incorporados à Teoria Geral dos Sistemas, uma estru-

tura interdisciplinar destinada a explicar o funcionamento e a interação de sistemas

complexos em áreas como biologia, psicologia, sociologia e economia.

O modelo de Bertalanffy pode ser representado pela seguinte equação:

Y(x) = � 1 � (1 � e� k�x ) (8)

em que Y(x) representa a variável de crescimento em função do tempo ou da variá-

vel independente x. O parâmetro � 1 corresponde ao valor assintótico máximo que a

função pode atingir, indicando o limite superior que o crescimento biológico tende a

alcançar. Já o k, por sua vez, é a constante de crescimento, responsável por de�nir a

velocidade com que o sistema se aproxima desse limite.

O comportamento descrito pelo modelo caracteriza-se por uma fase inicial de cres-

cimento rápido, seguida por uma desaceleração progressiva à medida que o valor as-

sintótico é atingido. Essa assimetria em relação ao ponto de in�exão diferencia o mo-



48

delo de Bertalanffy de outros modelos sigmoides e o torna particularmente adequado

para representar fenômenos biológicos em que o desenvolvimento inicial é mais in-

tenso, seguido por uma estabilização gradativa. Variando a constante de crescimento

k (Figura 23), pode-se observar que valores maiores produzem curvas mais inclinadas

nas fases iniciais, indicando que o crescimento ocorre de forma mais rápida, enquanto

valores menores levam mais tempo para que a função atinja seu limite superior.

Figura 23 – Grá�co do modelo Von Bertalanffy para diferentes valores de k, sendo � 1 = 2.
Fonte: Da autora, 2025.

Variando o parâmetro � 1 e mantendo o k �xo é possível observar o limite máximo

que cada curva atinge com um crescimento delimitado pela taxa máxima (Figura 24).
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Figura 24 – Grá�co do modelo Von Bertalanffy para diferentes valores de � 1 com k = 1 �xo.
Fonte: Da autora, 2025.

3.4 Modelo Polinomial Cúbico

O modelo polinomial Cúbico, embora não linear em relação à variável indepen-

dente, é linear em relação aos seus parâmetros, o que permite sua estimação por

métodos clássicos de regressão linear. Sua principal vantagem reside na �exibilidade

para representar padrões observacionais complexos, incluindo pontos de in�exão ao

longo do tempo, mesmo quando o comportamento não segue uma forma sigmoide

típica (Motulsky; Christopoulos, 2004).

A função polinomial cúbica pode ser expressa da seguinte forma:

p(x) = � 1x3 + � 2x2 + � 3x + � 4 (9)

em que � 1; � 2; � 3; � 4 representam os parâmetros a serem estimados, p(x) corresponde

a variável resposta, neste estudo, as medidas da junção útero-placentária (JUP) ou da

órbita ocular fetal, e x refere-se aos meses de gestação.

O modelo cúbico é uma função polinomial de terceiro grau que se caracteriza por

sua �exibilidade funcional (Coelho; Vellame; Coelho �lho; Ledo, 2006), sendo capaz

de capturar a variação não linear presente nos dados observados. Essa �exibilidade

decorre da presença do termo de terceira ordem, que permite ao polinômio capturar

curvaturas ascendentes e descendentes, bem como pontos de in�exão, sem impor

uma forma biológica especí�ca à curva, o que pode ser útil em contextos empíricos.
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A aplicação do modelo cúbico em dados de crescimento fetal é particularmente útil

quando o comportamento da variável não se ajusta a funções sigmoides clássicas,

como Logístico ou Gompertz, mas apresenta mudanças de concavidade ao longo do

tempo. Dessa forma, o modelo fornece uma representação matemática adaptável aos

dados, com foco em ajuste e predição dentro do domínio amostral. Para analisar o

comportamento da curva cúbica foram atribuídos valores arbitrários para o parâmetro

� 1, que está associado ao termo cúbico da função e exerce in�uência na forma da

curva (Figura 25).

Figura 25 – Grá�co do modelo Cúbico para diferentes valores de � 1 com � 2 = 3, � 3 = 2 e � 4 =
1. Fonte: Da autora, 2025.

O parâmetro � 2 corresponde ao termo quadrático do polinômio e está relacionado

à curvatura da função. Variações nesse coe�ciente in�uenciam a intensidade da con-

cavidade da curva ao longo do domínio considerado (Figura 26).
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Figura 26 – Grá�co do modelo Cúbico para diferentes valores de � 2 com � 1 = 3, � 3 = 2 e � 4 =
1. Fonte: Da autora, 2025.

Por sua vez, o coe�ciente � 3 representa o termo linear da função, estando as-

sociado à inclinação inicial da curva. Alterações nesse parâmetro podem tornar o

crescimento inicial mais acentuado ou mais suave (Figura 27).

Figura 27 – Grá�co do modelo Cúbico para diferentes valores de � 3 com � 1 = 3, � 2 = 2 e � 4 =
1. Fonte: Da autora, 2025.
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Por �m, o parâmetro � 4 corresponde ao termo constante do polinômio, represen-

tando o valor da função quando x = 0 (intercepto). A variação desse coe�ciente

provoca um deslocamento vertical da curva, sem alterar sua forma geral (Figura 28).

Figura 28 – Grá�co do modelo Cúbico para diferentes valores de � 4 com � 1 = 3, � 2 = 2 e � 3 =
1. Fonte: Da autora, 2025.

3.5 Métodos Estatísticos Aplicados

3.5.1 Cálculo dos Resíduos

A análise dos resíduos constitui uma etapa fundamental para avaliação da quali-

dade e da validade estatística de um modelo ajustado a dados observacionais. Os

resíduos representam a diferença entre os valores obtidos experimentalmente e aque-

les estimados pelo modelo matemático. Formalmente, um resíduo " i é de�nido como:

" i = yo;i � ya;i (10)

em que yo é o valor observado, ya é o valor ajustado, " i corresponde ao resíduo da

observação i = 1; : : : ; n, re�etindo a parcela da variabilidade existente de y que não é

explicada pela variável independente x (Silva; Mattos, 2017).

A avaliação dos resíduos é de fundamental importância por diferentes razões. Pri-

meiramente, permite identi�car potenciais falhas do modelo, como situações de su-

bajuste (under�tting) , quando a função não captura a complexidade dos dados, ou

sobreajuste (over�tting) , quando o modelo se ajusta excessivamente às particularida-



53

des da amostra, perdendo poder de generalização. Além disso, possibilita veri�car a

aleatoriedade dos erros, condição esperada em modelos estatisticamente adequados.

Outro aspecto relevante consiste no uso da análise grá�ca dos resíduos, que auxi-

lia na detecção de padrões sistemáticos, heterocedasticidade ou violações de pressu-

postos estatísticos. A ausência de tais padrões reforça a validade da escolha do mo-

delo. No presente estudo, essa veri�cação foi aplicada ao polinômio cúbico, permitindo

con�rmar sua adequação na representação da relação entre as variáveis biológicas

analisadas.

3.5.2 Monte Carlo

O método estocástico de Monte Carlo (MMC) é uma técnica estatística ampla-

mente utilizada para quanti�car incertezas e obter soluções aproximadas em proble-

mas cuja resolução analítica é complexa ou inviável. Sua aplicação é particularmente

relevante em contextos que apresentam variabilidade e ruído nos dados, permitindo

a modelagem de sistemas complexos, não lineares e com múltiplos parâmetros de

incerteza (Viana; Levino; Mota, 2008).

Segundo (Donatelli; Konrath, 2005), os resultados de um processo de medição

podem divergir do valor verdadeiro da grandeza mensurada em decorrência de di-

ferentes tipos de erro, classi�cados como estocásticos, de comportamento aleatório

consistente, e grosseiros, provenientes de falhas no sistema de medição, condições

ambientais adversas ou execução inadequada de procedimentos. Em estudos experi-

mentais, essas incertezas afetam diretamente a con�abilidade das estimativas, o que

justi�ca a adoção de métodos robustos para avaliação de variabilidade.

Diferentemente dos métodos analíticos clássicos, que requerem pressupostos rí-

gidos, como normalidade, homocedasticidade e conhecimento prévio da distribuição

dos erros, o MMC permite simulações baseadas em números pseudoaleatórios, dis-

pensando a necessidade de de�nir previamente uma distribuição paramétrica exata

(Viana; Levino; Mota, 2008). Os geradores pseudoaleatórios utilizados atualmente

são rápidos, ocupam pouco espaço de memória e permitem a reprodução de sequên-

cias especí�cas quando necessário, oferecendo �exibilidade para aplicações diversas.

O MMC fundamenta-se na geração contínua e aleatória de amostras para simular

diferentes cenários estatisticamente possíveis. Formalmente, trata-se de um conjunto

de variáveis aleatórias indexadas no tempo, representadas por f X (t); t 2 Tg (Alves;

Delgado, 1997), em que cada conjunto gerado corresponde a um evento ou cenário

viável. As amostras resultantes formam uma distribuição de probabilidade, passível de

ser analisada por meio de estatísticas descritivas, como média e desvio padrão (Neto;

Moura; Forte, 2002).

O método foi inicialmente desenvolvido por Stanislaw Ulam e John von Neumann

na década de 1940, tendo aplicações consolidadas nas áreas de modelagem mate-
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mática, física, engenharia e ciências biológicas (Metropolis; Ulam, 1949).

O princípio fundamental do MMC está associado à Lei dos Grandes Números

(LGN), segundo a qual, para um número su�cientemente grande de simulações in-

dependentes, a média amostral converge para o valor esperado da variável de inte-

resse. Seja X 1; X 2; : : : ; X n um conjunto de variáveis aleatórias independentes e identi-

camente distribuídas " i
i.i.d.� N (0; � 2), com média nula e variância constante e com valor

esperado � , tem-se:

X n =
1
n

nX

i =1

X i
q.c.
��! �; quando n ! 1 : (11)

Outra base teórica essencial é o Teorema Central do Limite (TCL) , que es-

tabelece que, para n su�cientemente grande, a distribuição da média amostral X n

aproxima-se de uma distribuição normal, independentemente da distribuição original

das variáveis X i , desde que estas possuam média e variância �nitas:

Zn =
X n � �
�=

p
n

d�! N (0; 1); quando n ! 1 : (12)

Do ponto de vista prático, o método consiste em aproximar o valor esperado de

uma função g(X ), cuja integral exata seja de difícil cálculo, pela média de n amostras

geradas segundo a função densidade de probabilidade f (x) da variável X :

I = E[g(X )] =
Z



g(x)f (x) dx � Î n =

1
n

nX

i =1

g(X i ); (13)

com X 1; X 2; : : : ; X n � f (x).

O estimador de Monte Carlo Î n possui as seguintes propriedades estatísticas (Me-

tropolis; Ulam, 1949):

• Não-viesado: E[Î n ] = I

• Variância: Var( Î n ) = � 2

n

A variância decresce proporcionalmente a 1=n, e o erro padrão do método é apro-

ximadamente:

" �
�

p
n

: (14)

Um elemento central na aplicação do MMC é a de�nição das funções densidade

de probabilidade (PDFs) das variáveis de entrada, que descrevem a probabilidade re-

lativa de ocorrência de diferentes valores. Em muitos contextos experimentais, essas

PDFs aproximam-se de uma distribuição normal, devido à ação combinada de múlti-

plos fatores aleatórios independentes e à aplicabilidade do Teorema Central do Limite.
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Figura 29 – Fluxograma geral do Método de Monte Carlo. Fonte: (Queiroz; Júnior; Jahn; Hahn;
Fontana; Bolzan, 2013).

O �uxograma apresentado na Figura 29 descreve, de forma sequencial, as eta-

pas gerais do Método de Monte Carlo. Inicialmente, de�ne-se o modelo matemático

que relaciona as variáveis de entrada (X 1; X 2; : : : ; X n ) à variável de saída. Em se-

guida, determinam-se os parâmetros das funções densidade de probabilidade (PDFs)

das variáveis de in�uência, o número total de simulações (M ) e a probabilidade de

abrangência desejada.

A partir dessas informações, são geradas M amostras aleatórias para cada variá-

vel de entrada, de acordo com suas PDFs. Essas amostras são então utilizadas na

avaliação do modelo matemático, resultando em um vetor com M valores simulados

da variável de saída.

Os resultados obtidos permitem a aproximação da função de distribuição acumu-

lada dessa variável, a partir da qual são estimados o valor central (estimativa) e a

incerteza expandida associada. Dessa forma, o �uxograma ilustra o processo iterativo

e probabilístico característico do método de Monte Carlo, evidenciando a geração de

cenários, a propagação das incertezas e a análise estatística �nal.

3.5.3 Percentis

A determinação de intervalos de con�ança pode ser realizada por diferentes abor-

dagens, cuja escolha depende tanto das características da distribuição dos dados
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quanto da estatística de interesse. Neste estudo, optou-se pela utilização do método

dos percentis, devido à sua simplicidade e aplicabilidade mesmo na ausência de infor-

mações sobre a distribuição teórica dos dados originais (Mcmurray; Pearson; Casarim,

2017).

A quanti�cação da incerteza associada aos valores ajustados da variável depen-

dente ao longo da curva cúbica, foi conduzida por meio da simulação de Monte Carlo

paramétrica. Foram realizadas N = 10000 simulações, em que os dados originais

foram perturbados por ruído aleatório gerado a partir de uma distribuição normal

N (0; � 2), sendo � 2 a variância dos resíduos do modelo cúbico. A partir dessa dis-

tribuição, o intervalo de con�ança com nível 100(1� � )% é de�nido pelos percentis

�= 2 e 1 � �= 2 (De paula, 2020).

O intervalo de con�ança de 95% foi obtido a partir dos percentis 2.5% e 97.5%, da

distribuição empírica gerada pelas simulações de Monte Carlo paramétrico, segundo

a equação:

[ŷinf; ŷsup] =
h
ŷ� (�= 2)

B ; ŷ� (1� �= 2)
B

i
; (15)

em que ŷ� (�= 2)
B e ŷ� (1� �= 2)

B correspondem, respectivamente, aos limites inferior e supe-

rior do intervalo de con�ança, � = 0;05 e B representa o número de iterações realiza-

das pelo Método de Monte Carlo (MMC), na qual foram utilizadas 10000 iterações.

A implementação foi realizada em linguagem Python, permitindo a obtenção dos

intervalos de con�ança para pontos especí�cos ao longo da curva ajustada, tanto

para a variável JUP quanto para a órbita, ao longo dos meses de gestação. Esse pro-

cedimento possibilitou delimitar a região de con�ança em torno do ajuste, re�etindo a

variabilidade esperada dos dados e incorporando as incertezas inerentes às medições

biológicas.

O método percentil é uma abordagem simples e e�ciente para a construção de

intervalos de con�ança utilizando o método de Monte Carlo. A ideia central consiste

em realizar um grande número de simulações da estatística de interesse e, a partir

da ordenação dos valores simulados, determinar os limites do intervalo com base em

percentis da distribuição empírica gerada. Assim, para obter um intervalo de con-

�ança com nível de 95%, selecionam-se os valores correspondentes aos percentis

2,5% e 97,5% das simulações. Dessa forma, os limites inferior e superior do intervalo

são de�nidos diretamente pelas posições desses percentis na amostra ordenada dos

resultados simulados.

Esse método apresenta bons resultados mesmo quando a distribuição da estatís-

tica de interesse é desconhecida. Contudo, seu desempenho pode ser in�uenciado

pela simetria da distribuição empírica obtida. Para distribuições aproximadamente

simétricas, a cobertura do intervalo tende a ser satisfatória, enquanto distribuições
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assimétricas podem comprometer sua precisão.

3.6 Ajuste de Curvas e Estimativa dos Parâmetros

Nesta pesquisa, empregou-se o ajuste de curvas como abordagem estatística e

computacional para modelar a relação entre os meses de gestação e as variáveis

biométricas obtidas em éguas da raça Crioula.

De forma geral, o problema de ajuste pode ser descrito da seguinte maneira: dado

um conjunto de pares ordenados f (x j ; yj )gN
j =1 , busca-se determinar uma função f 2 F

tal que a diferença entre os valores observados yj e os valores estimados f (x j ) seja

minimizada. Diferente da interpolação, em que a função deve necessariamente passar

por todos os pontos experimentais, o ajuste de curvas procura identi�car a função que

melhor se aproxima do comportamento real dos dados, de modo a reproduzir sua

tendência subjacente (Justo; Sauter; Azevedo; Guidi; Konzen, 2018).

Entre os métodos mais utilizados para essa �nalidade, destaca-se o Método dos

Mínimos Quadrados (MMQ), cuja �nalidade consiste em estimar os parâmetros da

função de modo a minimizar a soma dos quadrados dos resíduos.

3.6.1 Método dos Mínimos Quadrados

O Método dos Mínimos Quadrados (MMQ), proposto por Carl Friedrich Gauss em

1809, é uma das técnicas mais utilizadas para ajustar modelos matemáticos a dados

experimentais. Seu objetivo consiste em encontrar o conjunto de parâmetros que mi-

nimize a discrepância entre os valores observados e aqueles estimados pelo modelo,

garantindo que a soma dos quadrados dos resíduos seja a menor possível. Os resí-

duos correspondem a diferença entre os valores observados yi e os estimados ŷi pelo

modelo (Silva; Mattos, 2017). Assim, de�ne-se a função objetivo

q =
nX

i =1

"2
i =

nX

i =1

(yi � ŷi )2 (16)

em que cada termo do somatório representa o resíduo ao quadrado, isto é, a dis-

crepância entre a observação e o valor previsto pelo modelo. O processo de ajuste

consiste em determinar os parâmetros que minimizam q.

No caso particular em que a função de ajuste é polinomial, como ocorre com a

função cúbica, o problema pode ser interpretado como um caso especí�co de regres-

são linear. O termo linear refere-se à linearidade em relação aos parâmetros a serem

estimados, ainda que a função seja não linear na variável independente (Silva, 2018).

Isso signi�ca que as derivadas parciais da função em relação a esses parâmetros não

dependem dos próprios parâmetros (Silva, 2018).

Considerando um polinômio de grau m:
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p(x) = a0 + a1x + a2x2 + � � � + amxm ; (17)

em que os coe�cientes ai representam os parâmetros do modelo a serem estimados

por meio do MMQ (Guidi, 2026). Substituindo essa expressão em q, obtém-se:

q =
nX

i =1

 

yi �
mX

j =0

aj x
j
i

! 2

Para que q seja mínimo, derivam-se as expressões em relação a cada parâmetro ak e

igualam-se os resultados a zero. Esse processo gera um sistema de m + 1 equações

lineares denominado equações normais (Guidi, 2026):

mX

j =0

 
nX

i =1

x j + k
i

!

aj =
nX

i =1

yi xk
i ; para cada k = 0; 1; : : : ; m: (18)

Esse sistema é resolvido para determinar os coe�cientes aj .

De forma compacta, o sistema pode ser reescrito como:

X T X a = X T y; (19)

onde X representa a matriz de delineamento, a o vetor de parâmetros e y o vetor de

observações (Justo; Sauter; Azevedo; Guidi; Konzen, 2018):

X =

2

6
6
6
6
4

1 x1 x2
1 � � � xm

1

1 x2 x2
2 � � � xm

2
...

...
...

. . .
...

1 xn x2
n � � � xm

n

3

7
7
7
7
5

; a =

2

6
6
6
6
4

a0

a1
...

am

3

7
7
7
7
5

; y =

2

6
6
6
6
4

y1

y2
...

yn

3

7
7
7
7
5

(20)

Esse sistema admite solução única sempre que a matriz X T X for inversível, ou

seja, quando as colunas de X forem linearmente independentes. A solução explícita

é dada por:

a = ( X T X )� 1X T y: (21)

Do ponto de vista geométrico, essa formulação evidencia que o vetor de resíduos

(y � X a) é ortogonal ao espaço gerado pelas colunas de X , o que garante que a

curva ajustada seja a melhor aproximação em termos de distância euclidiana entre os

pontos observados e a superfície gerada pelo modelo.

Para modelos não lineares nos parâmetros, como os modelos Logístico, Gompertz,

Bertalanffy e Chanter, não há solução analítica direta. Nesses casos, a determinação

dos coe�cientes requer a resolução de um problema de otimização numérica, o qual

busca encontrar a melhor curva de ajuste ao minimizar a soma dos resíduos elevados



59

ao quadrado. Formalmente, de�ne-se a função objetivo:

S(� ) =
nX

j =1

[yj � f (x j ; � )]2 ; (22)

em que yj representa o valor observado, f (x j ; � ) é o valor estimado pela função pa-

ramétrica, e � = ( � 1; � 2; : : : ; � p) o vetor de parâmetros desconhecidos. O objetivo

consiste em determinar � de modo a minimizar S(� ).

Para esse tipo de problema, empregam-se métodos numéricos iterativos. Entre

os métodos disponíveis, utilizou-se o algoritmo de Levenberg-Marquardt, amplamente

utilizado em regressão não linear por combinar as vantagens do método do gradiente

descendente e do método de Gauss-Newton, proporcionando maior estabilidade e

velocidade de convergência (Lima, 2022).

Assume-se que os erros sejam variáveis aleatórias independentes, normalmente

distribuídas com média zero e variância constante � 2, ou seja, " i � N (0; � 2) (Silva,

2018).

Na forma matricial, o modelo pode ser escrito como:

y = f (X ; � ) + " ; (23)

em que y é o vetor (n � 1) de observações, f (X ; � ) é o vetor de respostas previstas

pelo modelo, e " é o vetor dos resíduos (Silva, 2018). Assim, considerando a aproxi-

mação ŷ = f (X ; � ), o vetor de resíduos é dado por:

" = y � ŷ : (24)

A soma dos quadrados dos resíduos (SQR) pode, então, ser expressa como:

SQR = " > " = [ y � f (X ; � )]> [y � f (X ; � )]: (25)

Expandindo a expressão, obtém-se:

SQR = y> y � 2y> f (X ; � ) + f (X ; � )> f (X ; � ): (26)

De forma análoga ao caso linear, o problema central consiste em encontrar os

parâmetros � que minimizam essa função (Silva, 2018). A principal diferença reside

no fato de que, por se tratar de um problema não linear, as derivadas parciais em

relação a � não resultam em equações lineares, inviabilizando uma solução direta.

Para superar essa di�culdade, empregam-se métodos iterativos de otimização, que

atualizam progressivamente os valores dos parâmetros até a convergência para um

ponto de mínimo. O método de Levenberg-Marquardt automatiza a minimização de

S(� ), retornando os parâmetros ajustados e a matriz de covariância associada, que
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fornece uma medida da incerteza dos estimadores.

3.6.2 Método de Levenberg-Marquardt

O método de Levenberg-Marquardt (LM), desenvolvido de forma independente por

Kenneth Levenberg (1944) e Donald Marquardt (1963), é uma das abordagens numé-

ricas mais difundidas para problemas de regressão não linear. Sua principal caracte-

rística é combinar as vantagens de dois métodos clássicos de otimização: o gradiente

descendente e o Gauss–Newton (Lima, 2022).

No gradiente descendente, os parâmetros do modelo são atualizados iterativa-

mente na direção oposta ao gradiente da função objetivo, garantindo estabilidade,

mas frequentemente apresentando convergência lenta, sobretudo em regiões de cur-

vatura suave. No método de Gauss–Newton, a minimização da função de mínimos

quadrados ocorre por meio da aproximação da matriz Hessiana (H ), que envolve as

segundas derivadas da função objetivo. Em vez de calcular essa matriz de forma

exata, utiliza-se a aproximação baseada no produto J T J , onde J é a matriz jacobiana.

Essa simpli�cação permite que a função seja tratada localmente por uma expansão

quadrática, garantindo uma convergência mais rápida em regiões próximas ao mínimo

(Lima, 2022), mas podendo ser instável quando os parâmetros iniciais estão distantes

da solução ótima.

O LM surge como um algoritmo híbrido, ajustando dinamicamente sua estratégia

entre as duas abordagens. Em regiões de alta incerteza ou com valores iniciais dis-

tantes da solução, o método comporta-se de maneira semelhante ao gradiente des-

cendente, priorizando a estabilidade. À medida que se aproxima do mínimo da função

objetivo, a in�uência do componente de Gauss–Newton se intensi�ca, proporcionando

maior rapidez na convergência (Lima, 2022).

Matematicamente, o objetivo do LM é encontrar o vetor de parâmetros � =

[� 1; � 2; : : : ; � m ]T que minimiza a soma dos quadrados dos resíduos de um modelo não

linear do tipo y = f (x; � ), de forma a minimizar a função (Lima, 2022):

S(� ) =
nX

i =1

[yi � f (x i ; � )]2 (27)

em que yi corresponde ao valor observado e f (x i ; � ) ao valor estimado pelo modelo

para a variável independente x i .

A cada iteração, o algoritmo parte de uma estimativa inicial � k e considera uma

expansão linear de primeira ordem da função em torno dessa estimativa (Lima, 2022):

f (x i ; � k + q) � f (x i ; � k ) + J(x i ; � k )q;

onde q representa o vetor de correções a serem aplicadas aos parâmetros e J é a
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matriz Jacobiana, cujas linhas contêm os vetores de derivadas parciais da função em

relação a cada parâmetro (Lima, 2022), isto é:

J(x i ; � ) =
�

@f(x i ; � )
@�1

;
@f(x i ; � )

@�2
; : : : ;

@f(x i ; � )
@�p

�
:

Substituindo essa aproximação na função objetivo, chega-se ao sistema:

J> Jq = J> e (28)

em que e = y � f (x; � ) é o vetor de resíduos. Esse é justamente o sistema de

equações do método de Gauss-Newton.

A inovação do LM está na introdução de um fator de amortecimento � que modi�ca

o sistema para:

q =
�
J> J + � I

� � 1
J> e; (29)

sendo I a matriz identidade. O parâmetro � é ajustado dinamicamente: quando a atu-

alização reduz efetivamente o valor de S(� ), � é diminuído, aproximando o método

do Gauss–Newton, e quando a atualização não melhora a solução, � é aumentado,

fazendo com que o algoritmo se comporte de modo semelhante ao gradiente descen-

dente. Esse mecanismo adaptativo garante que o algoritmo avance apenas quando

houver redução na soma dos quadrados dos resíduos, equilibrando e�ciência e robus-

tez.

O procedimento iterativo pode ser descrito de forma semelhante a (Lima, 2022):

1. De�nir uma estimativa inicial � 0, um valor inicial para � > 0 e um fator de ajuste

� > 1.

2. Em cada iteração, calcular o vetor de correção q.

3. Se S(� k + q) < S (� k):

• atualizar os parâmetros � k+1 = � k + q;

• reduzir � (por exemplo, �  �=� );

• prosseguir para a próxima iteração.

4. Caso contrário, aumentar � (por exemplo, �  �� ) e recalcular q até que haja

redução do erro.

Esse processo é repetido até a convergência, quando a variação entre iterações

sucessivas se torna su�cientemente pequena ou quando o número máximo de itera-

ções é atingido.
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No presente estudo, o método de Levenberg–Marquardt foi utilizado para o ajuste

dos modelos não lineares (Logístico, Gompertz, Bertalanffy e Chanter), garantindo

estimativas robustas e estáveis dos parâmetros.

3.7 Métricas Estatísticas para Análise dos Ajustes

Dentre os critérios amplamente empregados para avaliar a qualidade de ajuste

de modelos estatísticos, destacam-se o coe�ciente de determinação, o coe�ciente de

determinação ajustado e o desvio padrão residual (Puiatti, 2018). Neste estudo, a

avaliação dos modelos foi realizada por meio do desvio médio absoluto dos resíduos

(DMA ), do desvio padrão dos resíduos (DPR) e do coe�ciente de determinação ( R2),

complementada pela análise grá�ca dos ajustes.

Essas métricas são complementares e permitem, respectivamente: (i) analisar a

magnitude média dos erros absolutos, fornecendo uma medida direta da precisão das

estimativas; (ii) avaliar a dispersão dos resíduos em torno da média, re�etindo a varia-

bilidade não explicada pelo modelo; e (iii) quanti�car a proporção da variabilidade total

da variável resposta explicada pela função ajustada. Em conjunto, esses indicadores

oferecem subsídios para a escolha do modelo que apresenta o melhor desempenho

de ajuste.

3.7.1 Coe�ciente de Determinação (R2)

Em parte dos estudos voltados à modelagem de curvas de crescimento animal, o

coe�ciente de determinação (R2) é amplamente empregado como critério para sele-

cionar o modelo mais adequado (Teixeira n.; Cruz; Faria; Souza; Carneiro; Malhado,

2016). Esse parâmetro estatístico é utilizado para quanti�car a qualidade do ajuste

de modelos de regressão, sejam eles lineares ou não lineares, indicando a proporção

da variabilidade total dos dados que é explicada pelo modelo, ou seja, indica o quão

bem o comportamento da variável dependente pode ser previsto com base na variável

independente (Quinino; Reis; Bessegato, 1991). Em outras palavras, o R2 expressa

a capacidade preditiva do modelo, re�etindo o grau de concordância entre os valores

observados e aqueles estimados pela equação ajustada.

O coe�ciente de determinação assume valores no intervalo de 0 a 1, sendo que

valores mais próximos de 1 indicam um melhor ajuste e, consequentemente, maior

con�abilidade na utilização do modelo (Montgomery; Peck; Vining, 2021). Sua for-

mulação matemática, conforme apresentada por (Reis; Cecon; Puiatti; Finger; Nasci-

mento; Silva; Carneiro; Silva, 2014), é dada por:

R2 = 1 �
SQR
SQT

em que SQR :
P n

i =1 (yi � ŷi )2 representa a soma dos quadrados dos resíduos e SQT:
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P n
i =1 (yi � �y)2 corresponde à soma total dos quadrados, corrigida pela média. Neste

contexto, yi denota os valores observados, ŷi os valores preditos pelo modelo e �y a

média dos valores observados.

3.7.2 Desvio Médio Absoluto Residual

O Desvio Médio Absoluto dos resíduos (DMA ) é uma métrica estatística ampla-

mente utilizada para avaliar a qualidade de ajuste de um modelo. Essa medida cor-

responde à média aritmética dos valores absolutos das diferenças entre os valores

observados e aqueles estimados pelo modelo, sendo calculada pela razão entre a

soma desses desvios absolutos e o número total de observações (Sarmento; Regazzi;

Sousa; Torres; Breda; Menezes, 2006). De acordo com (Sarmento; Regazzi; Sousa;

Torres; Breda; Menezes, 2006), o DMA é de�nido como:

DMA =
1
n

nX

i =1

jyi � ŷi j ;

em que yi representa o valor observado, ŷi o valor estimado pelo modelo e n o tamanho

da amostra. Valores menores de DMA , próximos de zero, indicam melhor desempe-

nho do modelo, pois re�etem discrepâncias médias reduzidas entre observações e

predições.

Além de sua função como indicador de acurácia, o DMA pode ser interpretado

como uma medida de dispersão em escala absoluta, quanti�cando a magnitude média

dos desvios individuais em relação à curva ajustada. Assim, trata-se de uma métrica

intuitiva e robusta, especialmente útil quando se deseja avaliar a precisão das previ-

sões sem ampli�car o efeito de grandes erros isolados, como ocorre no caso do erro

quadrático médio.

3.7.3 Desvio Padrão Residual

O Desvio Padrão dos Resíduos (DPR) é uma medida estatística utilizada para

quanti�car a dispersão dos resíduos em relação aos valores ajustados pelo modelo.

Essa medida corresponde à raiz quadrada da variância amostral dos resíduos, sendo

amplamente empregada na avaliação da qualidade de ajuste de modelos estatísticos

(Ribeiro; Souza; Muniz; Fernandes; Moura, 2018). Valores reduzidos de DPR, pró-

ximos de zero, indicam maior precisão do modelo, pois re�etem menor variabilidade

dos resíduos.

O cálculo do DPR é realizado a partir da raiz quadrada do erro quadrático mé-

dio amostral (Mean Squared Error, MSE), conforme apresentado por (Costa; Finger;

Cunha, 2014):
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DPR =

s P n
i =1 (yi � ŷi )2

n � 1

em que yi representa os valores observados, ŷi os valores estimados pelo modelo e n

o número de observações.

Assim como o desvio padrão amostral, o DPR expressa a variabilidade média

dos resíduos em torno da curva ajustada, funcionando como um indicador direto da

precisão preditiva. Dessa forma, quanto menor o valor obtido, mais consistente será o

ajuste do modelo em representar �elmente os dados observados.

3.8 Descrição e Coleta de Dados

Uma amostra composta por medições da órbita ocular fetal e da espessura da jun-

ção útero-placentária (JUP) de 38 éguas da raça Crioula, coletadas entre os anos de

2015 e 2024, serviu como base para este estudo. Ao todo, foram realizadas 306 ava-

liações para a órbita e 333 para a JUP. As éguas analisadas possuem idades entre

4 e 11 anos e pertencem ao plantel do Hospital de Clínicas Veterinária da Univer-

sidade Federal de Pelotas (UFPel), localizado no município de Capão do Leão/Rs

(31°48'08.2"S; 52°29'51.4"O) (Figura 30).

Figura 30 – Localização do Município de Capão do Leão no Rio Grande do Sul. Fonte: Adap-
tado de (Portal dos Festivais, 2017).

As mensurações foram obtidas por ultrassonogra�a transretal, conforme descrito

na Seção 2.3, na qual são apresentados o procedimento, o posicionamento e as refe-

rências técnicas das medidas. As avaliações consideradas neste estudo foram reali-
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zadas entre o 5º e o 11º mês de gestação, período em que as biometrias analisadas

podem ser obtidas de forma mais consistente. Cada gestação foi monitorada desde a

concepção até o parto, possibilitando determinar o mês gestacional correspondente a

cada exame realizado.

3.9 Implementação Computacional

A implementação computacional desta pesquisa foi desenvolvida integralmente em

linguagem Python, escolhido por sua versatilidade e pelo ecossistema consolidado de

bibliotecas cientí�cas, que permitem desde a manipulação de dados até a modelagem

estatística avançada e a visualização grá�ca. O processo computacional foi estrutu-

rado em quatro etapas principais: preparação e organização dos dados, veri�cação

dos pressupostos estatísticos, ajuste dos modelos matemáticos e quanti�cação da

incerteza por simulação estocástica.

Na etapa inicial, as medidas biométricas da órbita ocular fetal e da junção útero-

placentária (JUP) foram organizadas em estruturas tabulares por meio da biblioteca

Pandas. Para cada mês gestacional, as informações foram armazenadas em DataFra-

mes, possibilitando operações de agregação, cálculo de médias mensais e integração

das duas variáveis no mesmo �uxo de análise.

Previamente à modelagem, realizou-se a veri�cação dos pressupostos estatísticos

de normalidade e homogeneidade. A normalidade das distribuições e dos resíduos

foi avaliada pelo teste de Shapiro-Wilk (biblioteca SciPy). A detecção de desvios da

normalidade em variáveis especí�cas fundamentou a decisão pelo uso do teste não

paramétrico de Kruskal-Wallis para a comparação global entre os meses gestacionais,

seguido pelo pós-hoc de Dunn com correção de Bonferroni para identi�car diferenças

signi�cativas entre pares de meses.

Em seguida, procedeu-se ao ajuste dos modelos matemáticos. Para o mo-

delo cúbico, a estimação inicial dos coe�cientes foi realizada por meio da função

numpy.polyfit , que fornece a solução analítica das equações normais associadas

ao método dos mínimos quadrados polinomial. Para os modelos mais complexos e

não lineares nos parâmetros, o ajuste foi implementado utilizando a função curve_fit

da biblioteca SciPy, que combina algoritmos de otimização não lineares, como Leven-

berg–Marquardt , garantindo robustez na estimação.

A avaliação estatística dos modelos foi realizada por diferentes ferramentas. A bi-

blioteca Scikit-learn foi empregada para o cálculo do coe�ciente de determinação

(R2) e do desvio médio absoluto (DMA ), enquanto a dispersão dos resíduos foi es-

timada pelo desvio padrão residual (DPR). A normalidade dos dados foi testada por

meio do teste de Shapiro-Wilk, implementado na biblioteca SciPy. Análises grá�cas

dos resíduos foram realizadas utilizando Matplotlib e Seaborn, o que permitiu avaliar
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visualmente a adequação dos ajustes e identi�car eventuais padrões residuais.

A �m de analisar a variabilidade inerente aos dados biológicos e fornecer intervalos

de con�ança para as estimativas, aplicou-se o Método de Monte Carlo, esquematizado

na Figura 31.

Figura 31 – Esquema do Método de Monte Carlo. Fonte: Da autora, 2025.
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Inicialmente, de�niu-se o modelo determinístico, representado pela função cúbica

ajustada às medidas biométricas. Em seguida, foram realizadas N = 10000 simu-

lações independentes, número considerado su�cientemente grande para garantir a

estabilidade das estimativas obtidas pelo método de Monte Carlo. Em cada iteração,

geraram-se novos conjuntos de dados a partir das observações reais, adicionando-se

ruído aleatório com distribuição normal N (0; � 2), sendo � 2 a variância dos resíduos do

ajuste cúbico.

A cada simulação, os parâmetros do modelo eram reestimados e a curva corres-

pondente era armazenada. Ao �nal, a distribuição empírica obtida para cada ponto da

curva permitiu calcular intervalos de con�ança de 95%, determinados pelos percentis

2,5% e 97,5% das simulações.

Por �m, a visualização dos resultados incluiu grá�cos de ajuste, intervalos de con-

�ança, distribuições residuais e boxplots dos coe�cientes gerados nas simulações de

Monte Carlo. Essas representações grá�cas, produzidas com Matplotlib e Seaborn,

tiveram papel central na interpretação dos modelos, permitindo avaliar a aderência

estatística, a robustez das estimativas e a magnitude das incertezas associadas.

Dessa forma, a implementação computacional aqui desenvolvida integrou diferen-

tes componentes do ecossistema cientí�co em Python, abrangendo desde a manipu-

lação de dados e estimação de parâmetros até a análise de incertezas e a validação

estatística dos ajustes, assegurando rigor metodológico, reprodutibilidade e clareza na

investigação proposta.



4 ANÁLISE E RESULTADOS

Os dados coletados foram inicialmente organizados de forma a distinguir as ob-

servações referentes à órbita ocular fetal e à junção útero-placentária (JUP), obtidas

em éguas da raça Crioula entre o 5º e o 11º mês de gestação, no período de 2015 a

2024. Para cada mês gestacional, foi calculada a média aritmética dos valores obser-

vados, utilizada como medida central para representar as mensurações corresponden-

tes a cada período. Essa etapa teve como objetivo reduzir a variabilidade individual

inerente às mensurações ultrassonográ�cas, minimizando �utuações decorrentes de

diferenças biológicas entre os animais e, ao mesmo tempo, facilitando a aplicação

de modelos matemáticos de ajuste destinados a descrever a relação entre o tempo

gestacional e as medidas biométricas.

A média (�x) para cada mês foi obtida conforme a Equação 34, em que x i representa

cada observação individual do mês em questão e n o número total de éguas avaliadas:

�x =
1
n

nX

i =1

x i (30)

Esse procedimento foi aplicado separadamente para cada variável, resultando na

construção de duas séries temporais médias, uma para a órbita e outra para a JUP,

que serviram como base para as análises estatísticas e modelagens subsequentes.

4.1 Órbita Ocular Fetal

As mensurações referentes à órbita ocular fetal foram organizadas por mês ges-

tacional, do 5º ao 11º mês, sendo posteriormente calculada a média aritmética para

cada período (Tabela 1), o que permitiu observar a progressão da tendência central e

construir uma série temporal da evolução da órbita ao longo da gestação.
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Tabela 1 – Valores médios da órbita ocular fetal (cm) em éguas da raça Crioula entre o 5º e o
11º mês de gestação.

Mês de gestação Órbita (cm)

5 1,9643

6 2,1714

7 2,4996

8 2,6767

9 2,8817

10 2,9559

11 3,0584

A análise das médias evidencia um crescimento contínuo e consistente da medida

da órbita ao longo do período avaliado, com crescimento mais acentuado nos me-

ses iniciais e intermediários, seguido por uma fase de estabilização mais próxima ao

�nal da gestação. Esse comportamento é compatível com descrições da literatura,

segundo as quais o desenvolvimento fetal equino não ocorre de forma linear, mas sim

em fases de aceleração e desaceleração alternadas.

Ao analisar todas as observações individuais (n = 306), o teste de Shapiro-Wilk

apresentou p < 0;05 (W = 0;9591; p < 0;0001), de modo que a distribuição dos valores

não pode ser assumida como normal. Dessa forma, além da média e do desvio-

padrão, a caracterização descritiva por mês foi apresentada também por mediana e

intervalo interquartil (IIQ), pois essas estatísticas representam melhor a tendência cen-

tral e a dispersão quando há assimetria e presença de valores extremos.

A Tabela 2 apresenta as estatísticas descritivas da órbita por mês gestacional.

Observa-se um aumento progressivo dos valores centrais ao longo do intervalo avali-

ado, com deslocamento gradual da mediana para níveis maiores à medida que o mês

gestacional avança. Em termos práticos, isso indica crescimento consistente da órbita

ao longo da gestação, ainda que exista variabilidade intra-mês, especialmente nos

meses iniciais.
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Tabela 2 – Estatísticas descritivas da órbita por mês gestacional (dados individuais).

Mês N Média DP Mediana IIQ

5 56 1,9643 0,3067 1,9800 0,5450

6 51 2,1714 0,3806 2,3000 0,6050

7 49 2,4996 0,2155 2,5400 0,2200

8 46 2,6767 0,2058 2,6800 0,2125

9 40 2,8817 0,1990 2,8600 0,1775

10 39 2,9559 0,1290 2,9600 0,1750

11 25 3,0584 0,1567 3,0500 0,2200

A variabilidade intra-mês, representada pelo desvio padrão e pelo intervalo inter-

quartil, é maior nos meses iniciais e tende a diminuir nos meses médios e �nais, in-

dicando que os valores da órbita se tornam mais homogêneos e previsíveis à medida

que a gestação avança (Figura 32). Uma possível explicação para esse comporta-

mento está relacionada à maior di�culdade de mensuração ultrassonográ�ca nessa

fase inicial, uma vez que as estruturas fetais ainda apresentam dimensões reduzidas,

o que pode aumentar a sensibilidade da medida a pequenas variações na posição do

transdutor ou na de�nição dos limites anatômicos. Além disso, o número de obser-

vações varia entre os meses analisados, o que também pode in�uenciar a dispersão

das medidas. À medida que a gestação avança e as estruturas fetais tornam-se mais

evidentes nas imagens ultrassonográ�cas, observa-se uma tendência de maior esta-

bilidade nas medidas.

Figura 32 – Boxplot da medida da órbita fetal por mês gestacional (5º–11º). Fonte: Da autora,
2025.
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Pequenas variações pontuais na dispersão podem ser observadas, mas o padrão

geral con�rma o crescimento consistente da órbita ao longo do período avaliado.

A comparação entre os meses realizada pelo teste de Kruskal-Wallis mostrou di-

ferença signi�cativa entre os grupos ( H = 232;07; p < 0;0001). Para identi�car quais

meses diferiram entre si, aplicou-se o pós-hoc de Dunn com correção para compara-

ções múltiplas (Tabela 3). Os grupos homogêneos (letras) sintetizam os resultados do

pós-teste onde meses que compartilham ao menos uma letra não diferem entre si.

Tabela 3 – Postos médios e grupos homogêneos do pós-teste de Dunn para a órbita por mês
gestacional.

Mês Posto médio Grupo homogêneo

11 270,06 A

10 248,13 A

9 225,99 AB

8 175,37 BC

7 133,51 CD

6 81,08 DE

5 49,27 E

Conforme pode-se observar há um padrão de aumento progressivo da órbita ao

longo da gestação, com maior separação entre os meses iniciais e os meses �nais.

O 5° mês (E) apresentou os menores valores permanecendo isolado em relação aos

meses �nais. Os meses 6° (DE) e 7° (CD) caracterizaram uma transição; o 8° mês

(BC) permaneceu em nível intermediário, e os meses 10° e 11° (A) formaram o grupo

superior, sem diferença estatística entre si. O 9° mês (AB) apresentou sobreposição

parcial com o grupo superior, indicando maior distinção entre meses distantes e maior

sobreposição entre meses adjacentes.

Essa sobreposição entre meses consecutivos sugere que, embora a órbita apre-

sente crescimento progressivo ao longo da gestação, a variação entre meses pró-

ximos pode não ser su�cientemente grande para permitir uma separação estatística

clara entre todos os períodos gestacionais. Esse comportamento é esperado em me-

didas biométricas fetais obtidas por ultrassonogra�a, nas quais o crescimento ocorre

de forma contínua e pode apresentar variações individuais entre os fetos avaliados.

Ainda assim, observa-se uma tendência consistente de aumento das medidas com o

avanço da gestação, o que reforça o potencial da órbita fetal como parâmetro auxiliar

na estimativa da idade gestacional.

A Figura 33 apresenta os ajustes obtidos pelos modelos cúbico, Logístico, Gom-

pertz, Von Bertalanffy e Chanter às médias mensais considerando o intervalo do 5º

ao 11º mês. Visualmente, todos os modelos capturaram a tendência de crescimento,

ainda que com diferenças sutis nos extremos da gestação. A sobreposição das curvas
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