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RESUMO

MOUTINHO, Matheus Moro. Modelagem matemática da dinâmica populacional e
do controle biológico de Anastrepha fraterculus pelo parasitoide Doryctobracon
brasiliensis. Orientador: Alexandre Molter. 2026. 111 f. Dissertação (Mestrado em
Modelagem Matemática) – Instituto de Física e Matemática, Universidade Federal de
Pelotas, Pelotas, 2026.

A mosca-das-frutas sul-americana, Anastrepha fraterculus (Wiedemann, 1830)
(Diptera: Tephritidae), é a principal espécie do gênero e infesta uma grande quanti-
dade de frutos cultivados e nativos da região Neotropical. Com o intuito de diminuir
o uso de pesticidas químicos, a busca por alternativas sustentáveis, como o controle
biológico, se intensifica. O objetivo do presente trabalho é apresentar uma modela-
gem matemática para o controle biológico de A. fraterculus utilizando o parasitoide
Doryctobracon brasiliensis (Szepligeti, 1911) (Hymenoptera: Braconidae), realizando
um estudo da interação dinâmica hospedeiro-parasitoide e sua dispersão em campo.
Através da formulação e aplicação de estratégias de controle no sistema é avaliada
a capacidade do parasitoide em controlar a população de A. fraterculus. O modelo
matemático proposto será calibrado e validado por meio de dados experimentais
obtidos em condições controladas de laboratório. A partir disso, será possível simular
diferentes cenários, explorando estratégias de controle das pragas e analisando
padrões de dispersão dos insetos, tanto dos hospedeiros, como dos parasitoides. A
expectativa é que os resultados contribuam para o desenvolvimento de estratégias
sustentáveis de manejo populacional da praga.

Palavras-chave: Modelo Hospedeiro-Parasitoide; Mosca-das-Frutas; Dinâmica; Con-
trole; Dispersão.



ABSTRACT

MOUTINHO, Matheus Moro. Mathematical modeling of the dynamics and bi-
ological control of Anastrepha fraterculus by the parasitoid Doryctobracon
brasiliensis. Advisor: Alexandre Molter. 2026. 111 f. Dissertation (Masters in
Mathematical Modeling) – Institute of Physics and Mathematics, Federal University of
Pelotas, Pelotas, 2026.

The South American fruit fly, Anastrepha fraterculus (Wiedemann, 1830) (Diptera:
Tephritidae), is the most important species of this genus and infests a wide variety of
cultivated and native host plants in the Neotropical region. In order to reduce the use of
chemical pesticides, the search for sustainable alternatives, such as biological control,
has intensified. The objective of this work is to present a mathematical model for
the biological control of A. fraterculus using the parasitoid Doryctobracon brasiliensis
(Szepligeti, 1911) (Hymenoptera: Braconidae), studying the dynamic host-parasitoid
interaction and its potential field dispersion. By formulating and applying control strate-
gies to the system, we evaluate the parasitoid’s ability to control the A. fraterculus
population. The proposed mathematical model will be calibrated and validated using
experimental data obtained under controlled laboratory conditions. From this, it will be
possible to simulate different scenarios, exploring pest control strategies and analyzing
insect dispersion patterns for both hosts and parasitoids. The expected results will
contribute to the development of sustainable population management strategies for
this pest.

Keywords: Host-Parasitoid Model; Fruit Fly; Dynamic; Control; Dispersal.
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1 INTRODUÇÃO

A mosca-das-frutas sul-americana, Anastrepha fraterculus (Wiedemann, 1830)
(Diptera: Tephritidae), é uma das principais pragas da fruticultura no Brasil, causando
danos econômicos significativos devido à sua ampla distribuição geográfica e capaci-
dade de infestar diversos cultivos. O controle convencional de A. fraterculus tem sido
baseado no uso de inseticidas químicos, que, embora eficazes em curto prazo, tra-
zem impactos negativos ao meio ambiente, à saúde humana e aos inimigos naturais.
Nesse contexto, o controle biológico surge como uma alternativa sustentável, sendo o
parasitoide Doryctobracon brasiliensis (Szepligeti, 1911) (Hymenoptera: Braconidae)
um agente promissor devido ao seu parasitismo natural em larvas de A. fraterculus. A
modelagem matemática da dinâmica hospedeiro-parasitoide pode auxiliar na compre-
ensão dos fatores biológicos desta interação populacional.

Modelos matemáticos podem ser ferramentas valiosas para prever a dinâmica po-
pulacional, otimizar estratégias de controle e reduzir dependência de inseticidas. A
modelagem matemática permite realizar simulações em diferentes condições antes
da implementação de estratégias de campo, dado o potencial de D. brasiliensis como
agente de controle biológico e os desafios associados ao manejo sustentável de A.
fraterculus. Desenvolver um modelo que descreva essa interação pode auxiliar no
desenvolvimento de soluções mais ecológicas e economicamente viáveis para a fruti-
cultura brasileira.

Portanto, este estudo se justifica pela necessidade de integrar conhecimentos bi-
ológicos e matemáticos em prol de uma agricultura mais sustentável, alinhando-se à
necessidade de práticas agrícolas menos dependentes de insumos químicos e mais
harmoniosas com o ecossistema.

1.1 Mosca-das-frutas sul-americana

As moscas-das-frutas são mundialmente conhecidas como pragas de fruteiras de-
vido aos danos diretos e indiretos que causam à produção de frutas (Aluja, 1994; Dias;
Zotti; Montoya; Carvalho; Nava, 2018). Anastrepha é um gênero de moscas-das-frutas
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e, até o momento, 120 espécies foram relatadas no Brasil. Destas, apenas 61 pos-
suem plantas hospedeiras conhecidas, sendo Anastrepha fraterculus (110 hospedei-
ros) e Anastrepha obliqua (Macquart) (48 hospedeiros) as espécies mais polífagas
(Zucchi, 2000).

Anastrepha fraterculus é conhecida pelo nome popular de mosca-das-frutas sul-
americana (Stone, 1942). É originária das Américas, provavelmente da América do
Sul, onde ocorre em um grande número de locais (Aluja, 1994), e possui boa adap-
tação ao meio ambiente. É a espécie de mosca-das-frutas mais abundante e está
presente em todo o território brasileiro (Malavasi; Morgante, 1983).

Como praga de importância econômica, a A. fraterculus restringe-se aos países
da América do Sul. É uma praga que ataca a fruticultura, afetando a qualidade e a
quantidade da produção, levando à perda de frutos e à redução do valor comercial
(Nava; Botton, 2010). No Rio Grande do Sul (RS) e em Santa Catarina (SC), A. fra-
terculus é a espécie predominante, sendo que para o RS, a mesma representa cerca
de 95% das espécies de Anastrepha capturadas em armadilhas nos pomares (Kova-
leski; Salles, 1990). Ela ataca diversas frutas, incluindo goiaba (Psidium guajava L.,
Myrtaceae), pêssego (Prunus persica L. Batsch, Rosaceae), maçã (Malus domestica
Borkh., Rosaceae), citros (Citrus sinensis L. Osbeck, Rutaceae), manga (Mangifera
indica L., Anacardiaceae) e café (Coffea arabica L., Rubiaceae) (Zucchi, 2000; Zucchi;
Malavasi; Adaime; Nava, 2023).

Os três fatores que tornam essa praga tão danosa são: ataca várias culturas fru-
tíferas; está presente em todos os estados do Brasil; os danos causados aos frutos
reduzem a sua qualidade, tanto para o consumo local quanto para a sua exportação
(Nava; Botton, 2010). Os danos incluem perfuração da casca dos frutos para a ovi-
posição, causando a infestação e a degradação do fruto. Além disso, as larvas se
alimentam das polpas dos frutos, resultando em apodrecimento, deterioração e perda
da qualidade. Por outro lado, a presença da mosca-das-frutas também pode abrir ca-
minho para as perdas causadas por fungos e bactérias, aumentando ainda mais os
danos econômicos.

A necessidade de buscar estratégias eficientes para o controle da A. fraterculus vai
além dos prejuízos econômicos diretos. Essa espécie representa um desafio persis-
tente para a fruticultura devido à sua alta capacidade adaptativa.

1.2 Controle biológico

O controle biológico de pragas representa uma das estratégias mais sustentáveis
para o controle integrado na agricultura, oferecendo uma alternativa eficaz e ecologi-
camente equilibrada aos métodos convencionais baseados em agrotóxicos. Trata-se
de um método de controle racional que tem como objetivo final não deixar resíduos
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nos alimentos e ser inofensivos ao meio ambiente e à saúde da população. Este tipo
de controle se utiliza da liberação de inimigos naturais para o manejo de pragas, de
maneira sustentável (Parra, 2002). O controle biológico assume importância cada vez
maior em um momento de busca de estratégias para agricultura sustentável. Segundo
Krebs, o controle biológico é um tipo especial de controle no qual o dano causado por
uma praga é reduzido ou eliminado por um agente biológico (Krebs, 1972).

A ideia de que os insetos benéficos podem reduzir populações de pragas é muito
antiga. Os chineses foram os primeiros a usar predadores, a espécie de formiga
Oecophylla smaragdina, para controlar lepidópteros desfolhadores e coleobrocas de
citros no século III a.C. (Clausen, 1956; Bosch; Messenger; Gutierrez, 1982). Huffaker
afirma que o controle através de inimigos naturais emergiu como um método científico
somente no final do século XIX com o surgimento de novos conceitos que serviram na
orientação de questões como relações entre espécies, processos evolutivos, pressão
populacional e luta pela sobrevivência (Huffaker; Messenger, 1976).

O controle biológico traz inúmeras vantagens, dentre as quais podemos citar: efi-
ciência, persistência no meio ambiente, especificidade, ausência de resistência e re-
síduos, menor contaminação ambiental e baixo risco de intoxicação. Além disso, em
muitos casos apresenta menor interferência no equilíbrio ecológico quando compa-
rado ao uso intensivo de inseticidas químicos (Heimpel; Mills, 2017). Mesmo assim,
ele enfrenta diversas dificuldades que limitam sua adoção em larga escala na agricul-
tura.

Embora seja considerado uma alternativa ambientalmente mais segura, a utiliza-
ção de agentes de controle biológico não está livre de possíveis impactos ecológicos.
Em situações que envolvem a liberação massiva de inimigos naturais, especialmente
quando se tratam de espécies introduzidas, podem ocorrer efeitos não intencionais,
como interações com espécies não alvo, competição com inimigos naturais nativos ou
alterações na dinâmica das populações presentes no ecossistema. Nesse contexto,
estudos na área de ecologia e modelagem matemática têm desempenhado um papel
importante na avaliação desses possíveis efeitos, permitindo analisar cenários de inte-
ração entre espécies e prever os impactos potenciais da introdução ou intensificação
de agentes de controle biológico.

Uma das principais barreiras que dificulta seu uso é a dependência de condições
ambientais favoráveis, pois agentes biológicos (como fungos, bactérias e insetos be-
néficos) são sensíveis a variações climáticas como temperatura, umidade e radiação
UV, o que pode reduzir sua eficácia em campo. Além disso, o controle biológico geral-
mente tem um efeito mais lento em comparação com inseticidas químicos, tornando-o
menos atraente para produtores que buscam soluções imediatas para infestações se-
veras.
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1.3 Anastrepha fraterculus e o controle biológico

Na Argentina, Uruguai e estados das regiões Sul e Sudeste do Brasil, a A. frater-
culus é uma praga primária, havendo necessidade da adoção de medidas de controle
para evitar perdas econômicas (Zucchi, 2000). O controle de A. fraterculus vem sendo
realizado de diferentes maneiras nestes distintos países. Atualmente, medidas vêm
sendo tomadas através do uso de inseticidas organofosforados e piretróides, aplica-
dos em cobertura (área total) ou na forma de iscas tóxicas (Nava; Botton, 2010). Po-
rém, o uso inadequado destes afeta os insetos benéficos (predadores, parasitoides e
polinizadores), contamina o solo, águas subterrâneas, trabalhadores agrícolas e os ali-
mentos, permitindo ainda, que pragas secundárias ressurjam (Norris; Caswell-Chen;
Kogan, 2002).

No Brasil, com a retirada dos inseticidas organofosforados sistêmicos da grade de
agrotóxicos registrados no Ministério da Agricultura e Pecuária (MAPA), o controle de
moscas-das-frutas ficou mais desafiador uma vez que os inseticidas que possuem re-
gistro tem ação de contato e ingestão, atuando somente sobre a fase adulta da praga.
Existe a necessidade de buscar novas alternativas de manejo para a fruticultura naci-
onal. O controle biológico está sendo incorporado como uma alternativa válida (Dias;
Montoya; Nava, 2022). O controle biológico natural de moscas-das-frutas em território
brasileiro sempre foi muito expressivo, sendo uma alternativa de manejo viável e pro-
missora, especialmente com parasitoides nativos das famílias Braconidae e Figitidae.
Dentre esses parasitoides destaca-se o Doryctobracon brasiliensis, espécie frequen-
temente registrada em levantamentos de parasitoides associados a moscas-das-frutas
do gênero Anastrepha em diferentes regiões do Brasil, apresentando participação re-
levante nas taxas de parasitismo observadas em campo (Zucchi, 2000; Nava; Botton,
2010).

Este parasitoide utiliza as larvas da mosca como hospedeiras para sua multiplica-
ção, desta forma, diminuem o surgimento de novas moscas, auxiliando no controle
desta praga. É necessário o conhecimento do potencial de controle dos parasitoides
nativos, visando sua produção em laboratório para programas de controle biológico
aplicado.

1.4 Parasitoides da mosca-das-frutas

Os parasitoides da mosca-das-frutas são pequenas vespas, de cor escura, asas
transparentes, com o abdômen nitidamente separado do tórax. Há dois tipos de para-
sitoides, os que atacam a larva (Braconidae) e os que atacam a pupa (Pteromalidae)
(Salles, 1995). Atualmente, são listadas para o Brasil 29 espécies de parasitoides,
mas este número provavelmente seja maior, pois novas espécies estão sendo descri-
tas (Zucchi; Malavasi; Adaime; Nava, 2024).
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Doryctobracon brasiliensis é um parasitoide larva-pupa de moscas-das-frutas e
apresenta grande potencial para uso em programas de controle biológico, visto que
também é parasitoide de outras espécies de Anastrepha, além de A. fraterculus (Pon-
cio; Medeiros Nunes; Silva Gonçalves; Lisboa; Monica Berto; Garcia; Nava, 2016).
Possui asa com estigma brilhoso, de cor amarela clara bastante evidente, corpo es-
curo (Salles, 1995). Este parasitoide é mais adequado a ambientes temperados, o que
implica um potencial ainda mais significativo para seu uso no controle da mosca-das-
frutas sul-americana, visto que a maior parte das áreas ocupadas por essa praga se
encontra em regiões de clima temperado (Poncio; Medeiros Nunes; Silva Gonçalves;
Lisboa; Monica Berto; Garcia; Nava, 2016).

1.5 Modelagem matemática na interação hospedeiro-parasitoide

A modelagem matemática é uma importante ferramenta para o estudo das intera-
ções ecológicas. Ela é muito utilizada no controle de pragas na agricultura, permitindo
a análise e previsão de dinâmicas populacionais de insetos e outros organismos con-
siderados danosos para a agropecuária. Por meio de modelos matemáticos e suas
simulações é possível entender como pragas se propagam, interagem com o ambi-
ente e respondem a estratégias de controle ao longo do tempo. Essa abordagem não
apenas otimiza o manejo integrado (estratégia de controle que combina diferentes mé-
todos para manter a população de pragas abaixo do nível de dano econômico), mas
também reduz custos e minimiza impactos ambientais (Murray, 2002).

A interação analisada neste estudo será entre a mosca-das-frutas sul-americana,
A. fraterculus com o parasitoide D. brasiliensis, a partir de um sistema hospedeiro-
parasitoide. Um sistema hospedeiro-parasitoide é uma interação ecológica em que
um organismo parasitoide desenvolve-se dentro ou sobre um hospedeiro. É uma
relação ecológica crucial para o equilíbrio de ecossistemas. Seu estudo permite o
desenvolvimento de modelos matemáticos que auxiliam nas previsões de dinâmicas
populacionais desejadas. Por isto, possuem aplicações diretas no manejo integrado
de pragas, auxiliando, também, na previsão da eficácia de estratégias de controle bi-
ológico e na avaliação da persistência de populações em ecossistemas agrícolas e
naturais.

Um dos modelos hospedeiro–parasitoide mais clássicos é o de Nicholson e Bai-
ley (Nicholson; Bailey, 1935), que consiste em um sistema de equações em tempo
discreto desenvolvido para descrever a dinâmica populacional desses organismos ao
longo de gerações sucessivas. Nesse modelo, assume-se que os encontros entre
hospedeiros e parasitoides ocorrem de forma aleatória, sendo descritos por uma dis-
tribuição de Poisson. Como consequência dessa hipótese, a fração de hospedeiros
que escapam do parasitismo apresenta uma forma exponencial, o que caracteriza
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matematicamente o modelo. Essa formulação simples, embora biologicamente intui-
tiva, conduz frequentemente a instabilidades populacionais, resultando em oscilações
persistentes e não amortecidas nas densidades das populações.

Por outro lado, Holling também estudou estes modelos (Holling, 1959b), introdu-
zindo o conceito de respostas funcionais no contexto de modelos contínuos de intera-
ções consumidor–recurso, descrevendo como a taxa de consumo varia em função da
densidade do recurso. As respostas funcionais propostas por Holling não constituem
uma modificação direta do modelo de Nicholson–Bailey, uma vez que pertencem a
uma estrutura conceitual distinta, baseada em equações diferenciais em tempo con-
tínuo. No entanto, a incorporação de respostas funcionais em modelos hospedeiro–
parasitoide contínuos permite representar de maneira mais realista limitações com-
portamentais e fisiológicas dos parasitoides, frequentemente resultando em dinâmicas
mais estáveis quando comparadas àquelas previstas pelo modelo discreto clássico de
Nicholson–Bailey.

No sistema hospedeiro-parasitoide deste trabalho são analisadas duas fases da
vida da mosca, fase larval e fase adulta. O parasitoide explora o hospedeiro da se-
guinte maneira: uma fêmea adulta do parasitoide procura por um hospedeiro ainda
não parasitado, a larva da mosca, que se encontra dentro do fruto. Ao encontrar, ela
deposita seus ovos no interior da larva. Os parasitoides se desenvolvem alimentando-
se das larvas da mosca-das-frutas, pupam nos puparios e emergem destes.

1.6 Modelagem matemática do controle biológico

O controle biológico é uma abordagem fundamental para o manejo sustentável
de pragas, utilizando inimigos naturais para reduzir populações indesejadas sem os
efeitos colaterais negativos associados ao uso excessivo de inseticidas químicos. A
modelagem matemática desempenha papel central na compreensão dos mecanismos
que regulam essas interações e na formulação de estratégias eficientes para a libera-
ção e manejo dos agentes biológicos (Hassell, 1978; Godfray, 1994).

Modelos matemáticos, no contexto do controle biológico, muitas vezes incorporam
parâmetros que representam as taxas de ataque dos agentes naturais, os tempos
de manipulação e reprodução, além da dinâmica populacional do hospedeiro e do
controlador. A partir desses parâmetros, é possível construir sistemas de equações
diferenciais ou mapas discretos que simulam diferentes modos de liberação, permi-
tindo prever o sucesso da intervenção sob variadas condições ambientais e ecológi-
cas (Murray, 2002; Vanbergen, 2013). A modelagem facilita a análise de estabilidade
das populações envolvidas, identificando condições sob as quais o parasitoide pode
controlar a praga (Wajnberg; Curty; Jervis, 2016; Sentis; Hemptinne; Brodeur, 2017),
garantindo a coexistência das populações.
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No contexto do controle ótimo em sistemas hospedeiro-parasitoide, destacam-
se as contribuições de (Rafikov; Holanda Limeira, 2012; Bezerra; Molter; Rafikov;
Frighetto, 2021; Molter; Bezerra; Rafikova; Nava; Rafikov, 2023), que investigaram es-
tratégias de controle ótimo aplicadas a modelos populacionais do tipo Lotka–Volterra.
Em seus trabalhos, os autores exploram a introdução de termos de controle de reali-
mentação capazes de estabilizar oscilações caóticas e garantir a coexistência estável
entre hospedeiros e parasitoides. Em sistemas presa-predador destaca-se o trabalho
de (Molter; Rafikov, 2014), onde foi aplicada programação dinâmica e a equação de
Hamilton–Jacobi–Bellman para derivar leis de controle ótimo em problemas de ma-
nejo de pragas, mostrando que a estabilização é possível mantendo as populações
abaixo do nível econômico de dano. Em estudos anteriores, os mesmos autores já
haviam considerado estratégias de controle não linear e linear com realimentação em
sistemas de presas e predadores exibindo caos, ressaltando que técnicas de controle
ótimo podem não apenas estabilizar o sistema, mas também otimizar custos de inter-
venção (Rafikov; Balthazar; Molter; Schmid; Ramos; Rafikova, 2005). Esses trabalhos
ampliam os objetivos da modelagem matemática aplicada ao controle biológico, suge-
rindo que métodos de controle podem ser incorporados de forma realista em modelos
hospedeiro-parasitoide.

Em trabalhos como os de (Rafikov; Lordelo; Rafikova, 2012; Rafikov; Silveira, 2014;
Molnár; López; Gámez; Garay, 2016) são aplicadas diferentes técnicas de controle bi-
ológico no controle de sistemas hospedeiro-parasitoide acompanhadas de aplicações
em agrossistemas.

1.7 Modelagem matemática da dispersão dos insetos

Além das estratégias de controle, a compreensão da dinâmica espacial das po-
pulações é necessária, uma vez que a dispersão dos insetos no ambiente influencia
diretamente a eficácia das medidas de manejo. A modelagem da dispersão em pai-
sagens heterogêneas, em muitos casos, emprega abordagens espaciais discretas,
entre as quais, a utilização de redes tem se mostrado útil no estudo espacial. A abor-
dagem deste trabalho considera o espaço uma variável discreta, enquanto a densi-
dade das populações e o tempo são consideradas variáveis contínuas. Frank e Mistro
(2014) propuseram um modelo de Redes de Mapas Acoplados, que considera além
do espaço, o tempo uma variável discreta, para um sistema presa-praga/controlador
biológico em que presas e predadores se movem por difusão, e a aplicação de pes-
ticida induz fuga dos indivíduos de células com alta concentração química, revelando
que o limiar de controle das presas pode alterar significativamente a eficiência do
controle (Frank; Mistro, 2014). Trabalhos como (Selau, 2019; Dalmolin, 2017), estu-
daram a técnica com aplicação em insetos-praga, como neste trabalho. Os trabalhos
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(Nunes; Nava; Müller; Gonçalves; Garcia, 2011), que inclui investigações sobre inte-
ração hospedeiro-parasitoide, e (Paranhos; Nava; Malavasi, 2019), sobre o manejo
ecológico de mosca-das-frutas no Brasil, também destacam que a compreensão dos
padrões espaciais de dispersão é essencial para aprimorar práticas de controle bioló-
gico.

Experimentos de dispersão da mosca-das-frutas têm sido realizados para estimar
a capacidade de voo, o alcance de movimento e os padrões de recaptura em campo.
Em programas de controle com uso da Técnica do Inseto Estéril, há estudos de libe-
ração e recaptura de moscas estéreis para avaliar dispersão e longevidade, como em
(Silva, 2025), que analisou a dispersão em pomar de manga com armadilhas atrativas.
Os trabalhos (Nunes; Nava; Müller; Gonçalves; Garcia, 2011), que inclui investigações
sobre interação hospedeiro-parasitoide, e (Paranhos; Nava; Malavasi, 2019), sobre o
manejo ecológico de mosca-das-frutas no Brasil, também destacam que a compre-
ensão dos padrões espaciais de dispersão é essencial para aprimorar práticas de
controle biológico.

1.8 Objetivos e organização do trabalho

O objetivo geral do trabalho é desenvolver um modelo matemático baseado em
equações diferenciais ordinárias que descreva a dinâmica populacional da interação
entre a mosca-das-frutas sul-americana (A. fraterculus) e seu parasitoide D. brasilien-
sis, visando avaliar estratégias de controle biológico, bem como, analisar a distribuição
espacial dos insetos através de redes discretas, contribuindo para o manejo sustentá-
vel dessa praga na fruticultura brasileira.

Os objetivos específicos são:

• Elaborar e analisar um modelo matemático que descreva a interação entre a
mosca-das-frutas A. fraterculus e seu parasitoide D. brasiliensis;

• Validar o modelo comparando os resultados simulados com os dados observa-
dos em experimentos;

• Modelar e simular diferentes cenários de controle, apresentando os resultados;

• Modelar a dispersão dos insetos utilizando a técnica de redes acopladas;

• Simular a dispersão dos insetos em campo com base em dados experimentais.

∙ Organização do trabalho

Este trabalho está estruturado em sete capítulos, descritos a seguir.
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No Capítulo 1 é apresentada a introdução geral do tema, abordando a motivação
para o estudo, informações biológicas sobre a mosca-das-frutas sul-americana e seu
parasitoide, além de uma breve revisão sobre controle biológico e modelagem mate-
mática da interação hospedeiro-parasitoide. Ao final, são estabelecidos os objetivos
geral e específicos da pesquisa.

O Capítulo 2 apresenta em detalhes o modelo matemático proposto para descre-
ver a dinâmica da mosca-das-frutas e de seu parasitoide. São apresentados os parâ-
metros utilizados, a formulação das equações diferenciais, o diagrama do modelo, a
análise de não-negatividade, a determinação dos pontos de equilíbrio e o estudo de
estabilidade local.

No Capítulo 3 é detalhado o processo de obtenção dos parâmetros do sistema.
São discutidos os métodos utilizados para estimar cada parâmetro, incluindo abor-
dagens numéricas e analíticas, baseadas em dados experimentais, como o uso da
função W -Lambert e a identificação de parâmetros por soluções de equações diferen-
ciais.

O Capítulo 4 apresenta as simulações numéricas realizadas com o modelo pro-
posto, bem como os resultados parciais obtidos. São incluídas análises de validação
do modelo, estudo da dinâmica temporal do sistema e investigação de bifurcações de
Hopf.

O Capítulo 5 é dedicado à análise de estratégias de controle ótimo aplicadas ao
sistema modelado, explorando diferentes cenários e parâmetros de manejo.

O Capítulo 6 é dedicado ao estudo e modelagem da dispersão dos insetos utili-
zando redes acopladas.

Por fim, o Capítulo 7 reúne a discussão dos resultados obtidos e as conclusões do
estudo, destacando as principais contribuições e possíveis perspectivas para trabalhos
futuros.



2 DESCRIÇÃO E MODELAGEM DA DINÂMICA DA MOSCA-
DAS-FRUTAS E SEU PARASITOIDE

Neste capítulo é desenvolvido e analisado um modelo compartimental que des-
creve a dinâmica populacional da mosca-das-frutas sul-americana e de seu parasi-
toide com o objetivo de compreender as interações ecológicas entre essas espécies.
Inicialmente, são apresentados os parâmetros biológicos que compõem o modelo,
acompanhados de suas interpretações biológicas e unidades correspondentes. A for-
mulação do modelo baseia-se em equações diferenciais ordinárias, incorporando o
crescimento populacional da mosca-das-frutas segundo a lei de Verhulst (modelo lo-
gístico), o que considera a capacidade de suporte do ambiente. O processo de para-
sitismo que regula a densidade populacional segue a resposta funcional de Holling do
tipo II. Em seguida, é mostrada a positividade do sistema, garantindo que as soluções
permaneçam biologicamente viáveis, isto é, não negativas para quaisquer condições
iniciais não negativas. Para isto, são obtidos e classificados os pontos de equilíbrio
do sistema analiticamente e realiza-se uma análise de estabilidade local por meio da
matriz Jacobiana e do critério de Routh-Hurwitz.

2.1 Descrição dos parâmetros

Destaca-se que todos os parâmetros do modelo são representados por valores não
negativos.

∙ Taxa de oviposição das fêmeas adultas (𝑟)

O parâmetro 𝑟 representa o coeficiente (constante) de oviposição das moscas fê-
meas adultas, ou seja, descreve o número médio de ovos depositados por fêmea
adulta por unidade de tempo. Um valor de 𝑟 elevado (fêmeas muito prolíficas) significa
que a população cresce rapidamente até a capacidade de suporte do ambiente (𝑘), já
𝑟 baixo indica crescimento lento ou risco de extinção.

∙ Capacidade de suporte do ambiente (𝑘)
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A capacidade de suporte (𝑘) representa o número máximo de indivíduos, por hec-
tare, que um ambiente pode sustentar a longo prazo, considerando recursos limitados
como alimento, espaço e condições ambientais.

∙ Taxa de mortalidade natural (𝜇𝑖)

Para cada população, considera-se uma taxa de mortalidade natural proporcional
à população existente, sendo 𝜇1, 𝜇2 e 𝜇3 os coeficientes de proporcionalidade corres-
pondentes.

∙ Taxa de conversão (𝛾)

𝛾 representa a taxa de emergência das larvas para moscas adultas, determinando
a eficiência com que a população de adultos é reposta.

∙ Taxa de sobrevivência (𝛿)

𝛿 descreve a taxa de sobrevivência de larvas parasitadas que eclodem em novos
parasitoides.

∙ Proporção de fêmeas (𝛼𝑖)

As constantes 𝛼1 e 𝛼2 indicam a fração de adultos que são fêmeas, de moscas e
de parasitoides, respectivamente.

∙ Taxa de captura instantânea (𝑎)

O parâmetro 𝑎 descreve a eficiência com que um parasitoide localiza hospedeiros
por unidade de tempo, refletindo sua habilidade de busca em um ambiente. Esse pa-
râmetro é influenciado por fatores como mobilidade do parasitoide, percepção química
e distribuição espacial dos hospedeiros.

∙ Tempo de manipulação para o parasitismo (ℎ)

O parâmetro ℎ representa o tempo médio que um parasitoide leva para processar
um hospedeiro após encontrá-lo, incluindo a oviposição e o período de recuperação
antes de buscar um novo alvo. Esse tempo é crucial porque limita a capacidade má-
xima de parasitismo, mesmo quando os hospedeiros são abundantes.
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2.2 Modelo proposto

Neste trabalho, é utilizado um modelo matemático compartimental para descrever
a dinâmica de interação entre as populações de hospedeiro (A. fraterculus) e o parasi-
toide (D. brasiliensis), considerando uma resposta funcional do tipo II (Holling, 1959a;
Royama, 1971). Na natureza, o parasitoide D. brasiliensis apresenta comportamento
generalista, isto é, é capaz de parasitar diferentes espécies de moscas-das-frutas,
ajustando sua resposta de ataque conforme a disponibilidade relativa de cada uma
delas no ambiente. Em sistemas naturais com múltiplos hospedeiros, esse comporta-
mento é frequentemente bem descrito por uma resposta funcional do tipo Holling III.
Entretanto, neste trabalho considera-se uma situação de laboratório, na qual o para-
sitoide tem acesso a apenas uma única espécie de hospedeiro, sem alternativas de
escolha. Nessas condições controladas, o processo de parasitismo pode ser ade-
quadamente representado por uma resposta funcional do tipo Holling II, que descreve
uma taxa de ataque crescente e saturante, limitada principalmente pelo tempo de ma-
nipulação. No trabalho de (Poncio; Silva; Molter; Nava, 2025), dentre as respostas
funcionais analisadas, foi mostrado que a resposta funcional do tipo II é a que me-
lhor se enquadra para os experimentos realizados em laboratório do parasitismo de A.
fraterculus por D. brasiliensis.

Na figura 1 é apresentado um diagrama, onde cada bloco representa um comparti-
mento e as setas indicam as entradas e saídas destes compartimentos. Na dinâmica
do sistema consideram-se somente as populações de larvas, moscas adultas fêmeas
e parasitoides adultos fêmeas, pois são os que podem gerar novos indivíduos. Os
blocos claros indicam que essas populações não são consideradas no modelo.

O modelo pode ser descrito por um sistema composto por três equações diferen-
ciais ordinárias, representando as densidades populacionais de larvas de mosca-das-
frutas (𝑥1), moscas adultas (𝑥2) e parasitoides (𝑥3). A estrutura do modelo, detalhada
na equação (1), permite analisar as interações entre as espécies e sua influência na
regulação populacional.

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑟𝑥2 (1 −
𝑥1
𝑘
) − 𝜇1𝑥1 − 𝛾𝑥1 −

𝑎𝑥1𝑥3
1 + 𝑎ℎ𝑥1

,

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝛼1𝛾𝑥1 − 𝜇2𝑥2,

𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= 𝛿𝛼2
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
− 𝜇3𝑥3.

(1)
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Figura 1 – Diagrama correspondente ao sistema compartimental proposto da interação entre
A. fraterculus e D. brasiliensis.

O crescimento populacional de larvas da mosca-das-frutas é modelado mediante
a lei de Verhulst, que descreve um padrão logístico de crescimento caracterizado por
uma fase inicial exponencial seguida de uma estabilização progressiva à medida que
a população se aproxima de sua capacidade de suporte ambiental. Paralelamente,
adiciona-se um termo de resposta funcional não linear para descrever o parasitismo,
que reflete a eficiência de busca do parasitoide e o tempo de manipulação dos hos-
pedeiros. Esta estrutura, conhecida como resposta funcional do tipo II, captura es-
sencialmente a saturação da taxa de ataque dos parasitoides em altas densidades de
hospedeiros, um fenômeno ecológico crucial que limita a eficiência de controle bioló-
gico em condições de superpopulação de hospedeiros. Estes componentes descre-
vem a dinâmica entre as populações, permitindo-nos explorar tanto os mecanismos de
autorregulação populacional quanto os fatores que determinam o sucesso de controle.

A tabela 1 apresenta as unidades dos parâmetros do modelo.
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Tabela 1 – Valores dos parâmetros do sistema (1).
Parâmetro Unidade

𝑟 [𝑥1][𝑥2]−1[𝑡]−1
𝑘 [𝑥1]
𝜇1 [𝑡]−1
𝜇2 [𝑡]−1
𝜇3 [𝑡]−1
𝛾 [𝑡]−1
𝑎 [𝑥3]−1[𝑡]−1
ℎ [𝑥3][𝑡][𝑥1]−1
𝛼1 Adimensional
𝛼2 Adimensional
𝛿 [𝑥3][𝑥1]−1

2.2.1 Análise dimensional

Será verificada a consistência dimensional do sistema proposto, garantindo que
todos os termos das equações diferenciais possuam unidades compatíveis. Denota-
se:

[𝑥1] = larvas, [𝑥2] = adultos, [𝑥3] = parasitoides, [𝑡] = tempo.

Assim, para cada variável de estado,

[
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

] = [𝑥𝑖][𝑡]−1, 𝑖 = 1, 2, 3.

As unidades dos parâmetros são apresentadas na Tabela 1.

∙ Primeira equação

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑟𝑥2 (1 −
𝑥1
𝑘
) − 𝜇1𝑥1 − 𝛾𝑥1 −

𝑎𝑥1𝑥3
1 + 𝑎ℎ𝑥1

.

O lado esquerdo possui dimensão

[
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

] = [𝑥1][𝑡]−1.

— Termo 𝑟𝑥2
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑥1
𝑘
⎞
⎟
⎠
:

[𝑟] = [𝑥1][𝑥2]−1[𝑡]−1, [𝑘] = [𝑥1].
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Logo, o termo
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑥1
𝑘
⎞
⎟
⎠

é adimensional e

[𝑟𝑥2] = [𝑥1][𝑡]−1.

— Termo 𝜇1𝑥1:
Como [𝜇1] = [𝑡]−1,

[𝜇1𝑥1] = [𝑥1][𝑡]−1.

— Termo 𝛾𝑥1:
Com [𝛾] = [𝑡]−1,

[𝛾𝑥1] = [𝑥1][𝑡]−1.

— Termo
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
:

[𝑎] = [𝑥3]−1[𝑡]−1, [ℎ] = [𝑥3][𝑡][𝑥1]−1.

Assim,
[𝑎ℎ𝑥1] = ([𝑥3]−1[𝑡]−1)([𝑥3][𝑡][𝑥1]−1)[𝑥1] = 1,

mostrando que o denominador é adimensional. O numerador possui dimensão

[𝑎𝑥1𝑥3] = [𝑥1][𝑡]−1.

Portanto, todos os termos da primeira equação têm dimensão [𝑥1][𝑡]−1.

∙ Segunda equação

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝛼1𝛾𝑥1 − 𝜇2𝑥2.

O lado esquerdo satisfaz

[
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

] = [𝑥2][𝑡]−1.

— Termo 𝛼1𝛾𝑥1:
Como 𝛼1 é adimensional e [𝛾] = [𝑡]−1,

[𝛼1𝛾𝑥1] = [𝑥1][𝑡]−1.

Como 𝑥1 representa a população de larvas que, ao longo do ciclo de vida, dão origem
diretamente à população adulta 𝑥2, assume-se de forma coerente que ambas as va-
riáveis possuem a mesma dimensão física, isto é, [𝑥1] ≡ [𝑥2]. Tal hipótese está de
acordo com a formulação clássica de modelos populacionais estruturados por está-
gios, nos quais as variáveis de estado descrevem o número de indivíduos em cada
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fase do desenvolvimento (Gurney; Nisbet, 1998).
— Termo 𝜇2𝑥2:
Com [𝜇2] = [𝑡]−1,

[𝜇2𝑥2] = [𝑥2][𝑡]−1.

Logo, a segunda equação é dimensionalmente consistente.

∙ Terceira equação

𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= 𝛿𝛼2
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
− 𝜇3𝑥3.

O lado esquerdo possui dimensão

[
𝑑𝑥3
𝑑𝑡

] = [𝑥3][𝑡]−1.

— Termo 𝛿𝛼2
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
:

Sabe-se que 𝛼2 é adimensional e

[𝛿] = [𝑥3][𝑥1]−1.

Como
[
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
] = [𝑥1][𝑡]−1,

segue que
[𝛿][𝑥1][𝑡]−1 = ([𝑥3][𝑥1]−1)[𝑥1][𝑡]−1 = [𝑥3][𝑡]−1.

— Termo 𝜇3𝑥3:
Como [𝜇3] = [𝑡]−1,

[𝜇3𝑥3] = [𝑥3][𝑡]−1.

Portanto, a terceira equação é dimensionalmente consistente.
A análise dimensional mostra que todas as equações do sistema (1) são consisten-

tes, e que as unidades atribuídas aos parâmetros garantem que cada termo possua a
mesma dimensão do respectivo lado esquerdo. Assim, o modelo encontra-se correta-
mente formulado do ponto de vista dimensional.

2.2.2 Crescimento logístico (equação de Verhulst)

A equação de Verhulst tem como objetivo realizar a modelagem do comportamento
da quantidade de indivíduos de uma população em um ambiente, à medida que o
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tempo passa, sendo esta equação dada por:

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝑟𝑋 (1 − 𝑋
𝑘
) , (2)

onde r e k são os parâmetros definidos acima.
Assim, utilizando os parâmetros do modelo apresentado, o termo de crescimento

da população de larvas que será utilizado é:

𝑟𝑥2 (1 −
𝑥1
𝑘
) , (3)

que descreve como a produção de novas larvas (𝑥1) é regulada pela disponibilidade

limitada de recursos. O fator
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑥1
𝑘
⎞
⎟
⎠

atua como um freio populacional, quando a

quantidade de larvas se aproxima de 𝑘, a taxa efetiva de postura diminui, evitando
crescimento ilimitado. A equação (3) reflete a competição por recursos entre as lar-
vas e as moscas adultas (principalmente competição por espaço, uma vez que no
fruto onde há larva, a tendência é a mosca não colocar outra larva), garantindo que a
população se estabilize em equilíbrio com o ambiente.

2.2.3 Termo do parasitismo

Os trabalhos de (Holling, 1959a,b) foram um dos primeiros a considerar fatores
como comportamento de busca do predador e heterogeneidade espacial no compor-
tamento dos predadores. Para descrever a variação das taxas de consumo em função
do aumento da densidade de presas e dos outros componentes que envolvem estas
taxas, foi proposta a "equação dos discos de Holling". O chamado experimento do
disco foi desenvolvido por C. S. Holling no final da década de 1950 com o objetivo de
compreender como a taxa de consumo de presas por um predador varia em função da
densidade de presas disponíveis (Holling, 1959a,b). O foco foi identificar os processos
comportamentais que limitam o número de presas atacadas ao longo do tempo.

Nos experimentos originais, Holling utilizou discos de papel fixados sobre uma su-
perfície homogênea, os quais representavam presas artificiais. Esses discos eram
distribuídos aleatoriamente, porém com densidade controlada, sobre a área experi-
mental. Durante um intervalo de tempo total fixo, voluntários (com os olhos vendados)
os procuravam utilizando apenas o tato, simulando o processo de busca de um preda-
dor. Cada disco encontrado precisava ser removido e armazenado antes que a busca
fosse retomada, o que introduzia um tempo mínimo de manuseio associado a cada
evento de captura.

Esse experimento permitiu decompor o tempo total disponível em duas partes dis-
tintas: o tempo de busca, dedicado à localização das presas, e o tempo de mani-
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pulação, correspondente às etapas necessárias para remover o disco e se preparar
para um novo evento de busca. À medida que a densidade de discos aumentava, o
tempo gasto na busca diminuia, enquanto o tempo de manuseio passava a dominar
o processo, impondo uma limitação superior ao número de discos que poderiam ser
removidos.

Os resultados desses experimentos mostraram que o número de presas captura-
das cresce aproximadamente de forma linear para baixas densidades de presas, mas
apresenta saturação para densidades elevadas, comportamento que levou à formula-
ção da resposta funcional do tipo II.

Embora o experimento tenha sido originalmente concebido no contexto de pre-
dação, sua interpretação foi prontamente estendida para sistemas hospedeiro–
parasitoide. Nesse caso, cada evento de parasitismo é análogo à captura de uma
presa, e o tempo de manipulação corresponde ao tempo necessário para oviposição,
marcação do hospedeiro e recuperação fisiológica do parasitoide (Royama, 1971; Ro-
gers, 1972). Dessa forma, o experimento do disco de Holling fornece uma base empí-
rica sólida para a inclusão de respostas funcionais saturantes em modelos de parasi-
tismo, justificando biologicamente a forma funcional adotada neste trabalho.

O termo de parasitismo em um modelo de interação hospedeiro-parasitoide re-
presenta, assim, a taxa na qual os hospedeiros são parasitados. Para encontrá-lo
consideramos a equação (4), para uma densidade constante de parasitoides, 𝑌, e
para uma densidade constante de hospedeiros, 𝑋.

𝑁 = 𝑎𝑇𝑋𝑌
1 + 𝑎ℎ𝑋

, (4)

onde 𝑁 corresponde ao número de encontros realizados por um parasitoide com o
hospedeiro, 𝑇 é o tempo total durante o qual os hospedeiros ficam expostos ao para-
sitoide (o tempo do experimento). Essa é a expressão denominada equação do disco,
pois foi obtida a partir dos experimentos de Holling.

A equação (4) descreve o parasitismo, assim, é uma função positiva. Se hou-
ver uma taxa de esgotamento na densidade do hospedeiro, é uma função negativa
do hospedeiro, a população do hospedeiro é reduzida de acordo com o número de
hospedeiros parasitados. Como houve esgotamento de hospedeiros no experimento
base (sem reposição), levando em consideração o efeito da diminuição do parasitismo,
a equação (4) será avaliada por integração, com uma densidade de parasitoides fixa,
resultando na equação diferencial (Royama, 1971):

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= − 𝑎𝑥𝑌
1 + 𝑎ℎ𝑥

. (5)

Assim, o termo de decréscimo da taxa de variação da população de larvas devido
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ao parasitismo utilizado no modelo proposto, (1), se dá pela resposta funcional de
Holling tipo II, dada por:

−
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
. (6)

2.3 Não-negatividade do modelo

A não-negatividade é uma propriedade essencial para a consistência do modelo
com a realidade biológica. A seguir é apresentada a prova da não-negatividade do
sistema (1) a partir do seguinte lema (Haddad; Chellaboina; Hui, 2010; Sharma; Tri-
pathi; Tripathi, 2024):

Lema 1. Se 𝑥1(0) ≥ 0, 𝑥2(0) ≥ 0 e 𝑥3(0) ≥ 0, a solução 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡) e 𝑥3(𝑡) no sistema
(1) permanece não-negativa.

Prova. Para não-negatividade da população 𝑥1(𝑡) (densidade de larvas), assumimos
que 𝑥1(𝑡1) = 0, 𝑑𝑥1(𝑡1)

𝑑𝑡
< 0, 𝑥1(0) ≥ 0, 𝑥2(0) ≥ 0, 𝑥3(0) ≥ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1, com 𝑥2 e 𝑥3

positivos em 𝑡1. O que significa que todas as populações possuem uma quantidade
inicial não-negativa e em determinado tempo 𝑡1, 𝑥1 = 0, assumimos que a variação
neste instante é negativa.

Como
𝑑𝑥1(𝑡1)
𝑑𝑡

< 0, então:

(
𝑑𝑥1(𝑡)
𝑑𝑡

)
𝑡=𝑡1

= 𝑟𝑥2(𝑡1) (1 −
𝑥1(𝑡1)
𝑘

) − 𝜇1𝑥1(𝑡1) − 𝛾𝑥1(𝑡1) −
𝑎𝑥1(𝑡1)𝑥3(𝑡1)
1 + 𝑎ℎ𝑥1(𝑡1)

= 𝑟𝑥2(𝑡1) < 0,

o que é uma contradição, pois 𝑟𝑥2(𝑡1) ≥ 0 para 𝑡 ≥ 0, já que 𝑥2(0) ≥ 0. Logo, necessita-
mos que a variação no instante 𝑡1, em que 𝑥1 = 0, seja não-negativa. Provando assim,
que 𝑥1(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ≥ 0.

Para não-negatividade da populção 𝑥2(𝑡) (densidade de moscas adultas), assumimos
que 𝑥2(𝑡2) = 0, 𝑑𝑥2(𝑡2)

𝑑𝑡
< 0, 𝑥1(0) ≥ 0, 𝑥2(0) ≥ 0, 𝑥3(0) ≥ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡2, com 𝑥1 e 𝑥3

positivos em 𝑡2. O que significa que todas as populações possuem uma quantidade
inicial não-negativa e em determinado tempo 𝑡2, 𝑥2 = 0, assumimos que a variação
neste instante é negativa.

Como
𝑑𝑥2(𝑡2)
𝑑𝑡

< 0, então: (
𝑑𝑥2(𝑡)
𝑑𝑡

)
𝑡=𝑡2

= 𝛼1𝛾𝑥1(𝑡2) − 𝜇2𝑥2(𝑡2) = 𝛼1𝛾𝑥1(𝑡2) < 0, o que é

uma contradição, pois 𝛼1𝛾𝑥1(𝑡2) ≥ 0 para 𝑡 ≥ 0, já que 𝑥1(0) ≥ 0. Logo, necessitamos
que a variação no instante 𝑡2, em que 𝑥2 = 0, seja não-negativa. Provando assim, que
𝑥2(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ≥ 0.

Para positividade de 𝑥3(𝑡) (densidade de parasitoides), assumimos que 𝑥3(𝑡3) = 0,
𝑑𝑥3(𝑡3)

𝑑𝑡
< 0, 𝑥1(0) ≥ 0, 𝑥2(0) ≥ 0, 𝑥3(0) ≥ 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡3, com 𝑥1 e 𝑥2 positivos em 𝑡3. O que
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significa que todas as populações possuem uma quantidade inicial não-negativa e em
determinado tempo 𝑡3, 𝑥3 = 0, assumimos que a variação neste instante é negativa.

Como
𝑑𝑥3(𝑡3)
𝑑𝑡

< 0, então:

(
𝑑𝑥3(𝑡)
𝑑𝑡

)
𝑡=𝑡3

=
𝛼2𝛿𝑎𝑥1(𝑡3)𝑥3(𝑡3)
1 + 𝑎ℎ𝑥1(𝑡3)

− 𝜇3𝑥3(𝑡3) = 0, o que é uma contradição. Logo, ne-

cessitamos que a variação no instante 𝑡3, em que 𝑥3 = 0, seja não-negativa. Provando
assim, que 𝑥3(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ≥ 0.

Assim, demonstra-se a não negatividade das trajetórias temporais do sistema (1).

2.4 Pontos de equilíbrio do modelo

Para compreender a dinâmica a longo prazo do sistema hospedeiro-parasitoide
determina-se analiticamente os pontos de equilíbrio do modelo. Através da resolução

do sistema de equações
𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 0 para 𝑖 = 1, 2, 3, serão identificados todos os estados
estacionários do modelo. Esta análise permitirá a avaliação das condições ecológi-
cas necessárias para a estabilização do sistema. Adicionalmente, será investigada a
estabilidade local de cada equilíbrio através do critério de Routh-Hurwitz.

Assim, para encontrar os pontos de equilíbrio do modelo será resolvido (7).

𝑟𝑥∗2 (1 −
𝑥∗1
𝑘
) − 𝜇1𝑥∗1 − 𝛾𝑥∗1 −

𝑎𝑥∗1𝑥
∗
3

1 + 𝑎ℎ𝑥∗1
= 0,

𝛼1𝛾𝑥∗1 − 𝜇2𝑥∗2 = 0,

𝛿𝛼2
𝑎𝑥∗1𝑥

∗
3

1 + 𝑎ℎ𝑥∗1
− 𝜇3𝑥∗3 = 0.

(7)

Resolvendo a segunda equação de (7) para 𝑥∗2 é encontrado

𝑥∗2 =
𝛼1𝛾𝑥∗1
𝜇2

, (8)

e resolvendo a terceira equação,

𝑥∗3 (
𝛼2𝛿𝑎𝑥∗1
1 + 𝑎ℎ𝑥∗1

− 𝜇3) = 0, (9)

neste caso tem-se que,
𝑥∗3 = 0, (10)
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ou
𝛼2𝛿𝑎𝑥∗1
1 + 𝑎ℎ𝑥∗1

= 𝜇3. (11)

Agora, resolvendo a primeira equação de (7) e substituindo (8),

𝑟 (
𝛼1𝛾𝑥∗1
𝜇2

) (1 −
𝑥∗1
𝑘
) − 𝜇1𝑥∗1 − 𝛾𝑥∗1 −

𝑎𝑥∗1𝑥
∗
3

1 + 𝑎ℎ𝑥∗1
= 0. (12)

Neste caso existem duas possibilidades, (10) e (11). Será desenvolvido 𝑥∗3 = 0,
primeiramente. Onde também são encontradas duas possibilidades,

𝑥∗1 = 0, (13)

𝑟𝑘𝛼1𝛾 − 𝑟𝛼1𝛾𝑥∗1 − 𝜇2𝑘𝜇1 − 𝜇2𝑘𝛾 = 0 ⇔ 𝑥∗1 =
𝑟𝑘𝛼1𝛾 − 𝜇2𝑘𝜇1 − 𝜇2𝑘𝛾

𝑟𝛼1𝛾
. (14)

Neste momento é possível encontrar dois pontos de equilíbrio, ambos com 𝑥∗3 = 0.
O primeiro seria trivial,

𝑃1 = (𝑥∗1 , 𝑥
∗
2 , 𝑥

∗
3) = (0, 0, 0). (15)

Para encontrar o segundo ponto de equilíbrio com a população 𝑥∗3 nula é necessário
substituir (14) em (8). Assim,

𝑃2 = (𝑥∗1 , 𝑥
∗
2 , 𝑥

∗
3) = ( 𝑘

𝑟𝛼1𝛾
𝑆, 𝑘
𝑟𝜇2

𝑆, 0) , (16)

com 𝑆 = 𝑟𝛼1𝛾 − 𝜇2(𝜇1 + 𝛾).
A seguir, será analisado o caso em que 𝑥3 ≠ 0. De (11), é encontrado o valor de

𝑥∗1 ,
𝑥∗1 =

𝜇3
𝛼2𝛿𝑎 − 𝑎ℎ𝜇3

. (17)

Substituindo (17) em (8) é encontrado 𝑥∗2 ,

𝑥∗2 =
𝛼1𝛾𝜇3

𝜇2𝛼2𝛿𝑎 − 𝜇2𝑎ℎ𝜇3
. (18)

Para encontrar 𝑥∗3 é necessário desenvolver a primeira equação de (7), utilizando
(17) e (18). Feito isto, o terceiro ponto de equilíbrio encontrado é

𝑃3 = (𝑥∗1 , 𝑥
∗
2 , 𝑥

∗
3) = (

𝜇3
𝑎𝑉 ,

𝛼1𝛾
𝜇2

𝜇3
𝑎𝑉 ,

𝛼2𝛿
𝜇2𝑎𝑉2𝑃) . (19)

Com 𝑉 = 𝛼2𝛿 − ℎ𝜇3 e 𝑃 = 𝑉𝑆 −
𝑟𝛼1𝛾𝜇3
𝑎𝑘

.
Como pode ser visto, foram encontrados 3 pontos de equilíbrio para o sistema (1),

são eles:
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𝑃1 = (𝑥∗1 , 𝑥
∗
2 , 𝑥

∗
3) = (0, 0, 0), (20)

𝑃2 = (𝑥∗1 , 𝑥
∗
2 , 𝑥

∗
3) = ( 𝑘

𝑟𝛼1𝛾
𝑆, 𝑘
𝑟𝜇2

𝑆, 0) , (21)

𝑃3 = (𝑥∗1 , 𝑥
∗
2 , 𝑥

∗
3) = (

𝜇3
𝑎𝑉 ,

𝛼1𝛾
𝜇2

𝜇3
𝑎𝑉 ,

𝛼2𝛿
𝜇2𝑎𝑉2𝑃) , (22)

com 𝑆 = 𝑟𝛼1𝛾 − 𝜇2(𝜇1 + 𝛾), 𝑉 = 𝛼2𝛿 − ℎ𝜇3 e 𝑃 = 𝑉𝑆 −
𝑟𝛼1𝛾𝜇3
𝑎𝑘

.

As condições para viabilidade biológica dos pontos de equilíbrio são apresentadas
na tabela 2.

Tabela 2 – Condições para viabilidade biológica
Ponto de equilíbrio Condição

𝑃1 Sempre viável
𝑃2 𝑆 > 0
𝑃3 𝑉, 𝑆, 𝑃 > 0

2.5 Estabilidade local dos pontos de equilíbrio

Para analisar a estabilidade local dos três pontos de equilíbrio utiliza-se a matriz
jacobiana do sistema, dada por:

𝐽 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝜕𝑓1
𝜕𝑥1

𝜕𝑓1
𝜕𝑥2

𝜕𝑓1
𝜕𝑥3

𝜕𝑓2
𝜕𝑥1

𝜕𝑓2
𝜕𝑥2

𝜕𝑓2
𝜕𝑥3

𝜕𝑓3
𝜕𝑥1

𝜕𝑓3
𝜕𝑥2

𝜕𝑓3
𝜕𝑥3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

,

onde
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑓1,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝑓2 e
𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= 𝑓3. Para o sistema (1),

𝐽 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

− 𝑟𝑥2
𝑘

− 𝜇1 − 𝛾 −
𝑎𝑥3(1 + 𝑎ℎ𝑥1) − 𝑎2ℎ𝑥1𝑥3

(1 + 𝑎ℎ𝑥1)2
𝑟
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑥1
𝑘
⎞
⎟
⎠

− 𝑎𝑥1
1 + 𝑎ℎ𝑥1

𝛼1𝛾 −𝜇2 0
𝛼2𝛿𝑎𝑥3(1 + 𝑎ℎ𝑥1) − 𝛼2𝛿𝑎2ℎ𝑥1𝑥3

(1 + 𝑎ℎ𝑥1)2
0

𝛼2𝛿𝑎𝑥1
1 + 𝑎ℎ𝑥1

− 𝜇3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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É necessário avaliar 𝐽 em cada um dos pontos de equilíbrio encontrados. Será
utilizado o critério de Routh-Hurwitz (apresentado no Apêndice A) para análise de
estabilidade local. De acordo com ele, ao analisar um polinômio de segundo grau, do
tipo 𝑝(𝜆) = 𝑎0𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2, para que todas as raízes tenham parte real negativa basta
que todos os coeficientes sejam positivos. Quando o polinômio for de terceiro grau, do
tipo 𝑝(𝜆) = 𝑎0𝜆3 + 𝑎1𝜆2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3, as seguintes condições devem ser satisfeitas:

1. todos os coeficientes devem ser positivos;

2. 𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3 > 0.

2.5.1 Ponto de equilíbrio 1

Substituindo esses valores do ponto de equilíbrio 1 na matriz 𝐽, obtém-se:

𝐽𝑃1 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

−𝜇1 − 𝛾 𝑟 0
𝛼1𝛾 −𝜇2 0
0 0 −𝜇3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Para 𝐽𝑃1 encontra-se o seguinte polinômio característico:

𝑝(𝜆) = (−𝜇3 − 𝜆)(𝜆2 + 𝑎1𝜆 − 𝑆).

Uma das raízes do polinômio é −𝜇3 < 0, pois 𝜇3 > 0, assim as outras raízes devem
satisfazer

𝑎0𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2 = 0.

onde, 𝑎0 = 1, 𝑎1 = 𝜇1 + 𝛾 + 𝜇2 e 𝑎2 = −𝑆, com 𝑎0 e 𝑎1 positivos, uma vez que os
parâmetros são todos positivos. Portanto, segundo o critério, basta que 𝑆 < 0 para
que as outras duas raízes tenham parte real negativa e assim, 𝑃1 será localmente
estável.

2.5.2 Ponto de equilíbrio 2

Substituindo os valores de (21) na matriz 𝐽 encontra-se:

𝐽𝑃2 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

− 𝑆
𝜇2

− 𝜇1 − 𝛾 𝑟
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑆
𝛼1𝛾

⎞
⎟
⎠

− 𝑎ℎ𝑘𝑆

𝑟𝛼1𝛾 + 𝑎ℎ𝑘𝑆

𝛼1𝛾 −𝜇2 0

0 0
𝛼2𝛿𝑎𝑘𝑆

𝑟𝛼1𝛾 + 𝑎ℎ𝑘𝑆
− 𝜇3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Para 𝐽𝑃2 tem-se o seguinte polinômio característico:

𝑝(𝜆) = (𝐺 − 𝜆)(𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑆).
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Considerando o polinômio 𝑎0𝜆2 + 𝑎1𝜆 + 𝑎2, tem-se que:

𝑎0 = 1, 𝑎1 =
𝑟𝛼1𝛾
𝜇2

+ 𝜇2, 𝑎2 = 𝑆 e 𝐺 =
𝛼2𝛿𝑎𝑘𝑆

𝑟𝛼1𝛾 + 𝑎ℎ𝑘𝑆
− 𝜇3.

A condição para viabilidade biológica de 𝑃2 exige que 𝑆 > 0 e, como os parâmetros
são todos positivos, 𝑎1 > 0. Portanto, para estabilidade local de 𝑃2 é necessário
apenas que 𝐺 < 0, considerando que ele seja viável biologicamente.

2.5.3 Ponto de equilíbrio 3

Substituindo os valores de (22) na matriz 𝐽 encontra-se:

𝐽𝑃3 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−𝐴 𝑟
⎛
⎜
⎝
1 −

𝜇3
𝐵
⎞
⎟
⎠

− 𝜇3
𝛼2𝛿

𝛼1𝛾 −𝜇2 0
𝑃
𝜇2

0 0

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

.

O polinômio encontrado é,

𝑝(𝜆) = 𝑎0𝜆3 + 𝑎1𝜆2 + 𝑎2𝜆 + 𝑎3,

onde
𝑎0 = 1,

𝑎1 = 𝐴 + 𝜇2,

𝑎2 = 𝐴𝜇2 − 𝑟𝛼1𝛾 (1 −
𝜇3
𝐵 ) +

𝑃𝜇3
𝜇2𝛼2𝛿

,

𝑎3 =
𝑃𝜇3
𝛼2𝛿

,

com
𝐴 =

𝑟𝛼1𝛾𝜇3
𝑘𝜇2𝑎𝑉

+ 𝜇1 + 𝛾 + 𝑃
𝜇2𝛼2𝛿

,

𝐵 = 𝑎𝑘𝑉.

Considerando a viabilidade biológica, 𝑎1 > 0 e 𝑎3 > 0. Portanto, de acordo com
o critério de Routh-Hurwitz, para que 𝑃3 seja estável localmente é necessário que,
𝑎1𝑎2 − 𝑎0𝑎3 > 0, ou seja:

𝐻 = 𝐴2𝜇2 +
𝐴𝜇3𝑟𝛼1𝛾

𝐵 +
𝐴𝜇3𝑃
𝛼2𝛿𝜇2

+
𝜇3𝑟𝛼1𝛾𝜇2

𝐵 + 𝐴𝜇22 − 𝐴𝑟𝛼1𝛾 − 𝑟𝛼1𝛾𝜇2 > 0.
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Na tabela 3 são apresentadas as condições para viabilidade biológica e estabili-
dade local em cada ponto de equilíbrio.

Tabela 3 – Condições para viabilidade biológica e estabilidade
Ponto de equilíbrio Viabilidade Estabilidade

𝑃1 Sempre viável 𝑆 < 0
𝑃2 𝑆 > 0 𝐺 < 0
𝑃3 𝑉, 𝑆, 𝑃 > 0 𝐻 > 0



3 OBTENÇÃO DOS PARÂMETROS DO SISTEMA

A determinação dos parâmetros do modelo, taxa de oviposição das fêmeas adultas
(𝑟), taxas de mortalidade (𝜇𝑖), taxa de conversão (𝛾), taxa de captura instantânea (𝑎) e
tempo de manipulação (ℎ), foi realizada mediante uma abordagem baseada em dados
experimentais.

O experimento de parasitismo foi conduzido com exposição dos hospedeiros a um
parasitoide, durante um dia, a uma temperatura de 24◦C, e uma replicação de cem
vezes para cada oferta de larvas. Os valores descritos na tabela 4 referem-se às
médias dos valores obtidos.

Serão utilizados também os dados da tabela 5 retirada de (Zucchi; Malavasi;
Adaime; Nava, 2024) e por meio de comunicação pessoal verbal com o pesquisador
Dori Edson Nava, que os obteve experimentalmente, tendo por base a temperatura de
25◦C.

Tabela 4 – Parasitismo de larvas de A. fraterculus por D. brasiliensis
Número de larvas Média do número de parasitados Taxa de parasitados

5 4,11 0,822
10 7,26 0,726
15 8,26 0,550
20 8,76 0,438
25 10,65 0,426
30 10,49 0,349

Tabela 5 – Dados experimentais da mosca-da-fruta e do seu parasitoide
Mosca-das-frutas Parasitoide

Ovo Larvas Adultas Adultas
Duração (dias) 3 21 55 14
Sobrevivência (%) 85 70 80 80

Ressalta-se que a taxa de sobrevivência da população de parasitoides e moscas
adultas é estimada.
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3.1 Taxa de oviposição das fêmeas de A. fraterculus (𝑟)

O parâmetro 𝑟 é encontrado através da resolução da equação diferencial logística
(desenvolvida no Apêndice B):

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑟𝑦

⎛
⎜
⎝
1 −

𝑦

𝑘
⎞
⎟
⎠

𝑦(𝑡0) = 𝑦0

.

Assim, 𝑟 é dado por

𝑟 = 1
𝑡 − 𝑡0

ln (
𝑦(𝑘 − 𝑦0)
𝑦0(𝑘 − 𝑦)

) .

Visto que uma mosca-das-frutas adulta coloca 400 ovos (Zucchi; Malavasi;
Adaime; Nava, 2024), considerando a capacidade de suporte 𝑘 = 1000 e o período
inteiro de fase adulta (55 dias), atribui-se a 𝑟:

𝑟 = 1
55 ln (

399.600
600 ) =

ln(666)
55 ≈ 0, 12.

Leva-se em consideração o período inteiro da fase adulta, pois não é feita distinção,
no modelo, do período de oviposição de moscas adultas.

A figura 2 representa o crescimento logístico da população de ovos a partir de uma
mosca adulta com o valor de 𝑟 encontrado, alcançando o valor de 400 em 55 dias.

Figura 2 – Ritmo de postura de Anastrepha fraterculus ao longo de sua longevidade.
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3.2 Taxa de mortalidade natural (𝜇𝑖)

Para a taxa de mortalidade, é resolvido o seguinte problema, apresentado no Apên-
dice C:

⎧

⎨
⎩

𝑑𝑥(𝑡)
𝑑𝑡

= −𝜇𝑥(𝑡),

𝑥(𝜏) = 𝑝𝑥(0),
(23)

onde:

• 𝑥(𝑡) representa a densidade populacional em função do tempo;

• 𝜇 é a taxa de mortalidade;

• 𝑝 ∈ (0, 1) representa a porcentagem de sobrevivência em relação à população
inicial,

• 𝜏 é o tempo médio de duração no estágio.

Disto, tem-se que 𝜇 é dado por:

𝜇 = −
ln𝑝
𝜏 .

Esse resultado indica a taxa constante necessária para que a quantidade inicial 𝑥(0)
decaia para 𝑝𝑥(0) após um tempo 𝜏.

A relação acima é diretamente compatível com o conceito de meia-vida. A meia-
vida 𝑇1∕2 é definida como o tempo necessário para que a população atinja metade do
valor inicial, isto é,

𝑥(𝑇1∕2) =
1
2𝑥(0). (24)

Utilizando a solução do modelo exponencial, tem-se

𝑥(0)𝑒−𝜇𝑇1∕2 = 1
2𝑥(0), (25)

o que implica

𝑒−𝜇𝑇1∕2 = 1
2. (26)

Tomando o logaritmo natural, obtém-se a expressão clássica da meia-vida:

𝑇1∕2 =
ln 2
𝜇 ≈ 0,693

𝜇 . (27)

Com base nos dados experimentais apresentados na tabela 5, a taxa de mortali-
dade foi calculada separadamente para cada população do modelo, resultando em
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⎧

⎨
⎩

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= −𝜇1𝑥1,

𝑥1(21) = 0, 595𝑥1(0)
⟹ 𝜇1 = −ln 0, 59521 ≈ 0, 02 dia−1 (28)

⎧

⎨
⎩

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= −𝜇2𝑥2,

𝑥2(55) = 0, 476𝑥2(0)
⟹ 𝜇2 = −ln 0, 47655 ≈ 0, 01 dia−1 (29)

⎧

⎨
⎩

𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= −𝜇3𝑥3,

𝑥3(14) = 0, 8𝑥3(0)
⟹ 𝜇3 = −ln 0, 814 ≈ 0, 02 dia−1 (30)

A porcentagem de sobrevivência no estágio larval é dada pelo produto das taxas
nos estágios de ovo e larva. Assim como a porcentagem de sobrevivência no estágio
de moscas adultas é dada pelo produto das taxas nos estágios de ovo, larva e adultas.
Cada uma dessas taxas garante que a população correspondente decaia, de forma
exponencial, até a fração observada ao final do respectivo tempo médio de estágio,
sendo ainda compatível com a noção de meia-vida associada a cada valor de 𝜇.

Uma vez estimadas as taxas de mortalidade para cada população, é possível calcu-
lar a meia-vida associada a cada estágio a partir de (27). Utilizando as taxas obtidas,
a meia-vida para cada população é calculada da seguinte forma:

∙ Para a população 𝑥1, a meia-vida é

𝑇(1)1∕2 =
0,693
0,02 ≈ 34,65 dias. (31)

∙ Para a população 𝑥2, obtém-se

𝑇(2)1∕2 =
0,693
0,01 ≈ 69,3 dias. (32)

∙ Para a população 𝑥3, a meia-vida resulta em

𝑇(3)1∕2 =
0,693
0,02 ≈ 34,65 dias. (33)

É possível observar que as populações 𝑥1 e 𝑥3 apresentam meias-vidas seme-
lhantes, refletindo taxas de mortalidade comparáveis, enquanto a população 𝑥2 possui
uma meia-vida aproximadamente duas vezes maior, indicando um decaimento mais
lento ao longo do tempo.

Para ilustrar a consistência entre as taxas de mortalidade estimadas e o conceito
de meia-vida, são apresentados gráficos do decaimento exponencial das populações
ao longo do tempo. Nas figuras 3, 4 e 5, considera-se uma condição inicial de 100,
e indica-se o instante correspondente à meia-vida 𝑇1∕2, no qual a população atinge
50% do valor inicial. Essa visualização permite verificar que a taxa 𝜇 estimada garante
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que o sistema atinja exatamente a metade da população no tempo previsto teorica-
mente, reforçando a adequação do modelo de decaimento exponencial contínuo para
a descrição da mortalidade em cada estágio do ciclo de vida.

Figura 3 – Decaimento exponencial da população 𝑥1 ao longo do tempo, considerando a taxa
de mortalidade 𝜇1 ≈ 0,02 dia−1. A linha vertical indica a meia-vida 𝑇(1)1∕2 ≈ 34,65 dias, instante
no qual a população atinge 50% do valor inicial, em concordância com a solução analítica do
modelo.
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Figura 4 – Decaimento exponencial da população 𝑥2 ao longo do tempo, considerando a taxa
de mortalidade 𝜇2 ≈ 0,01 dia−1. A linha vertical indica a meia-vida 𝑇(2)1∕2 ≈ 69,3 dias, instante
no qual a população atinge 50% do valor inicial, em concordância com a solução analítica do
modelo.

Figura 5 – Decaimento exponencial da população 𝑥3 ao longo do tempo, considerando a taxa
de mortalidade 𝜇3 ≈ 0,02 dia−1. A linha vertical indica a meia-vida 𝑇(3)1∕2 ≈ 34,65 dias, instante
no qual a população atinge 50% do valor inicial, em concordância com a solução analítica do
modelo.
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3.3 Taxa de conversão (𝛾)

Da contribuição negativa −𝛾𝑥1 na equação diferencial para
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

, juntamente com a
condição inicial 𝑥1(0) = 𝑥0, resulta

𝑥1(𝑡) = 𝑥0𝑒−𝛾𝑡,

de onde conclui-se que 𝛾 é o inverso do tempo médio < 𝑡 > de permanência no
estágio 𝑥1 (Selau, 2024), sem considerar mortes naturais, isto é, os que vão passar
para o estágio seguintes (os detalhes do cálculos são apresentadoas no Apêndice D).

Para encontrar 𝛾 basta então utilizar o tempo de permanência no estágio larval
(Zucchi; Malavasi; Adaime; Nava, 2024), encontrando assim,

𝛾 = 1
21 ≈ 0, 04 dia−1.

3.4 Taxa de captura instantânea (𝑎) e tempo de manipulação para
o parasitismo (ℎ)

Duas abordagens foram analisadas, a primeira através da função 𝑊-Lambert e a
segunda utilizando equações diferenciais.

3.4.1 Estimação dos parâmetros 𝑎 e ℎ usando a função 𝑊-Lambert

Considerando uma densidade inicial de hospedeiros 𝑥0 quando 𝑇 = 0, e 𝑥𝑒 = 𝑥0−𝑥
o número de hospedeiros parasitados, por unidade de área durante 𝑇, integrando (5)
resulta em

𝑥𝑒 = 𝑥0
(
1 − 𝑒−𝑎(𝑌𝑇−ℎ𝑥𝑒)

)
, (34)

chamada função decrescente de presa do tipo II de Rogers e representa o número de
hospedeiros ou presas atacadas, que aumenta a uma taxa decrescente à medida que
a densidade do hospedeiro aumenta (Rogers, 1972).

Pode-se observar que (34) é uma função implícita e, neste caso, pode ser resolvida
usando a função 𝑊-Lambert (Lehtonen, 2016), apresentada no Apêndice E. Reescre-
vendo a equação (34) em termos da função 𝑊-Lambert como:

𝑥𝑒 = 𝑥0 −
𝑊
(
𝑎ℎ𝑥0𝑒−𝑎(𝑌𝑇−ℎ𝑥0)

)

𝑎ℎ
, (35)

o processo de mínimos quadrados pode ser utilizado para ajustar a função aos dados
experimentais, levando a um sistema algébrico não linear, cuja resolução pode ser
obtida pelo Método de Gauss-Newton (Björck, 1996), apresentado no Apêndice F.

Em alguns casos há restrições experimentais e a saturação do parasitismo ao
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longo da vida do parasitoide não pode ser verificada. Ou ainda, os dados experimen-
tais podem configurar uma solução diferente para o formato da função de 𝑊-Lambert.
Em particular, para os dados experimentais utilizados neste trabalho, não foi possível
computar os valores dos parâmetros 𝑎 e ℎ pela implementação do método de míni-
mos quadrados. Isso ocorre porque o sistema algébrico não linear obtido a partir da
equação (35) apresenta forte sensibilidade aos valores iniciais utilizados no processo
iterativo do método de Gauss-Newton. Assim, para garantir a convergência do método,
é necessário que os valores iniciais estejam suficientemente próximos da solução real,
o que não foi possível obter a partir dos dados disponíveis. Além disso, a presença da
função 𝑊-Lambert torna a avaliação numérica mais custosa do ponto de vista com-
putacional, dificultando a convergência do algoritmo de ajuste para os parâmetros 𝑎 e
ℎ.

Em casos como este, uma forma de obter os parâmetros do modelo é através
de um processo de otimização, também chamado de identificação de parâmetros.
Partiu-se, então, para o método de estimação dos parâmetros utilizando as equações
diferenciais.

3.4.2 Estimação dos parâmetros 𝑎 e ℎ usando a equação diferencial

Considere a equação diferencial (5), onde são conhecidos os valores de 𝑌 e a
oferta inicial de hospedeiros, 𝑥0, em 𝑇 = 0. Iremos integrar a equação (5) sobre o
intervalo de tempo [0, 𝑇] para cada 𝑥0 dado. Do experimento, sabemos a quantidade
de hospedeiros parasitados e não parasitados (denominamos os não parasitados de
𝑥̃) para cada oferta de 𝑥0, após o período de exposição 𝑇. Portanto, para cada oferta
de 𝑥0 temos a quantidade de hospedeiros parasitados no tempo 𝑇 = 1 (tempo de ex-
posição dos hopedeiros ao parasitoide foi de um dia), obtidos da solução da equação
(5) e dos valores conhecidos pelo experimento.

Temos dois parâmetros a serem identificados, 𝑎 e ℎ. Sendo assim, haverá um
intervalo de busca para 𝑎, cujos valores tomaremos como 𝑎𝑖, e um intervalo de busca
para ℎ, cujos valores tomaremos como ℎ𝑗. Para cada 𝑥0 e cada valor do par (𝑎𝑖, ℎ𝑗)
calcularemos o desvio entre 𝑥𝑖𝑗 (solução da equação (5) em 𝑇 para cada par (𝑎𝑖, ℎ𝑗)) e
como conhecemos 𝑥̃𝑘 (hospedeiros não parasitados medidos), obtemos a função erro:

𝐸(𝑎𝑖, ℎ𝑗) =

√
√√√

𝑚∑

𝑘=1

(
𝑥𝑖𝑗 − 𝑥̃𝑘

)2
, (36)

onde 𝑚 é a quantidade de diferentes condições iniciais (𝑥0) usadas no experimento.
Considerando 𝜃 o mínimo da função 𝐸(𝑎𝑖, ℎ𝑗), minimizando o erro quadrático, obtemos:

𝜃 = argmin
𝑎,ℎ

𝐸(𝑎𝑖, ℎ𝑗) (37)
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O menor valor de 𝜃 corresponde ao melhor par ordenado (𝑎, ℎ). Para garantir que
o melhor valor de 𝑎 e ℎ tenha sido atingido, o valor mínimo de 𝜃 deve corresponder a
valores de 𝑎 e ℎ de dentro do intervalo de busca, e não da borda. Se estiver na borda
pode ocorrer de existirem valores melhores fora do intervalo de busca, o que sugere a
ampliação do intervalo.

Para o ajuste da curva de resposta funcional via solução do processo de otimi-
zação, utilizando linguagem python foram utilizados os intervalos 𝑎 = (2, 5; 3, 5) e
ℎ = (0, 04; 0, 12), com passo incremental de 0, 1 para 𝑎 e 0, 008 para ℎ. Desta forma,
foram encontrados os valores ótimos, sendo eles 𝑎 = 3, 0263 e ℎ = 0, 084. Substituindo
estes valores na equação (5), obtemos:

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= − 3, 0263𝑥𝑌
1 + 0, 2541𝑥 . (38)

sendo reescrita em termos da função W-Lambert, que descreve o parasitismo do ex-
perimento, como (com 𝑌 = 1):

𝑥𝑒 = 𝑥0 −
𝑊
(
0, 2554𝑥0𝑒−3,0263(𝑇−0,0844𝑥0)

)

0, 2554 , (39)

Na figura 6 é apresentada a função 𝑊-Lambert. A figura 7 apresenta o gráfico da
função 𝐸, equação (36), para os diferentes valores de 𝑎 e ℎ. O valor de 𝜃, equação
(37), é 1, 094, que corresponde aos melhores valores encontrados para 𝑎 e ℎ. A figura
8 apresenta a curva da função 𝐸, no plano de corte do eixo ℎ, no ponto de mínimo e
a figura 9 apresenta a curva da função 𝐸, no plano de corte do eixo 𝑎, no ponto de
mínimo.

Como o tempo de manuseio ℎ determina a taxa máxima de parasitismo, ou seja,
a saturação, pela equação (4) é possível obter este valor, dado por ℎ−1. No presente
trabalho a saturação ficou em 12, o que quer dizer que por mais que se aumente a
oferta dos hospedeiros, a quantidade de hospedeiros parasitados não passará de 12,
em média.
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Figura 6 – Gráfico da função W-Lambert, equação (39), para os dados de parasitismo de A.
fraterculus por D. brasiliensis.

Figura 7 – Superfície dos erros para os valores de 𝑎 e ℎ, equação (36), obtidos no parasitismo
de A. fraterculus por D. brasiliensis.

3.5 Capacidade de suporte (𝑘), taxa de conversão (𝛿) e proporção
de fêmeas (𝛼𝑖)

O valor para a capacidade de suporte do ambiente será de 1000, estimado. Este
parâmetro depende das condições externas, tais como espaço, alimento, recursos,
etc. Consideramos que o ambiente do experimento (placa de acrílico cujo diâmetro é
1,7 cm e a altura é 0,5 cm) não comportaria um número de ovos maior que 1000 (Selau,
2024). O valor de 𝛿 será escolhido entre 0, 5 e 1, 0. Os valores de 𝛼1 e 𝛼2 terão como
fonte os trabalhos (Bisognin; Nava; Lisbôa; Bisognin; Garcia; Valgas; Diez-rodríguez;
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Figura 8 – Erros para valores de ℎ obtidos no
parasitismo de A. fraterculus por D. brasilien-
sis.

Figura 9 – Erros para valores de 𝑎 obtidos no
parasitismo de A. fraterculus por D. brasilien-
sis.

Botton; Antunes, 2013; Poncio, 2015), respectivamente.

A tabela 6 apresenta os valores calculados e definidos dos parâmetros do modelo.
Eles serão utilizados nas simulações numéricas.

Tabela 6 – Valores dos parâmetros do sistema (1).
Parâmetro Valor

𝑟 0, 12
𝑘 1000
𝜇1 0, 02
𝜇2 0, 01
𝜇3 0, 02
𝛾 0, 04
𝑎 3, 0263
ℎ 0, 084
𝛼1 0, 5
𝛼2 0, 35
𝛿 0, 6



4 SIMULAÇÕES DO MODELO

Neste capítulo são apresentadas as simulações desenvolvidas no estudo do mo-
delo hospedeiro-parasitoide proposto. Será explorada a dinâmica populacional ao
longo do tempo utilizando linguagem python. Através das análises numéricas e grá-
ficas, visualiza-se como o parâmetro ℎ influencia o comportamento do sistema no
estudo das bifurcações. Para os valores utilizados, o ponto de equilíbrio estável local-
mente foi 𝑃3, ponto de coexistência.

4.1 Validação do modelo

Para validação do modelo as equações são simplificadas no intuito de comparar os
dados experimentais da tabela 4 com as simulações do sistema (1). No experimento,
o parasitismo durou 1 dia e as informações utilizadas são a quantidade de larvas
ofertadas e a quantidade de larvas parasitadas, assumindo que de cada uma delas
emerge um parasitoide. Inicialmente é utilizada apenas a população de larvas e um
único parasitoide. Após um dia o parasitoide é retirado (𝑥3 = 0). Importante ressaltar
que 𝛼1 e 𝛼2 não serão utilizados nestas simulações pois não há distinção entre as
larvas macho e fêmea.

Dessa forma, optou-se por trabalhar com uma versão simplificada do sistema (1),
uma vez que os dados experimentais disponíveis não contemplam todas as variáveis
e processos descritos no modelo completo. Em particular, o experimento fornece ape-
nas informações sobre a quantidade inicial de larvas e o número de larvas parasitadas
após um intervalo de tempo fixo, não permitindo a observação direta de todas as po-
pulações e interações presentes no sistema original. Assim, a simplificação do modelo
permite reproduzir de forma mais fiel as condições do experimento e possibilita uma
comparação direta entre os dados observados e os resultados das simulações.

O sistema simplificado é dado por:
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• Para 0 ≤ 𝑡 ≤ 1
⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= −𝜇1𝑥1 − 𝛾𝑥1 −
𝑎𝑥1

1 + 𝑎ℎ𝑥1
,

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝛾𝑥1,

𝑑𝑥3
𝑑𝑡

=
𝑎𝑥1

1 + 𝑎ℎ𝑥1
.

(40)

• Para 𝑡 > 1
⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= −𝜇1𝑥1 − 𝛾𝑥1,

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝛾𝑥1.
(41)

Foi feita uma simulação de 100 dias para uma condição inicial de (30, 0, 1), apresen-
tada na figura 10. Observou-se que a densidade de larvas atinge aproximadamente
0, 37, a de adultos 20, 23 e a de parasitoides 10, 4, valores que refletem a estabilização
do sistema ao longo do tempo e validam o modelo.

Figura 10 – Trajetórias temporais para os sistemas (40) e (41).

A tabela 7 traz a comparação entre as taxas de parasitismo do experimento e da
simulação realizada, para cada oferta de larvas, em um dia de parasitismo.

Num contexto experimental, observa-se que, para todas as quantidades de larvas
ofertadas, os valores simulados ficaram próximos dos valores experimentais. Essa
proximidade entre os dados indica que o modelo proposto é capaz de reproduzir com
boa precisão o comportamento observado no experimento, o que sugere que ele é
adequado para representar a dinâmica do parasitismo nesse contexto.
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Tabela 7 – Comparação entre taxas de parasitismo experimental e do modelo.
Larvas ofertadas Taxa (Experimento) Taxa (Simulação) Erro (%)

5 0,82 0,86 4,88
10 0,73 0,72 1,37
15 0,55 0,59 7,27
20 0,44 0,49 11,36
25 0,43 0,42 2,33
30 0,35 0,37 5,71

4.2 Dinâmica temporal do sistema

Nas figuras 11 e 12 são apresentadas as trajetórias temporais do sistema (1) num
período de 14 e 140 dias, respectivamente. A oferta inicial em ambas é de 500 larvas,
10 moscas adultas e 5 parasitoides. Observando o comportamento das populações,
é possível presumir que a queda abrupta da população de larvas se dá devido à alta
capacidade de parasitismo deste parasitoide.

Figura 11 – Dinâmica temporal do sistema para 14 dias.

Figura 12 – Dinâmica temporal do sistema para 140 dias.

Na figura 12 pode-se observar que o parasitismo leva todas as populações à ex-
tinção, o que era de se experar no experimento de laboratório, embora o equilíbrio
matemático não se anule completamente.
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4.3 Estudo e análise de bifurcações do sistema

A estrutura qualitativa de um sistema pode mudar à medida que parâmetros são
variados. Pontos de equilíbrio podem ser criados ou destruídos, ou sua estabilidade
pode ser alterada. Essas mudanças qualitativas na dinâmica são chamadas de bi-
furcações. As bifurcações são cientificamente importantes, elas fornecem modelos
para transições e instabilidades à medida que algum parâmetro de controle é variado
(Strogatz, 2001).

O parâmetro ℎ será analisado com o objetivo de investigar possíveis bifurcações
no sistema. Este parâmetro representa o tempo médio necessário para que um pa-
rasitoide processe um hospedeiro após encontrá-lo e possui relevância biológica no
estudo de bifurcações em modelos ecológicos. Isso se deve ao fato de que ℎ atua
como um limitante fisiológico e comportamental da capacidade máxima de parasi-
tismo, mesmo quando os hospedeiros são abundantes. Quanto maior o valor de ℎ,
mais tempo o parasitoide demora com cada interação, tornando o parasitismo mais
fraco e menos eficaz no controle da população de hospedeiros. Assim, ℎ funciona
como um parâmetro de controle que vincula a fisiologia do parasitoide à estabilidade
e estruturação do sistema ecológico como um todo.

Para as simulações numéricas adotou-se a relação inversa entre a taxa de ataque
(𝑎) e o tempo de manipulação (ℎ). Dessa forma, o aumento do parâmetro ℎ implica
na redução do valor de 𝑎, quanto maior o tempo necessário para o parasitoide pro-
cessar um hospedeiro, menor é o número de interações que ele consegue realizar por
unidade de tempo, o que reduz a intensidade do parasitismo.

É utilizado o ponto de equilíbrio de coexistência. A análise será conduzida por
meio do critério de Routh-Hurwitz, apresentado anteriormente, que permite determinar
a estabilidade local do ponto de equilíbrio. Busca-se identificar os valores críticos
nos quais ocorrem mudanças qualitativas no comportamento dinâmico do sistema,
caracterizando pontos de bifurcação. O parâmetro ℎ tem (0, 001; 12) como intervalo de
variação. A figura 13 apresenta os intervalos de positividade das condições de Routh-
Hurwitz. O intervalo de estabilidade (interseção dos intervalos de positividade das
condições) encontrado é ℎ ∈ (0, 0010, 6, 8186) ∪ (10, 4907, 10, 4954), como apresentado
na figura 14.

Em ℎ = 6, 8186 ocorre uma bifurcação de Hopf, um tipo específico de bifurcação
em que, neste caso, o ponto de equilíbrio perde estabilidade, dando origem a um ciclo-
limite. Nas figuras 15 e 16 são apresentadas as trajetórias temporais no intervalo dos
parâmetros em que o sistema apresenta ciclos-limite, com ℎ = 7 e ℎ = 7, 5, respec-
tivamente, valores escolhidos aleatoriamnete dentro do intervalo. Ao analisar ambas
figuras é possível perceber que, ao aumentar o valor de ℎ, o período e a amplitude
também aumentam.
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Figura 13 – Intervalos de positividade das condições de Routh-Hurwitz.

Figura 14 – Intervalo onde todas condições são positivas.

A Figura 17 apresenta os diagramas de bifurcação das três populações do modelo
em função do parâmetro ℎ. Observa-se que, para valores baixos de ℎ, todas as popu-
lações coexistem de forma estável, com valores constantes no tempo. À medida que
ℎ aumenta, surgem oscilações nas populações, o que indica a perda de estabilidade
do ponto de equilíbrio 𝑃3 e a existência de ciclos-limite.

Com ℎ ≈ 10,5, ocorre uma mudança qualitativa importante, a população de parasi-
toides (𝑥3) decai abruptamente até a extinção (𝑥3 = 0). A partir desse ponto, o sistema
entra em um novo estado no qual apenas larvas e adultos permanecem, estabilizando-
se em valores fixos. Isto mostra que tempos de manipulação mais longos reduzem a
eficiência do parasitoide a ponto de inviabilizar sua existência, alterando profunda-
mente o equilíbrio ecológico do sistema.
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(a)

(b)

(c)

Figura 15 – Trajetórias temporais do sistema com ℎ = 7, dos estágios (a) larva e (b) adulto de
A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.

(a)

(b)

(c)

Figura 16 – Trajetórias temporais do sistema com ℎ = 7, 5, dos estágios (a) larva e (b) adulto
de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.
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(a) (b) (c)

Figura 17 – Diagrama de bifurcações para variação do parâmetro ℎ dos estágios (a) larva e
(b) adulto de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.



5 CONTROLE BIOLÓGICO DO SISTEMA

O objetivo deste capítulo é aplicar métodos da teoria de controle ótimo e da teoria
de sistemas dinâmicos para modelar matematicamente o controle biológico de pragas.
Neste contexto, o controle biológico refere-se ao uso de inimigos naturais, como pa-
rasitoides, para reduzir ou manter a população da praga em níveis economicamente
aceitáveis. Já o controle ótimo corresponde à abordagem matemática utilizada para
determinar a intensidade ou estratégia de aplicação desse controle ao longo do tempo,
de forma a alcançar um determinado objetivo do sistema.

Seu desenvolvimento matemático terá como embasamento os trabalhos (Rafikov;
Balthazar; Bremen, 2008; Frighetto, 2018). Serão feitas simulações para aplicação no
sistema hospedeiro-parasitoide.

5.1 Modelagem do controle

Considere o sistema não linear da forma

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑥)𝑥, (42)

em que 𝐴(𝑥) é uma matriz com coeficientes dependentes do estado. O sistema pode
ser reescrito como:

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝐴𝑥 + 𝑔(𝑥), (43)

em que 𝑥 ∈ ℝ𝑛 é o vetor de estado, 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 é uma matriz com coeficientes cons-
tantes e 𝑔(𝑥) é um vetor de funções contínuas contendo as partes não lineares do
sistema.

O objetivo é controlar o sistema não linear descrito por (43) de modo a conduzi-lo
a um ponto ou trajetória desejada 𝑥∗(𝑡). Assim, obtém-se um sistema da forma:

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝐴𝑥 + 𝑔(𝑥) + 𝑈, (44)
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onde 𝑈 é um vetor com funções de controle, definido por:

𝑈 = 𝑢 + 𝑢∗, (45)

em que 𝑢 é a parte responsável por levar o sistema ao equilíbrio e 𝑢∗ é responsável
por manter o sistema no equilíbrio desejado.

Substituindo a função de controle (45) no sistema (44) obtém-se

𝑑𝑥
𝑑𝑡

= 𝐴𝑥 + 𝑔(𝑥) + 𝑢 + 𝑢∗.

Para determinar 𝑢∗, considera-se que a trajetória desejada 𝑥∗(𝑡) deve satisfazer
a dinâmica do sistema quando o estado coincide com essa trajetória. Além disso,
assume-se que o termo de realimentação 𝑢 depende do desvio 𝑥 − 𝑥∗, de modo que

𝑢 = 0 quando 𝑥 = 𝑥∗. Assim, tomando 𝑥 = 𝑥∗ e
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
, obtém-se

𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥∗ + 𝑔(𝑥∗) + 𝑢 + 𝑢∗.

Isolando 𝑢∗, obtém-se:
𝑢∗ = 𝑑𝑥∗

𝑑𝑡
− 𝐴𝑥∗ − 𝑔(𝑥∗). (46)

Considerando 𝑦 como o vetor de desvios das trajetórias do sistema (44) dado por

𝑦 = 𝑥 − 𝑥∗, (47)

e considerando os resultados para a função de controle (45) e (46), e substituindo-as
no sistema (44), encontra-se a equação em desvios:

𝑑
𝑑𝑡
(𝑥 − 𝑥∗) = 𝐴(𝑥 − 𝑥∗) + 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥∗) + 𝐵𝑢, (48)

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝐴𝑦 + 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥∗) + 𝐵𝑢. (49)

A parte não linear pode ser reescrita da seguinte maneira:

𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥∗) = 𝐺(𝑥, 𝑥∗)(𝑥 − 𝑥∗) = 𝐺(𝑦)𝑦, (50)

em que 𝐺(𝑦) é uma matriz, cujos termos são limitados, que depende de 𝑦.
Admitindo (50), pode-se reescrever o sistema (49) e assim tem-se:

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝐴𝑦 + 𝐺(𝑦)𝑦 + 𝐵𝑢. (51)

Teorema 1. (Rafikov; Balthazar, 2004) Se existem as matrizes definidas positivas 𝑄 e
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𝑅, em que 𝑄 é uma matriz simétrica, tais que a matriz:

𝑄∗ = 𝑄 − 𝐺𝑇(𝑦)𝑃 − 𝑃 𝐺(𝑦), (52)

seja definida-positiva para a matriz 𝐺, então o controle linear por realimentação:

𝑢 = −𝑅−1𝐵𝑇𝑃 𝑦, (53)

é ótimo, para deslocar o sistema não linear de qualquer estado inicial ao estado
final:

𝑦(𝑡𝑓) = 0, 𝑡𝑓 →∞ (54)

minimizando o funcional:

𝐽∗ = ∫
𝑡𝑓

0

(
𝑦𝑇𝑄∗𝑦 + 𝑢𝑇𝑅𝑢

)
𝑑𝑡, (55)

e a matriz simétrica 𝑃 é obtida através da equação algébrica não linear de Riccati:

𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑄 = 0, (56)

onde as matrizes 𝑄 ∈ ℝ𝑛×𝑛 e 𝑅 ∈ ℝ𝑚×𝑚 são constantes definidas positivas.

A demonstração deste teorema e demais detalhes encontram-se no Apêndice G.
Portanto, para resolver o problema de controle enunciado pelo Teorema, é neces-

sário resolver a equação algébrica linear de Riccati a partir das matrizes dadas 𝐴, 𝐵, 𝑄
e 𝑅, encontrando a matriz 𝑃. Dessa forma, consegue-se determinar a função de con-
trole 𝑢, (53). O desenvolvimento apresentado será aplicado ao modelo hospedeiro-
parasitoide (1). No sistema analisado no presente trabalho, o controle é feito pela
liberação de parasitoides, ou seja, o vetor de controle 𝑢 só contém uma componente,
que aparece na terceira equação.

⎧
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎩

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

= 𝑟𝑥2 (1 −
𝑥1
𝑘
) − 𝜇1𝑥1 − 𝛾𝑥1 −

𝑎𝑥1𝑥3
1 + 𝑎ℎ𝑥1

,
𝑑𝑥2
𝑑𝑡

= 𝛼1𝛾𝑥1 − 𝜇2𝑥2,
𝑑𝑥3
𝑑𝑡

= 𝛿𝛼2
𝑎𝑥1𝑥3

1 + 𝑎ℎ𝑥1
− 𝜇3𝑥3 +𝑈3,

(57)

onde 𝑈3 é a única componente não-nula do vetor 𝑈, e as matrizes do sistema com
controle (51) são dadas por:
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𝐴 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−
𝑟𝑥∗2
𝑘

− (𝛾 + 𝜇1) 𝑟 0

𝛾𝛼1 −𝜇2 0

0 0 −𝜇3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

, 𝐵 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0
0
1

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

(58a)

𝐺(𝑦) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−
𝑎(𝑦3 + 𝑥∗3)

𝑀 −
𝑟(𝑦1 + 𝑥∗1)

𝑘
−
𝑎(𝑦1 + 𝑥∗1)(1 + 𝑎ℎ(𝑦1 + 𝑥∗1))

𝑀
0 0 0

𝛿𝛼2𝑎(𝑦3 + 𝑥∗3)
𝑀 0

𝛿𝛼2𝑎𝑥∗1(1 + 𝑎ℎ(𝑦1 + 𝑥∗1))
𝑀

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

(58b)

com 𝑀 = (1 + 𝑎ℎ𝑥1)(1 + 𝑎ℎ𝑥∗1).
Será considerado um nível de controle (NC), que representa o valor ótimo de inter-

venção necessária para manter a população de pragas abaixo do limiar economica-
mente danoso. Matematicamente, o NC é determinado por (𝑥∗1 , 𝑥

∗
2 , 𝑥

∗
3), que descreve

as densidades populacionais, e por uma estratégia de controle ótimo 𝑢∗ que seria a
liberação adicional de parasitoides. Para encontrar o NC, assume-se um valor conhe-
cido de dano econômico de uma das populações (fornecido pelo setor produtivo), no
nosso caso, a da mosca adulta. Uma vez conhecido o valor de equilíbrio de controle
de uma das populações, os demais valores são calculados do sistema:

𝑟𝑥∗2 (1 −
𝑥∗1
𝑘
) − (𝜇1 + 𝛾)𝑥∗1 −

𝑎𝑥∗1𝑥
∗
3

1 + 𝑎ℎ𝑥∗1
= 0,

𝛼1𝛾𝑥∗1 − 𝜇2𝑥∗2 = 0,

𝛿𝛼2
𝑎𝑥∗1𝑥

∗
3

1 + 𝑎ℎ𝑥∗1
− 𝜇3𝑥∗3 + 𝑢∗3 = 0.

(59)

Utiliza-se o valor simbólico de 𝑥∗2 = 0, 05 para resolução, o que representa uma
baixa infestação de moscas no pomar (este valor foi tomado como sendo bem abaixo
do valor apresentado em (Nava; Botton, 2010) e (Nava; Gonçalves; Nörnberg; Scheu-
nemann; Grützmacher, 2019), para iniciar o controle logo quando a praga aparece no
pomar). É necessário que 𝑥∗1 e 𝑥∗2 sejam diferentes de zero pois existe uma combina-
ção de 𝑥∗3 com 𝑢∗ com 𝑥∗1 = 𝑥∗2 = 0 que também zeram (59), o que não faria sentido,
pois mantém parasitoides sem necessidade de controle. Então, a escolha de 0, 05 se
justifica por 𝑥2 ser não nulo mas suficientemente próximo de zero, representando uma
condição experimental. Resolvendo (59) são encontrados 𝑥∗1 = 0, 025, 𝑥∗3 = 0, 0599 e
𝑢∗3 = 0, 0003. Os valores de 𝑥∗1 , 𝑥

∗
2 , 𝑥

∗
3 correspondem a unidades da população por

hectare. O valor obtido para 𝑢∗3 = 0,0003 representa a intensidade mínima de liberação
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adicional de parasitoides necessária para manter o sistema no nível de controle con-
siderado. Esse valor indica a taxa de introdução de parasitoides por hectare e por dia
que deve ser aplicada para que a população de moscas adultas permaneça abaixo do
limiar economicamente danoso. Assim, o parâmetro 𝑢∗3 pode ser interpretado como o
esforço de controle necessário para manter o sistema no ponto de equilíbrio desejado
(𝑥∗1 , 𝑥

∗
2 , 𝑥

∗
3), garantindo que a praga permaneça em níveis baixos no pomar. Valores de

controle maiores que 𝑢∗3 representam estratégias de manejo mais intensas.
É importante destacar que a escolha da matriz 𝐴 não é única, e isso influencia o de-

sempenho do controle (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008). Deve-se apenas escrevê-
la de modo a permitir a controlabilidade do sistema de controle.

Para a aplicação do controle ótimo do tipo LQR foi verificada a controlabilidade do
sistema, ou seja, se

𝒞 =
[
𝐵 𝐴𝐵 𝐴2𝐵

]
.

tem posto completo, isto é,
rank(𝒞) = 𝑛,

onde 𝑛 é a dimensão do sistema.
Considerando as matrizes 𝐴 e 𝐵 definidas em (58), a matriz de controlabilidade é

dada por

𝒞 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 0
0 0 0
1 −𝜇3 𝜇23

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.

Verifica-se que rank(𝒞) < 3, o que indica que o par (𝐴, 𝐵) não é controlável. Dessa
forma, torna-se necessário modificar a matriz 𝐴 de modo a garantir a controlabilidade
do sistema e possibilitar a aplicação do controle ótimo. A matriz 𝐴 foi reescrita da
seguinte forma:

𝐴𝑚𝑜𝑑 =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−
𝑟𝑥∗2
𝑘

− (𝛾 + 𝜇1) 𝑟 0

𝛾 𝛼1 −𝜇2 −1

0 −1 −𝜇3

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

; (60)

Considerando 𝐴𝑚𝑜𝑑, a matriz de controlabilidade é dada por:

𝒞 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

0 0 −𝑟
0 −1 𝜇2 + 𝜇3
1 −𝜇3 1 + 𝜇23

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

.
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Como

det(𝐶) = −𝑟 ≠ 0,

então rank(𝐶) = 3 e o sistema é controlável.
Já as matrizes 𝑄 e 𝑅 são escolhidas como segue:

𝑄 =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

10 0 0
0 10 0
0 0 10

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (61)

𝑅 =
[
100

]
. (62)

Uma vez que a matriz 𝐴 é modificada, a matriz 𝐺 também sofre modificações,
para manter o sistema original. Considerando as modificações de 𝐴, a nova matriz 𝐺,
denominda 𝐺𝑚𝑜𝑑, é dada por:

𝐺𝑚𝑜𝑑(𝑦) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

−
𝑎(𝑦3 + 𝑥∗3)

𝑀 −
𝑟(𝑦1 + 𝑥∗1)

𝑘
−
𝑎(𝑦1 + 𝑥∗1)(1 + 𝑎ℎ(𝑦1 + 𝑥∗1))

𝑀
0 0 1

𝛿𝛼2𝑎(𝑦3 + 𝑥∗3)
𝑀 1

𝛿𝛼2𝑎𝑥∗1(1 + 𝑎ℎ(𝑦1 + 𝑥∗1))
𝑀

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (63)

Desta maneira, utilizando as matrizes apresentadas, o controle linear por realimen-
tação 𝑢3 é ótimo para deslocar o sistema não linear (44) de qualquer estado inicial ao
NC.

5.2 Resultados e discussões da aplicação do controle biológico

Nas figuras 18 e 19 são apresentadas as trajetórias temporais do sistema, com-
parando os cenários sem e com controle. Os gráficos mostram como a aplicação do
controle influencia a dinâmica, levando as populações em direção ao NC. A condição
inicial para as simulações é de (1, 50, 0), ou seja, ausência de parasitoides. O tempo é
contado em dias. As condições iniciais foram escolhidas para representar um cenário
inicial em que existe uma pequena quantidade de larvas no sistema, associada a uma
população significativa de adultos e ausência inicial de parasitoides no ambiente. Essa
situação pode representar o início de uma infestação no pomar, antes da aplicação da
estratégia de controle baseada na liberação de parasitoides.

Os resultados das simulações mostram a eficácia do controle na estabilização da
dinâmica populacional de larvas, moscas adultas e parasitoides. No cenário sem con-
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trole, as populações de larvas e moscas adultas crescem até a capacidade de suporte.
Já com a aplicação, observa-se uma significativa redução nas populações, indicando
que a estratégia foi capaz de regular as interações entre as espécies e manter as
populações no NC.

(a)

(b)

(c)

Figura 18 – Trajetórias temporais do sistema sem controle, dos estágios (a) larva e (b) adulto
de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.

Observa-se que a população de larvas não atinge exatamente a capacidade de
suporte 𝑘 = 1000, estabilizando-se em aproximadamente 800. Isso ocorre porque,
no modelo considerado, o termo logístico aparece associado à reprodução mediada
pela população adulta 𝑥2, e não diretamente na dinâmica isolada das larvas. Além
disso, a população de larvas está sujeita aos termos de mortalidade natural e transição
para o estágio adulto. Dessa forma, o equilíbrio do sistema resulta do balanço entre
os processos de reprodução e mortalidade, podendo ocorrer em valores inferiores à
capacidade de suporte 𝑘.

Na figura 19 é possível observar que a população de larvas apresenta uma queda
imediata para valores inferiores a 1. Esse comportamento ocorre porque, após a ativa-
ção do controle, há liberação de parasitoides no sistema, o que aumenta rapidamente
a população 𝑥3. Dessa forma, o termo de parasitismo presente na equação das larvas

passa a predominar sobre o termo de reprodução, fazendo com que
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

< 0 no ins-
tante inicial e, consequentemente, levando à rápida redução da população de larvas.



67

(a)

(b)

(c)

Figura 19 – Trajetórias temporais do sistema controlado, dos estágios (a) larva e (b) adulto de
A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.

A figura 20 apresenta a trajetória de 𝑢3, obtido pelo método de Riccati conforme a
equação (53).

Figura 20 – Trajetória do controle 𝑢3.

Para encontrar a quantidade de parasitoides liberados diariamente, como uma fun-
ção 𝑃𝑙(𝑡) no tempo, resolvemos

𝑃𝑙(𝑡) = ∫ 𝑈3(𝑡)𝑑𝑡,

cujo o gráfico no intervalo (0, 10) é dado pela figura 21.
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Figura 21 – Número acumulado de parasitoides

O gráfico mostra a quantidade acumulada de parasitoides liberados ao longo do
tempo. No instante inicial (t=0), ainda não houve liberação, portanto o valor acumu-
lado é zero. Entre aproximadamente 0 e 2 dias, ocorre a maior parte das liberações, o
que faz com que a curva cresça rapidamente nesse intervalo, indicando uma liberação
intensa de parasitoides no início do período. Após cerca de 2 dias, a taxa de libera-
ção torna-se muito pequena ou praticamente nula, de modo que o número acumulado
passa a variar muito pouco. Por isso, entre 2 e 10 dias a curva tende a se estabili-
zar, indicando que quase não há novas liberações de parasitoides, e o total liberado
permanece praticamente constante até o final do intervalo considerado.

As figuras 22, 23 e 24 apresentam os gráficos com as trajetórias do sistema, desta
vez com um acréscimo de 10 moscas adultas no dia 10, simulando o sistema por
30 dias. O objetivo é analisar o impacto dessa perturbação (salto) na dinâmica do
sistema e avaliar a eficácia do controle aplicado. É exibido o gráfico do controle com
o acréscimo na figura 25.
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(a)

(b)

(c)

Figura 22 – Trajetórias temporais do sistema não controlado, dos estágios (a) larva e (b)
adulto de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis, com acréscimo na população de

moscas.

(a)

(b)

(c)

Figura 23 – Sistema não controlado, estabilizando, dos estágios (a) larva e (b) adulto de A.
fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis, com acréscimo na população de moscas.

Na figura 26 é apresentada uma nova trajetória temporal do sistema com controle.
Nesta, a condição inicial é (20, 10, 1), ou seja, com presença de parasitoides, e valor
de ℎ = 7, onde o sistema apresenta ciclo-limite, conforme apresentado no Capítulo 4.
A figura 27 apresenta a trajetória da norma de 𝑢3, para o sistema em ciclo-limite.
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(a)

(b)

(c)

Figura 24 – Trajetórias temporais do sistema controlado, dos estágios (a) larva e (b) adulto de
A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis, com acréscimo na população de moscas.

Figura 25 – Trajetória do controle u com acréscimo na população de moscas.

O controle aplicado ao sistema mostrou-se eficaz tanto com, quanto sem o acrés-
cimo na quantidade de moscas adultas, bem como nas situações onde o sistema se
encontra em ciclo-limite. Em todos cenários, as trajetórias do sistema convergiram
para o NC. Mesmo com a perturbação introduzida, o controlador foi capaz de com-
pensar o distúrbio ajustando adequadamente a ação de controle para levar as popu-
lações de moscas aos níveis esperados. Os resultados indicam que a estratégia é
suficientemente capaz para lidar com variações inesperadas no sistema. O controle
implementado também mostrou-se eficiente ao estabilizar o sistema em condições de
ciclo-limite, direcionando as trajetórias ao nível desejado.
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(a)

(b)

(c)

Figura 26 – Trajetórias temporais do sistema controlado em ciclo-limite (ℎ = 7), dos estágios
(a) larva e (b) adulto de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.

Figura 27 – Trajetória do controle 𝑢3 quando ℎ = 7.



6 DISPERSÃO APLICADA AO SISTEMA

A utilização de uma rede espacial constitui uma abordagem para modelar a dis-
persão de insetos-praga, integrando dinâmica local não linear com o espaço dividido
em sítios discretos. Nessa rede, cada nó, ou célula, representa um habitat discreto,
onde a população do inseto evolui segundo o sistema de equações diferenciais (1),
enquanto o acoplamento entre células ocorre pela dispersão por difusão ou migração
dirigida (Frank; Mistro, 2014). No contexto de pragas agrícolas, esta abordagem per-
mite examinar como diferentes estratégias de manejo, como aplicação de pesticidas
ou liberação de inimigos biológicos, interagem com a estrutura espacial da paisagem
para influenciar a persistência da população da praga.

Equações de reação-difusão são usadas na formulação de modelos para popu-
lações onde os indivíduos interagem e também se movimentam. Desta maneira, a
dinâmica da rede é constituída por duas fases diferentes: a fase de movimentação, na
qual ocorre a dispersão espacial dos indivíduos e, após, uma fase de reação, quando
ocorrem as interações entre as populações. Na fase de dispersão, a movimentação
dos indivíduos pode ocorrer de diversas maneiras, dependendo do comportamento
da população. Na movimentação mais simples, os indivíduos se movimentam alea-
toriamente para os sítios vizinhos. O parâmetro 𝛽 representa a taxa de dispersão da
população entre os sítios da malha espacial. Em cada passo, uma fração 𝛽 da po-
pulação presente em um determinado sítio abandona esse local e se distribui de ma-
neira equitativa entre os sítios vizinhos definidos pela vizinhança considerada. Dessa
forma, ele controla a intensidade da mobilidade espacial da população no modelo,
assumindo valores no intervalo 0 ≤ 𝛽 ≤ 1. Valores pequenos de 𝛽 indicam baixa mo-
bilidade, enquanto valores maiores correspondem a uma dispersão mais intensa no
ambiente. Neste trabalho, a fase de dispersão será modelada de forma discreta por
meio de rede, enquanto a fase de reação será descrita de maneira contínua, utilizando
o sistema hospedeiro–parasitoide trabalhado.

Na construção dos modelos de dispersão, o espaço é um domínio bidimensional
dividido em 𝑛×𝑛 sítios. Cada sítio é identificado pela posição 𝑧 = (𝑖, 𝑗), com 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛
e associado a uma vizinhança 𝑉𝑧, que consiste dos sítios para os quais os indivíduos
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de 𝑧 podem migrar. Entre as vizinhanças mais usadas estão a vizinhança de Moore,
que considera os oito vizinhos mais próximos, dada por:

𝑉𝑧 = {(𝑖−1, 𝑗−1), (𝑖−1, 𝑗), (𝑖−1, 𝑗+1), (𝑖, 𝑗−1), (𝑖, 𝑗+1), (𝑖+1, 𝑗−1), (𝑖+1, 𝑗), (𝑖+1, 𝑗+1)},

e a vizinhança de Neumann, que consiste dos quatro vizinhos mais próximos, isto é,

𝑉𝑧 = {(𝑖 − 1, 𝑗), (𝑖 + 1, 𝑗), (𝑖, 𝑗 − 1), (𝑖, 𝑗 + 1)}.

Para os sítios dispostos na fronteira do domínio é necessário impor um conjunto
de regras que descrevem a movimentação, e estas recebem o nome de condições de
fronteira. As condições de fronteiras mais usadas são: reflexiva, absorvente e cíclica.
Na fronteira reflexiva, os indivíduos permanecem no interior do domínio, ou seja, não
ultrapassam as fronteiras. Isso pode representar um domínio que não permite a saída
da população (por exemplo, em uma ilha), ou ainda, indivíduos serem dotados de
algum mecanismo de percepção que, por algum motivo, permanecem neste domínio
e ali se desenvolvem. Na fronteira absorvente os indivíduos podem sair do domínio
e, neste caso, deixam de ser contabilizados. E, na fronteira cíclica, os indivíduos
que ultrapassarem a fronteira são automaticamente inseridos na fronteira oposta e
desta forma o domínio é infinito periódico. Com isto, a primeira e a última linha do
domínio tornam-se adjacentes e o mesmo acontece com a primeira e última coluna
(Schardong, 2017).

Os quadros abaixo representam, de forma resumida, a movimentação que ocorre
entre os sítios.

Número de
indivíduos no sítio

(𝑖, 𝑗),
na geração 𝑔,

após a
movimentação

=

Número de
indivíduos no sítio

(𝑖, 𝑗),
na geração 𝑔,

antes da
movimentação

−

Número de
indivíduos que

saem do sítio (𝑖, 𝑗)
e vão para os sítios

de 𝑉𝑖,𝑗,
na geração 𝑔

+

Número de
indivíduos dos
sítios de 𝑉𝑖,𝑗

que entram no sítio
(𝑖, 𝑗),

na geração 𝑔
(64)

A dinâmica espacial deste trabalho foi modelada utilizando a vizinhança de Moore.
Essa escolha permite representar a dispersão dos indivíduos em todas as direções
do espaço, evitando dependência direcional artificial associada a deslocamentos res-
tritos apenas às direções horizontais e verticais. Dessa forma, a vizinhança de Moore
fornece uma representação mais realista da dispersão de insetos no ambiente.

Quanto às condições de fronteira, foi adotada uma fronteira absorvente. Essa es-
colha é consistente com a modelagem de sistemas abertos, nos quais não há barreiras
físicas que impeçam o movimento dos indivíduos. Não foram testados outros tipos de
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fronteira.

6.1 Dispersão e controle biológico de insetos-praga

Para estabelecer bases para o desenvolvimento de medidas alternativas de con-
trole, como o controle biológico, é importante a compreensão dos aspectos de dis-
persão de insetos-praga e de agentes biológicos. Embora técnicas de criação em
laboratório e resultados experimentais de D. brasiliensis já tenham sido estabelecidas
e tenham demonstrado o alto potencial de parasitismo sobre larvas de A. fraterculus,
ainda há escassez de informações sobre o comportamento de dispersão em campo.
Segundo Hougardy e Mills (Hougardy; Mills, 2006), a falta de informações a esse
respeito para a maioria dos agentes de controle biológico deve-se principalmente à
dificuldade de avaliar a capacidade de dispersão de insetos de pequeno porte. O
conhecimento desta capacidade é fundamental para o estabelecimento de estratégias
bem-sucedidas de controle (Montoya; Liedo; Benrey; Cancino; Barrera; Sivinski; Aluja,
2000; Paranhos; Mendes; Papadopoulos; Walder, 2007; Zappala; Campolo; Grande;
Saraceno; Biondi; Siscaro; Palmeri, 2012). Além disso, informações relacionadas à
capacidade de dispersão da espécie, tanto no aspecto espacial (distância e altura)
quanto temporal (sobrevivência do parasitoide no pomar), são essenciais para definir
o número de liberações necessárias, a densidade de parasitoides a serem liberados
e a periodicidade das liberações (Piovesan; Gonçalves; Nörnberg; Llano; Contreras-
miranda; Bernardi; Nava, 2023).

6.2 Experimento de Piovezan et al. (2023)

O estudo de dispersão deste trabalho foi feito para recriar as condições e parâme-
tros do experimento descrito no artigo de Piovezan et al. (2023) (Piovesan; Gonçal-
ves; Nörnberg; Llano; Contreras-miranda; Bernardi; Nava, 2023). Foram realizadas
simulações para reproduzir os resultados experimentais de 2023. O artigo teve como
objetivo principal determinar a capacidade de dispersão do parasitoide Doryctobracon
areolatus em três dimensões: horizontal, que se refere à distância percorrida no po-
mar, horizontalmente; vertical, referente à altura que o parasitoide atinge nas árvores;
temporal, tempo que o inseto permanece ativo. Foi utilizado o modelo de dispersão do
parasitoide D. areolatus, pois não há informações na literatura sobre D. brasiliensis. A
escolha está baseada no fato de D. brasiliensis pertencer ao mesmo gênero e apre-
sentar características biológicas, morfológicas e ecológicas próximas de D. areolatus.

O experimento de dispersão horizontal, foco desta simulação, visou avaliar a inten-
sidade de parasitismo em diferentes distâncias do ponto de soltura. O estudo foi reali-
zado em dois pomares de pessegueiro (pomar 1 com 0,87ha e pomar 2 com 0,64ha),
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nos quais 4100 casais de parasitoides foram liberados em um ponto central e, a partir
desse ponto, distribuíram-se 50 unidades de parasitismo (frutos artificialmente infes-
tados com larvas de A. fraterculus) a diferentes distâncias, cobrindo todo o pomar,
apresentado na figura 28. Essas unidades não representam indivíduos parasitoides,
mas sim pontos de amostragem utilizados para medir a intensidade de parasitismo
em função da distância ao ponto de liberação. Após a liberação dos parasitoides, es-
sas unidades foram expostas no campo e posteriormente levadas ao laboratório para
quantificar o percentual de parasitismo e o número de descendentes do parasitoide.
Foram realizadas três coletas, nos dias 1, 2 e 6, todas com as armadilhas sendo ex-
postas por 24 horas.

Figura 28 – Distribuição espacial dos pontos de coleta. A marcação com estrela (em amarelo)
marca o centro do domínio.

Utilizou-se um valor de 𝛽 = 0, 6 para o parasitoide. Foi considerado 1 ciclo, onde
este representa 45 fases de movimentação e uma de reação. O número de 45 fases
de movimentação foi adotado pois, após testes preliminares de simulação, verificou-
se que essa quantidade foi a que apresentou melhor aproximação entre os resultados
do modelo e os dados experimentais reportados no experimento de dispersão. Os
resultados da simulação para o primeiro dia de coleta e para a região denominada
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de 1, mostram um padrão de parasitismo altamente concentrado próximo ao ponto de
liberação, seguido de uma queda ao se distanciar deste ponto. Comportamento se-
melhante ao observado no experimento, onde foi encontrado parasitismo médio mais
elevado próximo aos pontos de soltura, e redução suave nas faixas mais distantes do
centro de liberação. No experimento original, as maiores taxas de parasitismo (15% –
45%) em larvas de A. fraterculus foram registradas dentro de um raio de até 25m. Para
a simulação, esse padrão se repete, porém, com um índice de parasitismo médio mais
alto, em torno de 60%. Camargos em seu trabalho (Camargos; Alvarenga; Reis júnior;
Walder; Novais, 2018), encontrou uma taxa de parasitismo de 90%, observada em
um raio de até 22,2m do ponto de liberação. O aumento do parasitismo na simula-
ção ocorre porque os parâmetros utilizados foram estimados em laboratório, ambiente
onde o parasitoide apresenta maior eficiência. Tanto para o experimento original como
para a simulação, evidenciou-se um efeito da distância, estatisticamente significativo,
apresentando valor 𝑝 ≤ 0, 05, no percentual de parasitismo, monstrando que quanto
maior a distância do ponto central de liberação, menor o parasitismo.

A diminuição da taxa de parasitismo com o aumento da distância do ponto de li-
beração pode ocorrer devido à maior demanda energética exigida pelo inimigo natural
na busca pelo hospedeiro (Bueno; Parra; Bueno, 2012), uma vez que as fêmeas dire-
cionam o gasto energético para garantir sua prole (Jervis; Ellers; Harvey, 2008). Além
disso, percorrer distâncias maiores aumenta a probabilidade de mortalidade natural,
tanto por fatores bióticos quanto abióticos (Geremias; Parra, 2014). De acordo com
Camargos (Camargos; Alvarenga; Reis júnior; Walder; Novais, 2018), devido à pe-
quena possibilidade de o parasitoide encontrar o hospedeiro e ao curto ciclo de vida
(Nunes; Nava; Müller; Gonçalves; Garcia, 2011), ele tende a depositar os ovos em um
local próximo ao ponto de liberação.

A variação nos resultados de estudos sobre a dispersão de parasitoides em dife-
rentes culturas pode estar associada a diversos fatores bióticos e abióticos que podem
afetar o comportamento dos insetos. Entre os fatores bióticos estão o hospedeiro, a
densidade de parasitoides liberados na área, a adaptabilidade da espécie ao local e
capacidade de voo, já entre os fatores abióticos estão as condições climáticas locais
no momento da liberação, as características dos ambientes de cultivo e tamanho do
pomar, por exemplo (Piovesan; Gonçalves; Nörnberg; Llano; Contreras-miranda; Ber-
nardi; Nava, 2023).

6.3 Demais resultados

Para as simulações finais, foram consideradas populações de insetos habitando
um ambiente fragmentado, como pomares, os quais podem ser analisados em esca-
las espaciais apropriadas, nas quais cada árvore é representada por um sítio de uma
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malha bidimensional de 96 x 96 sítios, onde cada sítio possui dimensão de 1 metro
por 1 metro. Assumindo que o habitat é homogêneo e dispõe de recursos abundan-
tes, foi analisada a dinâmica espacial das populações estudadas neste trabalho. Será
avaliada a invasão da praga a partir do centro e da borda, enquanto os parasitoides
são liberados em pontos localizados. Diferentes intensidades de dispersão são con-
sideradas, mantendo 𝛽 = 0, 6 para a população de moscas e 𝛽 = 0 para a população
de larvas, permitindo avaliar o papel da mobilidade relativa dos parasitoides no es-
tabelecimento, propagação e supressão da praga. Em todas as simulações foram
considerados 100 ciclos, onde cada ciclo representa três fases de movimentação e
uma de reação. Diferentemente da simulação utilizada para reproduzir o experimento
de dispersão, na qual o número de fases de movimentação foi ajustado para melhor
aproximar os dados experimentais, nas demais simulações não havia um experimento
específico a ser reproduzido. Dessa forma, adotou-se um número menor de fases de
movimentação, suficiente para representar a dispersão espacial da população, man-
tendo ao mesmo tempo o equilíbrio entre os processos de dispersão e reação do
sistema. Além disso, essa escolha reduz o custo computacional das simulações sem
alterar qualitativamente os padrões espaciais observados.

6.3.1 Dispersão das populações a partir do ponto central com 𝛽 = 0, 2 e 𝛽 = 0, 9

A simulação considera uma invasão localizada no centro do domínio espacial, re-
presentando um foco inicial da praga em uma área agrícola. Inicialmente, 500 larvas,
10 moscas e 5 parasitoides são concentrados em um único sítio no centro da malha.
Dois regimes de mobilidade são comparados, 𝛽 = 0, 2 e 𝛽 = 0, 9, correspondendo a
valores baixos e altos do parâmetro de dispersão. O objetivo é investigar como a ca-
pacidade de deslocamento dos indivíduos afeta a formação de frentes de propagação
da praga e a habilidade dos parasitoides de acompanhá-las. A cor amarela indica uma
densidade populacional por metro quadrado mais alta.

Figura 29 – Invasão a partir do centro com baixa mobilidade (𝛽 = 0,2), com 10 ciclos.
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Figura 30 – Invasão a partir do centro com baixa mobilidade (𝛽 = 0,2), com 30 ciclos.

Figura 31 – Invasão a partir do centro com baixa mobilidade (𝛽 = 0,2), com 100 ciclos.

Figura 32 – Evolução da população total ao longo dos ciclos ecológicos com invasão pelo
centro (𝛽 = 0,2).
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Figura 33 – Invasão a partir do centro com alta mobilidade (𝛽 = 0,9), com 10 ciclos.

Figura 34 – Invasão a partir do centro com alta mobilidade (𝛽 = 0,9), com 30 ciclos.

Figura 35 – Invasão a partir do centro com alta mobilidade (𝛽 = 0,9), com 100 ciclos.

Observa-se nas Figuras 28–30 e 32–34 que, em algumas regiões, as larvas apa-
recem em regiões onde inicialmente não havia indivíduos desse estágio. Esse com-
portamento ocorre porque, no modelo considerado, as larvas não possuem dispersão
espacial (𝛽 = 0). Assim, novas larvas surgem apenas através da oviposição realizada
pelas moscas adultas. Como os adultos possuem mobilidade e se dispersam pelo es-
paço, ao alcançarem novas células do domínio espacial passam a gerar larvas nesses
locais. Dessa forma, a presença de larvas em regiões inicialmente não colonizadas
não ocorre por deslocamento desse estágio, mas sim pela reprodução das moscas
adultas que se dispersam no ambiente, ainda que em pequena quantidade.

Comparando os casos de baixa mobilidade (𝛽 = 0.2) e alta mobilidade (𝛽 = 0.9),
observa-se que as regiões invadidas ao final das simulações são semelhantes. Isso
ocorre porque o parâmetro 𝛽 controla principalmente a velocidade de dispersão da
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Figura 36 – Evolução da população total ao longo dos ciclos ecológicos com invasão pelo
centro (𝛽 = 0,9).

população no espaço. Assim, valores maiores de 𝛽 resultam em uma propagação
mais rápida, enquanto valores menores produzem uma expansão mais lenta. Entre-
tanto, como as simulações são realizadas por um número elevado de ciclos, ambas
as situações acabam ocupando regiões semelhantes do domínio espacial.

Observa-se ainda a formação de um padrão em forma de anel na distribuição de
larvas, caracterizado por uma região central com menor densidade populacional, cer-
cada por uma faixa com maior concentração de indivíduos. Esse padrão está asso-
ciado à dinâmica de expansão da população, na qual o crescimento ocorre principal-
mente na fronteira de colonização, enquanto regiões já ocupadas tendem a apresentar
redução relativa da densidade devido à mortalidade e à transição entre estágios po-
pulacionais.

Deste modo, a comparação entre diferentes valores do parâmetro de dispersão
evidencia mudanças no padrão espacial das populações. Para valores baixos de 𝛽, a
dinâmica espacial é caracterizada por forte concentração dos indivíduos nas proximi-
dades do ponto inicial, resultando em um espalhamento lento e em elevada heteroge-
neidade espacial, com grandes regiões do domínio permanecendo pouco ocupadas
mesmo após longos intervalos de simulação. Nesse regime, as interações entre lar-
vas, moscas e parasitoides ocorrem predominantemente de forma localizada. Por
outro lado, para valores elevados de 𝛽, observa-se uma redistribuição espacial mais
rápida. Esse comportamento promove maior sobreposição espacial entre as popu-
lações, aumentando a frequência de encontros entre hospedeiros e parasitoides e
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tornando os processos de reprodução e parasitismo mais uniformemente distribuídos
ao longo do domínio. Assim, o parâmetro de dispersão não apenas controla a taxa de
expansão espacial das espécies, mas também influencia de forma indireta a intensi-
dade e a distribuição espacial das interações ecológicas do sistema.

6.3.2 Dispersão das populações a partir da borda com 𝛽 = 0, 2 e 𝛽 = 0, 9

A simulação considera novamente 500 larvas, 10 moscas e 5 parasitoides, inicial-
mente, em um sítio próximo à borda do domínio.

Figura 37 – Invasão a partir da borda com baixa mobilidade (𝛽 = 0,2), com 10 ciclos.

Figura 38 – Invasão a partir da borda com baixa mobilidade (𝛽 = 0,2), com 30 ciclos.

Figura 39 – Invasão a partir da borda com baixa mobilidade (𝛽 = 0,2), com 100 ciclos.
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Figura 40 – Evolução da população total ao longo dos ciclos ecológicos com invasão pela
borda (𝛽 = 0,2).

Figura 41 – Invasão a partir da borda com alta mobilidade (𝛽 = 0,9), com 10 ciclos.

Figura 42 – Invasão a partir da borda com alta mobilidade (𝛽 = 0,9), com 30 ciclos.
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Figura 43 – Invasão a partir da borda com alta mobilidade (𝛽 = 0,9), com 100 ciclos.

Figura 44 – Evolução da população total ao longo dos ciclos ecológicos com invasão pela
borda (𝛽 = 0,9).

Observações semelhantes às discutidas anteriormente também são válidas para
as Figuras 36–38 e 40–42.

Quando a população de moscas invade pela borda, o padrão espacial resultante
difere daquele observado na invasão a partir do centro. Para valores baixos de 𝛽, a
ocupação da malha ocorre de forma mais lenta, e as populações permanecem con-
centradas próximas às regiões de entrada durante um número maior de ciclos, en-
quanto as regiões centrais demoram mais a ser atingidas. Para valores elevados de 𝛽,
a dispersão mais rápida permite que os indivíduos se espalhem com maior eficiência a
partir da borda, atingindo o interior da malha de maneira mais densa em menos ciclos.

A comparação entre invasões iniciadas no centro do domínio e invasões iniciadas
pelas bordas mostra que a geometria do problema exerce forte influência sobre a di-
nâmica espacial das populações. Quando a invasão parte de um ponto central, as
populações se espalham de forma aproximadamente simétrica, ocupando o domínio
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de maneira relativamente equilibrada à medida que os ciclos avançam. Quando a en-
trada ocorre pelas bordas, a ocupação do espaço passa a ser fortemente condicionada
pela proximidade aos limites do domínio, com as regiões periféricas sendo coloniza-
das primeiro e o interior sendo alcançado apenas após vários ciclos. Essa diferença
geométrica também afeta as interações entre larvas, moscas e parasitoides, uma vez
que, no caso da invasão central, as populações passam a coexistir em grande parte
da malha em tempos semelhantes, enquanto na invasão pela borda há uma separa-
ção temporal e espacial maior entre as regiões ocupadas. Como consequência, tanto
a distribuição espacial quanto a evolução das populações totais diferem entre os dois
cenários, evidenciando que o local inicial da invasão pode ser um fator determinante
na dinâmica do sistema.

6.3.3 Invasão temporária

Nesta simulação foi considerado um cenário de invasão temporária da praga, no
qual moscas adultas entram no domínio apenas durante os primeiros ciclos, vindas
das bordas da malha, representando uma infestação de áreas externas ao pomar.
Após um determinado tempo, essa entrada é interrompida, de modo que não há mais
imigração de moscas.

Em cada ciclo ecológico, uma quantidade fixa de parasitoides é adicionada em
nove pontos específicos da malha, definidos previamente. Em cada um desses pon-
tos são inseridos 25 indivíduos. Essa liberação ocorre do primeiro até o ciclo 50, sem
interrupção, o que caracteriza uma estratégia de introdução permanente e espacial-
mente distribuída ao longo de todo o domínio. A entrada das moscas é temporária.
Durante os primeiros 20 ciclos, 4 moscas adultas são adicionadas continuamente em
cada sítio das bordas e 8 nos sítios dos cantos da malha. Após esse período, essa
entrada é interrompida, e nenhuma nova mosca passa a ingressar no sistema. Não
há larvas no início da simulação. Foi utilizado 𝛽 = 0, 6 para a população de moscas e
𝛽 = 0, 8 para a população de parasitoides.
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Figura 45 – Invasão temporária da praga com liberação espacial de parasitoides, com 10
ciclos.

Figura 46 – Invasão temporária da praga com liberação espacial de parasitoides, com 30
ciclos.

Figura 47 – Invasão temporária da praga com liberação espacial de parasitoides com, 100
ciclos.
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Figura 48 – Evolução da população total ao longo dos ciclos ecológicos com invasão
temporária.

Os mapas espaciais obtidos nos ciclos 10, 30 e 100 permitem visualizar clara-
mente as diferentes fases do processo. No ciclo 10, quando a invasão ainda está ativa,
observa-se alta concentração de moscas nas regiões próximas às bordas, enquanto
as larvas começam a se espalhar em direção ao interior da malha. Os parasitoides
aparecem fortemente concentrados nos pontos de liberação, formando núcleos es-
paciais bem definidos. Nesse estágio, a dinâmica do sistema é predominantemente
influenciada pela entrada contínua de novos indivíduos da praga. No ciclo 30, após
o término da invasão e ainda sob efeito das liberações de parasitoides, a distribuição
espacial das moscas passa a apresentar redução progressiva nas regiões periféricas,
enquanto a população de larvas apresenta áreas extensas de baixa densidade. Os pa-
rasitoides permanecem amplamente distribuídos no domínio, devido tanto à dispersão
espacial quanto à continuidade das liberações até esse estágio, mantendo elevada
sobreposição espacial com a praga. No ciclo 100, já em um regime pós-invasão e
sem entradas externas, a maior parte da malha apresenta densidades muito baixas
de larvas e moscas, enquanto os parasitoides ainda permanecem distribuídos no es-
paço, embora em níveis decrescentes. A infestação deixa de ocupar o domínio de
forma ampla e passa a se restringir a pequenas regiões, indicando que, na ausência
de imigração contínua, a praga não consegue se sustentar espacialmente. Esse com-
portamento também é refletido nas curvas de população total. Durante os primeiros
ciclos, a entrada contínua de moscas promove um crescimento rápido das populações
de larvas e adultos. Após a interrupção da invasão, a população de larvas entra em
forte declínio, uma vez que não há mais reposição externa de ovos. Como a produ-
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ção de moscas depende diretamente das larvas, a população adulta também passa a
decrescer progressivamente. Os parasitoides atingem um pico populacional quando
a densidade de hospedeiros é elevada e, posteriormente, diminuem de forma mais
gradual, acompanhando a redução da praga.

Esses resultados indicam que a dinâmica do sistema depende não apenas da in-
tensidade da infestação, mas também de sua duração. Mesmo invasões severas po-
dem ser revertidas quando a entrada externa é limitada no tempo, uma vez que a
dinâmica interna do sistema passa a dominar o comportamento populacional. Assim,
o modelo evidencia que a praga pode crescer rapidamente durante a fase de inva-
são, mas não consegue se manter indefinidamente no domínio quando a imigração é
interrompida.



7 CONCLUSÕES

Neste trabalho buscou-se compreender o comportamento da mosca-das-frutas sul-
americana, A. fraterculus, com seu parasitoide D. brasiliensis. No Capítulo 2, estudou-
se mais profundamente a modelagem da interação hospedeiro-parasitoide com enfo-
que na resposta funcional tipo II. Construiu-se um modelo compartimental com equa-
ções diferenciais ordinárias para descrever a dinâmica das populações. Desenvolveu-
se o estudo analítico dos pontos de equilíbrio do sistema, bem como suas estabili-
dades (Seções 2.5–2.6) e foram descritos os parâmetros, ajustados por dados expe-
rimentais previamente conhecidos no Capítulo 3. No Capítulo 4 foram apresentadas
soluções numéricas que descrevem o sistema considerado e realizou-se um estudo
de bifurcações. Verificou-se que o sistema evolui para o ponto de equilíbrio de co-
existência das espécies, conforme apresentado nas simulações. No Capítulo 5 foi
apresentada uma aplicação do método da teoria de controle ótimo e da teoria de sis-
temas dinâmicos modelando o controle biológico de pragas e realizando simulações.
No Capítulo 6 finalizou-se o trabalho apresentando simulações relativas ao estudo da
dispersão no sistema trabalhado, bem como um estudo sobre o trabalho de (Piovesan;
Gonçalves; Nörnberg; Llano; Contreras-miranda; Bernardi; Nava, 2023).

A presente pesquisa desenvolveu e analisou um modelo matemático capaz de des-
crever a dinâmica populacional da interação entre a mosca-das-frutas sul-americana
e seu parasitoide, com foco na avaliação de estratégias de controle biológico, estudo
de dispersão dos insetos e no manejo sustentável dessa praga na fruticultura brasi-
leira. Os resultados numéricos evidenciaram a influência direta da alta capacidade de
parasitismo do D. brasiliensis sobre a queda abrupta da população de larvas. Foram
detectados valores críticos para o parâmetro ℎ associados a mudanças qualitativas no
comportamento dinâmico do sistema, caracterizando pontos de bifurcação.

Simulações mostraram que, na ausência natural do parasitoide e sem controle, as
populações de larvas e moscas adultas tendem a crescer até a capacidade de su-
porte, enquanto, com a aplicação da estratégia de controle, observou-se significativa
redução dessas populações, mantendo-as abaixo do nível de dano econômico. O
controlador proposto mostrou-se eficaz tanto em cenários sem perturbações quanto
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na presença de acréscimos populacionais repentinos, respondendo de forma rápida e
ajustando a intensidade de aplicação para restabelecer a estabilidade do sistema. Tais
resultados indicam que a abordagem de controle adotada é capaz de lidar com vari-
ações inesperadas, configurando-se como uma ferramenta promissora para o manejo
sustentável da mosca-das-frutas sul-americana.

Nas simulações da dispersão das populações, observou-se que o modelo proposto
é capaz de reproduzir padrões espaço-temporais compatíveis com os observados ex-
perimentalmente. A simulação de dispersão horizontal captura a concentração inicial
do parasitismo nas proximidades do ponto de liberação e o decaimento gradual com a
distância, em concordância com os resultados de campo, ainda que com intensidades
maiores devido à parametrização baseada em condições laboratoriais. Nas simula-
ções em ambiente fragmentado, o acoplamento entre as dinâmicas de larvas, adultos
e parasitoides gera padrões coerentes. A presença dos parasitoides não leva à erradi-
cação do hospedeiro, mas promove coexistência estável. Esses resultados reforçam a
adequação do sistema (1) como ferramenta para investigar cenários em pomares, bem
como sua capacidade de integrar dispersão, resposta funcional e estrutura espacial de
maneira biologicamente consistente.

Os modelos e técnicas de controle apresentados neste trabalho podem ser esten-
didos em diferentes direções. Do ponto de vista do controle, uma possível extensão
consiste na consideração de diferentes estratégias de controle. Outra possibilidade
é a incorporação de restrições operacionais ou econômicas no problema de controle
ótimo, permitindo determinar estratégias de manejo que levem em conta custos asso-
ciados à liberação de inimigos naturais.

No que se refere ao modelo espacial, podem ser exploradas diferentes estruturas
de dispersão, incluindo a utilização de vizinhanças alternativas, condições de fronteira
distintas ou mesmo a consideração de ambientes heterogêneos, nos quais parâme-
tros biológicos variam ao longo do espaço. Além disso, o modelo pode ser estendido
para incluir múltiplas espécies de parasitoides ou diferentes hospedeiros, possibili-
tando uma análise mais abrangente das interações ecológicas presentes em sistemas
agrícolas.
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APÊNDICE A – Critério de Routh-Hurwitz

Edward Routh apresentou em 1877 um algoritmo matemático para identificar a
estabilidade de polinômios (Routh, 1877). De modo independente, em 1895 Adolf
Hurwitz também resolveu este problema de estabilidade (Hurwitz, 1895).

Na análise de sistemas de controle, o critério de Routh-Hurwitz se destaca como
um método fundamental para determinar a estabilidade de sistemas lineares invarian-
tes no tempo (LTI). Este critério oferece uma maneira eficiente de verificar se todas as
raízes de um polinômio característico possuem parte real negativa, condição essencial
para a estabilidade assintótica de um sistema.

O método opera através da construção de um arranjo sistemático dos coeficien-
tes do polinômio característico, conhecido como tabela de Routh. A estabilidade do
sistema é determinada analisando os sinais dos elementos da primeira coluna desta
tabela, se todos forem positivos, o sistema é estável, qualquer mudança de sinal indica
a presença de raízes com parte real positiva e, consequentemente, instabilidade.

Uma das principais vantagens do critério de Routh-Hurwitz é sua eficiência compu-
tacional, especialmente quando comparado a métodos que exigem o cálculo explícito
das raízes do polinômio. Para determinar se um polinômio é estável no sentido de
Hurwitz deve-se realizar os seguintes passos, apresentados no capítulo 5 de (Ogata,
2010):

• Passo 1

Escrever o polinômio na forma: 𝑎𝑛𝑠𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑠𝑛−1 +⋯ + 𝑎1𝑠 + 𝑎0 = 0, onde 𝑎0 ≠ 0
(ou seja, retiramos todas as raízes nulas). Também é interessante que 𝑎𝑛 seja
positivo, então podemos multiplicar o polinômio por −1 sem alterar suas raízes.

• Passo 2

Se os sinais dos coeficientes forem diferentes (existem coeficientes 𝑎𝑖 positivos e
negativos), então existem raízes no semiplano direito e o polinômio não é estável.
Quando estamos interessados apenas na estabilidade absoluta, podemos parar
a análise por aqui. Se desejamos saber quantas raízes são instáveis, devemos
prosseguir para o próximo passo. Se os sinais dos coeficientes forem iguais
(todos positivos ou todos negativos), então devemos prosseguir para o próximo
passo também.
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• Passo 3

Arranjar os coeficientes conforme a seguinte tabela (Tabela de Routh):

𝑠𝑛 𝑎𝑛 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−4 ⋯ 0 0 0
𝑠𝑛−1 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3 𝑎𝑛−5 ⋯ 0 0 0
𝑠𝑛−2 𝑏1 𝑏2 𝑏3 ⋯ 𝑏𝑧 0 0
𝑠𝑛−3 𝑐1 𝑐2 𝑐3 ⋯ 0 0
𝑠𝑛−4 𝑑1 𝑑2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
𝑠0 𝑥1 0 0 ⋯ 0

As fórmulas dos elementos da tabela são:

𝑏1 =

|||||||||

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3
𝑎𝑛 𝑎𝑛−2

|||||||||
𝑎𝑛−1

, 𝑏2 =

|||||||||

𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−5
𝑎𝑛 𝑎𝑛−3

|||||||||
𝑎𝑛−1

, 𝑏3 =

|||||||||

𝑎𝑛−1 0
𝑎𝑛 𝑎𝑛−4

|||||||||
𝑎𝑛−1

𝑐1 =

|||||||||

𝑏1 𝑏2
𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−3

|||||||||
−𝑏1

, 𝑐2 =

|||||||||

𝑏1 𝑏3
𝑎𝑛−1 𝑎𝑛−5

|||||||||
−𝑏1

, 𝑐3 = ⋯, 𝑑1 =

|||||||||

𝑐1 𝑐2
𝑏1 𝑏2

|||||||||
−𝑐1

, 𝑑2 =

|||||||||

𝑐1 𝑐3
𝑏1 𝑏3

|||||||||
−𝑐1

, 𝑑3 = ⋯

Isto será feito até que reste um valor diferente de zero apenas na primeira coluna
da última linha (linha 𝑠0). Observe que é possível multiplicar ou dividir uma linha
inteira por um número real positivo se isso facilitar os cálculos, sem modificar a
conclusão sobre a estabilidade do polinômio. O critério de estabilidade de Routh
nos diz que o número de raízes com parte real positiva é igual ao número de mu-
danças de sinal na primeira coluna da tabela construída. A condição necessária
e suficiente para a estabilidade (todas as raízes com parte real negativa) de um
polinômio é então que não ocorra mudança de sinal na primeira coluna.

∙ Casos especiais

- Um elemento na primeira coluna é zero, mas o restante da linha não: Neste
caso, substituímos o elemento nulo por um valor hipotético +𝜖 muito pequeno mas
positivo. Prosseguimos os cálculos normalmente.

- Uma linha inteira é nula: Neste caso, substituímos a linha nula pela derivada da
linha anterior em relação à 𝑠.
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APÊNDICE B – Resolução da equação logística

O parâmetro 𝑟 é encontrado através da resolução da equação diferencial logística:

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑑𝑦 = 𝑟𝑦
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑦

𝑘
⎞
⎟
⎠
𝑑𝑡

𝑦(𝑡0) = 𝑦0

Separando as variáveis,

𝑑𝑦

𝑦
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑦

𝑘
⎞
⎟
⎠

= 𝑟𝑑𝑡 ⟹ ∫
𝑑𝑦

𝑦
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑦

𝑘
⎞
⎟
⎠

= ∫ 𝑟𝑑𝑡

Para resolver a integral do lado esquerdo são utilizadas frações parciais:

1

𝑦
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑦

𝑘
⎞
⎟
⎠

=
𝐴
𝑦 +

𝐵

1 −
𝑦

𝑘

⟹ 1 = 𝐴
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑦

𝑘
⎞
⎟
⎠
+ 𝐵𝑦.

Igualando os coeficientes é encontrado o sistema

⎧

⎨
⎩

𝐴 = 1

−
𝐴

𝑘
+ 𝐵 = 0 ⟹ 𝐵 =

1

𝑘
.

Portanto,

1

𝑦
⎛
⎜
⎝
1 −

𝑦

𝑘
⎞
⎟
⎠

=
1
𝑦 +

1

𝑘

1 −
𝑦

𝑘

.

Substituindo na integral e resolvendo para y,
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∫

⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

1
𝑦 +

1

𝑘

1 −
𝑦

𝑘

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

𝑑𝑦 = ∫ 𝑟𝑑𝑡 ⟹ ln |𝑦| − ln
|||||||||||
1 −

𝑦

𝑘

|||||||||||
= 𝑟𝑡 + 𝐶

⟹ ln

||||||||||||||||||

𝑦

1 −
𝑦

𝑘

||||||||||||||||||

= 𝑟𝑡 + 𝐶 ⟹
𝑦

1 −
𝑦

𝑘

= 𝐶𝑒𝑟𝑡 ⟹ 𝑦 =
𝑘𝐶𝑒𝑟𝑡

1 + 𝐶𝑒𝑟𝑡
.

Usando a condição inicial 𝑦(𝑡0) = 𝑦0 e resolvendo para 𝐶,

𝑦0 =
𝑘𝐶𝑒𝑟𝑡0

1 + 𝐶𝑒𝑟𝑡0
⟹ 𝐶 =

𝑦0
𝑘 − 𝑦0

𝑒−𝑟𝑡0 .

Substituindo C de volta na solução e isolando 𝑟,

𝑦(𝑡) =
𝑘𝑦0𝑒𝑟(𝑡−𝑡0)

𝑘 − 𝑦0 + 𝑦0𝑒𝑟(𝑡−𝑡0)
⟹

𝑦(𝑘 − 𝑦0)

𝑦0(𝑘 − 𝑦)
= 𝑒𝑟(𝑡−𝑡0).

⟹ ln
⎛
⎜
⎝

𝑦(𝑘 − 𝑦0)

𝑦0(𝑘 − 𝑦)

⎞
⎟
⎠
= 𝑟(𝑡 − 𝑡0) ⟹ 𝑟 =

1
𝑡 − 𝑡0

ln
⎛
⎜
⎝

𝑦(𝑘 − 𝑦0)

𝑦0(𝑘 − 𝑦)

⎞
⎟
⎠
.

Assim, 𝑟 é dado por,

𝑟 = 1
𝑡 − 𝑡0

ln (
𝑦(𝑘 − 𝑦0)
𝑦0(𝑘 − 𝑦)

) .



102

APÊNDICE C – Obtenção da taxa de mortalidade

Será resolvido o seguinte problema:

⎧

⎨
⎩

𝑑𝑥(𝑡)
𝑑𝑡

= −𝜇𝑥(𝑡),

𝑥(𝜏) = 𝑝𝑥(0).
(65)

A equação diferencial
𝑑𝑥
𝑑𝑡

= −𝜇𝑥

é uma equação linear de primeira ordem, cuja solução geral é 𝑥(𝑡) = 𝐶𝑒−𝜇𝑡, onde 𝐶 é
a constante de integração. Supondo a condição inicial 𝑥(0), temos:

𝑥(𝑡) = 𝑥(0)𝑒−𝜇𝑡.

Substutuindo a condição dada, 𝑥(𝜏) = 𝑝𝑥(0), na solução,

𝑥(𝜏) = 𝑥(0)𝑒−𝜇𝜏 = 𝑝𝑥(0).

Para isolar 𝜇 ambos os lados da equação serão divididos por 𝑥(0) (assumindo 𝑥(0) ≠
0),

𝑒−𝜇𝜏 = 𝑝 ⟹ −𝜇𝜏 = ln𝑝.

Isolando 𝜇,

𝜇 = −
ln𝑝
𝜏 .
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APÊNDICE D – Obtenção da taxa de conversão

< 𝑡 >=
∫

∞

0
𝑡𝑒−𝛾𝑡 𝑑𝑡

∫
∞

0
𝑒−𝛾𝑡 𝑑𝑡

=
1
𝛾.

Calculando separadamente as integrais do numerador e do denominador tem-se.
Para 𝛾 > 0,

∫
∞

0
𝑒−𝛾𝑡 𝑑𝑡.

Fazendo a substituição,

𝑢 = −𝛾𝑡 ⇒ 𝑑𝑢 = −𝛾 𝑑𝑡

𝑑𝑡 = −1𝛾 𝑑𝑢

∫
∞

0
𝑒−𝛾𝑡 𝑑𝑡 = −1𝛾 ∫

−∞

0
𝑒𝑢 𝑑𝑢 = −1𝛾 [𝑒

𝑢]𝑢=−∞𝑢=0 = 1
𝛾 .

Assim como,

∫
∞

0
𝑡𝑒−𝛾𝑡 𝑑𝑡.

Integrando por partes,

𝑢 = 𝑡 ⇒ 𝑑𝑢 = 𝑑𝑡

𝑑𝑣 = 𝑒−𝛾𝑡𝑑𝑡 ⇒ 𝑣 = −𝑒−𝛾𝑡

𝛾

∫
∞

0
𝑡𝑒−𝛾𝑡 𝑑𝑡 = −𝑡𝑒

−𝛾𝑡

𝛾

|||||||

∞

0
+ ∫

∞

0

𝑒−𝛾𝑡

𝛾 𝑑𝑡 = 0 + 1
𝛾 ∫

∞

0
𝑒−𝛾𝑡 𝑑𝑡 = 1

𝛾 ⋅
1
𝛾 =

1
𝛾2
.

Portanto,

< 𝑡 >=
1
𝛾 ⟹ 𝛾 = 1

< 𝑡 >.
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APÊNDICE E – Função W -Lambert

A função Lambert (𝑊) é a função inversa de 𝑓∶ [−1,∞] →
[
− 1

𝑒
,∞

]
, onde 𝑓(𝑥) =

𝑥𝑒𝑥 (Lehtonen, 2016). Trata-se, portanto, da função:

𝑊(𝑥) = 𝑓−1(𝑥)∶ [−1𝑒 ,∞] → [−1,∞].

Vale observar que tivemos que restringir o intervalo do domínio da função 𝑓 para
[−1,∞], de modo a existir sua inversa.

Algumas propriedades que podem ser úteis:

Se 𝑥 ≥ −1𝑒 então, 𝑊(𝑥)𝑒𝑊(𝑥) = 𝑥, pois 𝑓(𝑊(𝑥)) = 𝑥. (66)

Se 𝑥 ≥ −1 então, 𝑊(𝑥𝑒𝑥) = 𝑥, pois 𝑊(𝑓(𝑥)) = 𝑥. (67)

Sua derivada e sua integral são dadas por:

𝑑𝑊(𝑥)
𝑑𝑥

=
𝑊(𝑥)

𝑥(1 +𝑊(𝑥))
(68)

∫ 𝑊(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑥𝑊(𝑥) − 𝑥 + 𝑥
𝑊(𝑥)

+ 𝐶 (69)

onde 𝐶 é uma constante de integração.
Para resolver a equação 𝑥𝑒𝑥 = 2, por exemplo, a solução é simplesmente: 𝑥 =

𝑊(2) ≈ 0.8526
Esse valor pode ser obtido através de métodos numéricos ou consultando tabelas

especiais.
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APÊNDICE F – Método de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton é um algoritmo iterativo para resolver problemas de
mínimos quadrados não lineares, particularmente útil quando o modelo possui uma
estrutura não linear nos parâmetros (Björck, 1996). Este método pode ser visto como
uma modificação do método de Newton para otimização, adaptado especificamente
para problemas de mínimos quadrados.

Segundo Björck, o método de Gauss-Newton possui as seguintes características:
convergência quadrática quando os resíduos são pequenos, pode falhar se 𝐉𝑟 não ti-
ver posto completo, versão com regularização (Levenberg-Marquardt) é mais robusta,
computacionalmente eficiente comparado ao método de Newton completo. Agora ire-
mos formular o problema do Método de Gauss-Newton.

∙ Formulando o problema

Dado um conjunto de 𝑚 funções 𝑟 = (𝑟1, … , 𝑟𝑚) (frequentemente chamadas de
resíduos) de 𝑛 variáveis 𝜷 = (𝛽1, … , 𝛽𝑛), com 𝑚 ≥ 𝑛, o algoritmo de Gauss–Newton
encontra iterativamente os valores de 𝜷 que minimizam a soma dos quadrados:

𝑆(𝜷) =
𝑚∑

𝑖=1

𝑟𝑖(𝜷)2.

Começando com um chute inicial 𝜷(0) para o mínimo, o método realiza as seguintes
iterações:

𝜷(𝑠+1) = 𝜷(𝑠) −
(
𝐉𝐫

𝑇𝐉𝐫
)−1

𝐉𝐫
𝑇𝐫(𝜷(𝑠)),

onde, se 𝐫 e 𝜷 forem vetores coluna, os elementos da matriz Jacobiana 𝐉𝐫 são dados
por:

(𝐉𝐫)𝑖𝑗 =
𝜕𝑟𝑖(𝜷

(𝑠))
𝜕𝛽𝑗

,

e o símbolo 𝑇 denota a transposta da matriz.
A cada iteração, a atualização ∆ = 𝜷(𝑠+1) − 𝜷(𝑠) pode ser obtida reescrevendo a

equação acima:
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∆ = −
(
𝐉𝐫

𝑇𝐉𝐫
)−1

𝐉𝐫
𝑇𝐫(𝜷(𝑠)),

ou, alternativamente, como o sistema linear:

𝐉𝐫
𝑇𝐉𝐫 ∆ = −𝐉𝐫

𝑇𝐫(𝜷(𝑠)).

Com as substituições 𝐴 = 𝐉𝐫
𝑇𝐉𝐫, 𝐛 = −𝐉𝐫

𝑇𝐫(𝜷(𝑠)) e 𝐱 = ∆, obtemos a equação
matricial convencional:

𝐴𝐱 = 𝐛,

a qual pode ser resolvida por diversos métodos numéricos.

- Caso 𝑚 = 𝑛

Se 𝑚 = 𝑛, a iteração se simplifica para:

𝜷(𝑠+1) = 𝜷(𝑠) − (𝐉𝐫)
−1 𝐫(𝜷(𝑠)),

o que é uma generalização direta do método de Newton unidimensional.

- Ajuste de dados

No contexto de ajuste de dados, onde se deseja encontrar os parâmetros 𝜷 tais
que uma função modelo 𝑓(𝑥, 𝜷) melhor se ajuste aos dados (𝑥𝑖, 𝑦𝑖), os resíduos são
definidos como:

𝑟𝑖(𝜷) = 𝑦𝑖 − 𝑓(𝑥𝑖, 𝜷).

Então, o método de Gauss–Newton pode ser reescrito em termos da Jacobiana de
𝑓, denotada por 𝐉𝐟 = −𝐉𝐫, como:

𝜷(𝑠+1) = 𝜷(𝑠) +
(
𝐉𝐟

𝑇𝐉𝐟
)−1

𝐉𝐟
𝑇𝐫(𝜷(𝑠)).
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APÊNDICE G – Controle ótimo linear realimentado: teoremas e demonstrações

No trabalho (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008) formulou-se uma estratégia de
controle de pragas através da introdução de inimigos naturais, que tem por objetivo
levar o sistema para o estado de equilíbrio:

𝑋∗ = [𝑥∗1 , 𝑥
∗
2 , ..., 𝑥

∗
𝑛]𝑇 (G.1)

em que a densidade de pragas é estabilizada sem danos econômicos, e que a popu-
lação de predadores também é estabilizada em um nível suficiente para controlar a
presa. Considera-se o modelo presa predador:

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

= 𝑥𝑖𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛) = 𝐹𝑖(𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑛. (G.2)

ou na forma de um vetor:

𝑑𝑋
𝑑𝑡

= 𝐹(𝑋). (G.3)

Pode-se supor que o a parte do lado direito de (G.3) é descrita com a soma de um
termo linear e um termo não linear da seguinte forma:

𝑑𝑋
𝑑𝑡

= 𝐴𝑋 + 𝑔(𝑋), (G.4)

onde 𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 é uma matriz constante, e 𝑔(𝑥) é um vetor de funções contínuas e não
lineares.

O modelo matemático que representa o sistema controlado pode ser descrito por:

𝑑𝑋
𝑑𝑡

= 𝐴𝑋 + 𝑔(𝑋) + 𝐵𝑈, (G.5)

em que 𝑈 ∈ ℝ𝑛×𝑛 é o vetor de controle, e 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑛 é uma matriz constante. Nota-se
que a escolha de 𝐴 não é única e influencia na performance do resultado do controla-
dor.

O vetor de controle que mantém o sistema (G.5) no estado de equilíbrio desejado
(G.1) satisfaz a equação:

𝐴𝑋∗ + 𝑔(𝑋∗) + 𝐵𝑢∗ = 0. (G.6)
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De modo geral, o estado de equilíbrio (G.1) do sistema (G.4) com a constante
𝑈 = 𝑋∗ pode ser instável. Para esse caso, a estratégia de controle é constituída em
duas partes, ou seja, 𝑈 = 𝑢∗ + 𝑢. O controle por realimentação 𝑢 em (G.5) de modo
que o estado estacionário desejado torne-se assintoticamente estável.

Dessa forma, objetiva-se obter a equação modificada do sistema (G.5) sobre a
solução no estado de equilíbrio (G.1). Para fazer isso, apresenta-se as novas variáveis:

𝑦 = 𝑋 − 𝑋∗, 𝑢 = 𝑈 − 𝑢∗. (G.7)

Substituindo a equação (G.7) em (G.5) e utilizando (G.6) obtém-se o sistema de
erro (perturbado):

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝐴𝑦 + ℎ(𝑦) + 𝐵𝑢, (G.8)

em que:

ℎ(𝑦) = 𝑔(𝑦 + 𝑋∗) − 𝑔(𝑋∗). (G.9)

O objetivo aqui é encontrar uma lei de controle 𝑢 que conduz o sistema pertur-
bado a um estado estável desejado. Sendo que o vetor 𝑦 do sistema (G.8) pode ser
considerado como o desvio da trajetória do sistema perturbado para a desejada.

No trabalho (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008) foram apresentados resultados im-
portantes sobre uma lei de controle que garante estabilidade para o seguinte sistema
controlado não linear:

𝑑𝑦
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑦 + ℎ(𝑦) + 𝐵𝑢, 𝑦(0) = 𝑦0, (G.10)

onde 𝑦 ∈ ℝ𝑛 é um vetor de estado 𝐴(𝑡) ∈ ℝ𝑛×𝑛 é uma matriz limitada, em que os
elementos são dependentes do tempo, 𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚 é uma matriz constante, 𝑢 ∈ ℝ𝑚 é
um vetor de controle, e ℎ(𝑦) ∈ ℝ𝑛 é um vetor em que seus elementos são funções
contínuas com ℎ(0) = 0.

A seguir, enunciam-se e demonstram-se dois teoremas importantes conforme tem-
se apresentado nos trabalhos de (?) e (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008).

Teorema 2. Se existem as matrizes 𝑄(𝑡) ∈ 𝑅(𝑡), definidas positivas e 𝑄 é simétrica, tal
que a função:

𝑙(𝑦) = 𝑦𝑇𝑄𝑦 − ℎ𝑇𝑃𝑦 − 𝑦𝑇𝑃ℎ(𝑦), (G.11)

sendo que 𝑙(𝑦) = 𝑦𝑇𝑄∗𝑦, conforme visto na seção 2.2, é definida positiva, então o
controle linear realimentado:
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𝑢 = −𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑦, (G.12)

é ótimo, na medida que desloca o sistema não linear (G.10) de qualquer estado inicial
ao estado final:

𝑦(𝑡𝑓) = 0, (G.13)

que minimiza o funcional:

𝐽 = ∫
𝑡𝑓

0
[𝑙(𝑦) + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡, (G.14)

onde 𝑃 é uma matriz simétrica definida positiva (para todo 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓]) é obtida através
da matriz diferencial de Riccati:

𝑃𝑇 + 𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑄 = 0, (G.15)

satisfaz a condição inicial:

𝑃(𝑡𝑓) = 0. (G.16)

Além disso, com o controle realimentado (G.12), existe uma vizinhança Θ0 ⊂ Θ,
Θ ⊂ 𝑅𝑛, da origem tal que, se 𝑦0 ∈ Θ0, a solução 𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0, do sistema controlado
(G.10) é assintoticamente estável localmente, e

𝐽𝑚𝑖𝑛 = 𝑦𝑇0𝑃(0)𝑦0.

Finalmente, se Θ = 𝑅𝑛, então a solução 𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0 do sistema controlado
(G.10) é assintoticamente estável globalmente.

Prova. Considera-se o controle linear realimentado (G.12) com a matriz 𝑃 determi-
nada pela equação algébrica de Riccati (G.15) que transfere o sistema não linear
(G.10) de um estado inicial para um final (G.13), minimizando o funcional (G.14) onde
a função precisa ser determinada. De acordo com regras da Programação Dinâmica
sabe-se que se o mínimo do funcional (G.14) existe e 𝑣 é uma função suave de condi-
ções iniciais, então satisfaz a equação de HJB dada por:

min
𝑢

(𝑑𝑣
𝑑𝑡

+ 𝑙(𝑦) + 𝑢𝑇𝑅𝑢) = 0. (G.17)

Considerando a função de Lyapunov:

𝑣 = 𝑦𝑇𝑃(𝑡)𝑦, (G.18)

em que 𝑃(𝑡) é uma matriz simétrica positiva e satisfaz a equação algébrica de Riccati
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(G.15). Pode-se notar que a derivada da função 𝑣, avaliando uma trajetória ótima com
controle (G.12) é:

𝑣′ = 𝑦′𝑇𝑃(𝑡)𝑦 + 𝑦𝑇𝑃′(𝑡)𝑦 + 𝑦𝑇𝑃(𝑡)𝑦′

=
[
𝑦𝑇𝐴𝑇(𝑡) + ℎ𝑇(𝑦) − 𝑦𝑇𝑃(𝑡)𝐵𝑅−1𝐵𝑇

]
𝑃(𝑡)𝑦

+ 𝑦𝑇𝑃(𝑡)
[
𝐴(𝑡)𝑦 + ℎ(𝑦) − 𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃(𝑡)𝑦

]
.

Então substituindo na equação HJB (G.17), obtém-se:

𝑦𝑇
[
𝑃′ + 𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃

]
𝑦 + ℎ𝑇𝑃𝑦 + 𝑦𝑇𝑃ℎ(𝑦) + 𝑙(𝑦) = 0. (G.19)

E consequentemente:

𝑙(𝑦) = 𝑦𝑇𝑄𝑦 − ℎ𝑇(𝑦)𝑃𝑦 − 𝑦𝑇𝑃ℎ(𝑦). (G.21)

Pode-se observar que para a função definida positiva 𝑙(𝑦) e a matriz definida po-
sitiva 𝑅, a derivada da função (G.18) avaliada nas trajetórias ótimas do sistema (G.8)
são dadas por 𝑣′ = −𝑙(𝑦) − 𝑢𝑇𝑅𝑢, são negativas definidas. Dessa forma, a função de
Lyapunov (G.18) controle o sistema (G.10) e é assintoticamente estável localmente.
Integrando a derivada da função de Lyapunov (G.18) dada por 𝑣′ = −𝑙(𝑦) − 𝑢𝑇𝑅𝑢 ao
longo da trajetória ótima, obtém-se 𝐽𝑚𝑖𝑛 = 𝑦𝑇0𝑃(0)𝑦0.

Por fim, se Θ = 𝑅𝑛, então a estabilidade assintótica global segue como uma
consequência direta da condição radial ilimitada para a função de Lyapunov (G.15),
𝑣(𝑦) → ∞, quando ‖𝑦‖ → ∞.

Observa-se que de acordo com a teoria de controle ótimo de sistemas lineares
com funcional quadrático, a solução da equação diferencial de Riccati (G.15) é uma
matriz simétrica positiva definida para todas as matrizes simétricas positivas definidas
e positivas semi-definidas, podendo concluir a prova do teorema.

Considera-se ainda, em um caso particular do sistema perturbado (37) com matriz
constante 𝐴, o problema de controle ótimo pode ser formulado em um intervalo de
tempo com matrizes constantes 𝐵,𝑄 e 𝑅. A lei de controle ótimo que garante estabili-
dade do sistema controlado (37) é determinado pelo seguinte teorema.

Teorema 3. Se existem matrizes definidas positivas 𝑄 e 𝑅, em que 𝑄 é simétrica, tal
que a função:

𝑙(𝑦) = 𝑦𝑇𝑄𝑦 − ℎ𝑇(𝑦)𝑃𝑦 − 𝑦𝑇𝑃ℎ(𝑦), (G.22)

é definida positiva. Então o controle realimentado linear:

𝑢 = −𝑅−1𝐵𝑇𝑃𝑦, (G.23)
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é ótimo, na ordem de transferência do sistema (G.8) da condição inicial para o estado
final:

𝑦(∞) = 0, (G.24)

minimizando o funcional:

𝐽 = ∫
∞

0
[𝑙(𝑦) + 𝑢𝑇𝑅𝑢]𝑑𝑡, (G.25)

onde 𝑃 uma matriz simétrica positiva definida, é a solução da equação algébrica da
equação de Riccati:

𝑃𝐴 + 𝐴𝑇𝑃 − 𝑃𝐵𝑅−1𝐵𝑇𝑃 + 𝑄 = 0. (G.26)

Além do mais, com o controle realimentado (G.23), existe uma vizinhança Θ0 ⊂ Θ,
Θ ⊂ 𝑅𝑛, da origem tal que se 𝑦0 ∈ Θ0, a solução 𝑦(𝑡) = 0, t ≥ 0, do sistema controlado
(G.8) é assintoticamente estável localmente, e 𝐽𝑚𝑖𝑛 = 𝑦𝑇0𝑃𝑦0.

Por fim, se Θ = 𝑅𝑛, então a solução 𝑦(𝑡) = 0, se o sistema controlado (G.8) é
assintoticamente estável globalmente.

Do teorema, pode-se concluir que o sistema dinâmico de erro (G.8) controlado
por um controle realimentado linear 𝑢 é estável globalmente, e consequentemente, o
sistema (G.5) controlado por:

𝑢 = 𝑈 − 𝑢∗, (G.27)

tende ao estado de equilíbrio desejado (G.1).
Da teoria de controle ótimo é conhecido que o controle linear ótimo depende so-

mente do comprimento relativo do estado e do controle ponderado da matriz 𝑄 e 𝑅
do funcional quadrático. De acordo com isso, se uma escolha de 𝑄 e 𝑅 não satisfaz
a definição positividade de (G.22) sujeito a (G.26), valores maiores da diagonal de
elementos da matriz 𝑄 com o mesmo valor de 𝑅 podem ser experimentados.
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