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RESUMO

MOUTINHO, Matheus Moro. Modelagem matematica da dinamica populacional e
do controle biolégico de Anastrepha fraterculus pelo parasitoide Doryctobracon
brasiliensis. Orientador: Alexandre Molter. 2026. 111 f. Dissertacao (Mestrado em
Modelagem Matemética) — Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de
Pelotas, Pelotas, 2026.

A mosca-das-frutas sul-americana, Anastrepha fraterculus (Wiedemann, 1830)
(Diptera: Tephritidae), é a principal espécie do género e infesta uma grande quanti-
dade de frutos cultivados e nativos da regido Neotropical. Com o intuito de diminuir
0 uso de pesticidas quimicos, a busca por alternativas sustentaveis, como o controle
biolégico, se intensifica. O objetivo do presente trabalho é apresentar uma modela-
gem matematica para o controle biolégico de A. fraterculus utilizando o parasitoide
Doryctobracon brasiliensis (Szepligeti, 1911) (Hymenoptera: Braconidae), realizando
um estudo da interacao dindmica hospedeiro-parasitoide e sua dispersao em campo.
Através da formulacao e aplicacao de estratégias de controle no sistema é avaliada
a capacidade do parasitoide em controlar a populacédo de A. fraterculus. O modelo
matematico proposto sera calibrado e validado por meio de dados experimentais
obtidos em condigdes controladas de laboratorio. A partir disso, sera possivel simular
diferentes cenarios, explorando estratégias de controle das pragas e analisando
padrdes de dispersado dos insetos, tanto dos hospedeiros, como dos parasitoides. A
expectativa € que os resultados contribuam para o desenvolvimento de estratégias
sustentaveis de manejo populacional da praga.

Palavras-chave: Modelo Hospedeiro-Parasitoide; Mosca-das-Frutas; Dinamica; Con-
trole; Dispersao.



ABSTRACT

MOUTINHO, Matheus Moro. Mathematical modeling of the dynamics and bi-
ological control of Anastrepha fraterculus by the parasitoid Doryctobracon
brasiliensis. Advisor: Alexandre Molter. 2026. 111 f. Dissertation (Masters in
Mathematical Modeling) — Institute of Physics and Mathematics, Federal University of
Pelotas, Pelotas, 2026.

The South American fruit fly, Anastrepha fraterculus (Wiedemann, 1830) (Diptera:
Tephritidae), is the most important species of this genus and infests a wide variety of
cultivated and native host plants in the Neotropical region. In order to reduce the use of
chemical pesticides, the search for sustainable alternatives, such as biological control,
has intensified. The objective of this work is to present a mathematical model for
the biological control of A. fraterculus using the parasitoid Doryctobracon brasiliensis
(Szepligeti, 1911) (Hymenoptera: Braconidae), studying the dynamic host-parasitoid
interaction and its potential field dispersion. By formulating and applying control strate-
gies to the system, we evaluate the parasitoid’s ability to control the A. fraterculus
population. The proposed mathematical model will be calibrated and validated using
experimental data obtained under controlled laboratory conditions. From this, it will be
possible to simulate different scenarios, exploring pest control strategies and analyzing
insect dispersion patterns for both hosts and parasitoids. The expected results will
contribute to the development of sustainable population management strategies for
this pest.

Keywords: Host-Parasitoid Model; Fruit Fly; Dynamic; Control; Dispersal.
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1 INTRODUCAO

A mosca-das-frutas sul-americana, Anastrepha fraterculus (Wiedemann, 1830)
(Diptera: Tephritidae), € uma das principais pragas da fruticultura no Brasil, causando
danos econdémicos significativos devido a sua ampla distribuigdo geografica e capaci-
dade de infestar diversos cultivos. O controle convencional de A. fraterculus tem sido
baseado no uso de inseticidas quimicos, que, embora eficazes em curto prazo, tra-
zem impactos negativos ao meio ambiente, a saide humana e aos inimigos naturais.
Nesse contexto, o controle biolégico surge como uma alternativa sustentavel, sendo o
parasitoide Doryctobracon brasiliensis (Szepligeti, 1911) (Hymenoptera: Braconidae)
um agente promissor devido ao seu parasitismo natural em larvas de A. fraterculus. A
modelagem matematica da dinamica hospedeiro-parasitoide pode auxiliar na compre-
ensao dos fatores bioldgicos desta interagéo populacional.

Modelos matematicos podem ser ferramentas valiosas para prever a dinamica po-
pulacional, otimizar estratégias de controle e reduzir dependéncia de inseticidas. A
modelagem matematica permite realizar simulagdes em diferentes condigdes antes
da implementacao de estratégias de campo, dado o potencial de D. brasiliensis como
agente de controle biologico e os desafios associados ao manejo sustentavel de A.
fraterculus. Desenvolver um modelo que descreva essa interagdo pode auxiliar no
desenvolvimento de solugbes mais ecoldgicas e economicamente viaveis para a fruti-
cultura brasileira.

Portanto, este estudo se justifica pela necessidade de integrar conhecimentos bi-
olégicos e matematicos em prol de uma agricultura mais sustentavel, alinhando-se a
necessidade de praticas agricolas menos dependentes de insumos quimicos € mais
harmoniosas com o0 ecossistema.

1.1 Mosca-das-frutas sul-americana

As moscas-das-frutas sdo mundialmente conhecidas como pragas de fruteiras de-
vido aos danos diretos e indiretos que causam a producao de frutas (Aluja, 1994; Dias;
Zotti; Montoya; Carvalho; Nava, 2018). Anastrepha é um género de moscas-das-frutas
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e, até o momento, 120 espécies foram relatadas no Brasil. Destas, apenas 61 pos-
suem plantas hospedeiras conhecidas, sendo Anastrepha fraterculus (110 hospedei-
ros) e Anastrepha obliqua (Macquart) (48 hospedeiros) as espécies mais polifagas
(Zucchi, 2000).

Anastrepha fraterculus é conhecida pelo nome popular de mosca-das-frutas sul-
americana (Stone, 1942). E originaria das Américas, provavelmente da América do
Sul, onde ocorre em um grande numero de locais (Aluja, 1994), e possui boa adap-
tacdo ao meio ambiente. E a espécie de mosca-das-frutas mais abundante e esta
presente em todo o territorio brasileiro (Malavasi; Morgante, 1983).

Como praga de importancia econémica, a A. fraterculus restringe-se aos paises
da América do Sul. E uma praga que ataca a fruticultura, afetando a qualidade e a
guantidade da produgéao, levando a perda de frutos e a redugédo do valor comercial
(Nava; Botton, 2010). No Rio Grande do Sul (RS) e em Santa Catarina (SC), A. fra-
terculus é a espécie predominante, sendo que para o RS, a mesma representa cerca
de 95% das espécies de Anastrepha capturadas em armadilhas nos pomares (Kova-
leski; Salles, 1990). Ela ataca diversas frutas, incluindo goiaba (Psidium guajava L.,
Myrtaceae), péssego (Prunus persica L. Batsch, Rosaceae), maca (Malus domestica
Borkh., Rosaceae), citros (Citrus sinensis L. Osbeck, Rutaceae), manga (Mangifera
indica L., Anacardiaceae) e café (Coffea arabica L., Rubiaceae) (Zucchi, 2000; Zucchi;
Malavasi; Adaime; Nava, 2023).

Os trés fatores que tornam essa praga tdo danosa sao: ataca varias culturas fru-
tiferas; esta presente em todos os estados do Brasil; os danos causados aos frutos
reduzem a sua qualidade, tanto para o consumo local quanto para a sua exportagao
(Nava; Botton, 2010). Os danos incluem perfuracdo da casca dos frutos para a ovi-
posi¢do, causando a infestagdo e a degradacdo do fruto. Além disso, as larvas se
alimentam das polpas dos frutos, resultando em apodrecimento, deterioracéo e perda
da qualidade. Por outro lado, a presenca da mosca-das-frutas também pode abrir ca-
minho para as perdas causadas por fungos e bactérias, aumentando ainda mais os
danos econémicos.

A necessidade de buscar estratégias eficientes para o controle da A. fraterculus vai
além dos prejuizos econ6micos diretos. Essa espécie representa um desafio persis-
tente para a fruticultura devido a sua alta capacidade adaptativa.

1.2 Controle bioldgico

O controle biolégico de pragas representa uma das estratégias mais sustentaveis
para o controle integrado na agricultura, oferecendo uma alternativa eficaz e ecologi-
camente equilibrada aos métodos convencionais baseados em agrotéxicos. Trata-se
de um método de controle racional que tem como objetivo final ndo deixar residuos
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nos alimentos e ser inofensivos ao meio ambiente e a saude da populagao. Este tipo
de controle se utiliza da liberagcao de inimigos naturais para 0 manejo de pragas, de
maneira sustentavel (Parra, 2002). O controle biolégico assume importancia cada vez
maior em um momento de busca de estratégias para agricultura sustentavel. Segundo
Krebs, o controle biolégico € um tipo especial de controle no qual o dano causado por
uma praga é reduzido ou eliminado por um agente biologico (Krebs, 1972).

A ideia de que os insetos benéficos podem reduzir populagdes de pragas € muito
antiga. Os chineses foram os primeiros a usar predadores, a espécie de formiga
Oecophylla smaragdina, para controlar lepiddpteros desfolhadores e coleobrocas de
citros no século lll a.C. (Clausen, 1956; Bosch; Messenger; Gutierrez, 1982). Huffaker
afirma que o controle através de inimigos naturais emergiu como um método cientifico
somente no final do século XIX com o surgimento de novos conceitos que serviram na
orientacdo de questdes como relacdes entre espécies, processos evolutivos, pressao
populacional e luta pela sobrevivéncia (Huffaker; Messenger, 1976).

O controle biolégico traz inumeras vantagens, dentre as quais podemos citar: efi-
ciéncia, persisténcia no meio ambiente, especificidade, auséncia de resisténcia e re-
siduos, menor contamina¢do ambiental e baixo risco de intoxicagdo. Além disso, em
muitos casos apresenta menor interferéncia no equilibrio ecolégico quando compa-
rado ao uso intensivo de inseticidas quimicos (Heimpel; Mills, 2017). Mesmo assim,
ele enfrenta diversas dificuldades que limitam sua adog¢ao em larga escala na agricul-
tura.

Embora seja considerado uma alternativa ambientalmente mais segura, a utiliza-
cao de agentes de controle biolégico ndo esta livre de possiveis impactos ecoldgicos.
Em situacdes que envolvem a liberacdo massiva de inimigos naturais, especialmente
quando se tratam de espécies introduzidas, podem ocorrer efeitos nao intencionais,
como interagcdes com espécies nao alvo, competicdo com inimigos naturais nativos ou
alteracdes na dinamica das populacdes presentes no ecossistema. Nesse contexto,
estudos na area de ecologia e modelagem matematica tém desempenhado um papel
importante na avaliacao desses possiveis efeitos, permitindo analisar cendrios de inte-
racao entre espécies e prever os impactos potenciais da introdugao ou intensificagdo
de agentes de controle bioldgico.

Uma das principais barreiras que dificulta seu uso é a dependéncia de condi¢des
ambientais favoraveis, pois agentes biolégicos (como fungos, bactérias e insetos be-
néficos) sdo sensiveis a variagdes climaticas como temperatura, umidade e radiacéo
UV, o que pode reduzir sua eficacia em campo. Além disso, o controle bioldgico geral-
mente tem um efeito mais lento em comparacao com inseticidas quimicos, tornando-o
menos atraente para produtores que buscam solucdes imediatas para infestacdes se-
veras.
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1.3 Anastrepha fraterculus e o controle bioldgico

Na Argentina, Uruguai e estados das regides Sul e Sudeste do Brasil, a A. frater-
culus é uma praga primaria, havendo necessidade da adocao de medidas de controle
para evitar perdas econémicas (Zucchi, 2000). O controle de A. fraterculus vem sendo
realizado de diferentes maneiras nestes distintos paises. Atualmente, medidas vém
sendo tomadas através do uso de inseticidas organofosforados e piretréides, aplica-
dos em cobertura (area total) ou na forma de iscas téxicas (Nava; Botton, 2010). Po-
rém, o uso inadequado destes afeta os insetos benéficos (predadores, parasitoides e
polinizadores), contamina o solo, 4guas subterraneas, trabalhadores agricolas e os ali-
mentos, permitindo ainda, que pragas secundarias ressurjam (Norris; Caswell-Chen;
Kogan, 2002).

No Brasil, com a retirada dos inseticidas organofosforados sistémicos da grade de
agrotoxicos registrados no Ministério da Agricultura e Pecudria (MAPA), o controle de
moscas-das-frutas ficou mais desafiador uma vez que os inseticidas que possuem re-
gistro tem acao de contato e ingestao, atuando somente sobre a fase adulta da praga.
Existe a necessidade de buscar novas alternativas de manejo para a fruticultura naci-
onal. O controle biologico esta sendo incorporado como uma alternativa valida (Dias;
Montoya; Nava, 2022). O controle biolégico natural de moscas-das-frutas em territério
brasileiro sempre foi muito expressivo, sendo uma alternativa de manejo viavel e pro-
missora, especialmente com parasitoides nativos das familias Braconidae e Figitidae.
Dentre esses parasitoides destaca-se o Doryctobracon brasiliensis, espécie frequen-
temente registrada em levantamentos de parasitoides associados a moscas-das-frutas
do género Anastrepha em diferentes regides do Brasil, apresentando participacao re-
levante nas taxas de parasitismo observadas em campo (Zucchi, 2000; Nava; Botton,
2010).

Este parasitoide utiliza as larvas da mosca como hospedeiras para sua multiplica-
cao, desta forma, diminuem o surgimento de novas moscas, auxiliando no controle
desta praga. E necessario o conhecimento do potencial de controle dos parasitoides
nativos, visando sua producao em laboratério para programas de controle biolégico
aplicado.

1.4 Parasitoides da mosca-das-frutas

Os parasitoides da mosca-das-frutas sdo pequenas vespas, de cor escura, asas
transparentes, com o abddémen nitidamente separado do térax. Ha dois tipos de para-
sitoides, 0s que atacam a larva (Braconidae) e os que atacam a pupa (Pteromalidae)
(Salles, 1995). Atualmente, séo listadas para o Brasil 29 espécies de parasitoides,
mas este numero provavelmente seja maior, pois novas espécies estdo sendo descri-
tas (Zucchi; Malavasi; Adaime; Nava, 2024).
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Doryctobracon brasiliensis ¢ um parasitoide larva-pupa de moscas-das-frutas e
apresenta grande potencial para uso em programas de controle biol6gico, visto que
também é parasitoide de outras espécies de Anastrepha, além de A. fraterculus (Pon-
cio; Medeiros Nunes; Silva Gongalves; Lisboa; Monica Berto; Garcia; Nava, 2016).
Possui asa com estigma brilhoso, de cor amarela clara bastante evidente, corpo es-
curo (Salles, 1995). Este parasitoide é mais adequado a ambientes temperados, o que
implica um potencial ainda mais significativo para seu uso no controle da mosca-das-
frutas sul-americana, visto que a maior parte das areas ocupadas por essa praga se
encontra em regides de clima temperado (Poncio; Medeiros Nunes; Silva Gongalves;
Lisboa; Monica Berto; Garcia; Nava, 2016).

1.5 Modelagem matematica na interacao hospedeiro-parasitoide

A modelagem matematica € uma importante ferramenta para o estudo das intera-
¢cbes ecoldgicas. Ela é muito utilizada no controle de pragas na agricultura, permitindo
a analise e previsao de dindmicas populacionais de insetos e outros organismos con-
siderados danosos para a agropecuaria. Por meio de modelos matematicos e suas
simulacdes € possivel entender como pragas se propagam, interagem com o ambi-
ente e respondem a estratégias de controle ao longo do tempo. Essa abordagem nao
apenas otimiza o manejo integrado (estratégia de controle que combina diferentes mé-
todos para manter a populacao de pragas abaixo do nivel de dano econémico), mas
também reduz custos e minimiza impactos ambientais (Murray, 2002).

A interacdo analisada neste estudo sera entre a mosca-das-frutas sul-americana,
A. fraterculus com o parasitoide D. brasiliensis, a partir de um sistema hospedeiro-
parasitoide. Um sistema hospedeiro-parasitoide € uma interacdo ecolégica em que
um organismo parasitoide desenvolve-se dentro ou sobre um hospedeiro. E uma
relagdo ecolégica crucial para o equilibrio de ecossistemas. Seu estudo permite o
desenvolvimento de modelos matematicos que auxiliam nas previsdes de dindmicas
populacionais desejadas. Por isto, possuem aplicacdes diretas no manejo integrado
de pragas, auxiliando, também, na previsdo da eficacia de estratégias de controle bi-
olégico e na avaliagdo da persisténcia de populacdes em ecossistemas agricolas e
naturais.

Um dos modelos hospedeiro—parasitoide mais classicos é o de Nicholson e Bai-
ley (Nicholson; Bailey, 1935), que consiste em um sistema de equagdes em tempo
discreto desenvolvido para descrever a dindmica populacional desses organismos ao
longo de geracdes sucessivas. Nesse modelo, assume-se que 0s encontros entre
hospedeiros e parasitoides ocorrem de forma aleatéria, sendo descritos por uma dis-
tribuicdo de Poisson. Como consequéncia dessa hipotese, a fragdo de hospedeiros
que escapam do parasitismo apresenta uma forma exponencial, 0 que caracteriza
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matematicamente o modelo. Essa formulacdo simples, embora biologicamente intui-
tiva, conduz frequentemente a instabilidades populacionais, resultando em oscilacdes
persistentes e ndo amortecidas nas densidades das populacdes.

Por outro lado, Holling também estudou estes modelos (Holling, 1959b), introdu-
zindo o conceito de respostas funcionais no contexto de modelos continuos de intera-
¢bes consumidor—recurso, descrevendo como a taxa de consumo varia em fungao da
densidade do recurso. As respostas funcionais propostas por Holling ndo constituem
uma modificacao direta do modelo de Nicholson—Bailey, uma vez que pertencem a
uma estrutura conceitual distinta, baseada em equagdes diferenciais em tempo con-
tinuo. No entanto, a incorporagao de respostas funcionais em modelos hospedeiro—
parasitoide continuos permite representar de maneira mais realista limitagdes com-
portamentais e fisiologicas dos parasitoides, frequentemente resultando em dinamicas
mais estaveis quando comparadas aquelas previstas pelo modelo discreto classico de
Nicholson—Bailey.

No sistema hospedeiro-parasitoide deste trabalho sdo analisadas duas fases da
vida da mosca, fase larval e fase adulta. O parasitoide explora o hospedeiro da se-
guinte maneira: uma fémea adulta do parasitoide procura por um hospedeiro ainda
nao parasitado, a larva da mosca, que se encontra dentro do fruto. Ao encontrar, ela
deposita seus ovos no interior da larva. Os parasitoides se desenvolvem alimentando-
se das larvas da mosca-das-frutas, pupam nos puparios e emergem destes.

1.6 Modelagem matematica do controle biolégico

O controle biologico € uma abordagem fundamental para o manejo sustentavel
de pragas, utilizando inimigos naturais para reduzir popula¢des indesejadas sem os
efeitos colaterais negativos associados ao uso excessivo de inseticidas quimicos. A
modelagem matematica desempenha papel central na compreensao dos mecanismos
gue regulam essas interagdes e na formulagédo de estratégias eficientes para a libera-
cao e manejo dos agentes bioldgicos (Hassell, 1978; Godfray, 1994).

Modelos matematicos, no contexto do controle biol6gico, muitas vezes incorporam
parametros que representam as taxas de ataque dos agentes naturais, os tempos
de manipulacao e reproducao, além da dinamica populacional do hospedeiro e do
controlador. A partir desses parametros, € possivel construir sistemas de equacoes
diferenciais ou mapas discretos que simulam diferentes modos de liberagédo, permi-
tindo prever o sucesso da intervencéo sob variadas condicbes ambientais e ecolégi-
cas (Murray, 2002; Vanbergen, 2013). A modelagem facilita a analise de estabilidade
das populacées envolvidas, identificando condicées sob as quais o parasitoide pode
controlar a praga (Wajnberg; Curty; Jervis, 2016; Sentis; Hemptinne; Brodeur, 2017),
garantindo a coexisténcia das populagdes.
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No contexto do controle étimo em sistemas hospedeiro-parasitoide, destacam-
se as contribuicdes de (Rafikov; Holanda Limeira, 2012; Bezerra; Molter; Rafikov;
Frighetto, 2021; Molter; Bezerra; Rafikova; Nava; Rafikov, 2023), que investigaram es-
tratégias de controle 6timo aplicadas a modelos populacionais do tipo Lotka—Volterra.
Em seus trabalhos, os autores exploram a introdugao de termos de controle de reali-
mentagao capazes de estabilizar oscilagdes cadticas e garantir a coexisténcia estavel
entre hospedeiros e parasitoides. Em sistemas presa-predador destaca-se o trabalho
de (Molter; Rafikov, 2014), onde foi aplicada programacao dindmica e a equacgao de
Hamilton—Jacobi—Bellman para derivar leis de controle étimo em problemas de ma-
nejo de pragas, mostrando que a estabilizacdao é possivel mantendo as populacoes
abaixo do nivel econémico de dano. Em estudos anteriores, os mesmos autores ja
haviam considerado estratégias de controle ndo linear e linear com realimentacao em
sistemas de presas e predadores exibindo caos, ressaltando que técnicas de controle
6timo podem nao apenas estabilizar o sistema, mas também otimizar custos de inter-
vencao (Rafikov; Balthazar; Molter; Schmid; Ramos; Rafikova, 2005). Esses trabalhos
ampliam os objetivos da modelagem matemética aplicada ao controle biolégico, suge-
rindo que métodos de controle podem ser incorporados de forma realista em modelos
hospedeiro-parasitoide.

Em trabalhos como os de (Rafikov; Lordelo; Rafikova, 2012; Rafikov; Silveira, 2014;
Molnar; Lépez; Gamez; Garay, 2016) sao aplicadas diferentes técnicas de controle bi-
olégico no controle de sistemas hospedeiro-parasitoide acompanhadas de aplicacdes
em agrossistemas.

1.7 Modelagem matematica da dispersao dos insetos

Além das estratégias de controle, a compreensao da dinamica espacial das po-
pulacbes € necessaria, uma vez que a dispersdo dos insetos no ambiente influencia
diretamente a eficicia das medidas de manejo. A modelagem da dispersdo em pai-
sagens heterogéneas, em muitos casos, emprega abordagens espaciais discretas,
entre as quais, a utilizacao de redes tem se mostrado Util no estudo espacial. A abor-
dagem deste trabalho considera o espa¢o uma variavel discreta, enquanto a densi-
dade das populacdes e o tempo sédo consideradas variaveis continuas. Frank e Mistro
(2014) propuseram um modelo de Redes de Mapas Acoplados, que considera além
do espaco, o tempo uma variavel discreta, para um sistema presa-praga/controlador
biolégico em que presas e predadores se movem por difusdo, e a aplicacdo de pes-
ticida induz fuga dos individuos de células com alta concentracdo quimica, revelando
qgue o limiar de controle das presas pode alterar significativamente a eficiéncia do
controle (Frank; Mistro, 2014). Trabalhos como (Selau, 2019; Dalmolin, 2017), estu-
daram a técnica com aplicacdo em insetos-praga, como neste trabalho. Os trabalhos
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(Nunes; Nava; Muller; Gongalves; Garcia, 2011), que inclui investigacdes sobre inte-
racao hospedeiro-parasitoide, e (Paranhos; Nava; Malavasi, 2019), sobre o manejo
ecoldgico de mosca-das-frutas no Brasil, também destacam que a compreensao dos
padroes espaciais de dispersao € essencial para aprimorar praticas de controle biol6-
gico.

Experimentos de dispersdo da mosca-das-frutas tém sido realizados para estimar
a capacidade de voo, o0 alcance de movimento e os padrdes de recaptura em campo.
Em programas de controle com uso da Técnica do Inseto Estéril, ha estudos de libe-
racao e recaptura de moscas estéreis para avaliar dispersdo e longevidade, como em
(Silva, 2025), que analisou a dispersao em pomar de manga com armadilhas atrativas.
Os trabalhos (Nunes; Nava; Miller; Gongalves; Garcia, 2011), que inclui investigacdes
sobre interacao hospedeiro-parasitoide, e (Paranhos; Nava; Malavasi, 2019), sobre o
manejo ecoldgico de mosca-das-frutas no Brasil, também destacam que a compre-
ensdo dos padrdes espaciais de dispersao € essencial para aprimorar praticas de
controle biolégico.

1.8 Objetivos e organizacao do trabalho

O objetivo geral do trabalho é desenvolver um modelo matematico baseado em
equagoes diferenciais ordinarias que descreva a dindmica populacional da interacao
entre a mosca-das-frutas sul-americana (A. fraterculus) e seu parasitoide D. brasilien-
sis, visando avaliar estratégias de controle biolégico, bem como, analisar a distribuicao
espacial dos insetos através de redes discretas, contribuindo para 0 manejo sustenta-
vel dessa praga na fruticultura brasileira.

Os objetivos especificos séo:

Elaborar e analisar um modelo matematico que descreva a interacao entre a
mosca-das-frutas A. fraterculus e seu parasitoide D. brasiliensis;

Validar o modelo comparando os resultados simulados com os dados observa-
dos em experimentos;

* Modelar e simular diferentes cenarios de controle, apresentando os resultados;

Modelar a dispersao dos insetos utilizando a técnica de redes acopladas;

» Simular a dispersao dos insetos em campo com base em dados experimentais.

- Organizacao do trabalho

Este trabalho esta estruturado em sete capitulos, descritos a seguir.



25

No Capitulo 1 é apresentada a introdugéo geral do tema, abordando a motivacao
para o estudo, informacdes biolégicas sobre a mosca-das-frutas sul-americana e seu
parasitoide, além de uma breve revisdo sobre controle biolégico e modelagem mate-
matica da interacao hospedeiro-parasitoide. Ao final, sdo estabelecidos os objetivos
geral e especificos da pesquisa.

O Capitulo 2 apresenta em detalhes 0 modelo matematico proposto para descre-
ver a dindmica da mosca-das-frutas e de seu parasitoide. Sao apresentados os para-
metros utilizados, a formulacdo das equagdes diferenciais, o diagrama do modelo, a
analise de ndo-negatividade, a determinacao dos pontos de equilibrio e o estudo de
estabilidade local.

No Capitulo 3 é detalhado o processo de obtencao dos parametros do sistema.
Sao discutidos os métodos utilizados para estimar cada parametro, incluindo abor-
dagens numéricas e analiticas, baseadas em dados experimentais, como o uso da
funcdo W-Lambert e a identificacao de parametros por solucdes de equacodes diferen-
ciais.

O Capitulo 4 apresenta as simulagdes numéricas realizadas com o modelo pro-
posto, bem como os resultados parciais obtidos. Sao incluidas analises de validacao
do modelo, estudo da dindmica temporal do sistema e investigacao de bifurcacoes de
Hopf.

O Capitulo 5 é dedicado a analise de estratégias de controle 6timo aplicadas ao
sistema modelado, explorando diferentes cenarios e parametros de manejo.

O Capitulo 6 € dedicado ao estudo e modelagem da dispersao dos insetos utili-
zando redes acopladas.

Por fim, o Capitulo 7 retne a discussao dos resultados obtidos e as conclusdes do
estudo, destacando as principais contribuicées e possiveis perspectivas para trabalhos
futuros.



2 DESCRICAO E MODELAGEM DA DINAMICA DA MOSCA-
DAS-FRUTAS E SEU PARASITOIDE

Neste capitulo é desenvolvido e analisado um modelo compartimental que des-
creve a dinamica populacional da mosca-das-frutas sul-americana e de seu parasi-
toide com o objetivo de compreender as interacées ecoldgicas entre essas espécies.
Inicialmente, sdo apresentados os parametros bioldégicos que compdem o modelo,
acompanhados de suas interpretacdes biologicas e unidades correspondentes. A for-
mulagdo do modelo baseia-se em equagdes diferenciais ordinarias, incorporando o
crescimento populacional da mosca-das-frutas segundo a lei de Verhulst (modelo lo-
gistico), o que considera a capacidade de suporte do ambiente. O processo de para-
sitismo que regula a densidade populacional segue a resposta funcional de Holling do
tipo Il. Em seguida, € mostrada a positividade do sistema, garantindo que as solucdes
permanegam biologicamente vidveis, isto é, ndo negativas para quaisquer condigdes
iniciais n&o negativas. Para isto, sdo obtidos e classificados os pontos de equilibrio
do sistema analiticamente e realiza-se uma analise de estabilidade local por meio da
matriz Jacobiana e do critério de Routh-Hurwitz.

2.1 Descricao dos parametros

Destaca-se que todos os parametros do modelo sao representados por valores nao
negativos.

- Taxa de oviposicao das fémeas adultas (r)

O parametro r representa o coeficiente (constante) de oviposicdo das moscas fé-
meas adultas, ou seja, descreve o numero médio de ovos depositados por fémea
adulta por unidade de tempo. Um valor de r elevado (fémeas muito prolificas) significa
gue a populacao cresce rapidamente até a capacidade de suporte do ambiente (k), ja
r baixo indica crescimento lento ou risco de extingao.

« Capacidade de suporte do ambiente (k)
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A capacidade de suporte (k) representa 0 nimero maximo de individuos, por hec-
tare, que um ambiente pode sustentar a longo prazo, considerando recursos limitados
como alimento, espaco e condi¢cdes ambientais.

- Taxa de mortalidade natural (v;)

Para cada populacéo, considera-se uma taxa de mortalidade natural proporcional
a populacao existente, sendo u,, u, € u; 0s coeficientes de proporcionalidade corres-
pondentes.

- Taxa de conversao (y)

y representa a taxa de emergéncia das larvas para moscas adultas, determinando
a eficiéncia com que a populacao de adultos é reposta.

« Taxa de sobrevivéncia ()

& descreve a taxa de sobrevivéncia de larvas parasitadas que eclodem em novos
parasitoides.

- Proporcéao de fémeas («;)

As constantes a; e a, indicam a fragdo de adultos que sao fémeas, de moscas e
de parasitoides, respectivamente.

- Taxa de captura instantanea (a)

O parametro a descreve a eficiéncia com que um parasitoide localiza hospedeiros
por unidade de tempo, refletindo sua habilidade de busca em um ambiente. Esse pa-
rametro € influenciado por fatores como mobilidade do parasitoide, percep¢ao quimica
e distribuicdo espacial dos hospedeiros.

» Tempo de manipulacao para o parasitismo (h)

O parametro h representa o tempo médio que um parasitoide leva para processar
um hospedeiro apds encontra-lo, incluindo a oviposicao e o periodo de recuperacao
antes de buscar um novo alvo. Esse tempo é crucial porque limita a capacidade ma-
xima de parasitismo, mesmo quando os hospedeiros sdo abundantes.
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2.2 Modelo proposto

Neste trabalho, € utilizado um modelo matematico compartimental para descrever
a dindmica de interagao entre as populagdes de hospedeiro (A. fraterculus) e o parasi-
toide (D. brasiliensis), considerando uma resposta funcional do tipo Il (Holling, 1959a;
Royama, 1971). Na natureza, o parasitoide D. brasiliensis apresenta comportamento
generalista, isto €, é capaz de parasitar diferentes espécies de moscas-das-frutas,
ajustando sua resposta de ataque conforme a disponibilidade relativa de cada uma
delas no ambiente. Em sistemas naturais com multiplos hospedeiros, esse comporta-
mento é frequentemente bem descrito por uma resposta funcional do tipo Holling IlI.
Entretanto, neste trabalho considera-se uma situagéao de laboratério, na qual o para-
sitoide tem acesso a apenas uma unica espécie de hospedeiro, sem alternativas de
escolha. Nessas condi¢des controladas, o processo de parasitismo pode ser ade-
guadamente representado por uma resposta funcional do tipo Holling Il, que descreve
uma taxa de ataque crescente e saturante, limitada principalmente pelo tempo de ma-
nipulacdo. No trabalho de (Poncio; Silva; Molter; Nava, 2025), dentre as respostas
funcionais analisadas, foi mostrado que a resposta funcional do tipo Il € a que me-
lhor se enquadra para os experimentos realizados em laboratério do parasitismo de A.
fraterculus por D. brasiliensis.

Na figura 1 € apresentado um diagrama, onde cada bloco representa um comparti-
mento e as setas indicam as entradas e saidas destes compartimentos. Na dinamica
do sistema consideram-se somente as populacdes de larvas, moscas adultas fémeas
e parasitoides adultos fémeas, pois sdo os que podem gerar novos individuos. Os
blocos claros indicam que essas populagdes ndo sao consideradas no modelo.

O modelo pode ser descrito por um sistema composto por trés equacdes diferen-
ciais ordinarias, representando as densidades populacionais de larvas de mosca-das-
frutas (x,), moscas adultas (x,) e parasitoides (x;). A estrutura do modelo, detalhada
na equacao (1), permite analisar as interagdes entre as espécies e sua influéncia na
regulacéo populacional.

(dx; X, ax;xs;
@ =1 - - 0

1 % = a1y Xy — MaXo, (1)
dx, ax,Xx;

\W= a21+ahx1_'u3x3'
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Figura 1 — Diagrama correspondente ao sistema compartimental proposto da interagéo entre
A. fraterculus e D. brasiliensis.

O crescimento populacional de larvas da mosca-das-frutas é modelado mediante
a lei de Verhulst, que descreve um padrao logistico de crescimento caracterizado por
uma fase inicial exponencial seguida de uma estabilizacao progressiva a medida que
a populacéo se aproxima de sua capacidade de suporte ambiental. Paralelamente,
adiciona-se um termo de resposta funcional ndo linear para descrever o parasitismo,
que reflete a eficiéncia de busca do parasitoide e o tempo de manipulacao dos hos-
pedeiros. Esta estrutura, conhecida como resposta funcional do tipo Il, captura es-
sencialmente a saturagédo da taxa de ataque dos parasitoides em altas densidades de
hospedeiros, um fenébmeno ecoldgico crucial que limita a eficiéncia de controle biolo-
gico em condi¢des de superpopulacdo de hospedeiros. Estes componentes descre-
vem a dindmica entre as populacées, permitindo-nos explorar tanto os mecanismos de
autorregulacéo populacional quanto os fatores que determinam o sucesso de controle.

A tabela 1 apresenta as unidades dos parametros do modelo.
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Tabela 1 — Valores dos parametros do sistema (1).
Parametro Unidade
r [x; [, ]~ ]~
k [x:]
M [
15) [
M3 [t]7!
[
|

14

S Q

[xs]0e]0x, 17
a, Adimensional
a, Adimensional

J [ ][, 7"

2.2.1 Analise dimensional

Serd verificada a consisténcia dimensional do sistema proposto, garantindo que
todos os termos das equacdes diferenciais possuam unidades compativeis. Denota-

se:
[x,] =larvas, [x,] = adultos, [x;]= parasitoides, [t]= tempo.

Assim, para cada variavel de estado,

[dxi

W] = [x][t]™), i=1,23.

As unidades dos parametros sao apresentadas na Tabela 1.

» Primeira equacao

(1 xl) ax;x;
— =rx(l——= )X, —yx, - ———.
ar e\ T ) TR TR T T,

O lado esquerdo possui dimensao

=[x, ][]

[dx1
dt

X1
— Termorx,|1— m :

[r] =[x ]le] 7 ™ [kl =[x,



31

X

i, . .
Logo,otermo |1 — m € adimensional e

[rx,] =[x, ][e] 7

— Termo u;x;:
Como [w] =[],
[t161] = [, ][]

— Termo yx;:
Com [y] = [t]™,
[yx,] = [ 1t]7

ax;xs

— Termo ———:
1+ ahx,

la] = [x]7[¢]7! [A] = [xs][e]lx, 7"

Assim,

[ahx,] = ([xs] 7 (e 175 ][]0, 17 Dx ] = 1,

mostrando que o denominador € adimensional. O numerador possui dimenséo

[ax,x;] = [x,][t]!

Portanto, todos os termos da primeira equacéo tém dimensao [x,][¢] .

« Segunda equacao

dx,
ar A Y X1 — HaXo.

O lado esquerdo satisfaz

|52] =ttt

— Termo a,;yx;:
Como «; é adimensional e [y] = [t]},

[ayx,] =[x ][t]7"

Como x, representa a populacao de larvas que, ao longo do ciclo de vida, ddo origem
diretamente a populacdo adulta x,, assume-se de forma coerente que ambas as va-
ridveis possuem a mesma dimensao fisica, isto &, [x;] = [x,]. Tal hipbtese esta de
acordo com a formulagéo classica de modelos populacionais estruturados por esta-
gios, nos quais as varidveis de estado descrevem o numero de individuos em cada
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fase do desenvolvimento (Gurney; Nisbet, 1998).
— Termo u,x,:
Com [u,] = [¢],

1

[x,] = [x,][E]7.
Logo, a segunda equacao é dimensionalmente consistente.
« Terceira equacao

dx, ax;Xx;

—_— o, —

dt 1+ ahx,
O lado esquerdo possui dimensao

— M3X3.

|2 =ttt
ax,;x;

— Termo da, —:
1 + ahx,

Sabe-se que a, é adimensional e

[8] = [x3][x, 17

Como o
[Tahxl =[x, ][],
segue que
(610, 1[¢] ™" = ([xs 1l 7D I[e ] = [ ][]~
— Termo u;x;:

Como [us] = [t]™,
(s3] = [x5][¢]77.

Portanto, a terceira equacao é dimensionalmente consistente.

A andlise dimensional mostra que todas as equagdes do sistema (1) sdo consisten-
tes, e que as unidades atribuidas aos parametros garantem que cada termo possua a
mesma dimensao do respectivo lado esquerdo. Assim, 0 modelo encontra-se correta-
mente formulado do ponto de vista dimensional.

2.2.2 Crescimento logistico (equacao de Verhulst)

A equacéo de Verhulst tem como obijetivo realizar a modelagem do comportamento
da quantidade de individuos de uma populacdo em um ambiente, a medida que o
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tempo passa, sendo esta equacao dada por:

dy X
Z=rx(1-%2), 2
ar =< (1-%) @
onde r e k sdo os parametros definidos acima.

Assim, utilizando os parametros do modelo apresentado, o termo de crescimento
da populacao de larvas que sera utilizado é:

rx, <1 - %) , (3)

que descreve como a producédo de novas larvas (x;) é regulada pela disponibilidade

X1
limitada de recursos. O fator |1 — * atua como um freio populacional, quando a

quantidade de larvas se aproxima de k, a taxa efetiva de postura diminui, evitando
crescimento ilimitado. A equacao (3) reflete a competicdo por recursos entre as lar-
vas e as moscas adultas (principalmente competicdo por espaco, uma vez que no
fruto onde ha larva, a tendéncia € a mosca nao colocar outra larva), garantindo que a
populacao se estabilize em equilibrio com o ambiente.

2.2.3 Termo do parasitismo

Os trabalhos de (Holling, 1959a,b) foram um dos primeiros a considerar fatores
como comportamento de busca do predador e heterogeneidade espacial no compor-
tamento dos predadores. Para descrever a variacdo das taxas de consumo em funcéao
do aumento da densidade de presas e dos outros componentes que envolvem estas
taxas, foi proposta a "equagéo dos discos de Holling". O chamado experimento do
disco foi desenvolvido por C. S. Holling no final da década de 1950 com o objetivo de
compreender como a taxa de consumo de presas por um predador varia em funcao da
densidade de presas disponiveis (Holling, 1959a,b). O foco foi identificar os processos
comportamentais que limitam o nimero de presas atacadas ao longo do tempo.

Nos experimentos originais, Holling utilizou discos de papel fixados sobre uma su-
perficie homogénea, os quais representavam presas artificiais. Esses discos eram
distribuidos aleatoriamente, porém com densidade controlada, sobre a area experi-
mental. Durante um intervalo de tempo total fixo, voluntarios (com os olhos vendados)
os procuravam utilizando apenas o tato, simulando o processo de busca de um preda-
dor. Cada disco encontrado precisava ser removido e armazenado antes que a busca
fosse retomada, o que introduzia um tempo minimo de manuseio associado a cada
evento de captura.

Esse experimento permitiu decompor o tempo total disponivel em duas partes dis-
tintas: o tempo de busca, dedicado a localizacdo das presas, € o tempo de mani-
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pulacdo, correspondente as etapas necessarias para remover o disco e se preparar
para um novo evento de busca. A medida que a densidade de discos aumentava, o
tempo gasto na busca diminuia, enquanto o tempo de manuseio passava a dominar
0 processo, impondo uma limitacdo superior ao numero de discos que poderiam ser
removidos.

Os resultados desses experimentos mostraram que o numero de presas captura-
das cresce aproximadamente de forma linear para baixas densidades de presas, mas
apresenta saturacao para densidades elevadas, comportamento que levou a formula-
¢ao da resposta funcional do tipo Il.

Embora o experimento tenha sido originalmente concebido no contexto de pre-
dacdo, sua interpretacdo foi prontamente estendida para sistemas hospedeiro—
parasitoide. Nesse caso, cada evento de parasitismo € andlogo a captura de uma
presa, € o tempo de manipulacao corresponde ao tempo necessario para oviposicao,
marcacao do hospedeiro e recuperacao fisiolégica do parasitoide (Royama, 1971; Ro-
gers, 1972). Dessa forma, o experimento do disco de Holling fornece uma base empi-
rica sélida para a inclusao de respostas funcionais saturantes em modelos de parasi-
tismo, justificando biologicamente a forma funcional adotada neste trabalho.

O termo de parasitismo em um modelo de interacdo hospedeiro-parasitoide re-
presenta, assim, a taxa na qual os hospedeiros sdo parasitados. Para encontra-lo
consideramos a equacao (4), para uma densidade constante de parasitoides, Y, e
para uma densidade constante de hospedeiros, X.

aTXY
N= T )
onde N corresponde ao numero de encontros realizados por um parasitoide com o
hospedeiro, T € o tempo total durante o qual os hospedeiros ficam expostos ao para-
sitoide (o tempo do experimento). Essa é a expressdo denominada equacéao do disco,
pois foi obtida a partir dos experimentos de Holling.

A equacao (4) descreve o parasitismo, assim, é uma fungédo positiva. Se hou-
ver uma taxa de esgotamento na densidade do hospedeiro, € uma funcéo negativa
do hospedeiro, a populacdo do hospedeiro é reduzida de acordo com o numero de
hospedeiros parasitados. Como houve esgotamento de hospedeiros no experimento
base (sem reposic¢ao), levando em consideracao o efeito da diminuicdo do parasitismo,
a equacao (4) sera avaliada por integracdo, com uma densidade de parasitoides fixa,
resultando na equacéo diferencial (Royama, 1971):

dx axY

dr ~  1+ahx (%)

Assim, o termo de decréscimo da taxa de variacdo da populacao de larvas devido
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ao parasitismo utilizado no modelo proposto, (1), se da pela resposta funcional de

Holling tipo Il, dada por:
ax;x;

1+ ahx,

(6)

2.3 Nao-negatividade do modelo

A nao-negatividade € uma propriedade essencial para a consisténcia do modelo
com a realidade biolégica. A seguir € apresentada a prova da ndo-negatividade do
sistema (1) a partir do seguinte lema (Haddad; Chellaboina; Hui, 2010; Sharma; Tri-
pathi; Tripathi, 2024):

Lema 1. Se x,(0) > 0, x,(0) > 0 € x3(0) > 0, a s0lugao x,(t), x,(t) e x;(t) no sistema
(1) permanece ndo-negativa.

Prova. Para ndo-negatividade da populacao x,(t) (densidade de larvas), assumimos
que x,(t;) = 0, d"d—(t” <0, x,(0) > 0, x,(0) > 0, x5(0) > 0,0 < ¢ <, COM X, & X
positivos em t,. O que significa que todas as populagcdes possuem uma quantidade
inicial ndo-negativa e em determinado tempo ¢;, x, = 0, assumimos que a variagao

neste instante € negativa.

Como da(t) < 0, ent&o:
dt
dxy(t) _ x1(t1)) ax,(t)x;(t;)
(T, =t (1= 52 =iy = yte = TEERE = it <0,

0 que € uma contradigéo, pois rx,(t;) > 0 parat > 0, ja que x,(0) > 0. Logo, necessita-
mOoSs que a variagao no instante t,, em que x; = 0, seja ndo-negativa. Provando assim,
que x,(t) >0, Vt > 0.

Para nao-negatividade da popul¢ao x,(t) (densidade de moscas adultas), assumimos
que x,(t,) = 0, d"d—(t” <0, x,(0) > 0, x,(0) > 0, x;(0) > 0,0 <t < t,, COM X, € Xy
positivos em t,. O que significa que todas as populagdes possuem uma quantidade
inicial ndo-negativa e em determinado tempo t,, x, = 0, assumimos que a variagao
neste instante é negativa.

dxczi—itz) d%t(t)>t=t2 = a1y X1 (L) — paXy(t,) = a7x;,(t,) < 0, 0 que €
uma contradi¢do, pois o, yx,(t,) > 0 para t > 0, ja que x,;(0) > 0. Logo, necessitamos
que a variacao no instante t,, em que x, = 0, seja hdo-negativa. Provando assim, que
x,(t) >0, Vt > 0.

Como < 0, entao: <

Para positividade de x;(t) (densidade de parasitoides), assumimos que x;(t;) = 0,
26l) <, x,(0) > 0, x,(0) > 0, x5(0) > 0,0 <t < t;, com x; e x, positivos em t;. O que
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significa que todas as popula¢des possuem uma quantidade inicial nao-negativa e em
determinado tempo t;, x; = 0, assumimos que a variacao neste instante é negativa.

dx.(t
Como ;t ) < 0, entdo:

(dxs(t)> _ ay8ax,(t3)x;(t5)
dt /o, 1+ ahx,(t;)
cessitamos que a variacao no instante t;, em que x; = 0, seja ndo-negativa. Provando

assim, que x5(t) > 0, Vt > 0.

— u3x5(t;) = 0, 0 que € uma contradicdo. Logo, ne-

Assim, demonstra-se a ndo negatividade das trajetérias temporais do sistema (1).
[

2.4 Pontos de equilibrio do modelo

Para compreender a dinamica a longo prazo do sistema hospedeiro-parasitoide

determina-se analiticamente os pontos de equilibrio do modelo. Através da resolucao

dx;
do sistema de equacoes d_tl =0 parai = 1,2,3, serdo identificados todos os estados

estacionarios do modelo. Esta andlise permitira a avaliagdo das condigdes ecoldgi-
cas necessarias para a estabilizacao do sistema. Adicionalmente, sera investigada a
estabilidade local de cada equilibrio através do critério de Routh-Hurwitz.

Assim, para encontrar os pontos de equilibrio do modelo sera resolvido (7).

* k yak
rx; (1= — ) —pmx] —yx{ — ——— =0,

k 1+ ahx;
Oy Xy — ppXx; =0, (7)
5 axix; -
a,———— — U3xs = 0.
T+ahx 5%

Resolvendo a segunda equagéao de (7) para x, € encontrado

. arx)
T ®

e resolvendo a terceira equacgao,

neste caso tem-se que,
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ou .
a,0ax;

— = U,. 11
1+ahxi“ M (11)

Agora, resolvendo a primeira equacao de (7) e substituindo (8),

ayx; x; i . ax;x;
r( 1)(1—%)—u1x1—yx1—;3=0. (12)

My 1+ ahx;]

Neste caso existem duas possibilidades, (10) e (11). Sera desenvolvido x; = 0,
primeiramente. Onde também sdo encontradas duas possibilidades,

x:=0, (13)

rkayy — pokuy — poky
roy )
Neste momento € possivel encontrar dois pontos de equilibrio, ambos com x; = 0.

O primeiro seria trivial,

rkayy —rayx; — ukpy — upky =0 & xj = (14)

Py = (x},x5,x3) =(0,0,0). (15)

Para encontrar o segundo ponto de equilibrio com a populagéo x; nula é necessario
substituir (14) em (8). Assim,

k k
P, = *ogk g¥) - 1
= (X}, %5, X} (l’ccl)/s’ WZS,O), (16)
com S = ray — (g +7)-

A seguir, serd analisado o caso em que x; # 0. De (11), é encontrado o valor de

*

X1

M3
= —_— 17
1 a,8a — ahp, (7

Substituindo (17) em (8) € encontrado x7,

x _ Ay M3

X, = .
2 woyda — pahus

(18)

Para encontrar x; € necessario desenvolver a primeira equagéo de (7), utilizando
(17) e (18). Feito isto, o terceiro ponto de equilibrio encontrado &

My iy M3 a0 P)_

Py = (x},xi,x}) = (a—v, 0, aV aV? (19)

ra
ComV = a,6 — hus e P = VS — /K3

a
Como pode ser visto, foram encontrados 3 pontos de equilibrio para o sistema (1),
séo eles:
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Py = (x1, x5, x3) = (0,0,0), (20)
k k
P2 =(XT,X;,X;)= <I"O{1]/S’ r—'qu,O>, (21)
£ ok ok M3 Qiy M3 0
P3 = (xl,x29x3) = (W’ U W9 IL{ZGVZP) ) (22)
comS =rayy — (i +7), V=0a,6 —hus; e P=VS — m;z%-

As condic¢des para viabilidade biolégica dos pontos de equilibrio sdo apresentadas
na tabela 2.

Tabela 2 — Condic¢des para viabilidade biolégica
Ponto de equilibrio Condigao

P, Sempre viavel
p, S>0
P, V,S,P>0

2.5 Estabilidade local dos pontos de equilibrio

Para analisar a estabilidade local dos trés pontos de equilibrio utiliza-se a matriz
jacobiana do sistema, dada por:

af, ofr dfy
0x, 0x, O0xs
s_|or. ar. of,
0x; 0x, 0x;
ofs dfs ofs

| Ox; Ox, 0x; |

g dx, dx, dx, . _
on eW—fl, W—fZeW—f? ara o sistema (1),
—rXx, ax;(1 + ahx,) — a*hx;x;, X, —ax;
—H Y- B PR
k (1 + ahx,)? k 1+ ahx,
I = oy —HM2 0
a,0ax;5(1 + ahx;) — a,6a%hx; x;, a,8ax,
0 -
(1 + ahx;)? 1+ ahx, M3_
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E necessario avaliar J em cada um dos pontos de equilibrio encontrados. Sera
utilizado o critério de Routh-Hurwitz (apresentado no Apéndice A) para analise de
estabilidade local. De acordo com ele, ao analisar um polindmio de segundo grau, do
tipo p(1) = ayA? + ;4 + a,, para que todas as raizes tenham parte real negativa basta
gue todos os coeficientes sejam positivos. Quando o polinémio for de terceiro grau, do
tipo p(1) = ayA® + 4,4 + a,1 + a;, as seguintes condi¢cdes devem ser satisfeitas:

1. todos os coeficientes devem ser positivos;
2. alaz - a0a3 > 0.

2.5.1 Ponto de equilibrio 1

Substituindo esses valores do ponto de equilibrio 1 na matriz J, obtém-se:

Para J, encontra-se o seguinte polinémio caracteristico:

p(A) = (—ps = D(A* + a,4 = S).

Uma das raizes do polinbmio é —u; < 0, pois u; > 0, assim as outras raizes devem
satisfazer
agA* + ;A + a, = 0.

onde, a, =1,a, = u; +y+ 4, € a, = =S, com q, € a, positivos, uma vez que 0s
parametros sdo todos positivos. Portanto, segundo o critério, basta que S < 0 para
que as outras duas raizes tenham parte real negativa e assim, P; sera localmente
estavel.

2.5.2 Ponto de equilibrio 2

Substituindo os valores de (21) na matriz J encontra-se:

[ _ g S — ahkS
T, ATrT l_fy rayy + ahkS
Ip, = 25v4 —HM2 0
a,0akS
0 0 m— ,u3—

Para Jp, tem-se o0 seguinte polinbmio caracteristico:

p(Q) = (G —)(A* + a; 1+ S).
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Considerando o polindmio ay,4% + a;4 + a,, tem-se que:

1 ragy N S e G a,0akS
A, = a, = a, = = — .
o M Har @2 royy + ahkS Hs

A condicdo para viabilidade bioldgica de P, exige que S > 0 €, como 0s parametros
sao todos positivos, a, > 0. Portanto, para estabilidade local de P, é necessario
apenas que G < 0, considerando que ele seja viavel biologicamente.

2.5.3 Ponto de equilibrio 3

Substituindo os valores de (22) na matriz J encontra-se:

A 1 M3 — M3
— r — —
B a0
Ip, = ay —H2 0
P
— 0 0
| M2 |

O polindmio encontrado &,

p() = apA® + ;A% + a4 + as,

onde
a, =1,
ay = A+,
M3 Pu,
=AU, — 1-—= |+ ——,
a M2 ”aﬂ/( B)+,u20625
o P
T a8’
com
ragy i
= Y+ —,
ku,aV fary pa 028
B = akV.

Considerando a viabilidade biolégica, a;, > 0 e a; > 0. Portanto, de acordo com
o critério de Routh-Hurwitz, para que P, seja estavel localmente € necessario que,
a,a, — aya; > 0, ou seja:

Au.ra Au,P ro
M3 17’+ M3 +H3 04%%)

H = A%u, +
H B LW, B

+ Al — Arayy —ragyu, > 0.
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Na tabela 3 sdo apresentadas as condigdes para viabilidade bioldgica e estabili-
dade local em cada ponto de equilibrio.

Tabela 3 — Condig¢des para viabilidade biolégica e estabilidade

Ponto de equilibrio  Viabilidade  Estabilidade
P, Sempre viavel S<0

p, S>0 G<oO
P, V,S,P>0 H>0




3 OBTENCAO DOS PARAMETROS DO SISTEMA

A determinacgao dos parametros do modelo, taxa de oviposicdo das fémeas adultas
(r), taxas de mortalidade (u;), taxa de converséo (y), taxa de captura instantéanea (a) e
tempo de manipulacéao (h), foi realizada mediante uma abordagem baseada em dados
experimentais.

O experimento de parasitismo foi conduzido com exposi¢éo dos hospedeiros a um
parasitoide, durante um dia, a uma temperatura de 24°C, e uma replicacdo de cem
vezes para cada oferta de larvas. Os valores descritos na tabela 4 referem-se as
médias dos valores obtidos.

Serao utilizados também os dados da tabela 5 retirada de (Zucchi; Malavasi;
Adaime; Nava, 2024) e por meio de comunicacao pessoal verbal com o pesquisador
Dori Edson Nava, que os obteve experimentalmente, tendo por base a temperatura de
25°C.

Tabela 4 — Parasitismo de larvas de A. fraterculus por D. brasiliensis
Numero de larvas Média do numero de parasitados Taxa de parasitados

5 4,11 0,822
10 7,26 0,726
15 8,26 0,550
20 8,76 0,438
25 10,65 0,426
30 10,49 0,349

Tabela 5 — Dados experimentais da mosca-da-fruta e do seu parasitoide
Mosca-das-frutas Parasitoide

Ovo Larvas Adultas  Adultas

Duracéo (dias) 3 21 55 14

Sobrevivéncia (%) | 85 70 80 80

Ressalta-se que a taxa de sobrevivéncia da populagédo de parasitoides e moscas
adultas é estimada.
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3.1 Taxa de oviposicao das fémeas de A. fraterculus (r)

O parametro r é encontrado através da resolucédo da equacao diferencial logistica
(desenvolvida no Apéndice B):

dy _ . y
a Tk
y(to) = Yo

Assim, r é dado por

r

_ 1 (y(k—yo)>
= n .

=1y Yok = y)

Visto que uma mosca-das-frutas adulta coloca 400 ovos (Zucchi; Malavasi;
Adaime; Nava, 2024), considerando a capacidade de suporte k = 1000 € o periodo
inteiro de fase adulta (55 dias), atribui-se a r:

. In(666
399 600) _ n(666) ~0,12.

r= i1n<
~ 55 600 55

Leva-se em consideragao o periodo inteiro da fase adulta, pois ndo € feita distingao,
no modelo, do periodo de oviposicao de moscas adultas.

A figura 2 representa o crescimento logistico da populacao de ovos a partir de uma
mosca adulta com o valor de r encontrado, alcancando o valor de 400 em 55 dias.

=== Dia 55

500

'
o
o

300 A

200 A

Quantidade de Ovos (y)

=
[=]
[=]

T . T . T . ‘
0 10 20 30 40 50 60
Tempo (dias)

Figura 2 — Ritmo de postura de Anastrepha fraterculus ao longo de sua longevidade.



3.2 Taxa de mortalidade natural (u;)
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Para a taxa de mortalidade, é resolvido o seguinte problema, apresentado no Apén-

dice C:
dx(t) _
x(t) = px(0),
onde:

» x(t) representa a densidade populacional em fungéo do tempo;

» u € a taxa de mortalidade;

* p € (0,1) representa a porcentagem de sobrevivéncia em relagdo a populacao

inicial,
* 7 € 0 tempo médio de duracao no estagio.

Disto, tem-se que u € dado por:

Inp

M= T

Esse resultado indica a taxa constante necessaria para que a quantidade inicial x(0)

decaia para px(0) apés um tempo 7.

A relacao acima é diretamente compativel com o conceito de meia-vida. A meia-
vida T, é definida como o tempo necessario para que a populagao atinja metade do

valor inicial, isto &,

X(T, ) = 5x(0). (24)

Utilizando a solugdo do modelo exponencial, tem-se

x(0)e—+Tir2 = %x(O), (25)

o que implica

1
—,uTl/z —
e = 2. (26)

Tomando o logaritmo natural, obtém-se a expressao classica da meia-vida:

In2 0,693

Typ=— = (27)

M M

Com base nos dados experimentais apresentados na tabela 5, a taxa de mortali-

dade foi calculada separadamente para cada populagédo do modelo, resultando em
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-

dx,
—_— = —U; X, -
| @ TR Ml=‘1noz’—1595’f*O,OZdIa1 (28)
x,(21) = 0, 595x,(0)
( dx2 _ x 1
| @@= =_%5476 ~ 0,01 dia”* (29)
x,(55) = 0,476x,(0)
dxs _ Ino,8
a - R o n14’ ~ 0,02 dia™" (30)

x;(14) = 0, 8x5(0)

A porcentagem de sobrevivéncia no estagio larval € dada pelo produto das taxas
nos estagios de ovo e larva. Assim como a porcentagem de sobrevivéncia no estagio
de moscas adultas é dada pelo produto das taxas nos estagios de ovo, larva e adultas.
Cada uma dessas taxas garante que a populagao correspondente decaia, de forma
exponencial, até a fracdo observada ao final do respectivo tempo médio de estagio,
sendo ainda compativel com a nog¢édo de meia-vida associada a cada valor de u.

Uma vez estimadas as taxas de mortalidade para cada populacao, € possivel calcu-
lar a meia-vida associada a cada estagio a partir de (27). Utilizando as taxas obtidas,
a meia-vida para cada populacao é calculada da seguinte forma:

« Para a populagéo x;, a meia-vida &

@ _ 0,693
/270,02

« Para a populagéo x,, obtém-se

~ 34,65 dias. (31)

@ _ 0,693
T1/2 ~ 0,01

« Para a populagéo x;, a meia-vida resulta em

~ 69,3 dias. (32)

0,693
7O —

2= 002 ~ 34,65 dias. (33)

E possivel observar que as populagcdes x, e x; apresentam meias-vidas seme-
lhantes, refletindo taxas de mortalidade comparaveis, enquanto a populagéo x, possui
uma meia-vida aproximadamente duas vezes maior, indicando um decaimento mais
lento ao longo do tempo.

Para ilustrar a consisténcia entre as taxas de mortalidade estimadas e o conceito
de meia-vida, sao apresentados graficos do decaimento exponencial das populacdes
ao longo do tempo. Nas figuras 3, 4 e 5, considera-se uma condi¢ao inicial de 100,
e indica-se o instante correspondente a meia-vida T;,,, no qual a populagéo atinge
50% do valor inicial. Essa visualizagcdo permite verificar que a taxa u estimada garante
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que o sistema atinja exatamente a metade da populagcdo no tempo previsto teorica-
mente, reforgcando a adequacgao do modelo de decaimento exponencial continuo para
a descricdo da mortalidade em cada estagio do ciclo de vida.

100 ~

90

80 A

70 4

60

Larvas

50 7

40 -

30 A

20 A

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo
Figura 3 — Decaimento exponencial da populagao x; ao longo do tempo, considerando a taxa
de mortalidade y; ~ 0,02 dia". A linha vertical indica a meia-vida Til/)z ~ 34,65 dias, instante
no qual a populagéao atinge 50% do valor inicial, em concordancia com a solu¢do analitica do
modelo.



47

100 +

90 A

80 1

Adultos

70 A

60

50 A

Tempo

Figura 4 — Decaimento exponencial da populagédo x, ao longo do tempo, considerando a taxa
de mortalidade u, ~ 0,01 dia—". A linha vertical indica a meia-vida Tiz/)z ~ 69,3 dias, instante
no qual a populagéo atinge 50% do valor inicial, em concordancia com a solu¢do analitica do

modelo.
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Figura 5 — Decaimento exponencial da populacao x; ao longo do tempo, considerando a taxa
de mortalidade u; ~ 0,02 dia~'. A linha vertical indica a meia-vida T?/)z ~ 34,65 dias, instante
no qual a populagéao atinge 50% do valor inicial, em concordancia com a solu¢do analitica do

modelo.
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3.3 Taxa de conversao (y)
. . dx,
Da contribuigcdo negativa —yx; na equacao diferencial para P juntamente com a
condicéo inicial x,(0) = x,, resulta

x,(t) = xpe7"",

de onde conclui-se que y é o inverso do tempo médio < t > de permanéncia no
estagio x; (Selau, 2024), sem considerar mortes naturais, isto é, os que vao passar
para o estagio seguintes (os detalhes do calculos sdo apresentadoas no Apéndice D).

Para encontrar y basta entao utilizar o tempo de permanéncia no estagio larval
(Zucchi; Malavasi; Adaime; Nava, 2024), encontrando assim,

1 . -1
= — ~0,04dia”".
Y=

3.4 Taxa de captura instantanea (a) e tempo de manipulacao para
o parasitismo (h)

Duas abordagens foram analisadas, a primeira através da funcao W-Lambert e a
segunda utilizando equacgdes diferenciais.

3.4.1 Estimacao dos parametros a e h usando a funcao W-Lambert

Considerando uma densidade inicial de hospedeiros x, quando T =0, e x, = X, — X

o numero de hospedeiros parasitados, por unidade de area durante T, integrando (5)
resulta em

Xe = X (1 — e7a0T-hx)) (34)

chamada funcao decrescente de presa do tipo Il de Rogers e representa o numero de
hospedeiros ou presas atacadas, que aumenta a uma taxa decrescente a medida que
a densidade do hospedeiro aumenta (Rogers, 1972).

Pode-se observar que (34) € uma fungao implicita e, neste caso, pode ser resolvida
usando a funcdo W-Lambert (Lehtonen, 2016), apresentada no Apéndice E. Reescre-
vendo a equacao (34) em termos da fungdo W-Lambert como:

W (ahx e~ aYT-hx))
ah ’

X, = Xy — (35)
0 processo de minimos quadrados pode ser utilizado para ajustar a funcao aos dados
experimentais, levando a um sistema algébrico ndo linear, cuja resolugcao pode ser
obtida pelo Método de Gauss-Newton (Bjérck, 1996), apresentado no Apéndice F.
Em alguns casos ha restricoes experimentais e a saturacdo do parasitismo ao



49

longo da vida do parasitoide ndo pode ser verificada. Ou ainda, os dados experimen-
tais podem configurar uma solugéo diferente para o formato da funcao de W-Lambert.
Em particular, para os dados experimentais utilizados neste trabalho, n&o foi possivel
computar os valores dos parametros a e h pela implementacdo do método de mini-
mos quadrados. Isso ocorre porque o sistema algébrico nédo linear obtido a partir da
equacao (35) apresenta forte sensibilidade aos valores iniciais utilizados no processo
iterativo do método de Gauss-Newton. Assim, para garantir a convergéncia do método,
€ necessario que os valores iniciais estejam suficientemente préximos da solugao real,
0 que néo foi possivel obter a partir dos dados disponiveis. Além disso, a presenca da
funcdo W-Lambert torna a avaliagdo numérica mais custosa do ponto de vista com-
putacional, dificultando a convergéncia do algoritmo de ajuste para os parametros a e
h.

Em casos como este, uma forma de obter os parametros do modelo é através
de um processo de otimizagdo, também chamado de identificagdo de parametros.
Partiu-se, entdo, para o método de estimagéao dos parametros utilizando as equacées
diferenciais.

3.4.2 Estimacao dos parametros a e h usando a equacao diferencial

Considere a equacgéo diferencial (5), onde sdo conhecidos os valores de Y e a
oferta inicial de hospedeiros, x,, em T = 0. Iremos integrar a equacao (5) sobre o
intervalo de tempo [0, T] para cada x, dado. Do experimento, sabemos a quantidade
de hospedeiros parasitados e ndo parasitados (denominamos 0s nao parasitados de
X) para cada oferta de x,, ap6s o periodo de exposicédo T. Portanto, para cada oferta
de x, temos a quantidade de hospedeiros parasitados no tempo T = 1 (tempo de ex-
posicao dos hopedeiros ao parasitoide foi de um dia), obtidos da solu¢ao da equacao
(5) e dos valores conhecidos pelo experimento.

Temos dois parametros a serem identificados, a e h. Sendo assim, havera um
intervalo de busca para a, cujos valores tomaremos como qg;, € um intervalo de busca
para h, cujos valores tomaremos como h;. Para cada x, e cada valor do par (a;, h;)
calcularemos o desvio entre x;; (solugao da equagao (5) em T para cada par (a;, h;)) e
como conhecemos X, (hospedeiros ndo parasitados medidos), obtemos a funcéo erro:

E(a,h) =] > (- %) (36)
k=1

onde m € a quantidade de diferentes condi¢des iniciais (x,) usadas no experimento.
Considerando 6 o minimo da fungéo E(a;, h;), minimizando o erro quadratico, obtemos:

0 = arg mihn E(a;, h)) (37)
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O menor valor de 6 corresponde ao melhor par ordenado (a, h). Para garantir que
o melhor valor de a e h tenha sido atingido, o valor minimo de 6 deve corresponder a
valores de a e h de dentro do intervalo de busca, e ndo da borda. Se estiver na borda
pode ocorrer de existirem valores melhores fora do intervalo de busca, o que sugere a
ampliagcao do intervalo.

Para o ajuste da curva de resposta funcional via solugédo do processo de otimi-
zacao, utilizando linguagem python foram utilizados os intervalos a = (2,5;3,5) €
h = (0,04;0,12), com passo incremental de 0,1 para a e 0,008 para h. Desta forma,
foram encontrados os valores étimos, sendo eles a = 3,0263 e h = 0,084. Substituindo
estes valores na equacéo (5), obtemos:

dx 3,0263xY

dr = TT1+0,2540x (38)
sendo reescrita em termos da funcdo W-Lambert, que descreve o parasitismo do ex-
perimento, como (com Y = 1):

W (0, 2554302637 -0.0844x0) )
0, 2554 )

X, = Xy — (39)

Na figura 6 é apresentada a funcdo W-Lambert. A figura 7 apresenta o grafico da
funcéo E, equacao (36), para os diferentes valores de a e h. O valor de 8, equacéo
(37), € 1,094, que corresponde aos melhores valores encontrados para a € h. A figura
8 apresenta a curva da funcao E, no plano de corte do eixo h, no ponto de minimo e
a figura 9 apresenta a curva da funcdo E, no plano de corte do eixo a, no ponto de
minimo.

Como o tempo de manuseio h determina a taxa maxima de parasitismo, ou seja,
a saturagao, pela equacgao (4) é possivel obter este valor, dado por h~. No presente
trabalho a saturagéo ficou em 12, o que quer dizer que por mais que se aumente a
oferta dos hospedeiros, a quantidade de hospedeiros parasitados nao passara de 12,
em média.
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Figura 6 — Grafico da fungdo W-Lambert, equacéo (39), para os dados de parasitismo de A.
fraterculus por D. brasiliensis.
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Figura 7 — Superficie dos erros para os valores de a e h, equacao (36), obtidos no parasitismo
de A. fraterculus por D. brasiliensis.

3.5 Capacidade de suporte (k), taxa de conversao (5) e proporcao
de fémeas («;)

O valor para a capacidade de suporte do ambiente sera de 1000, estimado. Este
parametro depende das condi¢cdes externas, tais como espaco, alimento, recursos,
etc. Consideramos que o ambiente do experimento (placa de acrilico cujo didametro é
1,7 cm e a altura é 0,5 cm) ndo comportaria um nimero de ovos maior que 1000 (Selau,
2024). O valor de ¢ sera escolhido entre 0,5 e 1,0. Os valores de «; e a, terdo como
fonte os trabalhos (Bisognin; Nava; Lisb6a; Bisognin; Garcia; Valgas; Diez-rodriguez;
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0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 0.11 0.12 2.6 2.8 3.0 32 34
Valores de h Valores de a

Figura 8 — Erros para valores de h obtidos no Figura 9 — Erros para valores de a obtidos no
parasitismo de A. fraterculus por D. brasilien- parasitismo de A. fraterculus por D. brasilien-
sis. sis.

Botton; Antunes, 2013; Poncio, 2015), respectivamente.

A tabela 6 apresenta os valores calculados e definidos dos parametros do modelo.
Eles serdo utilizados nas simulacdes numéricas.

Tabela 6 — Valores dos parametros do sistema (1).
Parametro  Valor

r 0,12
k 1000
My 0,02
75 0,01
U3 0,02
14 0,04
a 3,0263
h 0,084
a, 0,5
a, 0,35

) 0,6




4 SIMULACOES DO MODELO

Neste capitulo sdo apresentadas as simulagdées desenvolvidas no estudo do mo-
delo hospedeiro-parasitoide proposto. Sera explorada a dindmica populacional ao
longo do tempo utilizando linguagem python. Através das analises numéricas e gra-
ficas, visualiza-se como o parametro h influencia o comportamento do sistema no
estudo das bifurcagdes. Para os valores utilizados, o ponto de equilibrio estavel local-
mente foi P;, ponto de coexisténcia.

4.1 Validacao do modelo

Para validacao do modelo as equagdes sdo simplificadas no intuito de comparar os
dados experimentais da tabela 4 com as simula¢des do sistema (1). No experimento,
o parasitismo durou 1 dia e as informacdes utilizadas sdo a quantidade de larvas
ofertadas e a quantidade de larvas parasitadas, assumindo que de cada uma delas
emerge um parasitoide. Inicialmente é utilizada apenas a populagéo de larvas e um
Unico parasitoide. Apos um dia o parasitoide é retirado (x; = 0). Importante ressaltar
que «; e a, ndo serao utilizados nestas simula¢des pois ndo ha distingdo entre as
larvas macho e fémea.

Dessa forma, optou-se por trabalhar com uma verséao simplificada do sistema (1),
uma vez que os dados experimentais disponiveis ndo contemplam todas as variaveis
e processos descritos no modelo completo. Em particular, o experimento fornece ape-
nas informacdes sobre a quantidade inicial de larvas e o numero de larvas parasitadas
apo6s um intervalo de tempo fixo, ndo permitindo a observacgéo direta de todas as po-
pulacdes e interagdes presentes no sistema original. Assim, a simplificagdo do modelo
permite reproduzir de forma mais fiel as condicoes do experimento e possibilita uma
comparacao direta entre os dados observados e os resultados das simulagoes.

O sistema simplificado € dado por:
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(41)

Foi feita uma simulacdo de 100 dias para uma condi¢ao inicial de (30,0, 1), apresen-
tada na figura 10. Observou-se que a densidade de larvas atinge aproximadamente
0,37, a de adultos 20, 23 e a de parasitoides 10, 4, valores que refletem a estabilizacédo
do sistema ao longo do tempo e validam o modelo.

30 A

25 A

20 -

15 4

Populagao

—— Llarvas
—— Adultos
—— Parasitoides

10

0 20

40 60 80
Tempo (dias)

T
100

Figura 10 — Trajetérias temporais para os sistemas (40) e (41).

A tabela 7 traz a comparacao entre as taxas de parasitismo do experimento e da
simulagao realizada, para cada oferta de larvas, em um dia de parasitismo.

Num contexto experimental, observa-se que, para todas as quantidades de larvas
ofertadas, os valores simulados ficaram préximos dos valores experimentais. Essa
proximidade entre os dados indica que o modelo proposto € capaz de reproduzir com
boa precisdo o comportamento observado no experimento, o que sugere que ele é
adequado para representar a dindmica do parasitismo nesse contexto.
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Tabela 7 — Comparagéo entre taxas de parasitismo experimental e do modelo.

Larvas ofertadas Taxa (Experimento) Taxa (Simulacdo) Erro (%)
5 0,82 0,86 4,88
10 0,73 0,72 1,37
15 0,55 0,59 7,27
20 0,44 0,49 11,36
25 0,43 0,42 2,33
30 0,35 0,37 5,71

4.2 Dinamica temporal do sistema

Nas figuras 11 e 12 sdo apresentadas as trajetérias temporais do sistema (1) num
periodo de 14 e 140 dias, respectivamente. A oferta inicial em ambas é de 500 larvas,
10 moscas adultas e 5 parasitoides. Observando o comportamento das populagdes,
€ possivel presumir que a queda abrupta da populacao de larvas se da devido a alta
capacidade de parasitismo deste parasitoide.

500 1

400 1

Populagao
w
8

=

o

=]
L

o

500 1

400 1

Populagao
w
8

100

~

=}

=}
L

— larvas
— Adultos

—— Parasitoides

2

4

5 8 10
Tempo (dias)

T
12

Figura 11 — Dinamica temporal do sistema para 14 dias.
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Figura 12 — Dinamica temporal do sistema para 140 dias.

T
140

Na figura 12 pode-se observar que o parasitismo leva todas as populacdes a ex-
tincdo, o que era de se experar no experimento de laboratério, embora o equilibrio
matematico ndo se anule completamente.
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4.3 Estudo e analise de bifurcacoes do sistema

A estrutura qualitativa de um sistema pode mudar a medida que parametros séo
variados. Pontos de equilibrio podem ser criados ou destruidos, ou sua estabilidade
pode ser alterada. Essas mudangas qualitativas na dindmica sdo chamadas de bi-
furcagbes. As bifurcagdes séo cientificamente importantes, elas fornecem modelos
para transicdes e instabilidades a medida que algum parametro de controle é variado
(Strogatz, 2001).

O parametro h sera analisado com o objetivo de investigar possiveis bifurcagdes
no sistema. Este pardmetro representa o tempo médio necessario para que um pa-
rasitoide processe um hospedeiro apds encontra-lo e possui relevancia biolégica no
estudo de bifurcacdes em modelos ecoldgicos. Isso se deve ao fato de que h atua
como um limitante fisiolégico e comportamental da capacidade maxima de parasi-
tismo, mesmo quando os hospedeiros sdao abundantes. Quanto maior o valor de h,
mais tempo o parasitoide demora com cada interacdo, tornando o parasitismo mais
fraco e menos eficaz no controle da populagdo de hospedeiros. Assim, h funciona
como um parametro de controle que vincula a fisiologia do parasitoide a estabilidade
e estruturagéo do sistema ecoldgico como um todo.

Para as simulagdes numéricas adotou-se a relacao inversa entre a taxa de ataque
(a) e o tempo de manipulacéo (k). Dessa forma, o aumento do parametro h implica
na reducao do valor de a, quanto maior o tempo necessario para o parasitoide pro-
cessar um hospedeiro, menor é o numero de interacdes que ele consegue realizar por
unidade de tempo, 0 que reduz a intensidade do parasitismo.

E utilizado o ponto de equilibrio de coexisténcia. A andlise serd conduzida por
meio do critério de Routh-Hurwitz, apresentado anteriormente, que permite determinar
a estabilidade local do ponto de equilibrio. Busca-se identificar os valores criticos
nos quais ocorrem mudangas qualitativas no comportamento dindmico do sistema,
caracterizando pontos de bifurcagdo. O parametro h tem (0,001;12) como intervalo de
variacdo. A figura 13 apresenta os intervalos de positividade das condicdes de Routh-
Hurwitz. O intervalo de estabilidade (intersecdo dos intervalos de positividade das
condi¢des) encontrado € h € (0,0010, 6,8186) U (10,4907, 10,4954), como apresentado
na figura 14.

Em h = 6,8186 ocorre uma bifurcacdo de Hopf, um tipo especifico de bifurcacao
em que, neste caso, o ponto de equilibrio perde estabilidade, dando origem a um ciclo-
limite. Nas figuras 15 e 16 sdo apresentadas as trajetérias temporais no intervalo dos
parametros em que o sistema apresenta ciclos-limite, com h = 7 e h = 7,5, respec-
tivamente, valores escolhidos aleatoriamnete dentro do intervalo. Ao analisar ambas
figuras € possivel perceber que, ao aumentar o valor de h, 0 periodo e a amplitude
também aumentam.
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Figura 13 — Intervalos de positividade das condi¢gbes de Routh-Hurwitz.
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Figura 14 — Intervalo onde todas condi¢cbes sao positivas.

A Figura 17 apresenta os diagramas de bifurcacao das trés populagdes do modelo
em funcéo do parametro h. Observa-se que, para valores baixos de h, todas as popu-
lacdes coexistem de forma estavel, com valores constantes no tempo. A medida que
h aumenta, surgem oscilagbes nas populagdes, o que indica a perda de estabilidade
do ponto de equilibrio P, e a existéncia de ciclos-limite.

Com h = 10,5, ocorre uma mudanca qualitativa importante, a populacao de parasi-
toides (x;) decai abruptamente até a extingcao (x; = 0). A partir desse ponto, o sistema
entra em um novo estado no qual apenas larvas e adultos permanecem, estabilizando-
se em valores fixos. Isto mostra que tempos de manipulagdo mais longos reduzem a
eficiéncia do parasitoide a ponto de inviabilizar sua existéncia, alterando profunda-
mente o equilibrio ecoldgico do sistema.
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Figura 15 — Trajetérias temporais do sistema com h = 7, dos estagios (a) larva e (b) adulto de
A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.
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Figura 16 — Trajetorias temporais do sistema com h = 7, 5, dos estagios (a) larva e (b) adulto
de A. fraterculus € (c) adulto de D. brasiliensis.
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Figura 17 — Diagrama de bifurcacdes para variagao do parametro h dos estagios (a) larva e

(b) adulto de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.



5 CONTROLE BIOLOGICO DO SISTEMA

O objetivo deste capitulo é aplicar métodos da teoria de controle 6timo e da teoria
de sistemas dinadmicos para modelar matematicamente o controle biolégico de pragas.
Neste contexto, o controle biol6gico refere-se ao uso de inimigos naturais, como pa-
rasitoides, para reduzir ou manter a populacao da praga em niveis economicamente
aceitaveis. Ja o controle 6timo corresponde a abordagem matematica utilizada para
determinar a intensidade ou estratégia de aplicacao desse controle ao longo do tempo,
de forma a alcangar um determinado objetivo do sistema.

Seu desenvolvimento matematico tera como embasamento os trabalhos (Rafikov;
Balthazar; Bremen, 2008; Frighetto, 2018). Serao feitas simulagcdes para aplicacao no
sistema hospedeiro-parasitoide.

5.1 Modelagem do controle

Considere o sistema nao linear da forma

% = A(x)x, (42)
em que A(x) é uma matriz com coeficientes dependentes do estado. O sistema pode
ser reescrito como:

% = Ax + g(x), (43)
em que x € R" é o vetor de estado, A € R™" & uma matriz com coeficientes cons-
tantes e g(x) € um vetor de funcbes continuas contendo as partes néao lineares do
sistema.

O objetivo é controlar o sistema nao linear descrito por (43) de modo a conduzi-lo

a um ponto ou trajetéria desejada x*(t). Assim, obtém-se um sistema da forma:

dx _

T Ax +g(x)+ U, (44)
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onde U é um vetor com fungbes de controle, definido por:
U=u+u*, (49)

em que u é a parte responsavel por levar o sistema ao equilibrio e u* é responsavel
por manter o sistema no equilibrio desejado.
Substituindo a funcéo de controle (45) no sistema (44) obtém-se

%zAx+g(x)+u+u*.

Para determinar u*, considera-se que a trajetéria desejada x*(t) deve satisfazer
a dindmica do sistema quando o estado coincide com essa trajetéria. Além disso,
assume-se que o termo de realimentacdo u depende do desvio x — x*, de modo que

dx dx*
u = 0 quando x = x*. Assim, tomando x = x* e TR obtém-se
dx’ _ Ax* + g(x*) +u +u”.
dt
Isolando u*, obtém-se: .
u* = ;t — Ax* — g(x*). (46)

Considerando y como o vetor de desvios das trajetorias do sistema (44) dado por
y=x-x* (47)

e considerando os resultados para a fungao de controle (45) e (46), e substituindo-as
no sistema (44), encontra-se a equacao em desvios:

%(x —x*) = A(x — x*) + g(x) — g(x*) + Bu, (48)
Z—J; = Ay + g(x) — g(x*) + Bu. (49)

A parte ndo linear pode ser reescrita da seguinte maneira:

g(x) — g(x*) = G(x, x")(x — x*) = G(»)y, (50)

em que G(y) é uma matriz, cujos termos sao limitados, que depende de y.
Admitindo (50), pode-se reescrever o sistema (49) e assim tem-se:

d
d_}t) = Ay + G(y)y + Bu. (51)

Teorema 1. (Rafikov; Balthazar, 2004) Se existem as matrizes definidas positivas Q e
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R, em que Q é uma matriz simétrica, tais que a matriz:
Q*=Q~-G"(y)P-PG(y), (52)
seja definida-positiva para a matriz G, entao o controle linear por realimentag&o:
u=—-R'BTPy, (53)

€ o6timo, para deslocar o sistema nao linear de qualquer estado inicial ao estado
final:

minimizando o funcional:
Ly
Jt = f (y'Q*y + u'Ru) dt, (55)
0
€ a matriz simétrica P é obtida através da equacéo algébrica nao linear de Riccati:
PA+ ATP—PBR'B'P+Q =0, (56)

onde as matrizes Q € R™" e R € R™™ sgo constantes definidas positivas.

A demonstragéo deste teorema e demais detalhes encontram-se no Apéndice G.

Portanto, para resolver o problema de controle enunciado pelo Teorema, é neces-
sario resolver a equacgao algébrica linear de Riccati a partir das matrizes dadas A, B, Q
e R, encontrando a matriz P. Dessa forma, consegue-se determinar a funcéo de con-
trole u, (53). O desenvolvimento apresentado sera aplicado ao modelo hospedeiro-
parasitoide (1). No sistema analisado no presente trabalho, o controle € feito pela
liberacao de parasitoides, ou seja, o vetor de controle u s6 contém uma componente,
que aparece na terceira equagao.

r

dx, (1 x1> ax,x;
— =1 (l—- =) =X, —yx, - —,
di 2N T %) T T T T
x
) d_tz =YX — HaXo, (57)
dx, ax,x; LU
— = 0o, ————— — Us3X ,
\ dt *1 + ahx, Hs%s }

onde U, é a Unica componente ndo-nula do vetor U, e as matrizes do sistema com
controle (51) sdo dadas por:
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B *

rx

— = +m) r 0

0
1
| 0 0 —us

La@s+x) o) aOn+ XA+ ah(y +x) |

M k M
G(y) = 0 0 0 (58b)
da,a(ys + x3) 0 da,axy(1+ ah(y, + x7))
M M

com M = (1 + ahx;)(1 + ahx)).

Sera considerado um nivel de controle (NC), que representa o valor 6timo de inter-
vengao necessaria para manter a populagéo de pragas abaixo do limiar economica-
mente danoso. Matematicamente, o NC é determinado por (x;, x5, x;), que descreve
as densidades populacionais, e por uma estratégia de controle étimo u* que seria a
liberacao adicional de parasitoides. Para encontrar o NC, assume-se um valor conhe-
cido de dano econdmico de uma das populagdes (fornecido pelo setor produtivo), no
nosso caso, a da mosca adulta. Uma vez conhecido o valor de equilibrio de controle
de uma das populac¢des, os demais valores sao calculados do sistema:

% . axx;
el Cr RO I e
1
ayx; — MpXx; =0, (59)
da L*x;k—,ux*+u*:0
14+ ahxr 77030

Utiliza-se o valor simbodlico de x; = 0,05 para resolugdo, o que representa uma
baixa infestacdo de moscas no pomar (este valor foi tomado como sendo bem abaixo
do valor apresentado em (Nava; Botton, 2010) e (Nava; Gongalves; Nérnberg; Scheu-
nemann; Gritzmacher, 2019), para iniciar o controle logo quando a praga aparece no
pomar). E necessario que x] e x; sejam diferentes de zero pois existe uma combina-
¢éo de x; com u* com x; = x; = 0 que também zeram (59), o que n&o faria sentido,
pois mantém parasitoides sem necessidade de controle. Entdo, a escolha de 0,05 se
justifica por x, ser ndo nulo mas suficientemente proximo de zero, representando uma
condigdo experimental. Resolvendo (59) sdo encontrados x; = 0,025, x; = 0,0599 e
u; = 0,0003. Os valores de xj, x5, x; correspondem a unidades da populagao por
hectare. O valor obtido para u; = 0,0003 representa a intensidade minima de liberagéo
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adicional de parasitoides necessaria para manter o sistema no nivel de controle con-
siderado. Esse valor indica a taxa de introducao de parasitoides por hectare e por dia
que deve ser aplicada para que a populacdo de moscas adultas permaneca abaixo do
limiar economicamente danoso. Assim, o parametro u; pode ser interpretado como o
esforco de controle necessario para manter o sistema no ponto de equilibrio desejado
(x7, x5, x3), garantindo que a praga permanega em niveis baixos no pomar. Valores de
controle maiores que u; representam estratégias de manejo mais intensas.

E importante destacar que a escolha da matriz A ndo é Unica, e isso influencia o de-
sempenho do controle (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008). Deve-se apenas escrevé-
la de modo a permitir a controlabilidade do sistema de controle.

Para a aplicagéo do controle 6timo do tipo LQR foi verificada a controlabilidade do
sistema, ou seja, se

e=|B 4B A’B|.
tem posto completo, isto é,

rank(C) = n,

onde n € a dimensao do sistema.
Considerando as matrizes A e B definidas em (58), a matriz de controlabilidade é
dada por

0 0 0
e=lo o o
1 o—py 43

Verifica-se que rank(C) < 3, o que indica que o par (A, B) ndo € controlavel. Dessa
forma, torna-se necessario modificar a matriz A de modo a garantir a controlabilidade
do sistema e possibilitar a aplicagdo do controle étimo. A matriz A foi reescrita da
seguinte forma:

*

I".)C2
———=@+m) r 0

k
Amod = Y oy —My -1 1> (60)
0 =1 —p

Considerando A,,,4, @ matriz de controlabilidade € dada por:
0 O —r

C=10 -1 py+u;
1 —us 1+
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Como

det(C) = —r #0,

entdo rank(C) = 3 e o sistema é controlavel.
Ja as matrizes Q e R sao escolhidas como segue:

10 0 0
Q=10 10 0], (61)
0 0 10
R = [100]. (62)

Uma vez que a matriz A € modificada, a matriz G também sofre modificagdes,
para manter o sistema original. Considerando as modificagdes de A, a nova matriz G,
denominda G,,,4, € dada por:

a(ys + x3) r(y, +x7)  a(y +x)A + ah(y, +x7))
M Tk B M
Groa(y) = 0 0 1 : (63)
da,a(ys + x3) . da,ax;(1+ ah(y, + x7))
M M |

Desta maneira, utilizando as matrizes apresentadas, o controle linear por realimen-
tacdo u, é 6timo para deslocar o sistema nao linear (44) de qualquer estado inicial ao
NC.

5.2 Resultados e discussoes da aplicacao do controle bioldégico

Nas figuras 18 e 19 sdo apresentadas as trajetdrias temporais do sistema, com-
parando os cenarios sem e com controle. Os graficos mostram como a aplicagéo do
controle influencia a dindmica, levando as populacdes em direcdo ao NC. A condicao
inicial para as simulacodes é de (1, 50, 0), ou seja, auséncia de parasitoides. O tempo é
contado em dias. As condic¢des iniciais foram escolhidas para representar um cenario
inicial em que existe uma pequena quantidade de larvas no sistema, associada a uma
populagao significativa de adultos e auséncia inicial de parasitoides no ambiente. Essa
situacao pode representar o inicio de uma infestacao no pomar, antes da aplicacdo da
estratégia de controle baseada na liberagdo de parasitoides.

Os resultados das simulagées mostram a eficacia do controle na estabilizagdo da
dindmica populacional de larvas, moscas adultas e parasitoides. No cenario sem con-
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trole, as populacdes de larvas e moscas adultas crescem até a capacidade de suporte.
Ja com a aplicagéo, observa-se uma significativa reducao nas populag¢ées, indicando
que a estratégia foi capaz de regular as interacdes entre as espécies e manter as
populacdes no NC.

1500 +

1250 4

1000 +

Adultos

750 4

500

(b)

0.04 4

0.02 1

0.00

Parasitoides

—0.04 1 | | | | | (C)I

) 100 200 Tom oo 300 400 500
Figura 18 — Trajetérias temporais do sistema sem controle, dos estagios (a) larva e (b) adulto
de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.

Observa-se que a populacao de larvas ndo atinge exatamente a capacidade de
suporte k = 1000, estabilizando-se em aproximadamente 800. Isso ocorre porque,
no modelo considerado, o termo logistico aparece associado a reproducao mediada
pela populagdo adulta x,, e ndo diretamente na dindmica isolada das larvas. Além
disso, a populagéo de larvas esté sujeita aos termos de mortalidade natural e transicao
para o estagio adulto. Dessa forma, o equilibrio do sistema resulta do balanco entre
0s processos de reproducao e mortalidade, podendo ocorrer em valores inferiores a
capacidade de suporte k.

Na figura 19 € possivel observar que a populacédo de larvas apresenta uma queda
imediata para valores inferiores a 1. Esse comportamento ocorre porque, apés a ativa-
cao do controle, hé liberagédo de parasitoides no sistema, o que aumenta rapidamente

a populacao x;. Dessa forma, o termo de parasitismo presente na equacéao das larvas

dx,
passa a predominar sobre o termo de reproducao, fazendo com que ar < 0 no ins-

tante inicial e, consequentemente, levando a rapida reducao da populacao de larvas.
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Figura 19 — Trajet6rias temporais do sistema controlado, dos estagios (a) larva e (b) adulto de
A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.

A figura 20 apresenta a trajetéria de u;, obtido pelo método de Riccati conforme a
equacéao (53).
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Figura 20 — Trajet6ria do controle us;.

Para encontrar a quantidade de parasitoides liberados diariamente, como uma fun-
¢céo P,(t) no tempo, resolvemos

Pt) = f Us(0)dt,

cujo o grafico no intervalo (0, 10) é dado pela figura 21.
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Figura 21 — NUumero acumulado de parasitoides

O grafico mostra a quantidade acumulada de parasitoides liberados ao longo do
tempo. No instante inicial (t=0), ainda ndao houve liberagao, portanto o valor acumu-
lado € zero. Entre aproximadamente 0 e 2 dias, ocorre a maior parte das liberagdes, o
que faz com que a curva cresca rapidamente nesse intervalo, indicando uma liberacéao
intensa de parasitoides no inicio do periodo. Apds cerca de 2 dias, a taxa de libera-
céo torna-se muito pequena ou praticamente nula, de modo que o numero acumulado
passa a variar muito pouco. Por isso, entre 2 e 10 dias a curva tende a se estabili-
zar, indicando que quase nao ha novas liberacoes de parasitoides, e o total liberado
permanece praticamente constante até o final do intervalo considerado.

As figuras 22, 23 e 24 apresentam os graficos com as trajetdrias do sistema, desta
vez com um acréscimo de 10 moscas adultas no dia 10, simulando o sistema por
30 dias. O objetivo é analisar o impacto dessa perturbacédo (salto) na dinamica do
sistema e avaliar a eficacia do controle aplicado. E exibido o grafico do controle com
o acréscimo na figura 25.
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Figura 22 — Trajetérias temporais do sistema nao controlado, dos estagios (a) larva e (b)
adulto de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis, com acréscimo na populacao de
moscas.
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Figura 23 — Sistema nao controlado, estabilizando, dos estagios (a) larva e (b) adulto de A.
fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis, com acréscimo na populagdo de moscas.

Na figura 26 é apresentada uma nova trajetéria temporal do sistema com controle.
Nesta, a condicao inicial é (20,10, 1), ou seja, com presenca de parasitoides, e valor
de h = 7, onde o sistema apresenta ciclo-limite, conforme apresentado no Capitulo 4.
A figura 27 apresenta a trajetéria da norma de u,, para o sistema em ciclo-limite.
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Figura 24 — Trajet6rias temporais do sistema controlado, dos estagios (a) larva e (b) adulto de
A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis, com acréscimo na populacao de moscas.
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Figura 25 — Trajetéria do controle u com acréscimo na populacao de moscas.

O controle aplicado ao sistema mostrou-se eficaz tanto com, quanto sem o acrés-
cimo na quantidade de moscas adultas, bem como nas situa¢des onde o sistema se
encontra em ciclo-limite. Em todos cenarios, as trajetorias do sistema convergiram
para o NC. Mesmo com a perturbacao introduzida, o controlador foi capaz de com-
pensar o disturbio ajustando adequadamente a acao de controle para levar as popu-
lacbes de moscas aos niveis esperados. Os resultados indicam que a estratégia é
suficientemente capaz para lidar com variagdes inesperadas no sistema. O controle
implementado também mostrou-se eficiente ao estabilizar o sistema em condicdes de
ciclo-limite, direcionando as trajetérias ao nivel desejado.
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Figura 26 — Trajetorias temporais do sistema controlado em ciclo-limite (h = 7), dos estagios

u(t)

(a) larva e (b) adulto de A. fraterculus e (c) adulto de D. brasiliensis.
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Figura 27 — Trajetéria do controle u; quando h = 7.
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6 DISPERSAO APLICADA AO SISTEMA

A utilizacdo de uma rede espacial constitui uma abordagem para modelar a dis-
persao de insetos-praga, integrando dindmica local ndo linear com o espago dividido
em sitios discretos. Nessa rede, cada no, ou célula, representa um habitat discreto,
onde a populacao do inseto evolui segundo o sistema de equacdes diferenciais (1),
enquanto o acoplamento entre células ocorre pela dispersao por difusdo ou migracéo
dirigida (Frank; Mistro, 2014). No contexto de pragas agricolas, esta abordagem per-
mite examinar como diferentes estratégias de manejo, como aplicacao de pesticidas
ou liberagé@o de inimigos bioldgicos, interagem com a estrutura espacial da paisagem
para influenciar a persisténcia da populagao da praga.

Equacbes de reacao-difusdo sdo usadas na formulagcao de modelos para popu-
lac6es onde os individuos interagem e também se movimentam. Desta maneira, a
dindmica da rede é constituida por duas fases diferentes: a fase de movimentagao, na
qual ocorre a dispersao espacial dos individuos e, apds, uma fase de reacao, quando
ocorrem as interagdes entre as populagdées. Na fase de dispersao, a movimentacao
dos individuos pode ocorrer de diversas maneiras, dependendo do comportamento
da populacdo. Na movimentacdo mais simples, os individuos se movimentam alea-
toriamente para os sitios vizinhos. O parametro 3 representa a taxa de dispersao da
populacdo entre os sitios da malha espacial. Em cada passo, uma fragdo 8 da po-
pulacao presente em um determinado sitio abandona esse local e se distribui de ma-
neira equitativa entre os sitios vizinhos definidos pela vizinhanga considerada. Dessa
forma, ele controla a intensidade da mobilidade espacial da populagdo no modelo,
assumindo valores no intervalo 0 < 8 < 1. Valores pequenos de § indicam baixa mo-
bilidade, enquanto valores maiores correspondem a uma dispersdo mais intensa no
ambiente. Neste trabalho, a fase de dispersdo sera modelada de forma discreta por
meio de rede, enquanto a fase de reacao sera descrita de maneira continua, utilizando
o sistema hospedeiro—parasitoide trabalhado.

Na construcdo dos modelos de dispersao, o espaco € um dominio bidimensional
dividido em nxn sitios. Cada sitio € identificado pela posicdo z = (i, j),com1 <i,j <n
e associado a uma vizinhanga V,, que consiste dos sitios para os quais os individuos
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de z podem migrar. Entre as vizinhangas mais usadas estéo a vizinhanca de Moore,
que considera os oito vizinhos mais préximos, dada por:

V, ={(-1,j-1,G=1,/),G=1,j+1),Gj—-1), G j+1),(+1,j—-1),(+1, ), (+1, j+ D},
e a vizinhanga de Neumann, que consiste dos quatro vizinhos mais proximos, isto &,
V,={0-1,/),G+1,/),Gj—1,3Gj+ D}

Para os sitios dispostos na fronteira do dominio é necessario impor um conjunto
de regras que descrevem a movimentagao, e estas recebem o nome de condi¢des de
fronteira. As condi¢cdes de fronteiras mais usadas sao: reflexiva, absorvente e ciclica.
Na fronteira reflexiva, os individuos permanecem no interior do dominio, ou seja, nao
ultrapassam as fronteiras. Isso pode representar um dominio que nao permite a saida
da populacao (por exemplo, em uma ilha), ou ainda, individuos serem dotados de
algum mecanismo de percepg¢ao que, por algum motivo, permanecem neste dominio
e ali se desenvolvem. Na fronteira absorvente os individuos podem sair do dominio
e, neste caso, deixam de ser contabilizados. E, na fronteira ciclica, os individuos
que ultrapassarem a fronteira sdo automaticamente inseridos na fronteira oposta e
desta forma o dominio é infinito periédico. Com isto, a primeira e a ultima linha do
dominio tornam-se adjacentes e 0 mesmo acontece com a primeira e ultima coluna
(Schardong, 2017).

Os quadros abaixo representam, de forma resumida, a movimentacao que ocorre
entre os sitios.

Numero de Numero de Numero de Numero de
individuos no sitio individuos no sitio individuos que individuos dos
i, Jj), i, Jj), saem do sitio (i, j) sitios de V; ;
na geragao g, na geragao g, e vao para os sitios que entram no sitio
apos a antes da deV;;, @, j),
movimentacao movimentacao na geracao g na geracao g

(64)

A dinémica espacial deste trabalho foi modelada utilizando a vizinhanga de Moore.
Essa escolha permite representar a dispersdao dos individuos em todas as direcoes
do espaco, evitando dependéncia direcional artificial associada a deslocamentos res-
tritos apenas as direcoes horizontais e verticais. Dessa forma, a vizinhanc¢a de Moore
fornece uma representacado mais realista da disperséo de insetos no ambiente.

Quanto as condi¢des de fronteira, foi adotada uma fronteira absorvente. Essa es-
colha é consistente com a modelagem de sistemas abertos, nos quais ndo ha barreiras
fisicas que impecam o movimento dos individuos. Nao foram testados outros tipos de
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fronteira.

6.1 Dispersao e controle bioldgico de insetos-praga

Para estabelecer bases para o desenvolvimento de medidas alternativas de con-
trole, como o controle biolégico, é importante a compreensao dos aspectos de dis-
persdao de insetos-praga e de agentes bioldgicos. Embora técnicas de criagdo em
laboratério e resultados experimentais de D. brasiliensis ja tenham sido estabelecidas
e tenham demonstrado o alto potencial de parasitismo sobre larvas de A. fraterculus,
ainda ha escassez de informag6es sobre o comportamento de dispersdao em campo.
Segundo Hougardy e Mills (Hougardy; Mills, 2006), a falta de informacdes a esse
respeito para a maioria dos agentes de controle bioldégico deve-se principalmente a
dificuldade de avaliar a capacidade de dispersdo de insetos de pequeno porte. O
conhecimento desta capacidade é fundamental para o estabelecimento de estratégias
bem-sucedidas de controle (Montoya; Liedo; Benrey; Cancino; Barrera; Sivinski; Aluja,
2000; Paranhos; Mendes; Papadopoulos; Walder, 2007; Zappala; Campolo; Grande;
Saraceno; Biondi; Siscaro; Palmeri, 2012). Além disso, informacdes relacionadas a
capacidade de dispersédo da espécie, tanto no aspecto espacial (distancia e altura)
qguanto temporal (sobrevivéncia do parasitoide no pomar), sdo essenciais para definir
0 numero de liberagcdes necessarias, a densidade de parasitoides a serem liberados
e a periodicidade das liberagdes (Piovesan; Gongalves; Nérnberg; Llano; Contreras-
miranda; Bernardi; Nava, 2023).

6.2 Experimento de Piovezan et al. (2023)

O estudo de dispersao deste trabalho foi feito para recriar as condigdes e parame-
tros do experimento descrito no artigo de Piovezan et al. (2023) (Piovesan; Gongal-
ves; Nornberg; Llano; Contreras-miranda; Bernardi; Nava, 2023). Foram realizadas
simulacdes para reproduzir os resultados experimentais de 2023. O artigo teve como
objetivo principal determinar a capacidade de disperséo do parasitoide Doryctobracon
areolatus em trés dimensdes: horizontal, que se refere a distancia percorrida no po-
mar, horizontalmente; vertical, referente a altura que o parasitoide atinge nas arvores;
temporal, tempo que o inseto permanece ativo. Foi utilizado o modelo de disperséao do
parasitoide D. areolatus, pois ndo ha informacdes na literatura sobre D. brasiliensis. A
escolha estd baseada no fato de D. brasiliensis pertencer ao mesmo género e apre-
sentar caracteristicas biologicas, morfoldgicas e ecoldgicas préximas de D. areolatus.

O experimento de dispersao horizontal, foco desta simulagéo, visou avaliar a inten-
sidade de parasitismo em diferentes distancias do ponto de soltura. O estudo foi reali-
zado em dois pomares de pessegueiro (pomar 1 com 0,87ha e pomar 2 com 0,64ha),
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nos quais 4100 casais de parasitoides foram liberados em um ponto central e, a partir
desse ponto, distribuiram-se 50 unidades de parasitismo (frutos artificialmente infes-
tados com larvas de A. fraterculus) a diferentes distancias, cobrindo todo o pomar,
apresentado na figura 28. Essas unidades nao representam individuos parasitoides,
mas sim pontos de amostragem utilizados para medir a intensidade de parasitismo
em funcdo da distancia ao ponto de liberacdo. Apéds a liberagdo dos parasitoides, es-
sas unidades foram expostas no campo e posteriormente levadas ao laboratério para
quantificar o percentual de parasitismo e o numero de descendentes do parasitoide.
Foram realizadas trés coletas, nos dias 1, 2 e 6, todas com as armadilhas sendo ex-
postas por 24 horas.
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Figura 28 — Distribuicdo espacial dos pontos de coleta. A marcacdao com estrela (em amarelo)
marca o centro do dominio.

Utilizou-se um valor de § = 0,6 para o parasitoide. Foi considerado 1 ciclo, onde
este representa 45 fases de movimentacao e uma de reacao. O numero de 45 fases
de movimentacao foi adotado pois, apds testes preliminares de simulagao, verificou-
se que essa quantidade foi a que apresentou melhor aproximacgao entre os resultados
do modelo e os dados experimentais reportados no experimento de dispersdo. Os
resultados da simulacao para o primeiro dia de coleta e para a regido denominada
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de 1, mostram um padrao de parasitismo altamente concentrado préximo ao ponto de
liberacao, seguido de uma queda ao se distanciar deste ponto. Comportamento se-
melhante ao observado no experimento, onde foi encontrado parasitismo médio mais
elevado préximo aos pontos de soltura, e reducao suave nas faixas mais distantes do
centro de liberagdo. No experimento original, as maiores taxas de parasitismo (15% —
45%) em larvas de A. fraterculus foram registradas dentro de um raio de até 25m. Para
a simulacgao, esse padrao se repete, porém, com um indice de parasitismo médio mais
alto, em torno de 60%. Camargos em seu trabalho (Camargos; Alvarenga; Reis junior;
Walder; Novais, 2018), encontrou uma taxa de parasitismo de 90%, observada em
um raio de até 22,2m do ponto de liberagdo. O aumento do parasitismo na simula-
cao ocorre porque os parametros utilizados foram estimados em laboratério, ambiente
onde o parasitoide apresenta maior eficiéncia. Tanto para o experimento original como
para a simulacao, evidenciou-se um efeito da distancia, estatisticamente significativo,
apresentando valor p < 0,05, no percentual de parasitismo, monstrando que quanto
maior a distancia do ponto central de liberagdo, menor o parasitismo.

A diminuicdo da taxa de parasitismo com o aumento da distancia do ponto de li-
beracao pode ocorrer devido a maior demanda energética exigida pelo inimigo natural
na busca pelo hospedeiro (Bueno; Parra; Bueno, 2012), uma vez que as fémeas dire-
cionam o gasto energético para garantir sua prole (Jervis; Ellers; Harvey, 2008). Além
disso, percorrer distAncias maiores aumenta a probabilidade de mortalidade natural,
tanto por fatores bibticos quanto abidticos (Geremias; Parra, 2014). De acordo com
Camargos (Camargos; Alvarenga; Reis junior; Walder; Novais, 2018), devido a pe-
quena possibilidade de o parasitoide encontrar o hospedeiro e ao curto ciclo de vida
(Nunes; Nava; Muller; Gongalves; Garcia, 2011), ele tende a depositar os ovos em um
local proximo ao ponto de liberacao.

A variacao nos resultados de estudos sobre a dispersdo de parasitoides em dife-
rentes culturas pode estar associada a diversos fatores biéticos e abiéticos que podem
afetar o comportamento dos insetos. Entre os fatores biéticos estdo o hospedeiro, a
densidade de parasitoides liberados na area, a adaptabilidade da espécie ao local e
capacidade de voo, ja entre os fatores abibticos estdo as condicdes climaticas locais
no momento da liberacdo, as caracteristicas dos ambientes de cultivo e tamanho do
pomar, por exemplo (Piovesan; Gongalves; Nérnberg; Llano; Contreras-miranda; Ber-
nardi; Nava, 2023).

6.3 Demais resultados

Para as simulacdes finais, foram consideradas populagdes de insetos habitando
um ambiente fragmentado, como pomares, os quais podem ser analisados em esca-
las espaciais apropriadas, nas quais cada arvore é representada por um sitio de uma
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malha bidimensional de 96 x 96 sitios, onde cada sitio possui dimensao de 1 metro
por 1 metro. Assumindo que o habitat € homogéneo e dispde de recursos abundan-
tes, foi analisada a dindamica espacial das populacdes estudadas neste trabalho. Sera
avaliada a invasao da praga a partir do centro e da borda, enquanto os parasitoides
sdo liberados em pontos localizados. Diferentes intensidades de dispersdo séo con-
sideradas, mantendo § = 0,6 para a populacdo de moscas e g = 0 para a populagcédo
de larvas, permitindo avaliar o papel da mobilidade relativa dos parasitoides no es-
tabelecimento, propagacao e supressao da praga. Em todas as simulagbes foram
considerados 100 ciclos, onde cada ciclo representa trés fases de movimentacéo e
uma de reacdo. Diferentemente da simulag&o utilizada para reproduzir o experimento
de dispersao, na qual o numero de fases de movimentacao foi ajustado para melhor
aproximar os dados experimentais, nas demais simulagdes ndo havia um experimento
especifico a ser reproduzido. Dessa forma, adotou-se um numero menor de fases de
movimentacao, suficiente para representar a dispersao espacial da populacdo, man-
tendo ao mesmo tempo o equilibrio entre os processos de dispersao e reagdao do
sistema. Além disso, essa escolha reduz o custo computacional das simulagbes sem
alterar qualitativamente os padrdes espaciais observados.

6.3.1 Dispersao das populacoes a partir do ponto centralcom 3 =0,2e 3=0,9

A simulagao considera uma invasao localizada no centro do dominio espacial, re-
presentando um foco inicial da praga em uma area agricola. Inicialmente, 500 larvas,
10 moscas e 5 parasitoides sao concentrados em um unico sitio no centro da malha.
Dois regimes de mobilidade sdo comparados, § = 0,2 e § = 0,9, correspondendo a
valores baixos e altos do parametro de dispersdo. O objetivo é investigar como a ca-
pacidade de deslocamento dos individuos afeta a formacgéo de frentes de propagacao
da praga e a habilidade dos parasitoides de acompanha-las. A cor amarela indica uma
densidade populacional por metro quadrado mais alta.
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Figura 29 — Invasao a partir do centro com baixa mobilidade (g = 0,2), com 10 ciclos.
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Figura 30 — Invasao a partir do centro com baixa mobilidade (8 = 0,2), com 30 ciclos.
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Figura 31 — Invaséo a partir do centro com baixa mobilidade (8 = 0,2), com 100 ciclos.
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Figura 32 — Evolucao da populacao total ao longo dos ciclos ecol6gicos com invaséo pelo
centro (8 =0,2).



79

Larvas Moscas Parasitoides

0.8
0.020 0.7

0.6
0.015 05

0.4
0.010

0.3
0.005 02

0.1
0.000 0 0.0

0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

Figura 33 — Invasdo a partir do centro com alta mobilidade (8 = 0,9), com 10 ciclos.
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Figura 34 — Invasao a partir do centro com alta mobilidade (8 = 0,9), com 30 CIC|OS
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Figura 35 — Invasao a partir do centro com alta mobllldade (8 =0,9), com 100 CIC|OS

Observa-se nas Figuras 28—-30 e 32—-34 que, em algumas regides, as larvas apa-
recem em regides onde inicialmente ndo havia individuos desse estagio. Esse com-
portamento ocorre porque, no modelo considerado, as larvas nao possuem dispersao
espacial (8 = 0). Assim, novas larvas surgem apenas através da oviposi¢ao realizada
pelas moscas adultas. Como os adultos possuem mobilidade e se dispersam pelo es-
paco, ao alcancarem novas células do dominio espacial passam a gerar larvas nesses
locais. Dessa forma, a presenca de larvas em regides inicialmente ndo colonizadas
nao ocorre por deslocamento desse estagio, mas sim pela reproducdo das moscas
adultas que se dispersam no ambiente, ainda que em pequena quantidade.

Comparando os casos de baixa mobilidade (8 = 0.2) e alta mobilidade (8 = 0.9),
observa-se que as regides invadidas ao final das simulagées sdo semelhantes. Isso
ocorre porque o parametro 8 controla principalmente a velocidade de dispersao da
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Figura 36 — Evolucao da populacao total ao longo dos ciclos ecolégicos com invaséo pelo
centro (8 = 0,9).

populagcdo no espaco. Assim, valores maiores de 8 resultam em uma propagacao
mais rapida, enquanto valores menores produzem uma expansao mais lenta. Entre-
tanto, como as simulacbes sao realizadas por um numero elevado de ciclos, ambas
as situagdes acabam ocupando regides semelhantes do dominio espacial.

Observa-se ainda a formacao de um padrao em forma de anel na distribuicao de
larvas, caracterizado por uma regido central com menor densidade populacional, cer-
cada por uma faixa com maior concentracdo de individuos. Esse padréo estd asso-
ciado a dindmica de expansao da populacao, na qual o crescimento ocorre principal-
mente na fronteira de colonizacao, enquanto regides ja ocupadas tendem a apresentar
reducéo relativa da densidade devido a mortalidade e a transicdo entre estagios po-
pulacionais.

Deste modo, a comparagao entre diferentes valores do parametro de dispersao
evidencia mudangas no padrao espacial das populagdes. Para valores baixos de 3, a
dindmica espacial é caracterizada por forte concentracdo dos individuos nas proximi-
dades do ponto inicial, resultando em um espalhamento lento e em elevada heteroge-
neidade espacial, com grandes regides do dominio permanecendo pouco ocupadas
mesmo apos longos intervalos de simulagdo. Nesse regime, as interagbes entre lar-
vas, moscas e parasitoides ocorrem predominantemente de forma localizada. Por
outro lado, para valores elevados de 3, observa-se uma redistribuicdo espacial mais
rapida. Esse comportamento promove maior sobreposicdo espacial entre as popu-
lacdes, aumentando a frequéncia de encontros entre hospedeiros e parasitoides e
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tornando os processos de reproducao e parasitismo mais uniformemente distribuidos
ao longo do dominio. Assim, o parametro de dispersdo ndo apenas controla a taxa de
expansao espacial das espécies, mas também influencia de forma indireta a intensi-
dade e a distribuicdo espacial das interagdes ecoldgicas do sistema.

6.3.2 Dispersao das populacoes a partir da bordacom 3 =0,2e 3 =0,9

A simulacao considera novamente 500 larvas, 10 moscas e 5 parasitoides, inicial-
mente, em um sitio préximo a borda do dominio.
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Figura 37 — Invaséo a partir da borda com baixa mobilidade
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Figura 38 — Invasao a partir da borda com baixa mobilidade (3

Moscas

[+] 20 40 60 80

0.014

0.012

0.010

0.008

0.006

0.004

0.002

0.000

=02

=0,2),

0

Parasitoides

com 10 CIC|OS

Parasitoides

com 30 CIC|OS

Parasitoides

0 20 40 60 80 )

Figura 39 — Invasao a partir da borda com baixa mobilidade (8 = 0,2), com 100 ciclos.
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Figura 40 — Evolugao da populacéo total ao longo dos ciclos ecoldgicos com invasao pela
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Figura 41 — Invasdo a partir da borda com alta mobilidade (8 = 0,9), com 10 ciclos.
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Figura 42 — Invasao a partir da borda com alta mobilidade (3 = 0,9), com 30 ciclos.



83

Larvas Moscas Parasitoides

0.030
0.025
0.020
0.015
0.010
0.005
0.000
0 20 40 60 80

Figura 43 — Invasao a partir da borda com alta mobilidade (8 = 0,9), com 100 ciclos.

0.035

0.030

0.025

0.020

0.015

0.010

0.005

0.000

0 0 20 40 60

500 — Larvas
Moscas
—— Parasitoides

400 +

300 A

200 +

Populagao total na malha

100 A

T
20 40 60 80 100
Ciclos

o -

Figura 44 — Evolucao da populacao total ao longo dos ciclos ecolégicos com invasao pela
borda (8 = 0,9).

Observagdes semelhantes as discutidas anteriormente também s&o validas para
as Figuras 36-38 e 40—42.

Quando a populagdo de moscas invade pela borda, o padrao espacial resultante
difere daquele observado na invas&o a partir do centro. Para valores baixos de (3, a
ocupacao da malha ocorre de forma mais lenta, e as populacdes permanecem con-
centradas préximas as regides de entrada durante um numero maior de ciclos, en-
qguanto as regides centrais demoram mais a ser atingidas. Para valores elevados de f3,
a dispersao mais rapida permite que os individuos se espalhem com maior eficiéncia a
partir da borda, atingindo o interior da malha de maneira mais densa em menos ciclos.

A comparacao entre invasdes iniciadas no centro do dominio e invasdes iniciadas
pelas bordas mostra que a geometria do problema exerce forte influéncia sobre a di-
namica espacial das populagcdées. Quando a invasao parte de um ponto central, as
populacdes se espalham de forma aproximadamente simétrica, ocupando o dominio
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de maneira relativamente equilibrada a medida que os ciclos avangcam. Quando a en-
trada ocorre pelas bordas, a ocupagéo do espaco passa a ser fortemente condicionada
pela proximidade aos limites do dominio, com as regides periféricas sendo coloniza-
das primeiro e o interior sendo alcancado apenas apdés varios ciclos. Essa diferenca
geométrica também afeta as interagdes entre larvas, moscas e parasitoides, uma vez
qgue, no caso da invasao central, as populagdes passam a coexistir em grande parte
da malha em tempos semelhantes, enquanto na invasao pela borda ha uma separa-
cao temporal e espacial maior entre as regides ocupadas. Como consequéncia, tanto
a distribuicao espacial quanto a evolugédo das populacées totais diferem entre os dois
cenarios, evidenciando que o local inicial da invasao pode ser um fator determinante
na dinamica do sistema.

6.3.3 Invasao temporaria

Nesta simulacao foi considerado um cenario de invasao temporaria da praga, no
qual moscas adultas entram no dominio apenas durante os primeiros ciclos, vindas
das bordas da malha, representando uma infestagdo de areas externas ao pomar.
Ap6s um determinado tempo, essa entrada é interrompida, de modo que nao ha mais
imigragao de moscas.

Em cada ciclo ecoldgico, uma quantidade fixa de parasitoides é adicionada em
nove pontos especificos da malha, definidos previamente. Em cada um desses pon-
tos sao inseridos 25 individuos. Essa liberacao ocorre do primeiro até o ciclo 50, sem
interrupgéo, o que caracteriza uma estratégia de introdugéo permanente e espacial-
mente distribuida ao longo de todo o dominio. A entrada das moscas é temporaria.
Durante os primeiros 20 ciclos, 4 moscas adultas sdo adicionadas continuamente em
cada sitio das bordas e 8 nos sitios dos cantos da malha. Apds esse periodo, essa
entrada é interrompida, e nenhuma nova mosca passa a ingressar no sistema. Nao
ha larvas no inicio da simulacao. Foi utilizado § = 0, 6 para a populacédo de moscas e
B = 0,8 para a populagao de parasitoides.
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Figura 45 — Invasao temporaria da praga com liberacao espacial de parasitoides, com 10
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Figura 46 — Invasao temporaria da praga com liberagdo espacial de parasitoides, com 30
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Figura 48 — Evolugéo da populagao total ao longo dos ciclos ecolégicos com invasao
temporaria.

Os mapas espaciais obtidos nos ciclos 10, 30 e 100 permitem visualizar clara-
mente as diferentes fases do processo. No ciclo 10, quando a invasao ainda esté ativa,
observa-se alta concentracdo de moscas nas regides proximas as bordas, enquanto
as larvas comecam a se espalhar em diregéo ao interior da malha. Os parasitoides
aparecem fortemente concentrados nos pontos de liberacdo, formando nucleos es-
paciais bem definidos. Nesse estagio, a dinamica do sistema é predominantemente
influenciada pela entrada continua de novos individuos da praga. No ciclo 30, ap6s
o término da invasao e ainda sob efeito das liberacbes de parasitoides, a distribuicdo
espacial das moscas passa a apresentar reducao progressiva nas regides periféricas,
enquanto a populagéo de larvas apresenta areas extensas de baixa densidade. Os pa-
rasitoides permanecem amplamente distribuidos no dominio, devido tanto a disperséao
espacial quanto a continuidade das liberagdes até esse estagio, mantendo elevada
sobreposicao espacial com a praga. No ciclo 100, ja em um regime pds-invasao e
sem entradas externas, a maior parte da malha apresenta densidades muito baixas
de larvas e moscas, enquanto os parasitoides ainda permanecem distribuidos no es-
paco, embora em niveis decrescentes. A infestacdo deixa de ocupar o dominio de
forma ampla e passa a se restringir a pequenas regides, indicando que, na auséncia
de imigragao continua, a praga ndo consegue se sustentar espacialmente. Esse com-
portamento também é refletido nas curvas de populacao total. Durante os primeiros
ciclos, a entrada continua de moscas promove um crescimento rapido das populacdes
de larvas e adultos. Apoés a interrupg¢ao da invasdo, a populagéo de larvas entra em
forte declinio, uma vez que ndo ha mais reposicao externa de ovos. Como a produ-
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cao de moscas depende diretamente das larvas, a populacdo adulta também passa a
decrescer progressivamente. Os parasitoides atingem um pico populacional quando
a densidade de hospedeiros é elevada e, posteriormente, diminuem de forma mais
gradual, acompanhando a reducao da praga.

Esses resultados indicam que a dindmica do sistema depende nao apenas da in-
tensidade da infestagdo, mas também de sua duracdo. Mesmo invasdes severas po-
dem ser revertidas quando a entrada externa € limitada no tempo, uma vez que a
dindmica interna do sistema passa a dominar o comportamento populacional. Assim,
o modelo evidencia que a praga pode crescer rapidamente durante a fase de inva-
sd0, mas nao consegue se manter indefinidamente no dominio quando a imigracao é
interrompida.



7 CONCLUSOES

Neste trabalho buscou-se compreender o comportamento da mosca-das-frutas sul-
americana, A. fraterculus, com seu parasitoide D. brasiliensis. No Capitulo 2, estudou-
se mais profundamente a modelagem da interacao hospedeiro-parasitoide com enfo-
gue na resposta funcional tipo Il. Construiu-se um modelo compartimental com equa-
cOes diferenciais ordinarias para descrever a dinamica das populac¢des. Desenvolveu-
se o estudo analitico dos pontos de equilibrio do sistema, bem como suas estabili-
dades (Secodes 2.5-2.6) e foram descritos 0s parametros, ajustados por dados expe-
rimentais previamente conhecidos no Capitulo 3. No Capitulo 4 foram apresentadas
solugbes numéricas que descrevem o sistema considerado e realizou-se um estudo
de bifurcacbes. Verificou-se que o sistema evolui para o ponto de equilibrio de co-
existéncia das espécies, conforme apresentado nas simulagées. No Capitulo 5 foi
apresentada uma aplicacdo do método da teoria de controle 6timo e da teoria de sis-
temas dinamicos modelando o controle biolégico de pragas e realizando simulacdes.
No Capitulo 6 finalizou-se o trabalho apresentando simulacdes relativas ao estudo da
dispersao no sistema trabalhado, bem como um estudo sobre o trabalho de (Piovesan;
Goncalves; Noérnberg; Llano; Contreras-miranda; Bernardi; Nava, 2023).

A presente pesquisa desenvolveu e analisou um modelo matematico capaz de des-
crever a dindmica populacional da interagdo entre a mosca-das-frutas sul-americana
e seu parasitoide, com foco na avaliagdo de estratégias de controle biolégico, estudo
de dispersao dos insetos € no manejo sustentavel dessa praga na fruticultura brasi-
leira. Os resultados numéricos evidenciaram a influéncia direta da alta capacidade de
parasitismo do D. brasiliensis sobre a queda abrupta da populacdo de larvas. Foram
detectados valores criticos para o parametro h associados a mudangas qualitativas no
comportamento dindmico do sistema, caracterizando pontos de bifurcagao.

Simulacdes mostraram que, na auséncia natural do parasitoide e sem controle, as
populacdes de larvas e moscas adultas tendem a crescer até a capacidade de su-
porte, enquanto, com a aplicagdo da estratégia de controle, observou-se significativa
reducdo dessas populagbes, mantendo-as abaixo do nivel de dano econdmico. O
controlador proposto mostrou-se eficaz tanto em cenarios sem perturbagdes quanto
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na presenca de acréscimos populacionais repentinos, respondendo de forma rapida e
ajustando a intensidade de aplicagédo para restabelecer a estabilidade do sistema. Tais
resultados indicam que a abordagem de controle adotada é capaz de lidar com vari-
acoes inesperadas, configurando-se como uma ferramenta promissora para 0 manejo
sustentavel da mosca-das-frutas sul-americana.

Nas simula¢des da dispersao das populagdes, observou-se que o modelo proposto
€ capaz de reproduzir padrées espaco-temporais compativeis com os observados ex-
perimentalmente. A simulagdo de dispersao horizontal captura a concentragao inicial
do parasitismo nas proximidades do ponto de liberacdo e o decaimento gradual com a
distancia, em concordancia com os resultados de campo, ainda que com intensidades
maiores devido a parametrizacdo baseada em condicdes laboratoriais. Nas simula-
cbes em ambiente fragmentado, o acoplamento entre as dindmicas de larvas, adultos
e parasitoides gera padrdes coerentes. A presenca dos parasitoides nédo leva a erradi-
cacao do hospedeiro, mas promove coexisténcia estavel. Esses resultados reforcam a
adequacao do sistema (1) como ferramenta para investigar cendrios em pomares, bem
como sua capacidade de integrar dispersao, resposta funcional e estrutura espacial de
maneira biologicamente consistente.

Os modelos e técnicas de controle apresentados neste trabalho podem ser esten-
didos em diferentes dire¢cdes. Do ponto de vista do controle, uma possivel extensédo
consiste na consideracao de diferentes estratégias de controle. Outra possibilidade
€ a incorporacgao de restricdes operacionais ou econémicas no problema de controle
6timo, permitindo determinar estratégias de manejo que levem em conta custos asso-
ciados a liberagdo de inimigos naturais.

No que se refere ao modelo espacial, podem ser exploradas diferentes estruturas
de dispersao, incluindo a utilizagao de vizinhangas alternativas, condi¢ces de fronteira
distintas ou mesmo a consideracdo de ambientes heterogéneos, nos quais parame-
tros bioldgicos variam ao longo do espaco. Além disso, 0 modelo pode ser estendido
para incluir multiplas espécies de parasitoides ou diferentes hospedeiros, possibili-
tando uma analise mais abrangente das interacoes ecoldgicas presentes em sistemas
agricolas.
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APENDICE A - Critério de Routh-Hurwitz

Edward Routh apresentou em 1877 um algoritmo matematico para identificar a
estabilidade de polinébmios (Routh, 1877). De modo independente, em 1895 Adolf
Hurwitz também resolveu este problema de estabilidade (Hurwitz, 1895).

Na analise de sistemas de controle, o critério de Routh-Hurwitz se destaca como
um método fundamental para determinar a estabilidade de sistemas lineares invarian-
tes no tempo (LTI). Este critério oferece uma maneira eficiente de verificar se todas as
raizes de um polindbmio caracteristico possuem parte real negativa, condicao essencial
para a estabilidade assintética de um sistema.

O método opera através da constru¢cdo de um arranjo sistematico dos coeficien-
tes do polinémio caracteristico, conhecido como tabela de Routh. A estabilidade do
sistema € determinada analisando os sinais dos elementos da primeira coluna desta
tabela, se todos forem positivos, o sistema é estavel, qualquer mudanca de sinal indica
a presenca de raizes com parte real positiva e, consequentemente, instabilidade.

Uma das principais vantagens do critério de Routh-Hurwitz é sua eficiéncia compu-
tacional, especialmente quando comparado a métodos que exigem o calculo explicito
das raizes do polindmio. Para determinar se um polinbmio € estavel no sentido de
Hurwitz deve-se realizar os seguintes passos, apresentados no capitulo 5 de (Ogata,
2010):

* Passo 1

Escrever o polindbmio na forma: a,s" + a,_18" ' + --- + a;8 + a, = 0, onde a, # 0
(ou seja, retiramos todas as raizes nulas). Também ¢é interessante que a, seja
positivo, entdo podemos multiplicar o polinbmio por —1 sem alterar suas raizes.

* Passo 2

Se os sinais dos coeficientes forem diferentes (existem coeficientes a; positivos e
negativos), entdo existem raizes no semiplano direito e o polinbmio né&o é estavel.
Quando estamos interessados apenas na estabilidade absoluta, podemos parar
a andlise por aqui. Se desejamos saber quantas raizes sao instaveis, devemos
prosseguir para o préximo passo. Se os sinais dos coeficientes forem iguais
(todos positivos ou todos negativos), entdo devemos prosseguir para o proximo
passo também.
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» Passo 3

Arranjar os coeficientes conforme a seguinte tabela (Tabela de Routh):

s a, a,, a,.4 - 0 00
st oa,, a,; a,s 0 00
"2 by b, b, b, 0 0
s e o 00
st d, d, 0
O x 0 0 0
As formulas dos elementos da tabela sao:
an—l an—3 an—l an—S an—l 0
an an—2 an an—3 an an—4
bj=—, by=——, by=——7—
Ap— Ap1 Ay
b, b, b, b, c, G c, G
ay,_1 Ap_3 ay,1 Qu_s b, b, b, bs
C = ’ G = ’ C3 ==+, = ’ = s
1 _b1 2 —bl 3 1 _Cl 2 _C1

Isto sera feito até que reste um valor diferente de zero apenas na primeira coluna
da ultima linha (linha s°). Observe que é possivel multiplicar ou dividir uma linha
inteira por um numero real positivo se isso facilitar os calculos, sem modificar a
conclusao sobre a estabilidade do polinbmio. O critério de estabilidade de Routh
nos diz que o numero de raizes com parte real positiva é igual ao nimero de mu-
dancas de sinal na primeira coluna da tabela construida. A condicdo necessaria
e suficiente para a estabilidade (todas as raizes com parte real negativa) de um
polinbmio é entdo que nao ocorra mudanca de sinal na primeira coluna.

» Casos especiais

- Um elemento na primeira coluna é zero, mas o restante da linha nao: Neste
caso, substituimos o elemento nulo por um valor hipotético +¢ muito pequeno mas
positivo. Prosseguimos os calculos normalmente.

- Uma linha inteira é nula: Neste caso, substituimos a linha nula pela derivada da
linha anterior em relagéo a s.
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APENDICE B — Resolucéo da equacéo logistica

O parametro r é encontrado através da resolucao da equacao diferencial logistica:

dy = 1 ydt

y(to) = Yo

Separando as variaveis,

dy dy
_:rdt:,f_:frdt
y y

y|1-7% y[1-%

Para resolver a integral do lado esquerdo s&o utilizadas fragdes parciais:

1 A B y
= +— — 1=4|1-=|+By.
y| Y y k)T
1—— 1——
YTk K

Igualando os coeficientes é encontrado o sistema

A=1
A 1
——+B=0 = B=-

k

Portanto,

1
1 1 -
. S
Y Y y
YNk k

Substituindo na integral e resolvendo para v,
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1

1 k y
f -t — dy=frdt = In|y|-Injl—=|=rt+C

y ) y k
k
| t kCe'
=rt+C ——=cCe' =
= In rt+C = Ce" = y 1+ Cor
1 Y 1 Y
k k
Usando a condicéo inicial y(t,) = y, e resolvendo para C,
kCe'o Yoo o
Yo = T4 Cero = €= k—yoe
Substituindo C de volta na solugéo e isolando r,
kyoe =) y(k = y,)
y(t) = — ——— =),
k — yo + yoert=to) Yok —y)
| y(k = yo) (—t) —> 1 | y(k = y,)
n| ——\1=r(t — r = n .
Yok = ¥) ’ t—ty | yolk—)

Assim, r € dado por,

1 y(k = y,)
T t—toln(yo(k—y)>'
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APENDICE C - Obtencao da taxa de mortalidade

Sera resolvido o seguinte problema:

dx(t)
= —ux(t),
T px(t) (65)
x(t) = px(0).
A equacéao diferencial
X _ux
a - H

€ uma equacao linear de primeira ordem, cuja solugao geral é x(t) = Ce ™, onde C é
a constante de integracdo. Supondo a condicéao inicial x(0), temos:

x(t) = x(0)e .
Substutuindo a condicdo dada, x(r) = px(0), na solucgao,
x(7) = x(0)e ™ = px(0).

Para isolar u ambos os lados da equacao seréo divididos por x(0) (assumindo x(0) #
0),
e =p = —ur=Inp.

Isolando w,
Inp

p=——



APENDICE D — Obtencio da taxa de conversao

(o]
te 7t dt
0
<t>=—pg— = ;.
e v dt
0
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Calculando separadamente as integrais do numerador e do denominador tem-se.

Paray > 0,

/ et dt.
0

Fazendo a substituicéo,

Assim como,

f e’ dt = —lf ety = —2 [e“]—,~ = )
A v Jy y %

(o]
f te "t dt.
0

Integrando por partes,

® te "
/ te’dt = —
0 14

Portanto,

u=t = du=dt

_e_yt
dv=e’dt = v=

[+ [+ —yt 0
+/ e—dt=0+lf e‘”dt=1-1=i2.
0 0 14 14 0 vV 7 Y
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APENDICE E — Funcdo W-Lambert

A funcao Lambert (W) é a funcéo inversade f: [—1,00] — [—— oo] onde f(x) =
xe* (Lehtonen, 2016). Trata-se, portanto, da funcéo:

W) = £00 5 [~ 00| = -1, o0l

Vale observar que tivemos que restringir o intervalo do dominio da fungéo f para
[—1, o], de modo a existir sua inversa.
Algumas propriedades que podem ser Uteis:

Sex > —% entdo, W(x)e"® = x, pois f(W(x)) = x. (66)

Se x > —1 entéo, W(xe*) = x, pois W(f(x)) = x. (67)

Sua derivada e sua integral sdo dadas por:

dW(x) _ W(x)
dx  x(1+W(x))

/W(x)dx =xW(x)—x+ W +C (69)

(68)

onde C é uma constante de integragao.

Para resolver a equacao xe* = 2, por exemplo, a solugcdo € simplesmente: x =
W(2) ~ 0.8526

Esse valor pode ser obtido através de métodos numéricos ou consultando tabelas
especiais.
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APENDICE F — Método de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton € um algoritmo iterativo para resolver problemas de
minimos quadrados néo lineares, particularmente Gtil quando o modelo possui uma
estrutura ndo linear nos parametros (Bjorck, 1996). Este método pode ser visto como
uma modificacdo do método de Newton para otimizacao, adaptado especificamente
para problemas de minimos quadrados.

Segundo Bjérck, o método de Gauss-Newton possui as seguintes caracteristicas:
convergéncia quadratica quando os residuos sao pequenos, pode falhar se J, nao ti-
ver posto completo, versdao com regularizagdo (Levenberg-Marquardt) € mais robusta,
computacionalmente eficiente comparado ao método de Newton completo. Agora ire-
mos formular o problema do Método de Gauss-Newton.

« Formulando o problema

Dado um conjunto de m fungées r = (ry,...,1,,) (frequentemente chamadas de
residuos) de n variaveis g = (8, ...,3,), com m > n, o algoritmo de Gauss—Newton
encontra iterativamente os valores de 8 que minimizam a soma dos quadrados:

m

SB) =Y. ri(B)>

i=1
Comecgando com um chute inicial /3(0) para o minimo, o método realiza as seguintes
iteracdes:
-1
(s+1) ) T T . a(s)
‘BS =;8s_(JrJr> Jrr(ﬁs),

onde, se r e 8 forem vetores coluna, os elementos da matriz Jacobiana J. sdo dados
por:

ar.(BY)
op ; ’

(Jr)ij =

e o simbolo T denota a transposta da matriz.
A cada iteracdo, a atualizacado A = ,6(”1)
equacgao acima:

- ﬁ(s) pode ser obtida reescrevendo a
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A== (5"3) " 3xE"),

ou, alternativamente, como o sistema linear:

1738 =-1"r(8Y).
Com as substituigées A = J,”J,, b = —J,"r(8”) e x = A, obtemos a equagéo
matricial convencional:
Ax = b,

a qual pode ser resolvida por diversos métodos numéricos.

-Casom=n

Se m = n, a iteracao se simplifica para:

B =Y — @ (B,
0 que é uma generalizacdo direta do método de Newton unidimensional.

- Ajuste de dados

No contexto de ajuste de dados, onde se deseja encontrar os parametros g tais
que uma funcdo modelo f(x,B) melhor se ajuste aos dados (x;,y;), 0s residuos sédo
definidos como:

riB) =y — f(x;, B).

Entao, o método de Gauss—Newton pode ser reescrito em termos da Jacobiana de
f, denotada por J; = —J,, como:

-1
B = B+ (373:)3r(8).



107

APENDICE G — Controle 6timo linear realimentado: teoremas e demonstracées

No trabalho (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008) formulou-se uma estratégia de
controle de pragas através da introdugédo de inimigos naturais, que tem por objetivo
levar o sistema para o estado de equilibrio:

X* =[x xk, ,x]" (G.1)

1°772°

em que a densidade de pragas € estabilizada sem danos econdmicos, e que a popu-
lacdo de predadores também € estabilizada em um nivel suficiente para controlar a
presa. Considera-se o modelo presa predador:
dx; .
i X fi(X1, X5 0o Xp) = Fi(Xq, X3, 000, X,), 1=1,2,...,1. (G.2)
ou na forma de um vetor:
dX
— =F(X). G.3
- =F0) (G.3)
Pode-se supor que o a parte do lado direito de (G.3) € descrita com a soma de um
termo linear e um termo nao linear da seguinte forma:
dx
—- = AX +g(X), (G.4)
onde A € R™" é uma matriz constante, e g(x) € um vetor de fungdes continuas e ndo
lineares.
O modelo matematico que representa o sistema controlado pode ser descrito por:
dx
em que U € R™" é o vetor de controle, e B € R™" € uma matriz constante. Nota-se
gue a escolha de A ndo é unica e influencia na performance do resultado do controla-
dor.
O vetor de controle que mantém o sistema (G.5) no estado de equilibrio desejado

(G.1) satisfaz a equagéo:

AX* + g(X*)+ Bu* = 0. (G.6)
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De modo geral, o estado de equilibrio (G.1) do sistema (G.4) com a constante
U = X* pode ser instavel. Para esse caso, a estratégia de controle é constituida em
duas partes, ou seja, U = u* + u. O controle por realimentagdo u em (G.5) de modo
gue o estado estacionario desejado torne-se assintoticamente estavel.

Dessa forma, objetiva-se obter a equacao modificada do sistema (G.5) sobre a
solucao no estado de equilibrio (G.1). Para fazer isso, apresenta-se as novas variaveis:

y=X-X*, u=U-u". (G.7)

Substituindo a equacéao (G.7) em (G.5) e utilizando (G.6) obtém-se o sistema de
erro (perturbado):
dy

o = Ay +h() + Bu, (G.8)

em que:

h(y) =gy + X*) — g(X). (G.9)

O objetivo aqui é encontrar uma lei de controle u que conduz o sistema pertur-
bado a um estado estavel desejado. Sendo que o vetor y do sistema (G.8) pode ser
considerado como o desvio da trajetéria do sistema perturbado para a desejada.

No trabalho (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008) foram apresentados resultados im-
portantes sobre uma lei de controle que garante estabilidade para o seguinte sistema
controlado n&o linear:

dy

o = AWy +h() + By, y(0) =y, (G.10)

onde y € R" é um vetor de estado A(t) € R™" é uma matriz limitada, em que os
elementos sdo dependentes do tempo, B € R™™ é uma matriz constante, u € R™ é
um vetor de controle, e h(y) € R" é um vetor em que seus elementos sdo funcoes
continuas com h(0) = 0.

A seguir, enunciam-se e demonstram-se dois teoremas importantes conforme tem-
se apresentado nos trabalhos de (?) e (Rafikov; Balthazar; Bremen, 2008).

Teorema 2. Se existem as matrizes Q(t) € R(t), definidas positivas e Q é simétrica, tal
que a funcgo:

I(y) = y"Qy — h"Py — y"Ph(y), (G.11)

sendo que I(y) = y'Q*y, conforme visto na secdo 2.2, é definida positiva, entdo o
controle linear realimentado:
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u = —R™'BTPy, (G.12)

é 6timo, na medida que desloca o sistema ngo linear (G.10) de qualquer estado inicial
ao estado final:

y(t;) =0, (G.13)

que minimiza o funcional:

J= f ") + uRulde, (G.14)

onde P € uma matriz simétrica definida positiva (para todo t € [0,t,]) € obtida atraves
da matriz diferencial de Riccati:

PT + PA+ ATP —PBR'BTP +Q =0, (G.15)

satisfaz a condic&o inicial:

P(t;) = 0. (G.16)

Além disso, com o controle realimentado (G.12), existe uma vizinhanca ©, C O,
© C R", da origem tal que, se y, € ©,, a solugdo y(t) =0, t > 0, do sistema controlado
(G.10) é assintoticamente estavel localmente, e

Jmin = ng(O)yO

Finalmente, se ® = R", entdo a solugdo y(t) = 0, t > 0 do sistema controlado
(G.10) é assintoticamente estavel globalmente.

Prova. Considera-se o controle linear realimentado (G.12) com a matriz P determi-
nada pela equacéo algébrica de Riccati (G.15) que transfere o sistema néo linear
(G.10) de um estado inicial para um final (G.13), minimizando o funcional (G.14) onde
a funcéao precisa ser determinada. De acordo com regras da Programacao Dindmica
sabe-se que se o minimo do funcional (G.14) existe e v € uma funcéo suave de condi-
coes iniciais, entdo satisfaz a equacao de HJB dada por:

dt
Considerando a fungéo de Lyapunov:

min <@ +1(y) + uTRu) =0. (G.17)

v = yTP(t)y, (G.18)

em que P(t) € uma matriz simétrica positiva e satisfaz a equagéo algébrica de Riccati
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(G.15). Pode-se notar que a derivada da funcao v, avaliando uma trajetéria étima com
controle (G.12) é:

v =y P(t)y + y"P'(t)y + y"P(t)y’
= [yTAT(t) + h"(y) — y"P(t)BR™'B”| P(t)y
+yTP() [A(t)y + h(y) — BRT'BTP(t)y].

Entao substituindo na equacao HJB (G.17), obtém-se:

yI'[P' + ATP + PA— PBR'BTP|y + h"Py + y"Ph(y) + l(y) = 0. (G.19)

E consequentemente:

I(y) = y"Qy — h"(y)Py — y"Ph(y). (G.21)

Pode-se observar que para a fungao definida positiva I(y) e a matriz definida po-
sitiva R, a derivada da funcao (G.18) avaliada nas trajetorias étimas do sistema (G.8)
sdo dadas por v’ = —I(y) — u’Ru, sdo negativas definidas. Dessa forma, a funcdo de
Lyapunov (G.18) controle o sistema (G.10) e € assintoticamente estavel localmente.
Integrando a derivada da fungédo de Lyapunov (G.18) dada por v’ = —I(y) — u’Ru ao
longo da trajetéria 6tima, obtém-se J,,,;, = y; P(0)y,.

Por fim, se ® = R", entdo a estabilidade assintética global segue como uma
consequéncia direta da condicao radial ilimitada para a fungcéo de Lyapunov (G.15),
v(y) = o0, quando ||y|| - oo.

Observa-se que de acordo com a teoria de controle 6timo de sistemas lineares
com funcional quadratico, a solucdo da equacéao diferencial de Riccati (G.15) é uma
matriz simétrica positiva definida para todas as matrizes simétricas positivas definidas
e positivas semi-definidas, podendo concluir a prova do teorema. O

Considera-se ainda, em um caso particular do sistema perturbado (37) com matriz
constante A, o problema de controle 6timo pode ser formulado em um intervalo de
tempo com matrizes constantes B,Q € R. A lei de controle 6timo que garante estabili-
dade do sistema controlado (37) € determinado pelo seguinte teorema.

Teorema 3. Se existem matrizes definidas positivas Q € R, em que Q é simétrica, tal
que a funcgo:

I(y) = y"Qy — h"(y)Py — y"Ph(y), (G.22)

é definida positiva. Entao o controle realimentado linear:

u = —R7'BTPy, (G.23)
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é otimo, na ordem de transferéncia do sistema (G.8) da condi¢do inicial para o estado
final:

y(o0) =0, (G.24)

minimizando o funcional:

J =f [I(y) + u"Ru]dt, (G.25)

onde P uma matriz simétrica positiva definida, é a solucdo da equacéao algébrica da
equacao de Riccati:

PA+ ATP — PBR™'BTP +Q = 0. (G.26)

Além do mais, com o controle realimentado (G.23), existe uma vizinhanga ©, C O,
© C R", da origem tal que se y, € ©,, a solugdo y(t) = 0, t > 0, do sistema controlado
(G.8) é assintoticamente estavel localmente, e J,,;, = y{ Py,.

Por fim, se ® = R", entdo a solucdo y(t) = 0, se o sistema controlado (G.8) é
assintoticamente estavel globalmente.

Do teorema, pode-se concluir que o sistema dindmico de erro (G.8) controlado
por um controle realimentado linear u é estavel globalmente, e consequentemente, o
sistema (G.5) controlado por:

u=U-—u" (G.27)

tende ao estado de equilibrio desejado (G.1).

Da teoria de controle étimo é conhecido que o controle linear étimo depende so-
mente do comprimento relativo do estado e do controle ponderado da matriz Q e R
do funcional quadratico. De acordo com isso, se uma escolha de Q e R nao satisfaz
a definicao positividade de (G.22) sujeito a (G.26), valores maiores da diagonal de
elementos da matriz Q com o mesmo valor de R podem ser experimentados.
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