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RESUMO

MARCOLINO, lago Henrique Teixeira . Solucoes Analiticas da Equacao de
Black-Scholes via Transformada de Fourier: Proposta de Modificacao com
Aplicacao ao Mercado Brasileiro de Opcoes. Orientador: Claudio Zen Petersen.
2026. 78 f. Dissertagdo (Mestrado em Modelagem Matematica) — Instituto de Fisica e
Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2026.

Este trabalho apresenta uma abordagem analitica para a solugdo da equagéo
de Black-Scholes via transformada de Fourier. Inicialmente, a equacgéo € convertida
na equacao do calor através de algumas mudancas de variaveis, que possibilita a
aplicacao da transformada de Fourier para obtengdo de uma solucédo exata, respei-
tando a condicéao inicial e de contorno do problema. Essa solucéao tradicional aplicada
ao mercado de opc¢des brasileiro, com a comparacao entre o preco tedérico calculado e
dados reais de opc¢des da Petrobras S.A., considerando diferentes precos de exercicio
e datas de vencimento. Os resultados demonstraram boa precisdao do modelo para
opcOes dentro do dinheiro e com vencimentos mais distantes. No entanto, para
opcoes fora do dinheiro e proximas do vencimento, a solucdo apresentou erros mais
significativos. Este comportamento motivou a propor uma solucao analitica alternativa
da equagéo de Black-Scholes também via transformada de Fourier, considerando os
termos difusivo-advectivo-reativo. A solugéo alternativa foi aplicada ao mercado bra-
sileiro, nas opcoes da Vale S. A. e comparada com o método tradicional, monstrando
maior precisao nas estimativas dos precos das opc¢des.

Palavras-chave: equacgao de Black-Scholes; transformada de Fourier; precificagéo de
opcoes; modelo difusdo-advecgcao-reacao; mercado brasileiro de opgdes.



ABSTRACT

MARCOLINO, lago Henrique Teixeira . Analytical Solutions of the Black-Scholes
Equation via Fourier Transform: A Modification Proposal with Application to the
Brazilian Options Market. Advisor: Claudio Zen Petersen. 2026. 78 f. Dissertation
(Masters in Mathematical Modeling) — Institute of Physics and Mathematics, Federal
University of Pelotas, Pelotas, 2026.

This work presents an analytical approach to solving the Black-Scholes equation
via the Fourier transform. Initially, the equation is converted into the heat equation
through a series of variable transformations, which enables the application of the
Fourier transform to obtain an exact solution, respecting the initial and boundary
conditions of the problem. This traditional solution is applied to the Brazilian options
market, comparing the calculated theoretical price with real data from Petrobras
S.A. options, considering different strike prices and expiration dates. The results
demonstrated good accuracy of the model for in-the-money options and those with
longer maturities. However, for out-of-the-money options and those close to expiration,
the solution presented more significant errors. This behavior motivated the proposal
of an alternative analytical solution to the Black-Scholes equation, also via the Fourier
transform, considering the diffusive-advective-reactive terms. The alternative solution
was applied to the Brazilian market using Vale S.A. options and compared with the
traditional method, indicating greater accuracy in estimating option prices.

Keywords: Black-Scholes Equation; Fourier Transform; Option Pricing; Diffusion-
Advection-Reaction Model; Brazilian Options Market.
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GLOSSARIO

Acao: Menor parcela (fracdo) do capital social de uma sociedade anénima.

Ativo Subjacente: Ativo financeiro (como a¢des, moedas ou commodities) que serve
de base para o valor de um derivativo.

Black-Scholes (Modelo de): Modelo matematico para a precificacdo de op¢oes eu-
ropeias, formulado por Fisher Black, Myron Scholes e Robert Merton em 1973.

Crise Financeira Global (2007-2009): Periodo de instabilidade econémica global
causado, em grande parte, pela ma alocagéo de riscos e uso excessivo de deri-
vativos hipotecarios nos Estados Unidos.

Derivativo: Instrumento financeiro cujo valor depende do preco de outro ativo, o cha-
mado ativo subjacente.

EDO (Equacao Diferencial Ordinaria): Equacao matematica que envolve derivadas
de uma fung¢do em relacdo a uma unica variavel independente.

EDP (Equacao Diferencial Parcial): Equacao que envolve derivadas parciais de
uma funcdo em relacédo a duas ou mais variaveis independentes.

Equacao do Calor: Equacéao diferencial parcial parabdlica utilizada como analogia
matematica para resolver a equacao de Black-Scholes.

Fronteira Livre: Em problemas com opcdes americanas, refere-se a condicao dina-
mica que determina 0 momento 6timo de exercicio da opc¢ao.

Lema de It6: Resultado fundamental do célculo estocastico que permite calcular a
diferencial de uma funcao que depende de um processo estocastico.

Machine Learning (Aprendizado de Maquina): Conjunto de técnicas computacio-
nais que permite que algoritmos "aprendam" padrdes a partir de dados.

Método dos Elementos Finitos: Técnica numérica para resolver equagdes diferen-
ciais por meio da discretizacao do dominio do problema.

Método das Diferengas Finitas: Técnica numérica para resolver equagoes diferen-
ciais aproximando derivadas por diferencas entre pontos discretos.

Modelo de Heston: Modelo de precificacdo de opcdes que considera a volatilidade
como uma variavel estocastica, formulado por Steven Heston em 1993.



Movimento Browniano: Movimento aleatério observado em particulas microscopi-
cas, base para os modelos estocasticos utilizados em financgas.

Opcao: Direito de compra ou venda de um ativo a um preco estabelecido.
Opcao Europeia: Tipo de opgédo que s6 pode ser exercida na data de vencimento.

Portifélio: Colecao de ativos de investimentos feitos por um agente (pessoa, empresa
ou fundo).

Precificacao: Processo de determinar o valor justo de um ativo financeiro.

Processo Estocastico: Processo matematico que evolui com o tempo de maneira
aleatoria.

Strike: Preco estabelecido pelo qual o titular da opg¢éo pode comprar ou vender uma
acao.

Spread: Diferenca entre o preco de compra e venda de um ativo.

Transformada de Fourier: Ferramenta matematica usada para transformar uma fun-
¢éo no dominio do tempo (ou espago) para o dominio da frequéncia.

Transformada de Mellin: Técnica de integragéo utilizada para resolver certas equa-
¢Oes diferenciais, especialmente em problemas de valor final.

Volatilidade: Medida da variacdo ou incerteza do preco de um ativo ao longo do
tempo.

Volatilidade Estocastica: Modelo em que a volatilidade do ativo também é tratada
como uma variavel aleatéria que muda com o tempo.
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1 INTRODUCAO

A precificagdo de derivativos é um tema amplamente discutido no mercado finan-
ceiro, devido a crescente demanda e a importancia desses instrumentos para o funcio-
namento do mercado como um todo, ja que sdo muito utilizados para mitigar riscos de
mercado. Esse cenario leva os profissionais da area a buscarem formas cada vez mais
sofisticadas de determinar o preco justo desses ativos financeiros, sendo a equacéo
de Black-Scholes a mais conhecida entre elas.

As consequéncias de uma ma precificacao de derivativos podem ser catastréficas
para uma economia, como evidenciado na Crise Financeira Global (2007-2009), em
que um dos principais fatores foi o uso indiscriminado de derivativos baseados em
hipotecas residenciais nos Estados Unidos (Hull; Treepongkaruna; Colwell; Heaney;
Pitt, 2013).

Nesse sentido, a modelagem matematica desempenha um papel fundamental na
compreensao do mundo real. Para descrever ou prever fendmenos mais complexos,
muitos modelos acabam sendo formulados em termos de Equacgdes Diferenciais Or-
dinarias (EDOs) ou Equagdes Diferenciais Parciais (EDPs). As EDPs oferecem maior
flexibilidade para lidar com sistemas que dependem de mudltiplas variaveis e dimen-
sbes, sendo essenciais na analise de sistemas dinamicos e distribuidos.

Mais especificamente, com relagdo ao mercado financeiro de opgdes, 0 modelo de
Black-Scholes é uma EDP que busca determinar o prego de um ativo financeiro deri-
vado, isto €, um instrumento cujo valor depende de outro ativo subjacente, conforme
detalhado no Capitulo 2.

Esse modelo ja foi aplicado em diversas areas, como na avaliagdo de projetos de
construcao civil e de tecnologia da informagao, conforme discutido em Saedi; Tularam
(2018). Trata-se de uma equacao em derivadas parciais que fornece uma estimativa
tedrica para o preco de opcdes do tipo europeu. Essa equagdo mostra que qualquer
opcao de compra ou venda possui um valor unico, o qual ndo altera o risco nem o
retorno esperado do ativo subjacente.

Os fundamentos do modelo remontam aos trabalhos de Jacob Bernoulli (Albani,
2019), no século XVII, com a introducao dos ensaios de Bernoulli e o desenvolvimento
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da distribuicao binomial — o que forneceu as bases para modelos probabilisticos dis-
cretos.

Em 1827, ao observar a dindmica de particulas de pdlen sobre a superficie da
agua, Robert Brown notou que elas apresentavam um movimento aleatério constante,
fenébmeno que posteriormente ficou conhecido como movimento browniano (Hong,
2024). Embora Brown nao tenha formulado um modelo matematico, suas observacdes
foram fundamentais para o desenvolvimento da teoria estocastica.

Em 1900, Louis Bachelier foi o primeiro a aplicar o conceito de movimento brow-
niano a modelagem do preco de ativos financeiros (Albani, 2019). Em sua tese de
doutorado, ele propés um modelo baseado em uma equacgéao diferencial estocastica
com uma condicao inicial correspondente ao preco do ativo. Esse trabalho pioneiro
estabeleceu as bases para 0 uso de processos estocasticos em financgas.

Em 1944, Kiyoshi 1t6 desenvolveu as ferramentas matematicas necessarias para
manipular equacgdes diferenciais estocasticas, introduzindo o que hoje conhecemos
como calculo de Ité e, em especial, o Lema de It6, peca-chave na formulacado moderna
de modelos financeiros (lto, 1978).

Utilizando o Lema de Ité para descrever a dindmica do preco de uma opcao, em
1973, Fisher Black e Myron Scholes apresentaram uma féormula analitica para a pre-
cificagdo de opgdes europeias (Black; Scholes, 1973). Com a contribuicdo de Robert
Merton, essa abordagem foi formalizada e difundida, resultando na famosa férmula de
Black-Scholes, um marco na histéria da matematica financeira.

Apesar de seu impacto e larga aplicacao, o modelo de Black-Scholes apresenta
diversas limitagées quando confrontado com os dados reais dos mercados. Entre as
principais restricoes destacam-se a suposicao de volatilidade constante, a auséncia
de custos de transacao, a hipdtese de mercados completos e a inaptidao para lidar
com opcdes americanas ou com pagamento de dividendos. Esses fatores motivaram
o desenvolvimento de diversos modelos alternativos, como os que incorporam volatili-
dade estocastica.

Os modelos com volatilidade estocastica trazem um grande diferencial na teoria
da precificacdo de derivativos, pois elimina a suposicao da volatilidade constante pre-
sente no modelo de Black-Scholes. Dessa forma o modelo traz aspectos mais realistas
no comportamento do prego dos ativos aumentando a precisdo do modelo, principal-
mente em momentos de tensdo do mercado, que geram maior volatilidade.

O primeiro modelo que incorpora a volatilidade estocastica foi introduzido por Ste-
ven Heston, em 1993, chamado de modelo de Heston (Hong, 2024). Esse modelo é
descrito por um sistema de equacdes diferenciais estocasticas. Trata-se de um pro-
cesso duplo, sendo o preco do ativo subjacente e a volatilidade estocastica. Isso
permite que a volatilidade varie ao longo do tempo, fornecendo maior precisdo ao
modelo.
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Outro método que vem sendo bastante implementados nos modelos, séao as técni-
cas de machine learning, como bem apontado por Hong (2024). Técnicas baseadas
em redes neurais e aprendizado de maquina tendem a reconhecer as relagdes nao
lineares do modelo aplicado, gerenciar bem um grande conjunto de dados e utilizar o
grande volume de dados histéricos para se adaptar as novas condi¢cdes do mercado.

Paralelo a isso, 0 Modelo de Black-Scholes ja foi solucionado de diversas formas
tanto analiticamente, quanto através de métodos numéricos.

Em 1994, Harper obteve uma solugao exata reduzindo equagdes diferenciais par-
ciais parabdlicas a sua forma canénica, obtendo assim uma generaliza¢ao da solugcéo
(Saedi; Tularam, 2018).

Pouco depois, em 1999, Forsyth aplicou o Método dos Elementos Finitos sob vo-
latilidade estocastica, discretizando as equagdes de fronteira, com o objetivo de obter
uma solucdo exata da equacédo de Black-Scholes (Saedi; Tularam, 2018).

Visando fornecer uma solugao direta da equacéo de Black-Scholes Jédar; Sevilla;
Cortés; Sala (2005) aplicou a Transformada de Mellin, considerando o problema de
valor final, pois ja era comum utilizar técnicas avangadas de engenharia financeira na
época.

Outra maneira de se obter uma solugédo exata foi proposta por Rodrigo; Mamon
(2006) inserindo o fator de variacao temporal em diferentes aspectos das opgdes, 0
diferencial desse método é que ele foi baseado em opcdes sobre acdes que pagam
dividendos.

Bohner; Zheng (2009) aplicaram a técnica de decomposi¢ao aproximada de ado-
main. Recentemente Edeki; Ugbebor; Owoloko (2015) utilizaram o método de Trans-
formada Diferencial Projetada (PDTM), substituindo o entao classico Método de Trans-
formada Diferencial (DTM). Todos os métodos citados até aqui buscam uma solucéo
analitica.

As solugbes numéricas mais relevantes comecaram a ser implementadas a partir
de 1999 quando Forsyth; Vetzal; Zvan (1999) utilizou o Método dos Elementos Finitos
para precificar opgcdes do tipo lookback discretas com a volatilidade variavel.

Dremkova; Ehrhardt (2011) aplicaram a transformagéo de dominio para utilizar
um esquema compacto de diferengas finitas afim de solucionar a equacgéao de Black-
Scholes para opg¢des americanas com func¢ao de volatilidade n&o linear.

Utilizando software de calculo simbdlico atras de uma solugao numérica, Song;
Wang (2013) utilizaram o Método das Diferencas Finitas implicito.

Pouco tempo depois Uddin; Siddiki; Hossain (2015) empregaram também o método
das diferencas finitas e dos elementos finitos e geraram resultados de esquemas semi-
discretos e totalmente discretos para opg¢des europeias.

Outros métodos numéricos também foram aplicados recentemente, podendo ser
vistos com mais detalhes no artigo de revisdo de Saedi; Tularam (2018).
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Embora o modelo de Black-Scholes tenha sido extensivamente estudado e apli-
cado desde sua formulacao em 1973, revisitar sua estrutura matematica por meio de
métodos analiticos, como a transformada de Fourier, continua sendo relevante, tanto
do ponto de vista tedrico, quanto didatico. Tal abordagem permite ndo apenas uma
compreensao mais aprofundada dos fundamentos da precificacdo de op¢des, como
também fornece uma base sélida para generalizagbes posteriores, incluindo casos
com volatilidade estocastica, saltos ou mudancas de regime.

1.1 Objetivos

1.1.1  Objetivo Geral

Este trabalho tem como objetivos gerais desenvolver e analisar a solugao analitica
da equagédo de Black-Scholes via transformada de Fourier, bem como propor uma
modificagdo na solucéo classica que se ajuste melhor aos precos reais de mercado.

1.1.2 Objetivo Especifico

» Deduzir a equacao de Black-Scholes e sua formulagdo como uma Equacao Di-
ferencial Parcial do tipo parabdlica associada a equagéo do calor;

» Obter uma solugéo analitica classica da equacao de Black-Scholes via transfor-
mada de Fourier, respeitando as condicdes iniciais e de contorno do problema;

* Aplicar a solucéo classica analitica na precificacao de opcdes no mercado brasi-
leiro nas opcdes da Petrobras S. A. (PETR4);

» Propor uma solucao analitica alternativa para a equacao de Black-Scholes asso-
ciado a equacéo da difusao-advecgao-reacao com a inclusao de um coeficiente
difusivo p;

» Comparar a solugdo modificada com a solugédo tradicional, nas opg¢des da
PETR4;

+ Calibrar o parametro p com base em dados reais do mercado de opg¢des da Vale
S. A. (VALES), bem como compreender seu comportamento.

1.2 Estrutura do Trabalho

Esta dissertacdo esta organizada da seguinte forma: no Capitulo 1, apresenta-se
o contexto histérico e os fundamentos da teoria dos derivativos; o Capitulo 2 descreve
a formulacado do modelo de Black-Scholes, destacando suas hipéteses, interpretacdes
e deducao matematica; o Capitulo 3 traz uma abordagem analitica para a solugéao tra-
dicional da equagéao de Black-Scholes por meio da transformada de Fourier, junto com
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uma aplicagdo pratica ao mercado financeiro brasileiro, com andlise dos resultados
obtidos; o Capitulo 4 é proposto uma solugdo modificada via transformada de Fourier,
junto com a aplicacédo da solucao alternativa comparada a solucéo tradicional; o Ca-
pitulo 5 apresenta-se as conclusdes, limitacdes e sugestdes para a continuidade do
trabalho.



2 EVOLUCAO HISTORICA DOS DERIVATIVOS E A FORMU-
LACAO DO MODELO DE BLACK-SCHOLES

Neste capitulo sera mostrado como surgiu a teoria por trds da precificacdo dos
derivativos e seus principais contribuintes até a formulacéo final, a Equacéao de Black-
Scholes.

2.1 Como surgiam os contratos futuros

Os contratos futuros surgiram da necessidade de comerciantes e agricultores re-
alizarem nego6cios com maior seguranga, tanto em relagdo a entrega quanto ao pa-
gamento das mercadorias. Com o objetivo de mitigar os riscos associados as nego-
ciacoes com prazos, foi desenvolvido o mercado de opgdes, que posteriormente foi
formalizado nas bolsas de valores. Assim, negociantes e produtores passaram a con-
tar com uma plataforma comum, como a Chicago Board of Trade, fundada em 1848.
Devido ao crescente volume de negociacdes com opgdes, foi criada em 1973 a Chi-
cago Board Options Exchange (CBOE) (Hull; Treepongkaruna; Colwell; Heaney; Pitt,
2013).

A partir desse contexto, a comunidade académica passou a buscar métodos para
a precificacao de opc¢oes.

As opcoes sobre agdes do tipo europeu possuem uma data fixa de vencimento, e
seu exercicio s6 pode ocorrer nessa data especifica. Essa caracteristica as tornava
mais simples de modelar na época. Por esse motivo, 0 modelo de Black-Scholes foi
inicialmente desenvolvido com base nesse tipo de opcao. Até hoje, o modelo continua
amplamente utilizado, devido aos sélidos fundamentos probabilisticos que o susten-
tam, os quais permitem estimar a probabilidade de exercicio de uma op¢ao europeia.

A importancia do modelo foi amplamente reconhecida em 1997, quando Robert
Merton e Myron Scholes receberam o Prémio Nobel de Economia por suas contribui-
cbes. Infelizmente, Fisher Black, coautor do modelo, faleceu antes da premiacéo e,
portanto, ndo péde ser laureado (Saedi; Tularam, 2018).
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2.2 Construcao do Modelo

O Modelo de Precificagdo de Ativos Financeiros (CAPM — Capital Asset Pricing
Model) (Saedi; Tularam, 2018) descreve a relagdo entre o risco de um ativo e seu
retorno esperado, sendo uma ferramenta fundamental para avaliar se um ativo esta
subvalorizado ou supervalorizado com base no custo de capital préprio da empresa.
A partir dele, estima-se o retorno exigido de uma ac¢ao ou outro ativo de risco.

Embora o CAPM tenha influenciado o desenvolvimento da teoria moderna das fi-
nangas, o modelo de precificagdo de opgdes proposto por Black e Scholes ndo foi uma
aplicacao direta do CAPM, mas sim inspirado em sua logica de equilibrio de mercado
e auséncia de arbitragem. A formulagéo original de Black e Scholes assume que é
possivel replicar o comportamento de uma opcéo por meio de um portfélio formado
por ativos livres de risco e agoes.

Posteriormente, Robert Merton propés uma abordagem alternativa, baseada expli-
citamente em um portfélio livre de risco, assumindo que o retorno de tal portfélio, em
um intervalo infinitesimal de tempo, deve ser igual a taxa livre de risco. Essa contri-
buicdo generalizou e formalizou o modelo, resultando no que hoje é conhecido como
modelo de Black-Scholes-Merton.

Como bem descrito por Saedi; Tularam (2018), as principais hipéteses do modelo
de Black-Scholes-Merton sao:

A acéao subjacente nao paga dividendos durante a vigéncia da opcéo.

A taxa de juros livre de risco é constante e conhecida.

» Os agentes podem tomar emprestado ou aplicar a taxa livre de risco sem restri-
coes.

+ O preco da agao segue um movimento geométrico browniano, ou seja, apresenta
distribuicao log-normal com média e variancia constantes.

» O numero de acbes em circulagdo permanece constante ao longo do tempo.

2.3 Conceitos de Financas e Evolucao dos Modelos de Precifica-
cao de Opcoes

Alguns conceitos de fingangas serao introduzidos nessa secao para melhor com-
preensao dos termos usados durante o trabalho.

2.3.1 Acao

Segundo Neto (2023) a¢des constituem a menor parcela (fracao) do capital social
de uma sociedade an6nima. S&o valores caracteristicamente negociaveis e distribui-
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dos aos subscritores (acionistas) de acordo com a participacado monetaria efetivada.

2.3.2 Dividendo

Conforme definido por Neto (2023), dividendo é uma parte dos resultados da em-
presa, determinada em cada exercicio social e distribuida aos acionistas sob a forma
de dinheiro. Todo acionista tem o direito de receber, no minimo, o dividendo obrigatorio
fixado em lei.

2.3.3 Derivativos

Derivativos sédo instrumentos financeiros que se originam (dependem) do valor de
outro ativo, tido como ativo de referéncia. Um contrato derivativo ndo representa valor
proprio, derivando-se do valor de um bem basico como, por exemplo, commodities,
acoes e taxas de juros, dentre outros (Neto, 2023). Existem dois tipos de derivativos,
o financeiro e o0 nado financeiro. Os derivativos financeiros sdo originarios de taxa de
juros, moedas, acgdes e indices. Os derivativos nao financeiros sdo originarios de
petréleo, café, ouro, soja, milho, agucar, boi gordo, e de outros ativos da agropecuaria,
da energia e do clima. Uma observacdo importante é que os derivativos tém seus
precgos livremente estabelecidos pelo mercado.

2.3.4 Risco de Mercado

Conforme definido por Neto (2023), o risco de mercado esta relacionado com o
preco que o mercado estipula para ativos e passivos negociados pelos intermediarios
financeiros, ou seja, com o comportamento verificado no preco de um bem do dia a
dia. Este risco esta diretamente associado a quanto um ativo pode ser valorizado ou
desvalorizado.

O risco de mercado geralmente considera a expectativa das mudancgas nos indices
de inflacdo, taxa de juros, taxa de cambio, indicadores de bolsa de valores, preco de
commodities e derivativos, dentre outros.

2.3.5 Volatilidade

Segundo Neto (2023), desvio padrao é uma medida estatistica que quantifica a
incerteza em relagdo ao comportamento de um ativo. O desvio padrao também esté
associado ao risco do ativo. Ao determinar o desvio padrdo através de uma série
temporal de retornos continuos, obtém-se a volatilidade.

2.3.6 Opcoes

Uma opcéo concede ao titular (detentor da op¢ao) o direito de comprar ou vender
em uma data futura por um prego previamente estabelecido (Hull; Treepongkaruna;
Colwell; Heaney; Pitt, 2013). A opcao de compra permite o direto de comprar o ativo
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a um preco estabelecido e a op¢ao de venda fornece o direito de vender o ativo a um
preco definido, ambos em uma data determinada. O prego determinado no contrato é
chamado de preco de exercicio ou prego de strike, e a data determinada é conhecida
como data de vencimento. Com isso bem definido, na data de vencimento o titular da
opcao possui o direito, e ndo o dever, de realizar a transacao, ou seja, o titular nao é
obrigado a exercer o direito (Hull; Treepongkaruna; Colwell; Heaney; Pitt, 2013).

Por exemplo, se o titular possui uma opgao de compra com strike em R$ 20,00
e no dia do vencimento o ativo subjacente (acédo) esta R$ 25,00, é vantagem para o
titular exercer seu direto de comprar por R$ 20,00 uma agéo que vale R$25,00. Por
outro lado, caso o titular possua a mesma opcao de compra com strike a R$ 20,00 e
no dia do vencimento o preco da acao esteja R$ 18,00, € melhor ele nao exercer seu
direito de compra, por que assim o titular estaria pagando R$ 20,00 por algo que vale
R$ 18,00. Essas sao as vantagens das opcoes, diferente dos contratos futuros, pelos
quais o titular do contrato é obrigado a exercer a compra ou venda do ativo subjacente.

Outra coisa que diferencia os contratos futuros das opgdes é que, nas opgdes, 0
comprador do direito paga um precgo inicial para ser titular, esse preco inicial (esse
preco inicial € conhecido com prémio da opcao). Nos contratos futuros, inexiste um
custo inicial, sendo necesséario apenas que o tomador do contrato mantenha uma
margem de garantia suficiente para cobrir as variagdes de preco do contrato.

2.4 Histérico de construcao do modelo de Black-Scholes

2.4.1 Modelo Binomial de Jacob Bernoulli

Um modelo inicial muito usado para precificacdo de derivativos € o modelo Bino-
mial de Jacob Bernoulli (Bernoulli, 1713). Esse modelo parte do passeio aleatério
(random walk), onde, a cada passo 0 movimento pode ser +1 ou —1, cada um com
probabilidade 1.

+1, com probabilidade 1,
Xi= (1)
—1, com probabilidade 3.

Apbs n passos, a soma acumulada dos movimentos pode ser descrita como:
S, = Xi+Xo+---+X, =2Y, — n, (2)

onde S, é a soma dos movimentos, Y, € o numero de saltos para cima (+1) até o
tempo n, e 2Y,,—n representa o saldo final apds n passos. O saldo do passeio aleatorio
€ a diferenga entre o numero de saltos para cima e o0 numero de saltos para baixo.

A distribuicdo do numero de saltos Y, segue uma distribuicao binomial, onde a
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probabilidade de ter exatamente £ saltos para cima em n passos é dada por:

Pr(Y, =k) = (Z) prl—p)n* = #'—k:)' (%)na (3)

onde p* é a probabilidade de ter k sucessos, e (1 —p)"* é a probabilidade de ter n — k
falhas (—1).

O modelo binomial € um processo discreto, ja 0 pre¢o de um ativo € um processo
continuo. O modelo Browniano vem para suprir essa disparidade.

2.4.2 Movimento Browniano

Considera-se o intervalo de tempo [0, 1] e sua subdivisdo em n partes iguais, de
maneira que cada X; representa o0 movimento do processo em cada subdivisdo de
tempo. Se os saltos assumem apenas os valores +1 e —1 com probabilidade 1/2,
o limite da soma pode nédo existir (ou seja, a série resultante pode néo ser conver-
gente), pois os incrementos permanecem grandes (crescem em mddulo) a medida
que n cresce.

Por exemplo, ao considerar 1 o tamanho do salto, o movimento no instante ¢ (soma
normalizada)

%(X1+X2+-~-+Xn) — 0 (4)

tende a zero, a medida que n cresce, devido a Lei dos Grandes Numeros.
Usando \/% como fator de normalizagdo, o movimento Browniano no instante ¢ (B;)

Bt:%(X1+X2+---+Xn) — N(0,1) (5)
converge para distribuicdo normal N(0,1) conforme descreve o Teorema Central do
Limite. Isso € crucial na modelagem de processos estocasticos.

Esse modelo possui trajetdrias continuas, mas que nao sao diferenciaveis. Possui
também incrementos independentes, pois sao disjuntos em cada intervalo. A diferenca
entre 0 movimento Browninano no instante ¢ (B;) e 0 movimento Browniano no instante
s (Bs) segue uma distribuicdo normal, com média zero e variancia t — s:

By — B, ~ N(0, t—s). (6)

2.4.3 Modelo de Bachelier

Louis Bachelier foi o pioneiro a introduzir um modelo de precificacdo de opgcdes em
1900. Bachelier usou o conceito do movimento Browniano para modelar flutuacoes
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dos pregos dos ativos. O prego de um ativo S(¢) € modelado como
S(t) = S(0) + o By, (7)

onde S(0) € o prego inicial do ativo, o € um parametro de volatilidade que determina a
amplitude das flutuagdes dos precos e B; € um movimento Browniano.

O modelo de Bachelier possui distribuicao normal dos pregos, ou seja, o prego S(t)
em qualquer tempo ¢ segue uma distribuigdo normal com média S(0) e variancia o>t.
Isso significa que os precos podem, em teoria, ser negativos, o que é uma limitagéo
do modelo. O processo S(t) € um martingal, ou seja, dado o preco atual, o prego
futuro esperado é igual ao preco atual. Também possui incremento independente,
caracteristica herdada do modelo anterior.

2.4.4 Proposta de Paul Samuelson

Para garantir que o processo permaneca positivo, Samuelson (1965) sugere que

0 preco dos ativos deve seguir um processo multiplicativo (um movimento Browniano
Geométrico)

S(t) = S(0)ert+oBt (8)

onde S(t) é o prego do ativo no tempo ¢, S(0) é o prego inicial do ativo, i € a taxa de
retorno média esperada e o é a volatilidade do ativo. Que leva a equacao diferencial
estocastica:

dS(t) = uS(t) dt + oS(t) dB,, 9)

por consequéncia direta de seu modelo (Samuelson, 1965).

2.5 Deducao de Black-Scholes

2.5.1 Movimento Browniano Geométrico

O preco do ativo S(t) segue o seguinte movimento:

dS = pSdt + oS dB, (10)

onde 1 € a taxa de retorno média esperada do ativo e ¢ é a volatilidade do ativo.

25.2 Lemadelto

Segundo Hirsa; Neftci (2013) O lema de It6 diz que: Seja F(S;,t) uma fungéo duas
vezes diferenciavel em ¢ e no processo aleatério S;, cuja dindmica é dada por:

dSt:CLtdt+UtdBt (11)
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com parametros de drift e difusao regulares (a;, 0;). Entao,

OF OF 1 ,0°F
dF, = s, + gt 12
T ottt 5% 55 (12)
ou, substituindo dS;:
OF  OF | ,O°F  OF
ar, = X g dt I+ P dB i
P = Gr Ut g mll + 50 Gt + peoudBy (13)

onde a igualdade vale em média quadratica.
Aplicando o Lema de It6 para uma fung¢édo V'(S,t), onde V representa o prego da
opcéao de venda no tempo t, tem-se que

ov ov 10°V
dV—Edt ﬁdS zasz(ds) (14)

Calculando (dS)? a partir da Equagéo (10), tem-se que

(dS)* = (uS dt + oS dB;)* (15)
= (uSdt)*> +2uS dt- oS dB, + (0S5 dB;)?
= 12 S%(dt)? + 2ucS* dt dB, + 0*S*(dB,)?

Segundo as regras do calculo estocéastico de 1td, baseadas nas propriedades do
processo de Wiener (movimento Browniano padrédo), tem-se:

(dt)* =0, dt-dB;,=0, (dB)*=dt. (16)
Portanto:
(dS)? = 0252 dt (17)
Logo,
ov ov 10%V
dV = ——dt + — (uS dt d ——__o?S%dt 1
V BT +aS(uS +oSdW) + 5 952 S (18)
oV oV 1,0V oV
dt —dB;.
(Ot 5 T Sas2> o5 5gdb:

2.5.3 Construcao do Portfolio

Dado o Portfélio (conjunto de ativos em carteira composto por opcoes e acdes)

M=V -XS§, (19)
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onde V é o valor da op¢ao, S € o preco do ativo e X é a quantidade de acbes compra-
das ou vendidas, com X = a
O diferencial é dado por

St

dIl = dV — X dS. (20)

Substituindo a Equacéao (18) e a Equacéao (10) na Equacéo (20), tem-se

oV OV 1, 0% oV
M=% 4 uSSs + ~0282 2 4B 21
d (at+”sas 50 SaS>dt+aSant 21)
oV
~ Sg(uSdi oS dB,). (22)

O movimento estocastico do ativo, representado por dB; € anulado, resultando em:

OV 1 5,0V
dIl = (8t S 5a )dt (23)

2.5.4 Igualdade ao Rendimento Livre de Risco

Como II é livre de risco:

dIl = rIl dt, (24)
onde r é a taxa de juros, assim,
8V 1 52 N B ov
( 5 S 832) dt =r (V Sﬁ) dt, (25)

de onde, dado que dt # 0, tem-se a equacao de Black-Scholes para a opcao de venda
V(S,t):

ov 1 52 , O*V oV
S =0 2
8t+ 5852+r885 rV =0 (26)

Concluimos a dedugéo formal da equacgéo de Black-Scholes que vale também para
opgao de compra C(S,t) da forma:

0C 1 ,,0°C  9C B
S+ g0 e +rSag —rC(S.1) = 0| (27)

2.6 Desafios do Modelo

Os principais desafios do modelo de Black-Scholes estao relacionados as suas
hipéteses simplificadoras, que muitas vezes ndo condizem com a realidade do mer-
cado financeiro. A primeira limitagao € a suposi¢ao de volatilidade constante, que nao
reflete adequadamente a dindmica dos precos, especialmente em periodos de incer-
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teza, quando a volatilidade tende a variar bruscamente. Essa simplificagdo pode levar
a erros significativos na precificacdo de opgdes em momentos de maior tensao no
mercado. Nesse contexto, modelos que incorporam volatilidade estocéstica oferecem
uma representagdao mais realista do comportamento dos ativos.

Como destacado por Hong (2024), uma segunda hipétese questionavel é a au-
séncia de custos de transagdo. Embora esses custos possam ser desprezaveis em
operacdes de pequeno porte, eles se tornam relevantes em operag¢des de grande vo-
lume, afetando diretamente o desempenho da estratégia e o preco do ativo subjacente.
Entre esses custos estao os spreads de compra e venda, as taxas de corretagem e o0
impacto do volume negociado sobre o mercado, todos com potencial de distorcer os
resultados obtidos pelo modelo.

A terceira limitacdo refere-se a suposi¢cdo de que a acao subjacente ndo paga
dividendos. Embora algumas empresas adotem politicas de recompra de acdes como
forma de valorizagdo, uma parte significativa do mercado ainda utiliza o pagamento
de dividendos como estratégia de distribuicdo de lucros, o que influencia diretamente
o valor tedrico das opcdes.

Além disso, o modelo foi originalmente desenvolvido para op¢des do tipo europeu,
que s6 podem ser exercidas na data de vencimento. Isso restringe sua aplicacao
as opgoes do tipo americano, que permitem exercicio a qualquer momento antes do
vencimento. Embora existam métodos que adaptam o modelo de Black-Scholes para
opcdes americanas, essas abordagens envolvem maior complexidade e incerteza nos
resultados (Hong, 2024).

Por fim, um aspecto frequentemente citado de forma critica € a faléncia da empresa
criada por Black e Scholes na década de 1990, o Long-Term Capital Management
(LTCM). Apesar de nao invalidar o modelo matematico em si, 0 episédio evidencia
as limitacdes praticas da aplicacdo de modelos idealizados em mercados reais, refor-
¢ando a necessidade continua de desenvolvimento de abordagens mais robustas e
adaptadas a realidade do mercado financeiro.



3 UMA ABORDAGEM ANALITICA PARA A EQUACAO DE
BLACK-SCHOLES

Partindo do modelo de Black-Scholes, Equacao (27), para uma opg¢ao europeia de
compra, de uma ac¢ao que nao paga dividendos, tem-se
oc 1 0*C oC

+ =05 — +7rS

ot 2 952 a5 ~retS5)=0,  (t5)€ 0,T) x R*, (28)

onde C(t, S) é o preco da opgao no instante ¢ para o prego S do ativo subjacente, o €
a volatilidade anual do ativo, e r é a taxa de juros livre de risco anual.

Ainda, sendo E o preco de exercicio (ou strike) da opgao, e 7' 0 seu tempo de
vencimento, espera-se que

C(T,S) = max{S — E, 0}, (29)

ou seja, que no final do periodo o valor do ativo S seja maior que o strike £, de maneira
que o titular da opgao sé exercera o direito de compra se o preco do ativo for maior
gue o preco de exercicio. Assim, se o prego do ativo for muito pequeno, entdo o preco
da opcao também sera:

lim C(¢,S) = 0. (30)

S—0t
Por outro lado, se o preco do ativo for muito grande, tem-se
lim C(t,5) = Be "I, (31)
S—+o0

Verifica-se que a Equagao (28) é do tipo parabdlico, ou seja, A = B> —4AC = 0. O
coeficiente A do termo de segunda ordem em S é
1

A= 50252,
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o coeficiente B do termo misto de segunda ordem é
B =0,

e o coeficiente C' do termo temporal de segunda ordem é
C =0.

O A é dado por:
A=0"-4 (20252) (0) = 0. (32)

Como A = 0, a equacao é parabdlica, ou seja, podemos modifica-la para a equa-
cao do calor.
Fazendo a mudanca de variaveis

2 2
t:T—%T, S—Eexir—%(T—t)e[O,gl, x—ln(§>€R, (33)
o

define-se uma nova incognita v(r, =) da forma
C(t,S) = Ev(r,x). (34)

De substituir Equacao (34) na Equacéao (28) de Black-Scholes, aplicar a regra da
cadeia, fazer as devidas simplifica¢des e isolar a derivada dv/0r, como detalhado no
Apéndice A, tem-se a seguinte equacao de difusao-adveccao-reacao:

ov 0% 2r ov 2r o?T
gt () e eoe 05 xR
com a seguinte condic¢ao inicial (r =0 =t =1T):
v(0,z) = max{e” — 1,0}, =z €R, (36)

e as seguintes condi¢des de contorno (S — 07 = 2 — —o0, S — +00 = = — +00):

2
lim v(r,z) =0, lim (eiE — (T, :L‘)> =e 7, c= 2r T E {O, ﬂ] . (37)

T——00 T—+00 0‘2 ’ 2

Ainda, a Equacéo (35) de difusdo-advecgéo-reacao pode ser transformada em uma
equacao classica do calor mediante uma mudanca de variavel do tipo

v(T,x) = e HoT u(T, ), (38)

para certos valores de « e 5. Com efeito, de substituir a Equacao (38) na Equacao (35),
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aplicar a regra da cadeia, e anular os coeficientes dos termos advectivo e reativo, como
mostrado no Apéndice B tem-se que

1—c
o =
2 )

f=- : (39)

Para que u(0,x) ndo assuma valores negativos, toma-se a seguinte condigao ini-
cial:

c+1 c—1
c+1 c—1 e 2 T — eTﬁ, xXr 2 0
u(0,2) = ug(x) = max{eT’” —ez O} = : (40)
0, z <0
Portanto, obtem-se o seguinte problema de valor inicial para a equacao do calor
em u(r, x) associada a Equacéo (28) de Black-Scholes:

2 2
%:%, (r,z) € (0,%] x R,
u(0, ) = up(x).
O problema descrito na Equacéao (41) sera solucionado pelo método da transfro-
mada de Fourier.

3.1 Solucao Via Transformada de Fourier

Segundo Kreyszig (2011) a transformada de Fourier em = de uma fungéo u(r,z) &
definida como .
i(r,w) = Flu(r, )} = / u(r, 2)e ™ da, (42)

onde a frequéncia w € a variavel do dominio de Fourier, e i« = /—1 é a unidade
imaginaria.
Aplicando a transformada de Fourier na Equacao (41), obtém-se:

ou 5 _ o’T

5 = —w?u(r,w), (t,w) € (0, T} x R,

onde uy(w) = F{uo(z)}.
Nota-se que, considerando w como um parametro, a Equacéo (43) € ordinaria em
variaveis separaveis, e sua solugcao € dada por

2

u(r,w) = e T ug(w), (44)

de maneira que a solucao do problema na Equacéo (41) pode ser obtida aplicando a
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transformada inversa de Fourier na Equagéo (44) da forma

+oo
u(t,z) = F Ha(r,w) \/ﬂ/ et _WTQO( ) dw. (45)
Como .

—1 —w TV —Z—T’ 46

pelo teorema da convolugcao(Reamat, 2022), tem-se
(r2) = o= e v uo(e) (47)

u(T,x) = e 4 xUglx),
VarT 0

onde x representa o operador de convolugdo. Logo, a solugéo do problema (Equa-
céo (41)) pode ser escrita da forma

u(T, x)

oo a2 8
i ug(z)dz. 4
-= ] T (48)
Apds analisar as condic¢des iniciais na Equacéao (40), chega-se a conclusao de que
€ possivel alterar o intervalo de integracao, como pode ser observado no Apéndice C
passando a ser:

400 e )2
u(T, ) \/ﬁ/ - up(2) dz. (49)
Substituindo ug(z) = > * — ¢“2 * na integral, tem-se:
1 Foo z—2z)2 c+1 c—1
u(r,x) = \/ﬁ/o e~ (e%z —e 2 z) dz. (50)

Separando em duas integrais, define-se

1 +OO Tr—z c
Li(r,z) = \/%/0 e et e “dz, (51)
+o0 (z Z)Q c—lz
Iy(7,x) _47rT 7 “dz. (52)

Dessa forma, a solucéao final pode ser escrita como:
u(r,x) = Li(1,x2) — Ix(7, ). (53)

Para resolver essas integrais é feita a seguinte mudanca de variavel:

z—XT

y_\/?

Entdo, com os detalhes mostrados no Apéndice D, as integrais resultantes sao

— 2 =\2ry+2z, dz=+2rdy. (54)
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resolvidas pelas seguintes substituicoes:

1
U=y — 5(6 + V27, duy = dy, (55)
Uy =Y — %(c — V27, duy = dy. (56)

Logo, apds corrigir os limites de integragao, as integrais tomam a forma:

LL(r, 7) = ehlerD g+iter)? M / % duy, (57)
(7, w) = ehe- e e / ¢34 du,, (58)
onde .
xz
dy = \/—2—7—1—5(04- 1)V2r, (59)
x 1
= —+4 —(c—1)V2T. 6
dy = o=+ S(e—1)V2r (60)
E do conhecimento que a distribuicdo normal acumulada é definida como
N(d 2% 61
\/27‘(’ / ‘ u (61)

conforme apresentado em Devore; Berk (2012). Isso torna visivel que as integrais da
Equacéo (57) e Equacéo (58) sao distribuicbes normais acumuladas e, portanto:

1

1 1 2
L(r,z) = e2ete gtilet DT _—_ N(qd)), 62
1( ) o ( 1) ( )
I(r,z) = ede- Ve erien L nigy (63)
V2T

Logo, a solugéo do problema da Equacgéao (41) é dada por
u<7_7 l’) _ 62(c+1)z+ (c+1)2 TN(d ) . %(c 1)m+ (c—1)2 TN(dQ) (64)
3.2 Voltando para as variaveis originais
Voltando para variavel v da Equacéo (38), na qual
v(T, ) = e PTu(r, 1), (65)

coma=1(1—c),B=—i(c+1)?ec=2%.
Entao
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U(T, CL‘) = e%(l—c)x—i(C—H)%e%(c+1)x+i(c+1)27N(d1>

. e%(1—5):0—%(c+1)27'e%(c—1)1’+i(c—l)QTN(d2) (66)
Simplificando os termos das exponenciais da Equacgéo (66) fica-se com
Yacoe—Yer s tes et ter 1y (67)
5 C)T 1 & T 5 & X 1 C T
= 1x—lcx—irlcx—l—lx—gc
202 2 27
1 1 , 1 1 )
2(1—c)x—4(c+1)T+2(c—1)$+4(c—1)7' (68)
11 11 s 1 o
= 3% 20:17—|— 5T = 5% 4(c+ 1) 7—1—4(0 1)1 = —cr
Substituindo os expoentes, fica-se com
v(r,z) = [e"N(dy) — e " N(dy)] . (69)
3.2.1 Voltando para a variavel C'
Voltando para a variavel C'(t, S) da Equacao (34)
C(t,S) = Ev(r, z), (70)
entao
C(t,S) = E¢"N(dy) — Ee™“"N(dy). (71)
Comor =12 41 — (T ), S=FEe*, az=Imn(2)e c=2, entdo
C(t,S) = SN(dy) — Ee (T T ) N(ay), (72)
com
1 E 1 202
dy = HES/ ) +5(c+1) %(T — 1) (73)
(T - 1)
e
2
gy — —S/E) —I—%(c—l) 2%(T—t). (74)
(T 1)

Portanto, a solucado da equacao de Black-Scholes via transformada de Fourier é
dada por:
C(t,S) = SN(dy) — Ee "™ N(dy), (75)
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onde In(S/E) .
dy = ST =1 +§(c+1)a (T —1) (76)
e
In(S/E) 1
d2_0— (T_t)+§(c—1)0'\/ (T— ) (77)

3.3 Aplicacao da Solucao da Equacao de Black-Scholes

As opc¢des de agdes negociadas no mercado brasileiro muitas vezes apresentam
baixa liquidez. Por esse, motivo sera utilizado o Preco Médio Ponderado pelo Volume
(VWAP) da opgéo e do ativo subjacente. A VWAP observada tera o periodo diario
e sera comparada com o preco tedrico via equacao de Black-Scholes. Em todos os
céalculos de precificagédo realizados nesta sessao foi utilizado a volatilidade histérica
anual do ativo subjacente.

As Tabelas a seguir mostram a data, o valor da VWAP da opc¢ao, o Volume de
opcoes negociadas (Vol. Negociado), a VWAP do ativo (VWAP Acao), o preco tedrico
calculado pela solucao da Equacéo (75) de Black-Scholes (Preco B-S) e o erro relativo
entre o preco tedrico e o preco real.

Para o ativo subjacente Petrobras S. A. (PETR4), serd avaliado na Tabela 1 a
opcao de compra europeia PETRD381 com volatilidade anual de 22%, taxa de juros
de 14,25%, strike em R$ 34,41 e vencimento em 17/04/2025.
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Tabela 1 — Comparacao entre o preco real (VWAP Opgéao) e o precgo teorico (Preco B-S) da
opcao PETRD381. Fonte: autoral.

Data VWAP Acédo Vol. Negociado VWAP Opgédo Preco B-S Erro Relativo

28/03/2025 37,36 176800 3,49 3,24 0,0716
27/03/2025 37,77 48000 3,66 3,66 0,0000
26/03/2025 37,45 18500 3,38 3,36 0,0059
25/03/2025 37,19 94400 3,16 3,13 0,0095
24/03/2025 36,74 88600 2,78 2,74 0,0144
21/03/2025 36,65 186100 2,61 2,71 0,0383
20/03/2025 36,10 269900 2,21 2,25 0,0181
19/03/2025 36,18 42900 2,34 2,34 0,0000
18/03/2025 36,16 133400 2,36 2,35 0,0042
17/03/2025 36,18 217100 2,36 2,38 0,0085
14/03/2025 35,22 624900 1,69 1,70 0,0059
13/03/2025 34,34 410600 1,14 1,14 0,0000
12/03/2025 34,15 918200 1,11 1,06 0,0450
11/03/2025 34,19 385500 1,17 1,10 0,0598
10/03/2025 34,31 725300 1,20 1,19 0,0083
07/03/2025 34,62 241100 1,43 1,44 0,0070
06/03/2025 34,34 1432000 1,43 1,28 0,1049
05/03/2025 34,77 118400 1,61 1,57 0,0248
28/02/2025 36,06 18400 2,58 2,61 0,0116
27/02/2025 36,26 214900 2,72 2,79 0,0257

Pode-se observar que nesse periodo para esse strike a precificagdo via Black-
Scholes se mostrou bastante eficiente, pois o maior erro relativo observado foi de
aproximadamente 10% no dia 06/03. O menor erro relativo foi no dia 27/03/2025,
obtendo assim uma precificacdo exata em comparacdo com o preco real de mercado.

Agora para o ativo subjacente Petrobras S. A. (PETR4), serd avaliado a opgéo
de compra europeia PETRC39 com volatilidade anual de 22,23%, taxa de juros de
14,25%, strike em R$ 37,61 e vencimento em 21/03/2025 na Tabela 2.
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Tabela 2 — Comparacao entre o preco real (VWAP Opgéao) e o precgo teorico (Preco B-S) da
opcao PETRC39. Fonte: autoral.

Data VWAP Acédo Vol. Negociado VWAP Opgédo Preco B-S Erro Relativo

21/03/2025 36,65 1496000 0,02 0

20/03/2025 36,10 3744200 0,03 0,0022 0,9267
19/03/2025 36,18 7765900 0,06 0,0022 0,9633
18/03/2025 36,16 3438800 0,07 0,0189 0,7300
17/03/2025 36,18 6093900 0,12 0,0200 0,8333
14/03/2025 35,22 4442500 0,06 0,0084 0,8600
13/03/2025 34,34 1011800 0,03 0,0014 0,9533
12/03/2025 34,15 2521500 0,05 0,0015 0,9700
11/03/2025 34,19 1545300 0,05 0,0028 0,9440
10/03/2025 34,31 2571200 0,06 0,0056 0,9067
07/03/2025 34,62 3473000 0,10 0,0200 0,8000
06/03/2025 34,34 4382500 0,11 0,0100 0,9091
05/03/2025 34,77 4649500 0,15 0,0400 0,7333
28/02/2025 36,06 6657400 0,40 0,3100 0,2250
27/02/2025 36,26 16316300 0,47 0,3800 0,1915
26/02/2025 37,93 448400 1,52 1,2000 0,2105
25/02/2025 38,11 530100 1,65 1,3400 0,1879
24/02/2025 38,12 595500 1,65 1,3000 0,2121
21/02/2025 38,35 1038300 1,82 1,6100 0,1154
20/02/2025 38,41 889400 1,87 1,6700 0,1070

Para esse strike fora do dinheiro e com vencimento mais préximo, o modelo teve
dificuldade em obter uma precificagdo mais assertiva, como no dia 19/03/2025 onde
o erro relativo foi de aproximadamente 96%. O menor erro relativo registrado nesse
caso foi de 10% no dia 20/02/2025, os outros dias registraram erros bastante elevados.

Acredita-se que isso pode estar relacionado ao fato de que, ao transformar a Equa-
cao (78) de Black-Scholes na Equacéo (41) do calor, o coeficiente de difusao foi to-
mado constante. Uma ideia futura seria modificar a volatilidade na equacéao de Black-
Scholes, o que é equivalente a modificar o coeficiente de difusédo na equacgao do calor.
Ou seja, considerar um coeficiente de difusdo variavel seria uma forma natural de
melhorar o modelo e torna-lo mais préximo da realidade dos mercados financeiros.



4 SOLUCAO MODIFICADA

Neste capitulo sera proposta uma solucao alternativa da equacao de Black-Scholes
via transformada de Fourier através da equacédo de difusdo-adveccao-reacdo. Para
tornar o texto autocontido e evitar consultas ao Capitulo 3, algumas equacdes e etapas
foram propositalmente repetidas, garantindo fluidez e independéncia na leitura.

4.1 Modificacao na Solucao da Equacao de Black-Scholes

Partindo do modelo de Black-Scholes, para uma opcao europeia de compra de
uma acao que nao paga dividendos, tem-se
oc 1., ,0°C oC
— +=0?S*— +rS— —rC(t,5) =0 t,8)€[0,T) x R* 7
(9t+20 852+r aS T(7> 9 (7)6[7>X + (8)
onde C(t,S) é o preco da opcao no instante ¢ para o preco S do ativo subjacente, o é
a volatilidade anual do ativo, e r é a taxa de juros livre de risco anual.
Ainda, sendo E o preco de exercicio (ou strike) da opcao, e T' 0 seu tempo de
vencimento, espera-se que

C(T,S) = max{S — E,0}, (79)

ou seja, que no final do periodo o valor do ativo S seja maior que o0 E, de maneira
que o titular da opgéo sé exercera o direito de compra se o prego do ativo for maior
qgue o preco de exercicio. Assim, se o preco do ativo for muito pequeno, entdo o preco
da opcao também sera:

lim C(¢,5) = 0. (80)

S—0t

Por outro lado, se o preco do ativo for muito grande, tem-se

lim C(t,S) = Ee "7, (81)

S—+o00
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Fazendo a mudanca de variaveis

2 2 T
t=T——r, S:EeﬁﬁT:%(T—t)E[O,UTl, len(§>ER, (82)
o

define-se uma nova incognita v(r, z) da forma
C(t,S) = Ev(r,x). (83)

De substituir Equacao (83) na Equacéao (78) de Black-Scholes, aplicar a regra da
cadeia, fazer as devidas simplificagées e isolar a derivada dv/0r, tem-se a seguinte
equacao de difusdo-advecgao-reacao:

ov v 2r ov 2r o’T
3 = 92 + (; — 1) i ;U(T, x), (r,z)€ (0, T} x R, (84)
com a seguinte condic¢ao inicial (r =0 =t =1T):
v(0,z) = max{e” — 1,0}, =z €R, (85)

e as seguintes condi¢des de contorno (S — 0" = z — —o0, S = +00 = = — +00):

IEIPOOU(T’ x) =0, zglfoo (ex — (T, :L‘)) =e 7 c= %, T E [O, HTT] . (86)

Toma-se agora um caminho diferente, ao invés de fazer outra mudanga de variavel
para tranformar a Equacéao (84) na equacao do calor, solucionaremos ela dessa forma
com todos os termos de difusdo-advecg¢ao-reagao.

Introduz-se p > 0 como um parametro livre no operador difusivo da Equa-
céo (84), originando uma familia de equagdes diferenciais parciais parabdlicas do tipo
difusdo—adveccao-reacao. O parametro p controla a taxa de espalhamento espacial da
solucgao, isto é, do ponto de vista empirico, atua como um coeficiente de difusao efetiva
ajustado para minimizar o erro entre os pregos tedricos e os observados no mercado.
O caso p = 1 corresponde a hipétese classica da equacao de Black—Scholes, a qual
nao capta efeitos de volatilidade variavel, como o smile.

Chamando c= 2% e g=1- 2, entdo g = 1 — ¢, tem-se:

ov 0% ov

— =p— —g— — : 87
87— paxQ gax CU(T7 ./Ij) ( )
Assim, o problema de valor Inicial toma a forma:
ov(rm) _ Pu(rz) Gv cvlr. o 2p
or ox? Joc (r,2), (1,2) € (O, 0—1 x R (88)
v(0, ) = vo(x), 2



onde vy(z) = max {e* — 1,0}.
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O problema descrito na Equacéao (88) sera solucionado pelo método da transfor-

mada de Fourier.

4.1.1 Solucao Via Transformada de Fourier

Segundo Kreyszig (2011) a transformada de Fourier em z de uma fungéo v(7,z) é

definida como .
(1,w) = F{u(r,x)} = / v(T, x)e‘iwx dz,

onde a frequéncia w € a variavel do dominio de Fourier.
Aplicando a transformada de Fourier na Equacao (88), obtém-se:

2
F (%) = —w?(w, 7),

F (%) = iwd(w, T)

e
F(v) =v(w,T).
Logo:
—dﬁg‘;’f) = —pw?t(w, 7) — igwi(w,T) — cv(w, T) (r.0) € (O, 0‘2_T:| R
9w, 0) = To(w), 2

A solucéo da Equacéao (93) € dada por
—igwT —CT

3w, 7) = e ™7e e “Tug(w).

E sua trasnformada inversa da € dada por

o 1 oo W —prT —1gWT —CT ~ d
(T, x) = Nr e“Te e e “Tup(w)dw.
—00

Reorganizando os termos, tem-se que

1 too
(T, x) = e‘”\/?/ @97 PTG (W) dow.
T J—-c0

Como

pelo Teorema da Convolucéao, tem-se:

(89)

(94)

(97)
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—cT 1 —é
v(r,z) =e \/We * vo(x), (98)

onde o simbolo * representa o operador convolucéo.
Logo, a solugao da Equacao (88) é dada por:

1 400 w—gr—2)2
v(T, x) :e_CT\/W/OO e vo(2)dz, (99)

onde o nucleo da Gaussiana (convolugao) é centrado em = — g7, € 0 argumento da
funcéo inicial vy é z, a variavel de integracdo. Os detalhes desse passo pode ser
obervado no Apéndice E.

4.1.2 Restringindo o intervalo de integracao

Para as opc¢des europeias, as condi¢des iniciais dadas pela Equacao (85), sao:

v(0,2) = max {e* — 1,0} .

O termo e¢* é sempre positivo por se tratar de uma exponencial. Essa diferenca
(e® — 1) tem seu sinal dependente de z, uma vez que e* > 0 para todo .

e Sex>0,entdoe* —1>0

e Sex<0,entdoe* —1<0

Logo, basta considerar apenas a parte com = > 0, pois para x < 0 o valor de v(0, z)
€ zero.

Portanto, vy(z) = max {e* — 1, 0}.

Ou seja, v9(z) = 0 para todo z < 0, logo é vélido considerar z € [0, +o0), alterando
assim os limites de integracao. Assim,

+o0 gr—2)2
v(r,z) = 6_”\/4;?/0 P vo(2)dz. (100)

Substituindo vy(z) = €* — 1 na integral, obtém-se
1

+o00o w—gr—2)2
v(T, x) :e_CT\/W/o ef( 4 (e* —1)dz, (101)

gue pode ser reescrita como

( ) —cT 1 (/+Oo 7(1—51*—2),2 24 /+Oo ,(1—37—2)2 d ) (102)
v(T, ) =¢€ e rm e dz — e PT z|.
VArpT 0 0




Separando em duas integrais:

]1 — e T

+oo 2
_(z—gT—2)
/ e pr efdz
VAarpt Jo

© + 2
 (e—gr—2)?
I = o dz,
2 \AaTpT /0
onde
v(r,z) =1 — Is.
Para resolver essas integrais, é feita a seguinte mudanca de variavel:
Rl Gt 10}
2pT
entao .
du = ——dz.
2pT
Logo,
2 =uU\/2pT +x — gT
e

dz = +/2ptdu.

Quando z = 0, o limite inferior de integracédo se torna

—(z —g7)
2pT ’

u =

Portanto, as integrais tomam a forma de

11:6

w2
- 2 6u\/2p7'+:v—g7' /2 Tdu
\/47rp7' leogm) gf) P

1226

\/2 du.
\/471']77’ ~lzogm) gf) prad

Organizando os termos, tem-se

w2
— 2 eux/QpTdu

I = e e%e 97, /9
L= occ VWW @m

I, = e "\/2pT
2= pr \/47‘(’])7’ <z gr)

Simplificando, fica-se com
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(103)

(104)

(1095)

(106)

(107)

(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)



1 Feo
Il =e “e'e QTE o) e 2 e“\/z"ﬁdu
e
1 oo Qd
o =e " — 2
2= € \2m J=e—gm) Y
Reescrevendo os expoentes, pode-se reescrever as integrais como
1
I, = ¢ % o797 —5(u 72u\/2p7) d
1 e e’ e _27/@!”)6 U
e
I = du.
2=c \/27r/<z gT>
De completar quadrados no expoente do /; tem-se que
(u— +/2p7)? = (u— \/2p7)(u — \/2pT) = u? — 2u\/2pT + 2pT.
Assim,
_ _ 1 +oo —1((u—/2p7)2 -2
L=eTe" e —— e~ 2 ((w=v2m)*=207) gy,
N2 ) =g
e
I —or L o 5 d
= _— 2 du
2 € \2m J—(z—g7)
Passando o termo que ndo depende de u para fora da integral, tem-se
I = e—CT ex e—gT ep‘r e % uZ— 2p7—)2 du
! \ 271 (w qT)
e
I, = 5 du.
2 ¢ \/271- /(z gT) Y
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(115)

(116)

(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)

(123)

Para resolver as integrais nas Equagdes (122) e Equacao (123), serdo feitas as

seguintes substitui¢des:
Uy =u— /2p7, du; =du
Uy = u, dus = du.
Além disso, fica-se com

_ _ L2
L= Te" e e —— e~z()” gy

Vot J=—gn)

V2pT

(124)

(125)

(126)



Iy =e e~z gy

1 /*0"
V2 ;g%ﬂ
Corrigindo os limites de integracao de I,, ou seja, fazendo

u:z—(:v—gf)’
2pT

tem-se

U = U — \/2pT.

Entao, o limite inferior € assumido quando z = 0, ou seja,

limite inferior = —(r—g7) \/2pT = —di,

\2pT

com
=) o,

2pT

gue pode ser reescrito como
(v — g7 + 2p7)
d1 - .
2pT

Corrigindo os limites de integracao de I, ou seja, fazendo

z—(z —g7)
2pT '

u =

Entao, o limite inferior € assumido quando z = 0, ou seja,

e —(z —g7)
limite inferior = ——=~<% = —d
com
dy = (z —g7)
2pT

Logo, as integrais ficam da seguinte forma:
“+oo

1 _1 2
I =e T e eI epT—2 ez gy
T J—d,

I,=e 1 /+°° e 242 gy
2= — .
V2 J_q,

Sabe-se que a distribuicdo normal acumulada é definida como
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(127)

(128)

(129)

(130)

(131)

(132)

(133)

(134)

(1395)

(136)

(137)
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S
N(d) = E/ 6_5“ du, (138)

conforme apresentado em Devore; Berk (2012). Isso torna visivel que as integrais I;
e I, séo distribuicbes normais acumuladas e, portanto,

I = eT(P—c=g) o2 N(dy) (139)
e
IQ =e 7 N(dg) (140)
Como
v(r,z) =1 — I, (141)
entao
v(t,x) = e"P779 ¥ N(dy) — e~ N(dy). (142)

4.1.3 Voltando para as variaveis originais

Conforme foi feito anteriormente as mudancgas de variaveis a fim de chegar na
solucao, faz-se agora a volta para as variaveis originais, onde c = %2 e g =1— 2, ou
g g
seja, g =1—c. Como

C(t,S) = Ev(r,z), (143)
entao
C(t,S)=E[e"9 " N(dy) — e N(dy)] . (144)
Sabe-se que
2
t=T-2r, (145)
onde
to?  To?
T = —7 —|- T (146)
Além disso,
S = Ee”, (147)
com s
r=1In (E) , (148)
entao
C(t,S)=e"" e e 97 S N(dy) — Ee™“ N(dy). (149)

Substituindo c = 2, g =1+ % e 7 = —%2° + 72° tem-se que:
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2r toe®>  To?
T =—5 (_7+T) =r(—t+T), (150)
entao
—cr = —r(T —1) (151)
e

2r to?2  To? to?2  To? 2r to?2  To?
=(1—-— —_ et — ==+ —=— ) - = = 4+ — 152
gT( 02><2+2)<2+2) 02<2+2) (152)

2 2
Assim, , )
T t
gr=— (—"—i) + (T —7) (153)
2 2
© to?  To?
pT:p(—T—f—T) . (154)

Substituindo esses valores (Equacdes (151), (153) e (154)) na Equacéao (149), tem-
se

To? _ to2

C(t, S) = ep(%_;)e*T(T*t)e_K 2 T)_T(T_t)] SN(dl) _ Eeir(T*t)N(dQ)j (155)

reorganizando

02 t02
2

ot §) = U5 %) g0~ )TN N4 — e TON(d,). (156)

Separando as exponenciais e reorganizando os termos, fica-se com
To? 7&

Ot 5) = (5 =5) 0 @0~ (5= 5) N (dy) — BT TON(dy).  (157)

Simplificando os termos, tem-se

c(t,9) = F) e (FF) 5N (dy) - BTN () (158)
ou 2 2
C(t,8) = " UF TSN () — B TON(d) (159)

com
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T — g7+ 2pT

d
! 2pT

(160)

xr—gT
V2T

Substituindo os valores de 7 = — 2> + 72 fica-se com
2 2

dy = (161)

2

e (=) T -0+ 2 (- 17)
dy =

(162)

(163)

Simplificando os dois termos, tem-se

x— 20T —t)+r(T —t) + 2p3o*(T — t)

dy = 2 (164)
2p302(T —t)

e
— 2o}(T —t T—t
g, = L T +r(T =t (165)
2p302(T —t)
Apo6s simplificacao algébrica, chega-se a
—Lio2(T —t T—t 2T —t
dlzx 50°( +7( )+ po?( ) (166)
o/p(T —1)
° v — 20T —t)+r(T —t)
dy = 2 ) (167)
o/p(T —1)
Colocando em evidéncia, tem-se
T —t)(—50° 2
d1:$+< )( 27 —i—r—l—pU) (168)
o/ p(T —1)
© x4+ (r—1o®)(T —t)
dy = 2 ) (169)

Substituindo = = In(S/FE), tem-se

dlzzth/E)+(T¥—w(—502+wn+pa% (170)
o/p(T —t

~—
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e
In(S/E) — Lo*(T —t T—t
4, = (S/E) = 30*(T — 1) +1(T — 1) a74)
o/p(T —1)
Por fim, a solucéao final da equacgéo de Black-Scholes é dada por:
ot 8) = U5 5) (=) SN(dy) — Ee ™I N(dy), (172)
com
In(S/E) — 30*(T — t) + r(T — t) 4+ po*(T — 1)
dy = . (173)
oy/p(T 1)
In(S/E) — Lo*(T — T—t
4y = I(S/B) = 30X (T — 1) +1(T 1) (174

o/p(T — 1)

A estrutura da solugéo (172) é parecida com a solucao tradicional, Equagao (75), s6
que com alguns termos a mais. A solugao tradicionalmente conhecida nao considera
um coeficiente de difusdo qualquer, ndo considera também o movimento advectivo e
um termo reativo, pois na solugéo tradicional o coeficiente de difusao é 1, os termos
advectivos e reativos sdo zerados por um « e 5 numa mudanga de variavel.

Pode-se observar que na solucéo (172) se considerar o coeficiente (p) de difusao
igual 1 ela se transforma na solucéo tradicional (75) via equagéo do calor, como pode
ser observado no Apéndice F.

Tanto o d; (173) da solugao modificada quanto o d; (174) se diferenciam do d; (76)
e d, (77) da solugao tradicional.

4.1.4 Analisando os limites de p

Analisemos agora os limites do parametro p, isto €, os regimes p — 0 e p — +o0,
com o intuito de compreender o comportamento do modelo em seus extremos.
No limite p — 07, tem-se

0‘2 (e
C(t,S) = lim epT(T_t)e_;(T_t)SN(dl)—Ee‘”"(T_t)N(dg) : (175)

p—0t

Pf72

Como ez ("= — 1 quando p — 0%, obtém-se

2
2

C(t,8) =e  TTUIN(dy) — Ee "=V N(dy). (176)

Os parametros d; e d, sdo dados por

In(S/E) + <r - %2 —|—p02> (T —1)
dl = lim
p—0F o/p(T —t)

: (177)
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In(S/E) + (r - 7) (T — 1)
d2 = lim
p—0+ o/p(T —t)
Como o denominador o+/p(T —t) — 01, os limites de d; e d; dependem do sinal
do numerador. Definindo

(178)

2
A =1n(S/E) + (r - %) (T —1), (179)
podem ocorrer trés casos distintos quandop — 07, A >0, A<0e A=0.
Caso A > 0.
Sabendo que N(+o0) = 1, tem-se

2 _
g = i AP (180)

=)

pois A > 0 implica A + po?(T —t) > A > 0 parap > 0, enquanto o+/p(T —t) — 0.
De modo anélogo,

A
dy = lim ———— = +00. 181
G s (181)
Assim,
Ct,S)=e 2THg _ Be 1), (182)
Caso A < 0.
Sabendo que N(—o0) =0, tem-se
2 _
d = 1 AP (183)

=)

pois pa?(T —t) — 0 e existe py > 0 tal que, para 0 < p < py, vale A + po?(T —t) < 0.
Além disso,

A
dy = lim —— = —o0. 184
27 phor o/p(T —1t) OO (184)
Logo,
C(t,S) = 0. (185)
Caso A = 0.
Sabendo que N (0) = 1, obtém-se
2 _
g = 1m 22T =D (186)
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0
dy=lim ——— =0. 187
? :DE(IJ1+ o/p(T —1t) (187)
Portanto,
C(t,S) = %e"ﬂTﬂs — ge““). (188)

Conclui-se que, no limite p — 07, o efeito probabilistico associado ao termo difusivo
do modelo praticamente desaparece, fazendo com que os valores de d; e d, tendam a
valores extremos, dependendo da relagcao entre o pre¢o do ativo subjacente e o strike,
conforme observado na Equacéao (182), Equacéao (185) e Equacéo (188).
1

Para o caso de p — +o0, sabendo que N(0) = 5 e N(+o0) = 1, tem-se

. A+ po*(T -1t
dy= 1 = +00, 189
A
dy = lim ———==0. (190)

P o T D)

Portanto,

2 o2
C(t7 S) = pgrfoo |:epz(T—t)e—2(T—t)SN(d1) _ Ee—r(T—t)N(dz)]

(191)

p——+00

PUQ 0'2
= lim [62(T_t)e_2(T_t)SN(+OO) — Ee_’”(T_t)N(U)] = +o00.

Logo, quando p — +oo, 0 termo difusivo torna-se dominante, levando a um excesso
de espalhamento da solucéo e a perda completa de sensibilidade em relagcéo as va-
riacbes do preco do ativo subjacente. Esses comportamentos extremos evidenciam
gue valores intermediarios de p sdo os mais relevantes do ponto de vista financeiro.

Nessa proposta de modificacao todas as hipéteses fundamentais da equacéao di-
ferencial parcial do modelo de Black-Scholes foram preservadas, ou seja, propomos
uma extensao paramétrica do termo difusivo que amplia a flexibilidade do modelo sem
alterar a sua estrutura. Dessa forma a Equacao (172) permite capturar efeitos empiri-
cos associados principalmente a volatilidade, que ndo sao captados pela Equagéo (75)
tradicional.

4.2 Aplicacao da Solucao Modificada

Nesta secdo faremos alumas aplicagdes da solugcao modificada com o objetivo de
compreender o comportamento do parametro p.
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4.2.1 Comprendendo a Solucao Modificada

Pelo mesmo motivo citado na Secao 3.3 utilizaremos a VWAP como referéncia de
preco dos ativo subjacentes e das opcoes.

As Tabelas a seguir mostram a data, o valor da VWAP da opcao(VWAP opcéao), a
VWAP do ativo (VWAP Acéo), o preco tedrio calculado pela solugédo de Black-Scholes
(Pr. B-S), preco tedrio calculado pela solucao de Black-Scholes modificada (172) (Pr.
B-S mod) com coeficiente de difusao p = 1,5, o erro relativo entre o preco (Pr. B-S) e
o preco real e o erro lativo entre o preco (Pr. B-S mod) e o preco real.

Para o ativo subjacente Petrobras S. A. (PETR4), sera avaliado a op¢ao de compra
europeia PETRC39 com strike em R$ 37,61 e vencimento em 21/03/2025 na Tabela
2.

Tabela 3 — Comparativo entre o preco real da opgao, o modelo Black-Scholes tradicional € o
modelo modificado com seus respectivos erros relativos.

Data VWAP D daopcao VWAP D daacao Pre¢oB-S Errorel. B-STrad PrB-S Mod Erro rel. B-S Mod
21/03/2025 0,02 36,65

20/03/2025 0,03 36,10 0,0015 0,9500 0,0060 0,8000
19/03/2025 0,06 36,18 0,0185 0,6917 0,0411 0,3150
18/03/2025 0,07 36,16 0,0401 0,4271 0,0770 0,1000
17/03/2025 0,12 36,18 0,0694 0,4217 0,1207 0,0058
14/03/2025 0,06 35,22 0,0258 0,5700 0,0619 0,0317
13/03/2025 0,03 34,34 0,0049 0,8367 0,0188 0,3733
12/03/2025 0,05 34,15 0,0049 0,9020 0,0192 0,6160
11/03/2025 0,05 34,19 0,0081 0,8380 0,0280 0,4400
10/03/2025 0,06 34,31 0,0146 0,7567 0,0434 0,2767
07/03/2025 0,10 34,62 0,0495 0,5050 0,1100 0,1000
06/03/2025 0,11 34,34 0,0386 0,6491 0,0923 0,1609
05/03/2025 0,15 34,77 0,0826 0,4493 0,1640 0,0933
28/02/2025 0,40 36,06 0,4614 0,1535 0,6356 0,5890
27/02/2025 0,47 36,26 0,5609 0,1934 0,7462 0,5877
26/02/2025 1,52 37,93 1,5381 0,4055 1,7230 0,1336
25/02/2025 1,65 38,11 1,6954 0,0275 1,8796 0,1392
24/02/2025 1,65 38,12 1,7276 0,0470 1,9162 0,1613
21/02/2025 1,82 38,35 0,9746 0,4645 2,1693 0,1919
20/02/2025 1,87 38,41 2,0445 0,0933 2,2415 0,1987

No dia 20/03/2025 como pode ser visto na Tabela 3, a solugdo modificada teve
seu maior erro relativo registrado sendo de 80%, no qual ainda € menor do que o
erro relativo da solucao tradicional nesse mesmo dia que foi de 92%, como pode ser
observado na Tabela 2.

A solucao modificada que considera um coeficiente de difusdo geral, nesse caso
particular p = 1,5, apresentou erros relativos menores do que a solugao tradicional na
maioria dos casos.
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4.2.2 Explorando o comportamento do parametro p

Com o objetivo de realizar uma analise paramétrica exploratéria, sem pretenséo de
calibragédo formal, considera-se escolher de forma discreta diferentes intensidades de
difusédo p, afim de investigar como as variacbes desse parametro afetam a qualidade
do preco teérico e em relagdo aos precos observados no mercado. Serd utilizado
o erro relativo apenas como métrica comparativa entre o0 prego tedrico e 0s precos
observados no mercado, visando avaliar a conduta da solugédo para diferentes faixas
de valores de p.

A Tabela 4 a seguir mostra a data, o prego do ativo subjacente (VWAP Acao), o
preco tedrico calculado via Black-Scholes modificado para diferentes valores do para-
metro p,sendoelesp=0,5;p=0,75;p=1;p=1,5;p=2; p = 2,5.

Para o ativo subjacente Vale S. A. (VALES), sera avaliada a opgdo de compra
europeia VALEI563 com strike em R$ 54,75 e vencimento em 19/09/2025 com uma
volatilidade anual de 26,09% e uma taxa de juros de 15%.
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Tabela 4 — Comparagao entre pregos observados e valores teéricos do modelo de Black—
Scholes modificado, para diferentes valores do parametro p.

Data VWAP Acdao VWAP Opcao Black-Scholes modificado

p=05 p=075 p=1 p=15 p=2 p=25

19/08/2025 53,26 0,88 0,7698 1,0300 1,2664 1,6634 2,0710 2,3164
18/08/2025 53,33 0,95 0,8228 1,0962 1,3323 1,7385 2,0899 2,4059
15/08/2025 53,24 0,94 0,8607 1,1471 1,3947 1,8209 2,1899 2,5220
14/08/2025 53,31 1,03 0,9141 1,2072 1,4601 1,8951 2,2714 2,6100
13/08/2025 54,26 1,56 1,3962 1,7067 1,9727 2,4277 2,8200 3,1724
12/08/2025 54,35 1,54 1,4727 1,7877 12,0578 2,5200 2,9188 3,2771
11/08/2025 53,90 1,37 1,2618 1,5790 1,8509 2,3163 2,7178 3,0787
08/08/2025 53,63 1,22 1,2058 1,5330 1,8140 2,2956 2,7119 3,0864
07/08/2025 52,66 0,88 0,8193 1,1273 1,3964 1,8631 2,2699 2,6376
06/08/2025 52,50 0,87 0,7825 11,0898 1,3592 1,8278 2,2371 2,6076
05/08/2025 52,85 1,12 0,9300 1,2588 1,5396 2,0249 2,4469 2,8277
04/08/2025 52,46 1,03 0,8094 1,1248 1,4012 1,8820 2,3019 2,6812
01/08/2025 52,60 1,18 0,9234 1,2573 1,5483 2,0527 2,4923 2,8900
31/07/2025 51,65 0,98 0,6231 0,9243 1,1946 1,6730 2,0961 2,4819
30/07/2025 52,42 1,36 0,8964 1,2333 1,5279 2,0398 2,4868 2,8917
29/07/2025 53,50 1,81 1,3828 1,7500 2,0657 2,6082 3,0781 3,5019
28/07/2025 53,39 1,74 1,3526 1,7222 2,0402 2,5869 3,0608 3,4883
25/07/2025 53,93 2,03 1,6987 2,0853 2,4176 2,9887 3,4837 3,9305
24/07/2025 54,99 2,67 2,3539 2,7388 3,0732 3,6520 4,1564 4,6130
23/07/2025 55,77 3,30 2,9104 3,2835 3,6131 4,1906 4,6982 5,1597
22/07/2025 55,82 3,35 2,9715 3,3469 3,6790 4,2616 4,7740 5,2402
21/07/2025 54,54 2,63 2,1458 2,5461 2,8919 3,4885 4,0073 4,4765
18/07/2025 52,96 1,65 1,37083 1,7710 2,1170 2,7138 3,2329 3,7025
17/07/2025 52,87 1,69 1,3501 1,7527 2,1007 2,7013 3,2239 3,6969
16/07/2025 52,70 1,66 1,2947 1,6972 2,0458 2,6482 3,1730 3,6483
15/07/2025 52,45 1,65 1,2073 1,6072 1,9546 2,5565 3,0818 3,5580
14/07/2025 53,71 2,24 1,8332 2,2581 2,6241 3,2843 3,8022 4,2978
11/07/2025 54,22 2,63 2,1800 2,6256 3,0021 3,6520 4,2181 4,7308

Fonte: Autores (2025)

A Tabela 5 mostra o erro relativo entre o preco teérico observado na Tabela 4 e o
preco real de mercado (VWAP Opcéo).
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Tabela 5 — Erros relativos entre pregos observados e valores tedricos do modelo de
Black—Scholes modificado, para diferentes valores de p.

Data VWAP Acao Erro relativo

p=05 p=0,75 p=1 p=15 p=2 p=25

19/08/2025 53,26 0,1252 0,1705 0,4391 0,8902 1,3534 1,6323
18/08/2025 53,33 0,1339 10,1539 0,4024 0,8300 1,1999 1,5325
15/08/2025 53,24 0,0844 0,2203 0,4837 0,9371 1,3297 1,6830
14/08/2025 53,31 0,1125 0,1720 0,4176 0,8399 1,2052 1,5340
13/08/2025 54,26 0,1050 0,0940 0,2646 0,5562 0,8077 1,0336
12/08/2025 54,35 0,0437 0,1608 0,3362 0,6364 0,8953 1,1280
11/08/2025 53,90 0,0790 10,1526 0,3510 0,6907 0,9838 1,2472
08/08/2025 53,63 0,0116 0,2566 0,4869 0,8816 1,2229 1,5298
07/08/2025 52,66 0,0690 0,2810 0,5868 1,1172 1,5794 1,9973
06/08/2025 52,50 0,1006 0,2526 0,5623 1,1009 1,5714 1,9972
05/08/2025 52,85 0,1696 0,1239 10,3746 0,8079 1,1847 1,5247
04/08/2025 52,46 0,2142 0,0920 10,3604 0,8272 1,2349 1,6031
01/08/2025 52,60 0,2175 10,0655 10,3121 0,7396 1,1121 1,4492
31/07/2025 51,65 0,3642 0,0568 0,2190 0,7071 1,1389 1,5326
30/07/2025 52,42 0,3409 10,0932 0,1235 0,4999 0,8285 1,1263
29/07/2025 53,50 0,2360 0,0331 0,1413 0,4410 0,7006 0,9348
28/07/2025 53,39 0,2226 0,0102 0,1725 0,4867 0,7591 1,0048
25/07/2025 53,93 0,1632 0,0272 10,1909 0,4723 0,7161 0,9362
24/07/2025 54,99 0,1184 10,0258 0,1510 0,3678 0,5567 0,7277
23/07/2025 55,77 0,1181 0,0050 0,0949 0,2699 0,4237 0,5635
22/07/2025 55,82 0,1130 0,0009 0,0982 0,2721 0,4251 0,5642
21/07/2025 54,54 0,1841 0,0319 10,0996 0,3264 0,5237 0,7021
18/07/2025 52,96 0,1695 0,0733 0,2830 0,6447 0,9593 1,2439
17/07/2025 52,87 0,2011 0,0371 0,2430 0,5984 0,9076 1,1875
16/07/2025 52,70 0,2201 0,0224 0,2324 0,5953 0,9114 1,1978
15/07/2025 52,45 0,2683 0,0259 10,1846 0,5494 0,8678 1,1564
14/07/2025 53,71 0,1816 0,0081 0,1715 0,4662 0,6974 0,9187
11/07/2025 54,22 0,1711 0,0017 0,1415 0,3886 0,6038 0,7988

Fonte: Autores (2025).

Pode-se observar que do dia 11/07/2025 até ao dia 05/08/2025 os menores erros
relativos foram para p = 0,75, do dia 06/08/2025 até o dia 19/08/2025 os menores
erros relativos foram em sua maioria para p = 0, 5.

A solucdo modificada que considera um coeficiente de difusdo ajustavel, nesse
caso particular p = 0,5 e p = 0,75, apresentaram erros relativos menores do que a
solucao tradicional (p = 1) na maioria dos casos.

4.2.3 Calibracao do parametro p

Nesta etapa, serdo realizadas aplicacées da solu¢cdo modificada para valores do
parametro p que melhor se ajusta a precificagdo real de mercado, com o intuito de
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observar se existe alguma relacao entre o valor do parametro p e preco do ativo em
relacdo ao strike da opg¢ao ou a distancia do vencimento.

O método empregado para a calibracdo do p foi o0 método da bissecdo, que se
baseia na mudanca de sinal da funcdo em um intervalo previamente definido, des-
cartando o intervalo médio que ndo possui raiz (mudanca de sinal) em cada iteragao.
Nesse contexto, a raiz € o p que reproduz o prec¢o observado no mercado.

A correlacdo de Pearson (Morettin; Bussab, 2017) que varia de —1 a 1 foi utilizada
para quantificar a dependéncia linear entre p e preco do ativo (VWAP) e entre p e 0s
dias restantes para o vencimento da op¢éo (7' — t). Quando o valor da correlagéo é
1 significa que as duas variaveis analisadas (por exemplo: X e Y) possuem relacéo
linear positiva perfeita, ou seja, a medida que a varidvel Y cresce a outra variavel X
também cresce. Caso a correlacdo seja —1 significa que as duas variaveis possuem
relacdo linear negativa perfeita, ou seja, a medida que a variadvel Y cresce a outra
variavel X decresce. Quando a correlagdo é zero, significa que ambas as variaveis
analisadas nao possuem relacao linear.

As Tabelas desta subseg¢do mostram para cada data analisada, o prego do ativo
subjacente (VWAP Acéao), o preco da opgao da do ativo (VWAP Opcao) e o valor do
parametro p ajustado (calibrado), obtido de maneira a refletir o preco de mercado. Nas
figuras, esse mesmo valor é representado como ptimo, no qual corresponde ao valor
que minimiza o erro entre a solugcdo modificada e preco real de mercado.

A Tabela 6 mostra o0 comportamento do p calibrado para o ativo subjacente Vale S.
A. (VALE3), sera avaliado a opcao de compra europeia VALEH56 com strike em R$
52,94 e vencimento em 15/08/2025 com uma volatilidade anual de 18,08% e uma taxa
de juros de 15%.
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Tabela 6 — Valores observados e parametro ajustado p do modelo de Black—Scholes modificado

para a opcao VALEH56.

Data VWAP Acdao VWAP Opcao p Data VWAP Acao VWAP Opcao p
29/07/2025 53,50 1,81 2,3412 08/07/2025 53,26 2,21 1,5910
28/07/2025 53,39 1,68 1,9750 07/07/2025 52,97 2,10 1,6624
25/07/2025 53,93 2,12 1,8225 04/07/2025 53,47 2,45 1,5413
24/07/2025 54,99 2,81 1,3470 03/07/2025 53,67 2,66 1,6225
23/07/2025 55,77 3,85 2,6407 02/07/2025 53,60 2,32 1,0712
22/07/2025 55,82 3,77 2,0175 01/07/2025 51,66 1,45 1,4580
21/07/2025 54,54 2,73 1,8385 30/06/2025 51,22 1,31 1,5255
18/07/2025 52,96 1,61 1,4378 27/06/2025 51,21 1,33 1,4332
17/07/2025 52,87 1,67 1,6069 26/06/2025 50,40 1,01 1,4217
16/07/2025 52,70 1,60 1,5902 25/06/2025 48,80 0,60 1,5612
15/07/2025 52,45 1,66 1,9537 24/06/2025 49,01 0,65 1,5108
14/07/2025 53,71 2,43 1,8839 23/06/2025 48,73 0,65 1,6308
11/07/2025 54,22 2,67 1,3972 20/06/2025 48,73 0,72 1,6606
10/07/2025 54,43 3,08 1,8825 18/06/2025 49,94 1,12 1,5953
09/07/2025 52,51 1,83 1,7916 17/06/2025 50,57 1,43 1,6468

Fonte: Autores (2025).

O gréfico exibido na Figura 3 mostra o comportamento dos valores de p calibrado
em relacao a quantidade de dias Uteis faltantes para o vencimento da op¢ao VALEH56.
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Figura 1 — Pardmetro calibrado p em funcéo dos dias até o vencimento para a op¢ao VALEH56.

A Figura 2 a seguir mostra o comportamento do preco do ativo subjacento VALES
dentro do intervalo de tempo 23/05/2025 a 23/07/2025
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Figura 2 — Preco VALES3 de 23/05/2025 - 23/07/2025 em relagdo ao strike 52,94

A correlagao de Pearson entre p e (T — t) neste intervalo observado é de —0, 59
demonstrando forte correlacdo negativa, ou seja, quando o tempo se aproxima do
vencimento da opg¢ao o p aumenta. Para p e 0 preco nesse intervalo observado a
correlacao de Pearson nao se mostrou tao forte, sendo de 0,3654, isso mostra que
preco também afeta no valor de p em menor escala.

Para o ativo subjacente Vale S. A. (VALES), na Tabela 7 sera exibido os valores
de p calibrado da opcdo de compra europeia VALEI563 com strike em R$ 54,75 e
vencimento em 19/09/2025 com uma volatilidade anual de 26,09% e uma taxa de
juros de 15%.
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Tabela 7 — Valores observados e parametro ajustado p do modelo de Black—Scholes modificado
para a opcao VALEI563.

Data VWAP Acdao VWAP Opcao p Data VWAP Acao VWAP Opcao p
19/08/2025 53,26 0,88 0,6029 29/07/2025 53,50 1,81 0,8009
18/08/2025 53,33 0,95 0,6156 28/07/2025 53,39 1,74 0,7688
15/08/2025 53,24 0,94 0,5691 25/07/2025 53,93 2,03 0,7166
14/08/2025 53,31 1,03 0,5981 24/07/2025 54,99 2,67 0,7071
13/08/2025 54,26 1,56 0,6307 23/07/2025 55,77 3,30 0,7670
12/08/2025 54,35 1,54 0,5535 22/07/2025 55,82 3,35 0,7573
11/08/2025 53,90 1,37 0,5843 21/07/2025 54,54 2,63 0,8136
08/08/2025 53,63 1,22 0,5136 18/07/2025 52,96 1,65 0,6748
07/08/2025 52,66 0,88 0,5502 17/07/2025 52,87 1,69 0,7134
06/08/2025 52,50 0,87 0,5716 16/07/2025 52,70 1,66 0,7304
05/08/2025 52,85 1,12 0,6424 15/07/2025 52,45 1,65 0,7849
04/08/2025 52,46 1,03 0,6759 14/07/2025 53,71 2,24 0,7437
01/08/2025 52,60 1,18 0,6937 11/07/2025 54,22 2,63 0,7580
31/07/2025 51,65 0,98 0,8057 10/07/2025 54,43 3,10 0,9678
30/07/2025 52,42 1,36 0,8605

Fonte: Autores (2025).

Em seguida na Figura 3 temos o comportamento dos valores do parametro p ca-
librado em relagdo a quantidade de dias faltantes para o vencimento da opcao VA-
LEI563.

p 6timo em funcgao dos dias até o vencimento — VALEI563

0.9 1

0.8

p étimo

0.7 1

0.6

0.5

T . T T T T T T T
70 65 60 55 50 45 40 35 30
Dias até o vencimento

Figura 3 — Parametro ajustado p em fungao dos dias até o vencimento para a opgao VALEI563.

A Figura 4 a seguir mostra o comportamento do prego do ativo subjacento VALE3
dentro do intervalo de tempo 10/07/2025 a 19/08/2025
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Figura 4 — Preco VALES3 de 10/07/2025 - 19/08/2025 em relagédo ao strike 54,75

Para esse intervalo a correlacdo de Pearson entre p e (T — t) foi de 0, 73 se mos-
trando bem forte e positiva, ao contrario da anterior que apresentou valor alto, porém
negativo. Conforme o tempo de vencimento da opcéo diminui o p também esta dimi-
nuindo. Também ao contrario do que ocorreu com o p da opgao VALEH56, a correla-
cao entre p e o preco do ativo, foi estimada em —0, 26 continua baixo, mas com o sinal
invertido, ou seja, conforme o preco do ativo sobe o p ajustado diminui.

A proxima Tabela 8 mostra o comportamento do p para o ativo subjacente Vale S.
A. (VALES3), sera avaliado a opgéo de compra europeia VALEJ594 com strike em R$
57,82 e vencimento em 17/10/2025 com uma volatilidade anual de 24,20% e uma taxa
de juros de 15%.



59

Tabela 8 — Valores observados e parametro ajustado p do modelo de Black—Scholes modificado

para a opcao VALEJ594.

Data VWAP Acdao VWAP Opcao p Data VWAP Acao VWAP Opcao p
29/09/2025 57,43 1,08 0,7588 04/09/2025 55,79 0,94 0,5820
26/09/2025 57,03 0,90 0,6365 03/09/2025 55,54 0,91 0,6164
25/09/2025 58,29 1,63 0,6314 02/09/2025 55,32 0,86 0,6225
24/09/2025 57,89 1,43 0,6430 01/09/2025 55,25 0,83 0,5995
23/09/2025 57,98 1,62 0,7546 29/08/2025 55,64 1,04 0,5973
22/09/2025 58,14 1,73 0,7259 28/08/2025 55,73 1,15 0,6353
19/09/2025 57,89 1,52 0,5611 27/08/2025 55,32 0,99 0,6194
18/09/2025 57,70 1,44 0,5610 26/08/2025 55,18 0,95 0,6117
17/09/2025 57,68 1,53 0,6247 25/08/2025 55,07 0,93 0,6106
16/09/2025 57,64 1,50 0,6182 22/08/2025 54,56 0,82 0,6130
15/09/2025 57,38 1,44 0,6371 21/08/2025 53,27 0,52 0,6442
12/09/2025 57,12 1,38 0,6244 20/08/2025 53,05 0,53 0,6888
11/09/2025 57,01 1,37 0,6388 19/08/2025 53,26 0,62 0,7131
10/09/2025 56,61 1,15 0,5932 18/08/2025 53,33 0,62 0,6809
09/09/2025 56,76 1,37 0,6956 15/08/2025 53,24 0,61 0,6484
08/09/2025 56,44 1,11 0,5798 14/08/2025 53,31 0,66 0,6630
05/09/2025 56,31 0,91 0,4198 13/08/2025 54,26 2,47 2,0890

Fonte: Autores (2025).

Agora oberve na Figura 5 o comportamento dos valore do parametro p ajustado
em relacdo a quantidade de dias faltantes para o vencimento da opcao VALEJ594.
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Figura 5 — Parametro ajustado p em fungao dos dias até o vencimento para a op¢ao VALEJ594.

A Figura 6 a seguir mostra o comportamento do prego do ativo subjacento VALE3

dentro do intervalo de tempo 13/08/2025 a 29/09/2025
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Figura 6 — Preco VALES3 de 13/08/2025 - 29/09/2025 em relagéo ao strike 57,82

Para esse intervalo da opgao VALEJ594 a correlacdo de Pearson entre p e (T'—t) foi
de —0, 19 se mostrando fraca, ao contrario da anterior que apresentou forte correlagao.
A correlagao entre p e o pre¢o do ativo também se mostrou fraca, foi estimada em 0, 36.
Neste intervalo tanto o tempo como o preco se mostraram pouco influentes no valor
exato de p. Pode-se observar na Tabela 8 que p se mantém bastante estavel entre
0,76 € 0,5. O preco também se comportou de forma bem suave ao longo do tempo
conforme pode ser observado na Figura 6.

Através das Tabelas 6, 7 e 8 podemos observar que o parametro p calibrado varia
ao longo do tempo e nao permanece proximo de 1, além de parecer existir um leve
acompanhamento do p em relagcao ao pre¢o. Logo o mercado precifica uma difuséo
efetiva diferente da classica.

O p parece estar capturando efeitos de solucées mais complexas com volatilidade
skew (alta para PUTs, baixa para CAlls) ou smile (maior para strikes baixos e altos),
porém aqui como um ajuste no coeficiente difusivo. Dessa forma ele se comporta com
um parametro efetivo do mercado e ndo como um ajuste numérico simples nos casos
observados, pois captura distintos regimes de volatilidade, microestrutura de preco em
relagdo ao strike, assimetria temporal e reacdo do mercado préximo ao vencimento.
Isso evidencia por que p = 1 funciona bem em cenarios ideais e p diferente de 1
melhora sistematicamente o erro relativo.

O p parece depender simultaneamente de mdultiplos fatores, como tempo até o
vencimento, preco do ativo em relagéo ao strike e até mesmo da volatilidade, como no
caso da opcao VALEJ594 em que a correlacdo entre o p e preco ou vencimento foram
baixas. Isso mostra auséncia de dependéncia linear isolada, sugerindo entdo que p
pode possuir dependéncia conjunta ou ndo linear entre as variaveis. Neste trabalho
nao foi possivel afirmar se p é funcao exclusiva do tempo, do preco ou que exista
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formula fechada p = f(¢, (S — K)/K) ou até memo dependente da volatilidade. Isso
abre caminho para calibrag6es funcional, inferéncia bayesiana ou modelos hibridos.

Por se tratarem de soluc¢des analiticas em forma fechada, tanto a solucéo tradi-
cional quanto a solucdo modificada apresentam custo computacional equivalentes e
de ordem constante, pois envolvem apenas a avaliagao de fungdes elementares e da
funcéo de distribuicdo normal, podendo ser realizada de forma imediata e sem proce-
dimentos iterativos.



5 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi apresentada uma abordagem analitica para a equacao de Black-
Scholes por meio da aplicacdo da Transformada de Fourier, com o objetivo de explorar,
tanto a solucéao classica, quanto uma proposta modificada mais sensivel as condi¢cdes
reais do mercado financeiro brasileiro. Inicialmente, realizou-se a deducéo da solugéo
tradicional a partir da transformacéo da equacao de Black-Scholes na equacao do
calor, permitindo uma solugao fechada que respeita as condicdes de contorno e iniciais
estabelecidas.

A aplicacéo dessa solugédo ao mercado de opgdes da Petrobras S.A. mostrou que,
embora o modelo classico seja eficaz para opgdes dentro do dinheiro e com vencimen-
tos mais longos, apresenta limitagcdes significativas na precificacao de opcodes fora do
dinheiro ou com vencimento iminente. Esses resultados evidenciam a sensibilidade da
solucédo classica as suposi¢des simplificadoras do modelo, especialmente a hipétese
de volatilidade constante e a auséncia de mecanismos de difusao, reacao ou adveccao
no comportamento dos precos.

A partir dessas observacdes, propds-se uma nova solucdo analitica baseada na
mesma ferramenta matematica — a Transformada de Fourier —, porém sem a ne-
cessidade de reduzir a equacao de Black-Scholes a forma da equacao do calor. A
nova formulagéo considera explicitamente o termo difusivo, advectivo e reativo, onde
introduz-se um p > 0 como um parametro livre no operador difusivo gerando uma
familia de equacdes diferenciais parciais parabdlicas. Portanto, todas as hipéteses
fundamentais da equacéao diferencial parcial do modelo de Black-Scholes foram pre-
servadas, ou seja, propomos uma extensao paramétrica do termo difusivo que amplia
a flexibilidade do modelo sem alterar a sua estrutura.

Do ponto de vista empirico, este parametro p atua como um coeficiente de difusao
efetiva, ou seja, controla a taxa de espalhamento espacial da solucdo. O caso par-
ticular p = 1 corresponde a hip6tese classica da Equacéo de Black-Scholes. Dessa
forma, a solu¢cdo modificada corresponde em uma solugcéo analitica mais abrangente
e teoricamente mais alinhada as dinédmicas reais de precificagcdo do mercado. Embora
o termo advectico e reativo ndo contribuiram para solucéao final, ele pode auxiliar na
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solucao de problemas de natureza difusiva-advectiva-reativa.

Os primeiros resultados obtidos de forma exploratéria com a solu¢do modificada
nas op¢des da VALE S.A. revelaram um desempenho superior na aproximacao dos
precos reais observados para algumas faixas de intensidade de difusdo p, especial-
mente em cenarios criticos como opg¢des fora do dinheiro ou com vencimento préximo.
Isso pode ser observado na Tabela 5, na qual do dia 11/07/2025 até o dia 05/08/2025
0s menores erros relativos foram para p = 0, 75, do dia 06/08/2025 até o dia 19/08/2025
0s menores erros relativos foram em sua maioria para p = 0, 5, observou-se que no dia
19/08/2025 a solugao tradicional (p = 1) apresentou erro relativo de 43,91%, enquanto
a solucao modificada apresentou erro relativo de 12,26%.

Uma segunda abordagem foi realizada para calibragdo do parametro de difusao
p > 0, afim de investigar qual o valor calibrado de p e se existe alguma relacdo desse
valor com a variacdo do preco em relacdo ao strike ou com o tempo de vencimento
da opc¢ao. Embora os valores de ajuste de p tenham ficado entre 0,5 e 1 em dois dos
casos observados € entre 1 € 2 em um dos casos, em sua maioria ficaram distantes
de 1. Isso mostra que a introdugdo de uma estrutura analitica mais rica, ainda que
derivada do mesmo principio teorico, € capaz de mitigar algumas das deficiéncias do
modelo classico.

O p apresentou maior correlacao linear com o tempo até o vencimento do que
com o preco em relagdo ao strike em dois dos casos observados, embora ambas
variaveis tenham mostrado forte influéncia. No caso especifico da opcao VALEJ594,
a correlagao linear entre 0 p e preco ou vencimento foram reduzidas. Nesse periodo o
preco do ativo teve comportamento suave, sugerindo possivel dependéncia conjunta
também da volatilidade. Nao podemos afirmar se p € fung¢ao exclusiva do tempo, do
preco, da volatilidade ou de alguma combinacéo conjunta entre essas variaveis.

O comportamento do parametro p da solu¢gdo modificada parece capturar efeitos
de solucdes mais complexas como a volatilidade skew ou smile, neste caso como um
ajuste no coeficiente difusivo. Isso evidencia por que p = 1 funciona bem em cenarios
ideais e p # 1 melhora a precisdo do modelo.

Dessa forma, a principal contribuicdo desta dissertagao reside na proposicao de
uma solucao analitica alternativa para a equacao de Black-Scholes, viavel do ponto
de vista matematico e mais eficiente na pratica de precificacdo. Este trabalho reforca
o potencial de abordagens analiticas refinadas, como a Transformada de Fourier, para
a resolucao de modelos financeiros complexos, e abre caminho para futuras inves-
tigacdes que combinem solugcbes exatas com técnicas hibridas de calibragdo, como
otimizacdo ou inferéncia bayesiana.

Como continuidade, recomenda-se a ampliacdo da analise empirica com outros
ativos e diferentes contextos de mercado, bem como a exploracao da solu¢ao modi-
ficada em ambientes de volatilidade implicita variavel ou com paréametros calibrados
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a partir de dados histéricos. Além disso, a integracdo com abordagens computacio-
nais pode ampliar ainda mais o potencial preditivo da formulagdo aqui desenvolvida,
tornando-a uma ferramenta promissora para aplicacdes quantitativas em financas.



Apéndices
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APENDICE A — Dedugcao detalhada da equagcéo (9)

Aplicando as respectivas derivadas, em relacédo a S, pela regra da cadeia tem-se

aC—EaU(T’@—E&U@ E(%l

0S ~ 7 9SS T ozoS oz S (192)
Derivando novamente em relacéo a S, pela regra do produto, chega-se a
o*C 0 ov 1 Eov FE 0%
@—%@m) T o T ser 199
Derivando em relacao a t, pela regra da cadeia, tem-se
oc 0 ov Ot ov o? ov o

Substituindo as derivadas (Equacao (192), Equacao (193) e Equacéo (194)) na
Equacdo(78), tem-se

oC(t,S) 1, ,02C(LS)  _aC(tS)
o T37% o T g

Ou, apos a substituicdo da Equacgao (193) na Equacéao (195)

2 2
-E dva” + %(7252 (—E@ + £ 0 U) +7rS (E @l> —rEuvu(r,z) = 0. (196)

—rC(t,S) = 0. (195)

or 2 S29z S22 dx S
Simplificando:

dvo? 1, v 0*v v
_ E?+§g (—E%+E@>+TE%—TEU(T,I‘)—O. (197)

Dividindo ambos os lados por F, fica-se com

dve? 1 ,0v 1 ,0% ov
“ora 2o 2 o2 T M =0 (198)

que pode ser reescrita como

e 1 ,0v ov 1 ,0%
o2 3% o en T2 g TP =0 (199)



. 2
Multiplicando ambos os lados por

67

(200)

- FU(T, z)=0.

Aplicando as devidas simplificacdes e isolando o termo g—” chega-se a

(201)

o 2oz "o o2
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APENDICE B — Dedugcao detalhada do « e 3

Os parametros « e 3 sdo escolhidos para anular os termos nao correspondentes a
Equacgédo (41).

Encontrando as derivadas obtidas por substituir a Equacao (38) na Equacao (35),
fica-se com

81) _ a ar+p6T __ az+pT au
" B (e u(T, x)) =e au + ) (202)
A 2N WP ou  0%u
ﬁ_%<6 (au+%>) =e (a u+2a%+@> (203)
e
v _9 (ea“ﬁTU(T x)) = T Bu + Ou (204)
or ot ’ or )
Substituindo essas derivadas na Equacéo (35), tem-se
v 2rdv Ov O 2r

Substituindo as derivadas obtidas da transformacgao v(r, x) = e***57u(r, x), obtém-
se

0 2 0
T put e o = [GMT <O‘“ " a—Zﬂ (290)
ou
ax—pBT -
e (au + 8x)
ou 0*u
ax+6T 2
+ ot (au—i—?oz%—F@)
2
. O__Z ea:pf,@Tu'

Dividindo ambos os lados por ¢**~#7, tem-se

ou  2r ou ou ) ou  0%*u 2r
5u+5_§(au+%>—(au+%)+(au+2a%+@)—;u. (207)



Reagrupando os termos, obtém-se:

= U+ —7——oau— —+«

Bu +

Ou, de forma equivalente,

B+3u 82u+27“8u E)u+2 E)u+ 9 2r
— = —— - — a— +a'u—ou— —u
Y or 0x2 o020x Ox ox o2
Chamando
2r
C_F,

obtém-se

ou  0%u ou Ou ou

or 022 or ox T Yox

Colocando os termos em evidéncia, a equagao torna-se

ou 0*u Ou

@ 27"_04 2r Ou ou 9 8u+82 2
or o2 02 0x ox Ooxr  Ox?

— — 4+ 20— + d*u— au — cu + cau — Bu.

= +—<2a+c—1>+u<a2+ca—a—c—5>.

or 922 oz

69

(208)

(209)

(210)

(211)

(212)

Para ficar semelhante a equagédo do calor, € necessario eliminar os termos que

. . au
multiplicam 3* e w.
. . 8 .
Para zerar o termo que multiplica 3%, precisa-se que

2+c—1=0,

de onde se obtém .
— C
o = .

2
Para zerar o termo que multiplica u, necessita-se que

A +eca—a—c—pB=0,

o que implica

f=a’+ca—a—-c

Substituindo o valor de «, chega-se a

Simplificando, tem-se

(213)

(214)

(215)

(216)

(217)



1—1¢)? 1-— 1-—
(=P l-9 1-c

4 2 2
_1—20+02+c—02 1—c¢
T4 2 2 €
1—20+02+20—202 2—2¢c 4c

4 4 4 4
1—2c4+c+2c—2¢2 —2+2¢c—4c

4

—1—2c—¢2

Logo, tem-se definidos 0 a (214) e 3 (218), com ¢ = 2.

g

70

(218)
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APENDICE C — Alterando o Intervalo de Integracéo

Para as opc¢des europeias, as condi¢des iniciais sao

u(0,x) = max {ec#x — ecglm, 0} , (219)

na qual os termos exponenciais podem ser reescritos como

c+1 c—1

ez e 2% =¢2 (e% — 6_%) : (220)

O termo eZ é sempre positivo, por se tratar de uma exponencial. J& a diferenca
ez — e~ 2 depende de z, uma vez que ez > e 2:

> 0.

NI

« Ser>0,entdo ez — e~

NI

« Sexr<0,entdoes —e 3 < 0.

Como

c+1 c—1
u(0, x) :max{e % —e2 " O},

basta considerar apenas a parte com x > 0, pois para = < 0 o valor é zero. Portanto,
define-se

el e-1
uo(z):max{ 2% —e2 z,O},

ou seja, ug(z) = 0 para todo z < 0. Logo, é vélido considerar z € [0,+o0), sendo
possivel assim alterar o intervalo de integragéo.
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APENDICE D - Dedugéo detalhada para alterar o intervalo de integragdo

Apb6s mudanca de variavel

Z—X
w = = dz=dw, z=wV2T+uzx, 221
2T ( )
implica que
1 oo 1,9 el
I = (e‘iw e 2 (“‘/27“’")) dw, 222
! VarT /: —w ( )
I — /+oo 7;w2 ecgl(w\/ﬁw)) dw. (223)
VATT Joe
ApOs reorganizar os expoentes, tem-se
/ T (et v e ) dw (224)
h= vVarT == 7
1 oo 1 2 c—1 c—1
I, = / (e’iw e 2 WV e )dw. (225)
VarT w=ZL
Retirando os termos que ndo dependem de w, obtém-se
L =e% /+OO em2¥ T VAT, (226)
! \/47r7' ’
_ 1,2 c—1
Ih=¢2" e 2 e TV, 227
’ VarT (227)
Reescrevendo os expoentes, tem-se
1 w2 —(c+1)wV21
I, = ez(ctb)e / ( >dw, 228
1 \/E ( )
1 w—(c—1)wv2r
I, = 3 < v >dw. (229)

VAarT
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De completar quadrados, obtém-se:

1 1 +o0 1 1 2
I, = edlerhs e~z (w3 (V)" g (230)
VATT Jyp= =z
Vo
1 1 teo 1 1 2
I, = ezlc—z 6_5(‘*’_5(0_1)@) dw. (231)
VATT Jpe ==

N | —

(w - %(c—i- 1)@)2 - —% 2. %(H V2T + (%(c—l— 1)@)2] (232)

1 1 1
=—— |w=2-Z(c+1)V2r+ ~(c+1)* 27
2 | 2 1
17, .1 1 ,
=-3 | —2-§(c+1)\/27' —Z(c+1)7

%(w—-(c—m@) _ 2 _w2—2-%(c—1)@+<%(c—1>@)] (233)
:_% _w2—2-%(c—l)\/ﬂ+i(c—1)2.2r}
[, 1 1 )
=3 _W —2'5(0—1)@}—1(0—1)7

Dessa forma soma-se o termo excedente no expoente para obter

[, = eherna \/ﬁ / i" HemHerVE) e g, (234)
I = e3(eDe / O O T %@—1)"’7) dw. (235)
\/E —
Passando para fora da integral os termos que nao dependem de w, tem-se
+oo . 2
I, = ez(etDzptiler))? \/E/__ —3(w=3(c+1)v2r) >dw, (236)
I = ezl Dagtilent)? / (e’ ) de. (237)
\/ﬁ — =

Resolvendo essa integral por substituicao, chega-se a

U = w — %(c + 1DV2r,  du = dw, (238)



1
Uy = W — 5(0 —1)V2r, du=dw.

1,2
(eT“l) du,
Vo

1 1 2 ]. oo 1,2
I = ex(e7Degtalesl) T—/ (e’§“2> du.
VAT up=——

Corrigindo os limites de integragéo I, da forma

Assim,

[1 e%(c+1)xe+%(c+1)2‘r

1 +oo
VAT /u1—

Z—XT

2T ’

w =

tem-se que

1
U =w — §(c+ 1)vV2r

Entéo o limite inferior € assumido quando z = 0, ou seja,

. -z 1 —
ir}flerrriér T Vo §(C+ Dver = —d..
Corrigindo os limites de integracao I,, da forma
zZ—X
w = )
VI

tem-se que

1
Uy = W — 5(0 —1)Vv2r.

Assim, o limite inferior € assumido quando z = 0, ou seja,

(¢ — V27 = —ds.

lim =

—T
inferior 2T

N | —
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(239)

(240)

(241)

(242)

(243)

(244)

(245)

(246)

(247)
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APENDICE E — Aplicagdo detalhada da Convolugéo

Segundo Reamat (2022), o teorema da convolucao afirma que o produto de duas
funcbes no espaco de Fourier € equivalente a convolugao de suas inversas no espago
original. Assim, pelo teorema da convolugao, tem-se

F! {e‘pszﬁo(w)} = H(x,T) *vo(x). (248)

Sabe-se que G(z,7), a inversa da transformada de Fourier de e 7**7, é o nucleo

gaussiano da forma

1 2
H(I’, 7') = \/T? e_m /4pT. (249)

Além disso, o termo ¢9“™ no espaco de Fourier representa o deslocamento da
funcdo no dominio z. Pela propriedade

F " F(w)} = f(z — a), (250)

tem-se que

FH™ F(w)} = f(z - gr). (251)

Portanto, a Equacéo (96) pode ser reescrita como:

v(r,z) =e 7 (H(z — gT,7) *v9(2)), (252)
ou seja,
+oo
v(r,x) =e H(x — g1 — 2z,7)v9(2) dz. (253)
Substituindo
1 agr2)/s
Hx—gr—2,1)= e \ETITTEN/APT (254)

VArpT

obté-se a solucgéao final da Equacgao (88):

—cT +o0
v(r,x) = \;W/ e~ (E=9m=2 0Ty () dz (255)



76

APENDICE F — Solucgdo da Equagao de Black-Scholes modificada para p = 1

Aplicando o limite quando p — 1 na Equacgéao (172), obtém-se:
O(t.5) = lim |5 "5 TSN (dy) — Ee " ON(dy) | (256)
p—

o2 o2
Como ez (T-1) — ¢ (T-t) quando p — 1, segue que
q gueq

C(t,S) = SN(dy) — Ee "= N(dy). (257)

In(S/E) + (r -z +p02> (T —t)

dy = li
(258)
In(S/E) + <r —Z4 02) (T — 1)
B o/ (T — 1) '
De forma analoga, para d; tem-se
In(S/E) + <r - %) (T —1)
d2 = lim
p1 o/p(T — 1)

(259)

Portanto, a solucdo modificada reduz-se exatamente a solucao classica da equa-
¢ao de Black-Scholes (75).
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