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RESUMO

SILVA, Elisiane Cogoy da. Resolucao de Equacoes de Difusao em Dominios Infini-
tos, Semi-Infinitos e Limitados: Métodos Matematicos e Aplicacoes. 2024. 87 f.
Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pd6s-Graduagéo
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matemética, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2024.

Esta dissertacdo apresenta uma andlise detalhada e abrangente das metodolo-
gias utilizadas na resolucédo de problemas envolvendo a equacao de difusdo, que é
fundamental para descrever processos de transporte em diversos campos, como fi-
sica, quimica, biologia, engenharia e finangas, tornando essencial uma compreensao
profunda de suas solugdes. A intencédo desse estudo é servir como um compéndio,
um guia de referéncia destinado tanto para estudantes iniciantes quanto a profissio-
nais que utilizam a equacao de difusdo em suas pesquisas e praticas, pois oferece
uma introducao clara e estruturada a equacao de difusdo e suas diversas solucoes,
com exemplos e explicacoes detalhadas. Assim, os alunos podem desenvolver uma
compreensao solida dos conceitos tedricos e, para profissionais que ja atuam na area,
serve como um guia de referéncia, compilando uma variedade de métodos analiticos.
Este trabalho pode se tornar uma ferramenta valiosa tanto para a comunidade acadé-
mica quanto para a pratica profissional, pois facilita a aprendizagem, a aplicacao e a
pesquisa continua sobre a equacgao de difusao, contribuindo significativamente para o
avanco do conhecimento e promovendo a conexao entre a teoria e a pratica, essencial
para o desenvolvimento de solu¢des inovadoras e eficazes.

Palavras-chave: Difusdo, modelagem matematica, problemas de valores iniciais e de
contorno, métodos de resolugdo. Métodos Matematicos e Aplicagdes



ABSTRACT

SILVA, Elisiane Cogoy da. Solving Diffusion Equations in Infinite, Semi-Infinite
and Bounded Domains: Mathematical Methods and Applications. 2024. 87 f.
Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pd6s-Graduagéo
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matemética, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2024.

This dissertation presents a detailed and comprehensive analysis of the method-
ologies used to solve problems involving the diffusion equation, which is fundamental
for describing transport processes in various fields such as physics, chemistry, biology,
engineering, and finance, making a deep understanding of its solutions essential. The
purpose of this study is to serve as a compendium, a reference guide intended for both
beginning students and professionals who use the diffusion equation in their research
and practice. It offers a clear and structured introduction to the diffusion equation and
its various solutions, with detailed examples and explanations. Thus, students can de-
velop a solid understanding of the theoretical concepts, and for professionals already
working in the field, it serves as a reference guide, compiling a variety of analytical
methods. This work can become a valuable tool for both the academic community and
professional practice, as it facilitates learning, application, and continuous research on
the diffusion equation, significantly contributing to the advancement of knowledge by
promoting a connection between theory and practice, which is essential for the devel-
opment of innovative and effective solutions.

Keywords: Diffusion, mathematical modeling, initial and boundary-value problems,
solution methods.
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1 INTRODUCAO

1.1 Histéria do estudo da difusao e revisao bibliografica

A difusao € o movimento de particulas ou substancias de uma regiao de alta con-
centracao para uma regidao de baixa concentragdo, resultando em uma distribuicdo
homogénea dessas particulas ao longo do tempo. Esse processo € impulsionado pela
energia térmica das particulas, que causa movimentos aleatérios, também conhecidos
como movimento browniano, que € o movimento aleatério de particulas pequenas que
estao suspensas em um fluido (liquido ou gas), resultante das colisdes com as mo-
léculas do fluido. Este fen6meno foi observado pela primeira vez em 1827 pelo bota-
nico escocés Robert Brown enquanto ele estudava o movimento de graos de pdlen na
agua (BROWN, 1828). Posteriormente, foi interpretado por Albert Einstein e, quase ao
mesmo tempo, pelo fisico polonés Marian von Smoluchowski (MEHRER; STOLWIJK,
2009), confirmando os resultados de Einstein, conectando assim a difusdo com a ter-
modinamica e o movimento browniano. Albert Einstein utilizou a equacéo de difusao
para descrever 0 movimento aleatério de particulas suspensas em um fluido (EINS-
TEIN, 1905). Marian Smoluchowski trabalhou no movimento browniano e na difusao.
Também foi observado nos primeiros estudos experimentais de Thomas Graham, no
qual se aceitava que a difusdo ocorria apenas em gases e liquidos (GRAHAM, 1829,
1833). Avancos ocorreram com as formulagcdes matematicas de Joseph Fourier que
desenvolveu a teoria de conducao de calor (FOURIER, 1822). Adolf Fick estabele-
ceu as bases da difusdo molecular, introduzindo a primeira lei de Fick, que relaciona
o fluxo de difusdo ao gradiente de concentracado, e a segunda lei de Fick, que é a
equacao de difusédo (FICK, 1855a,b).

A difusdo pode ocorrer em diferentes mecanismos: difusdo molecular, que ocorre
devido ao movimento térmico das moléculas, sendo predominante em gases e liquidos
(lei de Fick); difusao térmica, que € o movimento de particulas causado por gradientes
de temperatura, movendo-se de regides quentes para regides frias (lei de Fourier);
difusdo por pressao, que € o movimento de particulas causado por gradientes de
pressao. Ainda, ela descreve fenémenos fisicos de transporte e propagagdo como
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a distribuicdo da temperatura em um material ao longo do tempo e a dispersao de
nutrientes ou outras substancias quimicas em células e tecidos. E indispensavel na
engenharia, ciéncias naturais, biologia, medicina, tecnologia de materiais e processos
industriais. Em financas, por exemplo, os processos difusivos s&o usados para mode-
lar a evolucao dos pregos de ativos em mercados financeiros. Em geociéncias modela
a transferéncia de calor no interior da Terra. Em ciéncias ambientais modela a disper-
sao de poluentes no ar, na agua e no solo, sendo imprescindivel para a avaliacao de
impactos ambientais, planejamento urbano e desenvolvimento de politicas de controle
de poluigao.

Além disso, conforme descrito por Feynman em suas Lectures on Physics (FEYN-
MAN; LEIGHTON; SANDS, 2013), os fenébmenos difusivos desempenham um papel
crucial em diversos dominios cientificos. A difusdo é fundamental na explicacdo de
processos como a transferéncia de calor em materiais sélidos, a conducéo elétrica
em semicondutores, a propagacao de particulas em meios heterogéneos e a polari-
zagéo dielétrica. Feynman também destaca a importancia da difusdo em processos
quimicos, como a mistura de substancias em solugbes. Esses exemplos ilustram a
versatilidade dos fen6menos difusivos e a relevancia de compreendé-los para avangar
em multiplas &reas do conhecimento cientifico e tecnolégico.

A equacéao de difusdo € uma equacgéo diferencial em derivadas parciais muito uti-
lizada para a modelagem e andlise de processos de difusdo em sistemas naturais e
artificiais. Formalmente, a equacao de difusdo é expressa na forma geral u; = ku,,,
gue mostra como a quantidade v muda ao longo do tempo e do espago devido ao
processo de difusdo Nessa equacado u representa a concentracdo da sustancia no
ponto x e no tempo ¢, sendo a quantidade que se difunde, e k£ é o coeficiente de di-
fusdo, que pode depender das propriedades do meio e da substancia em questao.
A solucado da equacéao de difusdo depende das condicdes iniciais e de contorno do
sistema. Diversas técnicas e métodos numéricos podem ser utilizados para resolver
casos especificos. A solugcado desta equacgao fornece uma compreensao detalhada de
como uma quantidade se distribui em um meio. Em areas como a engenharia térmica,
a quimica e as ciéncias ambientais, a difusdo de calor e de substancia é frequen-
temente modelada em dominios infinitos ou semi-infinitos, na qual as condi¢cdes de
contorno e iniciais podem ser complexas e nao lineares. Quando os problemas néo
podem ser tratados por métodos analiticos tradicionais, entdo essas situagdes exigem
métodos numéricos avancados que podem fornecer solucdes precisas e eficientes.

A relevancia deste estudo estd na aplicacao pratica das solu¢des obtidas para
problemas reais, como na ecologia espacial e biologia evolutiva (LAM; LOU, 2022),
na fisica das constru¢cdes (MENDES et al., 2019), na conducéao do calor (FOURIER,
1822; HAHN; OZISIK, 2012), em fenémenos atmosféricos (HANNA; BRIGGS; HOS-
KER, 1982) incluindo meteoroldgicos (STULL, 1988) e dispersao de poluentes (ARYA,
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1998; MING et al., 2017), em fendmenos geoldgicos como a transferéncia de calor por
conducgao em intrusées magmaticas (COSTA et al., 2023), e na restauracao e inter-
polacdo de imagens (BARBU, 2019). A metodologia apresentada amplia a compre-
ensao tedrica dos fenébmenos difusivos e oferece ferramentas para a engenharia apli-
cada, melhorando a eficiéncia de sistemas térmicos em diversos contextos. De fato,
fendmenos de transferéncia de calor e massa, e os métodos matematicos, computa-
cionais e experimentais desenvolvidos para estuda-los, tém recebido particular aten-
cao (MADHUSUDANA, 1996; TRITT, 2004; TALER; DUDA, 2006; BAEHR; STEPHAN,
2006; WANG; ZHOU; WEI, 2008; JIJI, 2009; HAHN; OZISIK, 2012; KAKAC; YENER;
NAVEIRA-COTTA, 2018; HRISTOV; BENNACER, 2019).

Neste trabalho foi estudada a resolu¢ao de problemas de valores iniciais e de con-
torno para equagées de difusdo em dominios unidimensionais. Cada método de reso-
lucéo foi aplicado a problemas especificos para demonstrar sua eficacia e limitacées
por meio de exemplos ilustrativos, cujos resultados serdao analisados. Esperamos que
este trabalho contribua para a compreensao da resolugdo de problemas relaciona-
dos as equacdes de difusdo espacialmente unidimensionais, fornecendo ferramentas
praticas para cientistas e profissionais que lidam com problemas de difusao em suas
areas de atuacao. Além disso, a comparacao entre os diferentes métodos permite a
escolha da técnica mais adequada para resolver problemas especificos.

Dentre os métodos usualmente utilizados para resolver problemas difusivos es-
tao: a transformada de Laplace (SCHIFF, 1999) inclusive com inversdao numérica (LE-
MOS et al., 2021; MARCOLINO; PEREZ-FERNANDEZ; COSTA, 2021) e combinada
com métodos multicamada para modelagem da dispersédo de poluentes na atmosfera
(COSTA; RUI K. PEREZ-FERNANDEZ, 2018); e a separacao de variaveis (FOURIER,
1822), aplicado, por exemplo, & conducéo do calor (ARAUJO; MARQUEZ, 2021), in-
clusive no solo (MEIRA et al., 2023), os quais serdo estudados futuramente.

Outra motivacao para estudar a equacao de difusdo em casos simples com coe-
ficientes constantes, € que ela pode modelar o comportamento efetivo de meios di-
fusivos heterogéneos, cujas equagdes de difusdo tém coeficientes rapidamente osci-
lantes. Essa abordagem leva ao conceito de homogeneizacao, uma técnica poderosa
em analise matematica e fisica aplicada que permite simplificar a descricao de ma-
teriais complexos ao considerar suas propriedades médias em uma escala maior. A
homogeneizacdo matematica € um conjunto de rigorosos métodos que transformam
problemas complexos de coeficientes rapidamente variaveis em problemas mais sim-
ples com coeficientes efetivos constantes.

Métodos de homogeneizacdo matematica (tais como convergéncia em duas esca-
las (NGUETSENG, 1989; ALLAIRE, 1992), homogeneizacao assintética (BENSOUS-
SAN; LIONS; PAPANICOLAU, 1978; BAKHVALOV; PANASENKO, 1989), >-, G-, T-
e H-convergéncias (NGUETSENG, 2003; SPAGNOLO, 1976; DE GIORGI, 1984; MU-
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RAT; TARTAR, 1997), homogeneizacao de tangente de segunda ordem (PONTE CAS-
TANEDA; TIBERIO, 2000; PONTE CASTANEDA, 2002), e fungdes teste oscilantes
(TARTAR, 2009)) assumem que a microestrutura dos materiais heterogéneos cujos
modelos pretendem resolver é periédica. Inclusive, uma abordagem comum no es-
tudo de materiais heterogéneos com microestrutura aleatéria € aproxima-la mediante a
replicagé@o periodica de um elemento representativo de volume (TALBOT, 1999, 2000;
LIPTON; TALBOT, 2001; TALBOT; WILLIS, 2004). Uma alternativa para homogeneizar
materiais micro-heterogéneos nao peridédicos € o método de dois espagos (KELLER,
1977, 1980).

Assim, a homogeneizacao € util em meios micro-heterogéneos, a qual as pro-
priedades fisicas variam rapidamente em pequenas escalas espaciais ou tempo-
rais. A ideia € encontrar uma equacgdo de difusdo efetiva que represente o
comportamento médio do sistema heterogéneo. Algumas aplicacbes da homo-
geneizacdo em problemas de natureza difusiva sdo: a forma pura (LIMA et al.,
2016; LUZ; PEREZ-FERNANDEZ; BRAVO-CASTILLERO, 2016; LEITZKE; PEREZ-
FERNANDEZ; BRAVO-CASTILLERO, 2017); a combinagdo com a transformada de
Laplace (JESUS et al., 2016) e com métodos multicamadas (COSTA et al., 2019), e
sua aplicacao a modelagem da dispersao de poluentes na atmosfera (RUI et al., 2017,
2018; COSTA; PEREZ-FERNANDEZ; BRAVO-CASTILLERO, 2019); o transporte de
espécies quimicas (NG, 2006); potenciais periddicos na equacdo de Schrédinger (NA-
RAIGH; O’KIELY, 2013); e fluxos nao lineares com energia limitada (LIMA, 2020).

Ainda, fenémenos difusivos de diversas naturezas podem ocorrer dentro do mesmo
contexto, como evidenciado, por exemplo, no Encontro de Modelagem Computacional
do Céancer do IFM/UFPel (emc”2), ocorrido em 25/07/2024, em que a difusao apare-
ceu na separacgao de fase em proteinas (PUCCINELLI; BORDIN, 2024), angiongénese
e padrdes vasculares (ROSA; TRAVASSO; BORDIN, 2024), modelagem do cancer do
sangue (ROSSATO; BORDIN, 2024), radioterapia (BRUM et al., 2024), glioblastoma
e modelo de Swanson (CAURIO Jr.; RIBEIRO; PETERSEN, 2024) e modelo de Allen
Cahn na evolugéao de células cancerigenas (BANDEIRA; BUSKE; QUADROQOS, 2024).

1.2 Objetivos

Estudar e resolver problemas de difusdo unidimensional em diferentes tipos de
dominios, incluindo dominios infinitos, semi-infinitos e limitados.
Objetivos especificos:

1. Estudar a resolugcédo de problemas em dominios infinitos para equacgao de difu-
sao, tanto homogénea quanto ndo homogénea, com condi¢des iniciais homogé-
neas e ndo homogéneas. Em particular:

¢ Problema com equagdo homogénea e condigéo inicial nao homogénea;
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e Problema com equacgao nao homogénea e condicao inicial homogénea;
¢ Problema com equagédo ndo homogénea e condigao inicial ndo homogénea.
2. Analisar a resolucéo de problemas em dominios semi-infinitos para equacao de

difusao, tanto homogénea quanto ndo homogénea, com condi¢des iniciais ho-
mogéneas e ndo homogéneas. Em particular:

¢ Problema com equagé@o homogénea, condigao inicial ndo homogénea e condi-
cao de contorno de Dirichilet homogénea;

e Problema com equacdo ndo homogénea, condigdo inicial e de contorno de
Dirichilet homogéneas;

e Problema com equacao ndo homogénea e condigao inicial ndo homogénea e
condicao de contorno de Dirichilet homogénea;

¢ Problema com equacao homogénea, condicao inicial e de contorno de Dirichilet
nao homogéneas;

e Problema com equacao homogénea, condicdo de contorno de Neumann ho-
mogénea e condi¢do inicial ndo homogénea;

e Problema com equagédo nao homogénea e condi¢cao de contorno de Neumann
e condicao inicial homogéneas;
e Problema com equacédo ndo homogénea com condicao inicial nAo homogénea

e de contorno de Neumann homogénea.

3. Investigar a resolucédo de problemas em dominios limitados para equacao de
difusédo, tanto homogénea quanto ndao homogénea, com condicdes iniciais ho-
mogéneas e ndo homogéneas. Em particular:

e Problema com equacado homogénea, condicbes de contorno homo- géneas e
condicao inicial ndo homogénea;

e Problema com equacao nao homogénea e condicées de contorno e inicial ho-
mogéneas;

¢ Problema com equagédo ndo homogénea, condicbes de contorno homogéneas
e condicao inicial nAo homogénea.

4. Indicar algumas aplicacdes, como:
e Conducao do calor no solo;

e Transporte de um poluente em um aquifero .
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1.3 Estrutura da dissertacao

Além deste capitulo introdutério, esta dissertacao esta organizada em mais seis
capitulos e referéncias: o capitulo 2 atende as preliminares e os capitulos 3, 4 € 5
atendem aos objetivos especificos, e estdo estruturados em seg¢bes subdivididas em
subsecodes para a formulagdo do problema, a resolucdo do problema e os exemplos;
enquanto o capitulo 6 apresenta algumas aplicagdes dos problemas e o capitulo 7 é
dedicado a apresentar as conclusdes do trabalho.



2 PRELIMINARES

2.1 Principio de Duhamel

O principio de Duhamel é uma técnica na teoria das equacdes diferenciais para a
resolucao de problemas de valor inicial para equacdes diferenciais lineares nao ho-
mogéneas. Ele permite obter a solugdo de um problema ndo homogéneo em termos
da solucdo de um problema homogéneo auxiliar. Foi nomeado em homenagem ao
matematico francés Jean-Marie Constant Duhamel (1797-1872), que contribuiu signi-
ficativamente para a matematica aplicada e a fisica matematica no século XIX. Em
seus estudos sobre a propagacao de calor, Duhamel desenvolveu esse método para
resolver equagdes diferenciais ndo homogéneas que envolvem uma fonte variavel no
tempo, o que permite expressar a solucdo de um problema ndo homogéneo como uma
integral que envolve a solugao do problema homogéneo correspondente.

Para ilustrar a aplicagéo do principio de Duhamel, considere o seguinte problema
de Cauchy para uma equacao diferencialordinaria (EDO) linear ndo homogénea de
primeira ordem:

T +al = f(t), teR:, T(0) =0, (1)

em que a € R é uma constante e f € uma fungéo integravel, cuja solugao é
t
T(t) = / f(r)e - t="dr. (2)
0
Agora, considere a seguinte familia de problemas de Cauchy indexada por 7:
[T +aT®@ =0, teRy,  TM©0) = f(r), (3)

cuja solucgéao é
TO(t) = f(r)e ™, (4)

qgue é o integrando da solucao (2) do problema de Cauchy original (1) depois de subs-
tituir ¢ por t — 7. Portanto, o principio de Duhamel pode ser enunciado como o seguinte
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Teorema (LOGAN, 2015): A solucao do problema (1) é

T(t) = /0 t TO(t — 7)dr, (5)

em que 77 (t) é a solugéo do problema (3). [ |

2.2 Problemas de Sturm-Liouville e séries de Fourier

A teoria de Sturm-liouville estuda um tipo de problema de autovalor para equacdes
diferenciais ordinarias, muito estudado na matematica aplicada, fisica matematica,
modelagem de fen6menos fisicos e naturais. Essa teoria foi desenvolvida pelos ma-
tematicos franceses Jacques Charles Frangois Sturm (1803-1855) e Joseph Liouville
(1809-1882). Formalmente, o problema de Sturm-Liouville consiste em uma equagao

da forma:
d

dzx

dy

{p(m)%} + [Mw(z) —q(z)]ly=0, a<z<b (6)

sujeito a condi¢des de contorno homogéneas:

ary(a) + azy'(a) =0,  Biy(b) + Bay/'(b) = 0, (7)

onde y(x) € a incégnita, A é o pardmetro do problema (chamado de autovalor),
p(z), q(z), w(x) sdo fungdes dadas, com p(x) e w(x) assumidas como positivas e conti-
nuas no intervalo [a,b], € as constantes a;, as, 51, 5> definem as condi¢des de contorno.
O objetivo do problema € encontrar as fungdes y(x) e os valores de \ para os quais a
equacao diferencial (6) é satisfeita junto com as condicées de contorno (7). Os valores
de \ para os quais existem solugbes nao triviais y(z) sdo chamados autovalores, e as
funcées y(x) sdo chamadas de autofungdes.

Especificamente, para problemas de Sturm-Liouville regulares, tem-se o seguinte
Teorema (LOGAN, 2015): Sejam «ay,a5,31,8: € R, p € C(ab), p(z) # 0, Vo € (ab), €
q € C°a,b). Entdo, o problema de Sturm-Liouville regular

—[p(@)X"(@)] + ¢(2) X () = AX(2), = € (ab), (8)
a1 X(a) + Bi1X'(a) =0, axX(b) + B2X'(b) =0, (9)

tem infinitos autovalores A = \, € R, n € N, tais que lim |\,| = oo, e as autofungdes

n—oo
correspondentes X = X, : [a,b] — R, n € N, formam uma familia ortogonal completa
em L%(a,b) (espago das fungdes de quadrado integravel), ou seja, paratodo f € L?(a,b)
existem ¢, € R, n € N, tais que f = ) ¢, X, nanorma de L?(a.b). ]

n=1
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A ortogonalidade em L?(a,b) das autofungdes X, n € N, significa que

X, |2 m=
(XX, ={ [l = (10
0, m#n
em que ||g|| = v/(g,9) é anorma de L?(a,b) > g em fungdo do produto interno
b
(ro) = | Fa)gta)ds, (1)
de maneira que a representacdo de f € L?(a,b) em série de autofungdes f = Z cnXn
n=1
na norma de L*(a,b) significa que
N
lim f—zlchn = 0. (12)

Logo, em virtude da linearidade do produto interno e da ortogonalidade das auto-

fungbes X, n € N, segue que os coeficientes da representagéo [ = chXn séo
n=1

cn = (£, X0)/IX.]I% » € N, o qual define a chamada série de Fourier generalizada de
f € L*(a,b) na familia ortogonal completa das autofungdes X,,, n € N.

No contexto dos problemas difusivos estudados nesta dissertacao, os problemas
de Sturm-Liouville correspondentes sé&o do tipo

X' +AX =0, z€(00), X(0)=X()=0. (13)

Na andlise a seguir, confere-se que o problema (13) produz autofungdes, ou seja,
tem solugdes nao triviais, apenas para A > 0.

« Caso A\ < 0. Seja/ € R* tal que A = —/2. Logo, a equacdo do problema (13)
é X” — (X = 0, cuja equagdo caracteristica A?> — /> = 0 tem solugOes reais
A = £/, as quais conduzem a solugéo geral X(z) = Cie ™ + Cye’®. As cons-
tantes C1,Cy; € R s@o constantes arbitrarias, cujos valores correspondentes as
condicdes de contorno sao obtidos do sistema de equacdes algébricas lineares
Ci+Cy =0e Cre ™ 4 Cre” = 0, 0 qual é homogéneo e tem solugéo Unica, de
onde C; = C, = 0 e, portanto, X = 0, ou seja, o problema (13) tem solugéo trivial
para A < 0.

» Caso A = 0. A equagao do problema (13) é X" = 0, cuja solugao geral € X (z) =
Cyz + C,. as constantes C;,C, € R sdo constantes arbitrarias, cujos valores
correspondentes as condi¢des de contorno sao obtidos de C, = 0e Cil+Cy, =0,
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de onde C; = C; = 0 e, portanto, X = 0, ou seja, o problema (13) tem solugao
trivial para A = 0.

« Caso A > 0. Seja ¢ € R* tal que A = /2. Logo, a equacdo do problema (13) é
X" +/2X = 0, cuja equagdo caracteristica A* + /> = 0 tem solugdes comple-
xas A = +/i, as quais conduzem a solugdo geral X (z) = C; coslx + Cysen lx,
em que C1,C, € R sao constantes arbitrarias, cujos valores correspondentes
as condi¢des de contorno sao obtidos de C; = 0 e Cycosll + Cysenll = 0,
de onde C; = Cy = 0 e, portanto, tem-se a solugao trivial X = 0. Alternati-
vamente, para nao ter solugao trivial, além de C; = 0, faz-se C;, = 1, de ma-
neira que deve cumprir-se que sen/l = 0, de onde ¢/l = nm, n € N, ou seja,
¢ = (, = nr/l produzindo os autovalores A = \, = n*7?/I?, n € N, e, portanto, o
problema de Sturm-Liouville (13) tem como solucdes néo triviais as autofuncdes
X(z) = X,(z) =sen(nmz/l), n € N, para A > 0.

Fica claro que os autovalores obtidos para A > 0 cumprem que lim |\,| = oo €,
ainda, é possivel conferir a ortogonalidade das autofuncées ObtidaS,nC—(;OI?lfOt‘me o teo-
rema enunciado acima. Além disso, observa-se que as autofungdes obtidas produzem
um caso particular de série de Fourier trigonométrica ou classica: uma série de Fourier
seno para f € L?(0,l) da forma

o
nmwx 2

! nmwx
f(z) :chsenT, Cp = 7/0 f(a:)seanx, (14)
n=1
em que, segundo o teorema de Dirichlet (LOGAN, 2015), a igualdade se cumpre nos
pontos = € (0,/) em que f & continua, enquanto a série converge para a média dos
limites laterais nos pontos em que f € descontinua. Finalmente, observa-se que é pos-
sivel trocar uma ou ambas as condigdes de contorno no problema de Sturm-Liouville
(13) por condi¢gées de Neumann ou Robin e realizar uma analise semelhante em fun-
¢ao do sinal do \. Isto produzira autovalores e autofungdes, mas ainda com os primei-
ros apresentando médulos crescentes os primeiros e as segundas sendo ortogonais
e completas.
No seguinte capitulo serdo estudados problemas em dominios infinitos.



3 PROBLEMAS EM DOMINIOS INFINITOS

3.1 Problema com equacao homogénea e condicao inicial nao ho-
mogénea

3.1.1 Formulacao do problema

A equacao de difusdao com fonte nula em dominios infinitos € dada por:

up — kug, =0, (2,t) € R xRY (15)
u(z,0) = up(z), x€R, (16)

em que a difusividade k£ € R é uma constante, u(z,.) € C'(R;) para cada = € R,
u(.,t) € C*(R) para cada ¢t € Ry, e uy € C*(R) é conhecido. Sujeita a condigédo
inicial em ¢ = 0 representada por uy, em que o referido problema modela fenbmenos
difusivos. Em geral, esse tipo de problema representa a variacdo de densidade em
processos de difuséao.

3.1.2 Resolucao do problema

Para resolver o problema de Cauchy, sera considerado o seguinte problema au-
xiliar no qual a condicdo inicial € uma condicao de salto unitario em = = 0, também
conhecida como Fungéo de Heaviside. No contexto utilizado, realizou-se uma analise
dimensional em que w e wy sdo densidades, = é a posicao (m), t € otempo (s) e k é a
difusividade (m?/s).

wy — kwg, =0,z € Rt >0 (17)

w(z,0) = woH (x), (18)

em que H(z) é a fungdo de Heaviside, ou seja, até x = 0 essa condicao € zero e a
partir de x = 0 é uma constante representada pela expressao w,, considerada nesse

caso igual a um, dada por
1
H(x):{ 220 (19)

0, <0



E esperado que a solucgdo seja da forma e =r (
sdo grandezas adimensionais. Logo, temos que:

w = wy f(2). (20)

Ao substituir a equacao (20) na equacéao (17) e aplicar a regra da cadeia em relagcéao
atex,tem-se:

w =z = =S () s (21)
Wy = W, 2y = \/%f'(z) (22)
W = 2 f"(2) (23)

Substituindo as equagdes (21) e (23) em (17), encontramos uma EDO para obter

f(2):
f"(z) +2zf'(2) = 0. (24)

Aplicando a regra da cadeia encontramos:
y(z) = Cre . (25)

Pelo teorema fundamental do célculo, a solugédo da integral definida é dada por:

o) = [ f(t) dr. (26)

y(z) = Cy / e dr + Cs. (27)
0

Logo, com C; = wy C;, onde ¢ = 1,2, a solugao geral é:

w(z,t) = Cy / Ve e 1 Oy, (28)
0

A funcao que define condicao inicial € dividida em duas partes. Vamos considerar
a primeira parte positiva para x, quando ¢t — 0 o limite de integragédo tende para +oc.

+o0
w(z,0) = Cl/ e dr +Cy =wy x> 0. (29)
0

Para —x em que a condigdo inicial é zero, t — 0 o limite de integracao tende para —oc,
ou seja,

0
w(z,0) = —Cl/ e dr+Cy=0 z<0. (30)

— 00

Como a funcao gaussiana € simétrica com relacdo a » = 0, a area sob a curva
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é /7. Devido a simetria, cada lado d curva (de 0 a +oc e de —oo a 0) representa a
metade dessa area, ou seja, ‘/TE

+oo 2 0 2
/ e " dr :/ e dr = —. (31)
0 —00 2

Substituindo (31) em (29) e (30), temos:

S

_ %o _ %o
Cl = ﬁ (& CQ 9 . (32)
Logo, a solucéo do problema auxiliar (20) é:
_ w0 [V e
wlet) = /0 e dr+ 2. (33)

Seja w a solucao da equacéo de difusao, entdo sua derivada em relacao a posicao
também é solucédo da equacéo (15).

Para wy = 1 em (33), temos:

1 22
G(z,t) = T ekt (34)

k=100

0.25 —

Figura 1: Solugéo fundamental G(x,t) para k = 100. Fonte: autoral.

Na Figura 1, no inicio a distribuicdo esta altamente concentrada, mas, a medida
que o tempo avanca, a concentracao se espalha rapidamente e a altura do pico central
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diminui.

Gix.t), k=0.1 Gix.t), k= 0.5 Gix.t), k=2 Glx.t), k =10

35 08

o7
06
e 3
0.5
04

i 03

e 02

0.5 041

—k=01 —k=01
0.5 ———k=05] ——k=05] |
k=2 k=2
04l —k=10 | | —_—k=10

(x.t)
= [
N
[
L
/1
G(xt)

. L .
-10 -8 -6 -4 -2 o 2 4 6 8 10 0 0.5 1 156 2 25 3 35 4 4.5 5

Figura 2: Solugéo fundamental G(z,t) para k € {0,1;0,5;2;10}. Primeira linha: vista
superior; segunda linha: perfis espaciais (esquerda) e temporais (direita). Fonte: au-
toral.

Na Figura 2, para valores menores de k, resulta em difusdo lenta, com a concen-
tracdo permanecendo altamente localizada por mais tempo, enquanto valores maiores
de k resultam em difusdo rapida, com a concentragéo se espalhando rapidamente.

A funcéo G(z,t) representa a solu¢do fundamental da equagéo de difuséo e a dis-
tribuicdo da difusividade que resulta de uma fonte pontual de calor localizadaem z = 0
e transfere inicialmente uma unidade de calor G(z,0) = wy = 1, ou seja, emt =0 a
solucdo em G(x,0) é um. Porém, se a fonte inicial estiver localizada em outra posi-
cao = = y, diferente de = = 0, essa solucao aparece deslocada e é representada por
G(z — y,t) no argumento espacial da fungao G(z,y).

Se a quantidade que é transferida para o sistema ndo € mais unitaria, mas sim
up(y), entdo a solugcdo correspondente serd u,(y) multiplicada pela solugdo funda-
mental deslocada até essa posi¢ao, ou seja, uy(y)G(x — y, t).

Finalmente, se uo € uma fungéo continua e limitada, entdo pode-se superpor 0s
efeitos de todas as fontes pontuais u(y), para y € R?, para obter a solugéo geral:

+o0o
uat) = / wo(y) Gz — y, H)dy, (35)

[e.9]



26

a qual, substituindo a solug¢ao fundamental (34), é

400 —y 2
u(zt) = / % e~ dy. (36)

Entdo, a equacgéo (36) é a solucdo do problema de Cauchy original (15) e (16), a qual
cumpre a condi¢ao inicial para t — 0.

3.1.3 Exemplos

A Figura 3 apresenta o comportamento da solucao (36) para £ = 100 e trés condi-
coes iniciais diferentes: senoidal, arcotangente e gaussiana, dadas por:

uo(x) = senz, (37)

up(z) = arctan z, (38)

up(z) = e (39)
u, senoidal, k = 100 Uy arcotangente, k = 100 ug gaussiano, k=100

0

%108

Figura 3: Solugao u(x,t) do PVI (15) e (16) com k& = 100 e condi¢ao inicial ug(z) = senz
(esquerda), ug(z) = arctan z (centro) , e uy(z) = e~ (direita). Fonte: autoral.

A Figura 3 nos mostra que as trés condi¢des iniciais tendem ao estado de equi-
librio quando a densidade esta uniformemente distribuida. Na condicdo gaussiana,
a regiao de maior densidade esta no centro do dominio e se espalha em direcao as
extremidades. Na arcotangente, as regides de maior e menor densidades estdo nas
extremidades e se espalham em direcdo ao centro do dominio. Na condigéo senoidal,
o comportamento € similar ao da arcotangente, porém a distribuicado de densidades
maximas e minimas ocorre localmente, em direcao aos pontos de menor densidade.

A Figura 4 apresenta o comportamento da solugao (36) para k& € {0,1;0,5;2;10} e,
na Figura 5, os perfis espaciais correspondentes.
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uy senoidal, k= 10

10
5 02
0 0
-5 -0.2
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1 2 a 4 5

u, arcotangente, k =10

u, gaussiano, k = 10

10
04

5
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u 02
5 0.1
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1 2 a 4 5
t

Figura 4: Solucado u(z,t) do PVI com k € {0,1;0,5;2;10} (colunas da esquerda para

a direita) e condigdo inicial uy(x) = senz (primeira linha),
linha) , e ug(x) = e=** (terceira linha). Fonte: autoral.

uy senoidal, k= 0.1
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-

ug, gaussiano, k= 0.5

|
A

Figura 5: Perfis espaciais das solu¢des na Figura 4 para ¢t € {0,1,2,3,4,5}. Fonte:

autoral.

Nas Figuras 4 e 5, para cada condicao inicial o seu efeito desaparece mais rapi-
damente com o valor de £ aumentando, atingido seu estado de equilibrio, ou seja, a
distribuigéo uniforme da densidade mais rapidamente para k& maiores.
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3.2 Problema com equacao nao homogénea e condicao inicial ho-
mogénea
3.2.1 Formulacao do problema

Nesta se¢do consideramos o seguinte PVI com fonte f € C(R x R*):

Uy — kumc = f(xvt)v ('Iat) € R x Rj— (40)
u(z,0) =0, ze€R (41)

3.2.2 Resolucao do problema

A solucdo do PVI (40) e (41) é obtida do principio de Duhamel (LOGAN, 2015)
como

t
u(z,t) = / u™ (x,t — 7)dr, (42)
0
em que u'”(z,t) é a solugdo do seguinte problema de Duhamel
u —kull) =0, (2t) eR xR, (43)
u(2,0) = f(z,7), z€R, (44)

o qual tem a mesma estrutura que o problema (15) e (16) estudado na Secao 3.1.
Logo, a solucéo do problema de Duhamel (43) e (44) pode ser expressa como, subs-

tituindo (35) trocando wu(y) por f(y,7):
WOty = [ fr) G — vty (45)

—00

em que G(x,t) € dada por (34).
Portanto, a solucédo do PVI (40) e (41) é obtida ao substituir (45) em (42):

t +o0o
u(z,t) = /0 / fy,7) G(x — y,t — 7)dy dr. (46)

3.2.3 Exemplos
A Figura 6 apresenta o comportamento da solucéo (46) para k£ = 100 e duas fontes
diferentes, dadas por:
f(x,t) = e "arccot z, (47)
flagt) =t (1 - 6*12) . (48)
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fla,t) = e "arccot, k = 100 flet) =t{1—e="), k=100

Figura 6: Solugéo u(z,t) do PVI (40) e (41) com k = 100 e fonte f(x,t) = e *arccot x (a
esquerda) e f(z,t) = t(1 — e *") (a direita). Fonte: autoral.

Podemos observar na Figura 6 que, para a fonte f(z,t) = e " arccot z, a dispersao
é rapida devido ao grande valor de k, mas a amplitude decresce exponencialmente
com t. Quando a fonte é f(z,t) = t(1 — e~*"), a dispersdo é rapida devido ao grande
valor de k, e a amplitude cresce linearmente com ¢.

A Figura 7 apresenta o comportamento da solu¢do (46) para k € {0.1,0.5,2,10}, e
na Figura 8, os perfis espaciais correspondentes.

‘jf(:c! = e arceotz, b = 0.1 = e 'arceotz, k= 0.5 f{zf e 'arccotz, k = 2 = e 'arecotz, k= 10

10
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o E 0 5 0 5 (i
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f{:! Hl—e*)k=01 f(::f Hl—e ) k=05 f[::i —t{l—e ) k= f(z! Hl—e ) k=10
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10 A 10 . 10 10

8 a B 8

& 50 & 50 [ = 8
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= o -10 0 -10 [ =

Flgura 7: Solugdo u(x,t) do PVI (40) e (41) com k € {0,1;0,5;2;10} e fonte f(xz,t) =
e~ arccot z (primeira linha) e f(x,t) = t(1 — e~*") (segunda linha). Fonte: autoral.
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Na primeira linha da Figura 7, observamos que, a mendida que o valor de k au-
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menta, a dispersao ao longo do dominio se torna maior, resultando em solu¢des mais

planas e uniformes. Isso faz com que as caracteristicas especificas das fontes iniciais
se percam conforme o tempo avanca.

flz.#) = e 'arecotz, kb

0.1

0.6

0.4

0.2y [C

-0.2

04

t=1 4}
i 1R\

i, 1)

|
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Figura 8: Perfis espaciais das solugdes na Figura 7 para t € {1,2,3,4,5}. Fonte: autoral.

Na Figura 8, em relagé&o ao espago, na segunda linha observa-se que quanto maior
o k maior é a dispersdo e menor é a amplitude.

3.3 Problema com equacao nao homogénea e condicao inicial
nao homogénea

3.3.1

Formulacao do problema

Nessa segdo, consideramos o seguinte PVl com fonte f € C'(R x R ) e condi¢éo
inicial vy € C*(R) dado por:

up — kg, = f(x,t),
u(z,0) = up(x),

3.3.2 Resolucao do problema

(x,t) € R x RY,
r e R.

Observe que, pela linearidade de (49), o principio de superposicao permite procu-
rar a solugdo da forma v = v + w, em que v e w S&o, respectivamente, as solugdes
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dos PVls
v — kvg, =0, (2t) e RxRY (51)
v(z,0) = up(z), = €R, (52)
e
Wy — kWee = f(l‘at)v (‘Tat> € R x Rj— (53)
w(z,0) =0, zeR. (54)

Como o PVI (51) e (52) é como o PVI (15) e (16), sua solugao v(z,t) pode ser expressa
de maneira semelhante a equacéo (35), obtida em 3.1, substituindo « por v:

+o00o
vwt) = [ w6l - gty (55)

De maneira similar, como o PVI (53) e (54) € semelhante o PVI (40) e (41), na
solucao w(z,t) pode ser expressa como a equacao (46), obtida em 3.2, substituindo «
por w:

t “+o00
wWFA[ F(yr) Gl —y,t — )dy dr. (56)

Sendo assim, em virtude do principio de superposicdo, a solugao u(x,t) do PVI
(49) e (50) é dada pela soma de (55) e (56):

t “+o00 —+o00
u(xt) = /0 / fly,7) Gz —y,t — 7)dy dr + / uo(y)G(z — y, t)dy. (57)

3.3.3 Exemplos

A Figura 9 apresenta o comportamento da solu¢ao u(x,t) em (57) para k£ = 100,
considerando as trés condic¢oes iniciais ug(x) dadas em (37)-(39) da Subsegédo 3.1.3
e os dois termos fonte f(z,t) em (47)-(48) da Subsecado 3.2.3. Note que, de fato, a
solucao u(z,t) nesta Subsecéo € a superposicao das solugdes obtidas nas Subsec¢bes
3.1.3e3.2.3.
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Figura 9: Solucado u(z,t) do PVI (49)
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e (50) para k = 100 com os termos fonte f(z,t)

em (47)-(48) e as condigdes iniciais uq(x) em (37)-(39). Fonte: autoral.
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A Figura 9 apresenta o comportamento da solugéo u(x,t) em (57) para k = 100. Ini-
cialmente, a distribuicdo segue o padrao oscilante da funcéo seno, mas com o passar
do tempo, a difusdo suaviza essas oscilagoes, resultando em uma distribuicado mais

uniforme.

S, t) = e "arceotz, ue(x) = senz

-5 ﬁ' -0.5

Figura 10: Solugdo u(x,t) do PVI (49) e
fonte f(z,t) em (47)-(48) e as condi¢des iniciais uy(z) em (37)-(39). Fonte: autoral.

A Figura 11 apresenta o comportamento da solug¢éo u(z,t) em (57) para k = 0,5.

f(I t) = e 'arccota, uy(r) = arctanr

-

Of(x‘t) =t{l— e”')‘ uy(x) = arctans

J(z.t) = e 'arccotz, up(x) =e

. floty=t(l —e ), up(x) = *

et

(50) para k = 0,1 considerando os termos
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=Ry
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Figura 11: Solugdo u(z,t) do PVI (49) e (50) para £ = 0,5 considernando os termos
fonte f(z,t) em (47)-(48) e as condi¢cdes iniciais uy(z) em (37)-(39). Fonte: autoral.

=]

A Figura 12 apresenta o comportamento da solu¢do u(z,t) em (57) para k = 2.

f(I t) = e~*arceots, ug(z) = flz, t) = e "arccotz, up{x) = arctanz flaz,t) = e arcoote, ulz) = pa
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10 12 10 = 10
[ 12
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Figura 12: Solugdo u(x,t) do PVI (49) e (50) para k = 2 considerando os termos fonte
f(z,t) em (47)-(48) e as condicdes iniciais uy(x) em (37)-(39). Fonte: autoral.

A figura 13 apresenta o comportamento da solugéo u(z,t) em (57) para k = 10.
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Figura 13: Solugao u(x,t) do PVI (49) e (50) para k = 10 considerando os termos fonte
f(z,t) em (47)-(48) e as condicdes iniciais uy(x) em (37)-(39). Fonte: autoral.

Nas Figura 10 a 13, a solugao u(z,t) mostra claramente o efeito da difusdao sobre
a condicdo inicial e a fungéo fonte ao longo do tempo para diferentes valores de k.
Valores menores de £ resultam em difusdo lenta, com a solugdo permanecendo con-
centrada por mais tempo, enquanto valores maiores de k resultam em difusao rapida
e com a solucao se espalhando rapidamente.

A Figura 14 apresenta os perfis espaciais correspondentes as Figuras 10-13. Con-
forme o coeficiente de difusdo aumenta, a amplitude da solu¢do diminui ao longo do
tempo.

No seguinte capitulo serdo estudados problemas em dominios semi-infinitos.
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4 PROBLEMAS EM DOMINIOS SEMI-INFINITOS

4.1 Problema com equacao homogénea com condicao inicial nao
homogénea e condicao de contorno de Dirichlet homogénea

4.1.1 Formulacao do problema

Vamos considerar problemas em dominio semi-infinito, ou seja, em que a posi-
cao varia apenas no semieixo positivo, para a equacao de difusdo homogénea com
condicao de contorno homogénea e condicdo inicial ndo homogénea. A condi¢ao de
contorno é valida em parte da fronteira desse dominio semi-infinito e a condigao inicial
€ valida em uma outra porcéo da fronteira desse dominio.

Considere o seguinte PVIC (Problema de Valor Inicial de de Contorno) para a equa-
cao de difusdo com fonte nula, condicdo inicial nAo homogénea e condicao de con-
torno homogénea:

up — kugy, =0, (z,t) € RT x RY, (58)
uw(0,t) =0, teR,, (59)
u(@,0) = up(z), =€Ry, (60)

com u,(0) = 0 para garantir a compatibilidade entre as condigdes.

A solucédo desse PVIC sera obtida a partir da solucdo do problema de Cauchy
correspondente, ou seja, o problema de Cauchy para x € R no dominio infinito, cuja
solucéo ja foi obtida na Sec¢éo 3.1.

4.1.2 Resolucao do problema

Sejav: Rx R, — Rtalque v = v parax > 0, em que u € a solugdo do PVIC
(58)-(60) e vy é a extensdo antissimétrica ou impar a todo R da condicao inicial uq, ou
seja, vo(r) = ug(z) parax > 0 e vy(x) = —up(—x) para z < 0. Assim, temos o problema
auxiliar de Cauchy
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— kv =0, xz€R, t>0, (61)
>
v(2,0) = volx) = { tole), ¢20 g (62)
—ug(x), <0
cuja solugéo é
+oo
vat) = [ wl)Gle — p )y (63)

Em (63), dividimos a integral nas partes positiva e negativa em x, levando em conta
que v, € a extensdo impar de u,. Introduzindo uma troca de variavel, podemos juntar
as integrais em uma so, no intervalo (0, + co):

v(x,t) = —/_ uo(—y)G(z —y,t)dy + /0+0<> uo(y)G(x — y, t)dy,

= . (64)
= —/ uo(y)G(z —y, t)dy + / uo(y)G(z =y, t)dy.
0 0

Logo, a solugéo u do PVIC é a restrigdo para = > 0 da solugédo v do problema auxiliar:

u(z,t) = /O+oo uo(y) (G(z —y,t) = Gz +y,t)dy, >0, t>0. (65)

4.1.3 Exemplos

A Figura 15 apresenta a solucao (65) para £ = 100 e as trés condicoes iniciais
senoidal, arcotangente e gaussiana, dadas por (37)-(39), respectivamente.

up(x) = senz, k =100 wy(x) = arctan, k=100 uo(z) = e, k =100

06 1.2 08
05 04 4
02 06
i 0.8
0
0.5 02 0.6 04
A L 04
10 08 02
i 02
0 0

Figura 15: Solucao u(z,t) do PVIC (58)-(60) com k£ = 100 e ue(x) de (37)-(39). Fonte:
autoral.

i, F]

uf, 1)
ufx, t)

Na Figura 15, devido ao grande valor de k, a difusdo ocorre rapidamente,
espalhando-se ao longo do espago x e do tempo ¢, resultando em uma distribuicdo
mais ampla.

A Figura 16 apresenta o comportamento da solug¢édo (65) para k£ € {0,1;0,5;2;10}
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e as trés condicoes iniciais senoidal, arcotangente e gaussiana dadas por (37)-(39),
respectivamente. Os perfis espaciais correspondentes sdo apresentados na Figura
17.

ug(x) = senz, k =0.1 ug (x) = arctanx, k =0.1 ug{z) = e k=01
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Figura 16: Solugao u(x,t) do PVIC (58)-(60) com k € {0,1;0,5;2;10} e uo(z) de (37)-
(39). Fonte: autoral.

Para diferentes valores de k, a difusdo afeta significativamente o comportamento
da solugao. Com valores menores de k, as caracteristicas das condigdes iniciais sao
preservadas por mais tempo, enquanto com valores maiores de k, a difusao é rapida e
a solucéao se torna suave e uniforme rapidamente. A analise das trés condigdes iniciais
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(senoidal, arcotangente e gaussiana) mostra como a difusdo influencia a atenuacgao e
o espalhamento das formas iniciais ao longo do tempo
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Figura 17: Perfis espaciais da figura 16 para t € {1,2,3,4,5}. Fonte: autoral.

Os perfis espaciais ao longo do tempo mostram como a difusdo afeta as diferentes
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condicdes iniciais para varios valores de k. A medida que k aumenta, a difusdo se
torna mais rapida, suavizando e espalhando as distribuigdes iniciais mais rapidamente.
Isso resulta em perfis que se tornam mais planos e uniformes, a medida que o tempo
avanca.

4.2 Problema com equacao nhao homogénea e condicoes inicial e
de contorno de Dirichlet homogéneas

4.2.1 Formulacao do problema

Nesta seg¢do, consideramos o seguinte PVIC com fonte f € C(R, x R,):

w — kug, = f(zt), (xt) e RL xR (66)
uw(0,t) =0, teR, (67)
u(z,0) =0, zeR,; (68)

4.2.2 Resolucao do problema

A solucao do PVIC (66)-(68) € obtida do principio de Duhamel como

u(z,t) = /Ot ™ (z,t — 7)dr, (69)

em que v (xz,t) é a solugéo do seguinte problema de Duhamel

) —kulD) =0, (2t) e RE xR (70)
u™(0,t) =0, teR, (71)
ulD(2,0) = f(z,7), =€Ry (72)

o qual tem a mesma estrutura que o problema (58)-(60) estudado na Sec¢ao 4.1. Logo,
a solucao do problema de Duhamel (70)-(72) é semelhante a (65), substituindo wu(y)
por f(y,7):

+o0

ul™ (x,t) = i fly,7) (G(x —y,t) — Glx +y,t))dy, >0, t>0 (73)

em que G(x,t) € dada por (34).
Portanto, a solucao do PVIC (70)-(72) € obtida ao substituir (73) em (69):

t +00
u(x,t) = /0 /0 flyn)(Gx —y,t—7)— G(xr+y,t — 7)) dy dr. (74)
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4.2.3 Exemplos

A Figura 18 apresenta o comportamento da solugao (74) para £ = 100 e os dois
termos fonte dados por (47) e (48), respectivamente.

flz, t) = e 'arccota, k =100 flzt) =t{1 —e '),k =100

el

Figura 18: Solugéo u(z,t) do PVIC (66)-(68) com k = 100 e f(z,t) de (47) e (48). Fonte:
autoral.

Para k = 100, a difusdao € muito rapida, resultando em solu¢des que se espalham
amplamente e se tornam muito suaves ao longo do tempo.

A Figura 19 apresenta o comportamento da solugéo (74) para k € {0,1;0,5;2;10}
e os dois termos fonte dados por (47) e (48), respectivamente. A Figura 20 apresenta
os perfis espaciais correspondentes para t € {1,2,3,4,5}.

Nas Figuras 19 e 20, a fonte e ‘arcot(x) decresce rapidamente ao longo tempo de-
vido ao fator e~*, enquanto fonte ¢(1—e~*") cresce linearmante em ¢, e as solugdes cor-
respondentes seguem esses comportamentos para ¢ crescente. Com k& aumentando,
a difuséo se torna mais rapida, suavizando e espalhando as distribui¢des iniciais mais
rapidamente.
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flz,t) = e tarceotz, k =0.1
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Figura 20: Perfis espaciais da Figura 19 parat € {1,2,3,4,5}. Fonte: autoral.
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4.3 Problema com equacao nao homogénea com condicoes ini-
cial nao homogénea e de contorno de Dirichlet homogénea

4.3.1 Formulacao do problema

Nesta segéo, consideramos o seguinte PVIC com fonte f € C(R, x R,):

Uy — kg, = f(,t), (x,t) € RL x RY (75)
w(0) =0, teR, (76)
u(z,0) =up, x€Ry (77)

4.3.2 Resolucao do problema

A solucédo do PVIC (75)-(77) é obtida pelo principio de superposi¢do, onde, ao
definir v = v + w, 0 problema é decomposto em dois subproblemas, um como (58)-
(60) para v e o outro como (66)-(68) para w. Portanto, a solugéo é obtida somando as
solucdes (65) e (74) dos problemas nas Secoes 4.1 e 4.2

) = [ )Gl 9.8) — Cle+y,8))dy
: (78)

t +oo
+/0/0 flyn) (Gx —y,t —7) — G(x +y,t — 7)) dydr.

4.3.3 Exemplos

A Figura 21 apresenta a solugao u(x,t) em (78) para k = 100, considerando as trés
condi¢des iniciais uq(x) em (37)-(39) da subsegéo 3.1.3 e os dois termos fonte f(x,t)
em (47)-(48) da subsecao 4.2.3. Note que, de fato, a solugéo u(x,t) nesta subsecao é
a superposicao das solucoes obtidas nas subsecgdes 4.1.3 e 4.2.3.

A difuséo € extremamente rapida, resultando em solugdes que se espalham am-
plamente e se tornam muito suaves ao longo do tempo. A solucéo é inicialmente
influenciada pela condicéo inicial, mas a medida que o tempo avanca, a contribuicao
da funcao fonte se torna predominante.
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flz,t) = e 'arceota, ug(z) = senz fla,t) = e 'arccote, uy(x) = arctanz F(z,t) = e tarccota, uy(z) = et

0.1

Flm ) = 81 — o), uglz) = e

u{z, )

Figura 21: Solugédo u(x,t) em (78) para as condigdes iniciais ug(x) em (37)-(39) e
termos fonte f(x,t) em (47)-(48) para k = 100. Fonte: autoral.

As Figuras 22-25 apresentam o comportamento da solugéo u(z,t) em (78) para
k € {0,1;0,5;2; 10}, cujos perfis espaciais sao apresentados na Figura 26.
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Figura 22: Solugédo u(x,t) em (78) para as condigdes iniciais ug(x) em (37)-(39) e
termos fonte f(x,t) em (47)-(48) para k = 0,1. Fonte: autoral.
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Na Figura 22, a solugdo u(z,t) é altamente concentrada ao redor de = = 0. A
medida que o tempo aumenta, a densidade de valores de u(z,t) diminuiem z =0 e
comeca a se espalhar ao longo do eixo z.
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Figura 23: Solugédo u(x,t) em (78) para as condi¢des iniciais ug(x) em
termos fonte f(x,t) em (47)-(48) para k = 0,5. Fonte: autoral.
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Na Figura 23, a solugéo u(z,t) esta concentrada ao redor de = = 0, mas menos do
que para k = 0,1. A medida que o tempo avanca, a densidade de valores de u(z,t)
diminui em = = 0 e comeca a se espalhar um pouco mais rapido ao longo do eixo .
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Figura 24: Solugao u(x,t) em (78) para as condi¢des iniciais ug(x) em

@

®»

IS

<)

o

flz, t) = e 'arccotr, uy(r) = arctans

flz,t) =t(1— e”ﬂ)‘ () = arctanr
10

iz, t) = e 'arccota, wy(z) = e

10
08
08
04
02
0
1 2 3 4 5

®

o

-~

L

flz, t)=t{1— e’*) up(x) :e"'

10 12
10
0

(=3 oo
®

-3

=
=

L
(X}

(87)-(39) e

termos fonte f(z,t) em (47)-(48) para k = 2. Fonte: autoral.

Na Figura 24, a solugéo u(z,t) se concentra ao redor de x = 0, mas de forma muito
menos intensa do que para k = 0,1. A medida que o tempo aumenta a densidade de
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u(z,t) diminui em x = 0 e se espalha bem mais rapido ao longo do eixo x.
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Figura 25: Solugado u(x,t) em (78) para as condigdes iniciais ug(x) em (37)-(39) e
termos fonte f(z.,t) em (47)-(48) para k = 10. Fonte: autoral.
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Na Figura 25, a solucédo u(x,t) comega a se espalhar rapidamente devido ao alto
valor de k. A medida que o tempo avanga, a densidade de valores de u(z,t) diminui em
x = 0 e se espalha muito rapidamente, resultando em uma distribuigdo muito ampla
ao longo do eixo .

A Figura 26 reune os perfis espaciais para t € {1,2,3,4,5} das realiza¢des da
solucado u(z,t) em (78) nas Figuras 22-25. Cada coluna de graficos corresponde ao
valor da difusividade £ € {0,1,0,5,2,10}, enquanto as linhas correspondem as com-
binagbes de condigao inicial uo(z) em (37)-(39) e termo fonte f(x,t) em (47)-(48) na
mesma ordem que nas Figuras 22-25. Nos perfis espaciais é possivel observar de
forma unificada os comportamentos da solucao descritos apds as Figuras 22-25.
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4.4 Problema com equacao homogénea e condicoes inicial e de
contorno de Dirichlet nao homogéneas

4.41 Formulacao do problema

Nas secbes anteriores, consideramos PVICs com condicao de contorno homogé-
nea, o que permitiu estender a condicao inicial a todo R de forma continua. Nesta
sec¢ao, consideramos o seguinte PVIC com condicao de contorno ndao homogénea:

up — kg, =0, (z,t) € RT x RY, (79)
u(0,t) = u’(t), teRy, (80)
u(z,0) =uo(z), =€Ry, (81)

em que v° € C'(R,) é limitada e u°(0) = u,(0) para garantir a compatibilidade das
condicoes.

4.4.2 Resolucao do problema

A solucao do PVIC (79)-(81) é obtida mediante a homogeneizacao da condicao de
contorno (80), empregando a troca de variaveis v(z,t) = u(z,t) — u’(t) para podermos
considerar a extensdo antissimétrica e continua da condicéo inicial. Isso resulta no
seguinte problema:

vy — kvgy = —uf,  (z,t) € RE x R (82)
v(0,t) =0, teRy (83)
v(z,0) = w(x), =eRy (84)

em que vy(x) = up(z) — u°(0). Observe que o problema (82)-(84) é do mesmo tipo que
o problema (75)-(77) estudado na Sec¢éo 4.3. Logo, sua solugéo v(z,t) é

o) = [ )G -, t) — Gla 4+ 3, 0)dy
O e (85)
—/0 /0 u?(y,T) (Glx —y,t —7)—G(x+y,t — 7)) dydr.

Assim, a solugdo u(z,t) do problema (79)-(81) é obtida como u(z,t) = v(x,t) +u’(¢):

u(w,t) = u’(t) + /Om(uO(y) —u’(0))(G(z —y.t) = Gz +y,1))dy

_ /Ot uy (1) (/0+°° (Ge—yt—7) =Gz +y,t— T))@) N (86)
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4.4.3 Exemplos

A Figura 27 apresenta o comportamento da solugao u(z,t) em (86) para k£ = 100,
com as trés condigdes iniciais ug(x) em (37)-(39) da Subsecédo 3.1.3 e as trés condi-
coes de contorno u°(¢), que resultam da substituigdes = por ¢ nas Equagdes (37)-(39).

u(t) = sent, uq(x) = senx u'(t) = sent, ug () = arctane u(t) = seni, uglx) =~*

1 1
05
05 e
i 0
0 =
-1 i
0.5 10 S

u'(t) = arctant, ug{x) = senx u'(t) = arctant, ug(r) = arctanr u” arctant, ug(r) = e~

u’(t) = arctant, uy(r) = arctans u’(t) = arctant, ug(x) = € i

12 1 08

08 — 1 1 —
Z 08 =05 00

0 505 5 o
! 04

0 04 0
05 10 o0z 10 02
0

Figura 27: Solucdo u(x,t) em (86) para as condigfes iniciais uo(z) em (37)-(39) e
condigdes de contorno u°(t) que resultam de trocar = por ¢t em (37)-(39) para k& = 100.
Fonte: autoral.

As Figuras 28-31 apresentam o comportamento da solugéo u(z,t) em (86) para
k € {0.1,0.5,2,10}, com as trés condic¢des iniciais uy(x) em (37)-(39) e as trés condi¢des
de contorno «°(t), obtidas substituindo = por ¢ nas equagdes (37)-(39). A Figura 32
apresenta os perfis espaciais correspondentes par t € {1,2,3,4,5}.
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Figura 28: Solug¢édo u(x,t) em (86) para as condigdes iniciais ug(x) em (37)-(39) e
condigdes de contorno u°(t), obtidas substituindo z por ¢ nas equacgdes (37)-(39) para
k = 0,1. Fonte: autoral.
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Figura 29: Solugdo u(x,t) em (86) para as condigdes iniciais uo(x) em (37)-(39) e
condigdes de contorno «°(¢) obtidas substituindo = por ¢ nas equagdes (37)-(39) para
k = 0,5. Fonte: autoral.
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Figura 30: Solug¢édo u(x,t) em (86) para as condigdes iniciais ug(x) em (37)-(39) e
condigdes de contorno «°(t),obtidas substituindo = por ¢ nas equagdes (37)-(39) para

k = 2. Fonte: autoral.
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(37)-(39) e

condigdes de contorno u°(t), obtidas substituindo x por ¢ nas equacdes (37)-(39) para

k = 10. Fonte: autoral.

Nas Figuras 27-31, a solugdo u(z,t) mostra o efeito da difusdo sobre a condi¢ao

inicial e a funcao fonte ao longo do tempo para diferentes valores de k. Valores meno-
res de k resultam em uma difuséo lenta, com a solugdo permanecendo concentrada
por mais tempo, enquanto valores maiores de k resultam em difusdo rapida, com a
solucao se espalhando amplamente e rapidamente. Isto € observado também nas Fi-
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guras 32-35, as quais apresentam os perfis espaciais para ¢t € {1,2,3,4,5} das Figuras
28-31 para k € {0,1;0,5;2; 10}, respectivamente.
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Figura 32: Perfis espaciais para t € {1,2,3,4,5} da Figura 28 (k = 0,1). Fonte: autoral.
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Figura 33: Perfis espaciais para ¢t € {1,2,3,4,5} da Figura 29 (k = 0,5). Fonte: autoral.
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Figura 34: Perfis espaciais para t € {1,2,3,4,5} da Figura 30 (k = 2). Fonte: autoral.
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Figura 35: Perfis espaciais para t € {1,2,3,4,5} da Figura 31 (k = 10). Fonte: autoral.

4.5 Problema com equacao homogénea, condicao de contorno de
Neumann homogénea e condicao inicial nao homogénea

Neste capitulo, nos problemas estudados até a secao anterior, as condicbes de
contorno consideradas foram de Dirichlet. A partir desta se¢éo, consideraremos con-
dicdes de Neumann para estudar a influéncia do tipo de condicdo de contorno no
comportamento da solugéo.
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4.5.1 Formulacao do problema

Considere a equacéo de difusdo com fonte nula em dominio semi-infinito, sujeita
a uma condicdo de contorno de Neumann homogénea e uma condi¢ao inicial nao
homogénea da forma

u — kug, =0, (z,t) € RL xR} (87)
um(ovt) = Oa te R+, (88)
u(z,0) = up(z), = €Ry, (89)

em que uy(0) = 0 para compatibilidade com a condi¢cdo de contorno (88). Observe
gue a unica diferenca com o problema estudado na Secao 4.1 é que, aqui, a condicao
de contorno é de Neumann.

4.5.2 Resolucao do problema

Sejav: Rx R, — Rtalque v = uparax > 0, em que u € a solugdo do PVIC
(87)-(89) e vy é a extensdo simétrica ou par de ug(x) para todo R da condic¢ao inicial
up(z), ou seja, vo(x) = up(z) para x > 0 e vy = ug(—x) para = < 0. Assim, temos o
seguinte problema auxiliar de Cauchy:

vy —kvg, =0, z€R, t>0, (90)
>
o(,0) = voz) = 4 0@ T=0 (91)
up(—x), © <0

Observando que o PVI auxiliar (90)-(91) tem a mesma estrutura do problema estudado
na Secao 3.1, segue que sua solucao é

400
v(xt) = / vo(y)G(z — y, t)dy. (92)

Para explicitar a forma de (92), vamos dividir a integral em partes. Sabemos que
vo € ug € menos seu argumento y. Precisamos transformar a primeira parte da integral
para poder uni-la a segunda parte, introduzindo uma troca de variavel sendo com a
mesma letra y, obtendo a nova variavel —y.

o(at) = / wo(—y)Glz — y, t)dy + / )Gl — v, Ddy. (93)

—0o0
Para inverter a ordem de integragdo multiplicamos por menos um na primeira parte.
Se —y vale —co entdo y é +o0o. Sendo assim, invertemos a primeira integral, obtemos
a mesma variavel e o mesmo limite de integracao podendo ficar com uma integral.
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Dessa forma, ja temos v definida para todo R e para z a restricdo de v de z positivo.

400 +o00
ol ) = / wo(y)G(a +y,)dy + / wo(y)C(x — g, t)dy. (94)

Logo, a solucdo u do PVIC original € a restricdo para x > 0 da solucédo v do pro-
blema auxiliar de Cauchy:

u(z,t) = /0+<><> up(y) (G(z —y,t) + Gz +y,t)dy, x>0, t>0. (95)

Observe que a diferenga entre a solugéo (95) do PVIC (87)-(89) com condicéo de
contorno de Neumann e a solucao (65) do PVIC (58)-(60) com condicao de contorno
de Dirichlet é apenas o sinal do segundo termo do integrando.

4.5.3 Exemplos

A Figura 36 apresenta o comportamento da solug¢éo (95) para k& € {0,1;0,5;2; 10} e
as trés condicdes iniciais senoidal, arcotangente e gaussiana dadas por (37)-(39), res-
pectivamente. Comparando com a Figura 16, correspondente ao PVIC com condicao
de contorno de Dirichlet, observa-se uma mudanca significativa no comportamento
especifico para cada condicao inicial, mesmo mantendo-se 0 comportamento gené-
rico esperado de espalhamento tendente a uniformidade na distribuicdo da grandeza
difundida.

Na Figura 36, a funcéao senoidal para k£ = 0,1 mostra padrdes variados bem defini-
dos, com faixas claras correspondendo as oscilagées da funcdo. Para k = 0,5, a figura
mostra uma transicao suave entre regiées de alta e baixa concentracdo. Para k = 2,
a figura mostra padrées menos marcados, com uma transicdo quase continua entre
as regides. Para £ = 10, mostra uma distribuicdo quase plana, com as oscilagoes
iniciais completamente dissipadas. Com a fung¢édo arcotangente, a figura mostra uma
distribuicdo que se espalha gradualmente para as bordas. A funcdo gaussiana mostra
uma concentracdo densa no meio do dominio, que vai se espalhando até que fique
uma distribuicdo quase constante.



ug(x) = senzx, k =0.1

10—

—
0
0 5
t

uglx) = senx, k& =0.5

10
H 5. ‘
ﬂ__
0 7

t

uglr) = senr, k =2

10
| 5. ‘
o=
0 5

t
= sene, k =10

i

0.5

=]

=]

=]

ug(x) = arctanr, k =0.1

10

5

0 5
t

ug(x) = arctanz, k& =0.5

10

pre— |
0 5

t

uy(x) = arctanr, k =2

10

ﬂ-ﬂ
(] 5

i

g x) = arctanz, k =10
10

5

EII ]

0 5
t

11]

.'1'J'|—.E*"T2 k=0.1

t
uglz) = e,k =0.5

10
5.‘
0

0 5

10

it
uglx) —E"'JJL-Q

5
e k=10

i

57

Figura 36: Solugédo u(x,t) do PVIC (87)-(89) com k € {0,1;0,5;2; 10} e uo(z) de (37)-

(39). Fonte: autoral.
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4.6 Problema com equacao nao homogénea e condicao de con-
torno de Neumann e condicao inicial homogéneas

4.6.1 Formulacao do problema

Nesta segéo, consideramos o seguinte PVIC com fonte f € C(R, x R,):

Uy — kg, = f(,t), (x,t) € RL x RY (96)
uy (0,t) =0, teRy (97)
u(z,0) =0, ze€R, (98)
4.6.2 Resolucao do problema
A solugéo do PVIC (96)-(98) é obtida do principio de Duhamel como
t
u(z,t) = / u™ (x,t — 7)dr, (99)
0
em que u(”(x,t) é a solugéo do seguinte problema de Duhamel
u —kulD) =0, (2,t) e RL xR (100)
ulD(0) =0, tecR, (101)
ulD(2,0) = f(z,7), =Ry (102)

o qual tem a mesma estrutura que o problema (87)-(89) estudado na Sec¢éo 4.5. Logo,
a solucao do problema de Duhamel (100)-(102) é obtida da solucao (95), substituindo

uo(y) por f(y,7):

+o0
ul? (z,t) = fym) (Gx—y,t) + Gz +y,t))dy, >0, t>0 (103)
0
em que G(x,t) € dada por (34).
Portanto, a solucao do PVIC (100)-(102) é obtida ao substituir (103) em (99):

u(z,t) = /0 /0 h fly,7) (G(x —y,t —7)+ G(x +y,t — 7)) dy dr. (104)

4.6.3 Exemplos

A Figura 37 apresenta o comportamento da solugéo (104) para k € {0,1;0,5;2; 10}
e os dois termos fonte dados por (47) e (48), respectivamente. Comparando com a
Figura 19, correspondente ao PVIC com condigéo de contorno de Dirichlet, observa-se
uma mudanca significativa no comportamento especifico para cada condi¢do inicial,
mesmo mantendo-se o comportamento genérico esperado de espalhamento tendente
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Figura 37: Solugao u(x,t) do PVIC (96)-(98) com k € {0.1,0.5,2,10} e f(x,t) de (47) e
(48). Fonte: autoral.
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Na Figura (37), para f(z,t) = e ‘'arccot(x), a solugdo decresce ao longo do
tempo, resultando em uma dispersdo mais lenta e concentrada nas fases iniciais.
Para f(xz,t) = e tarccot(x), a fungdo mostra uma dispersdo mais ampla, enquanto
f(x,t) = t(1 — e ") apresenta uma concentracdo maior na regido central.

4.7 Problema com equacao nao homogénea com condicao inicial
nao homogénea e de contorno de Neumann homogénea

4.7.1 Formulacao do problema

Nesta seg¢do, consideramos o seguinte PVIC com fonte f € C(R, x R,):

w — kug, = f(zt), (xt) € RL xR (105)
uz(0,t) =0, teRy (106)
u(z,0) = up(z), =eRy (107)

4.7.2 Resolucao do problema

A solucao do PVIC (105)-(107) é obtida pelo principio de superposicao, onde, ao
definir v = v + w, 0 problema é decomposto em dois subproblemas: um, como (87)-
(89) para v, e o outro, como (96)-(98) para w. Portanto, a solucdo é obtida somando
as solucoes (95) e (104) dos problemas nas Secodes 4.5 € 4.6

ula t) = / o) (Gl — 1) + Gl + . 1))dy
0 (108)

—l—/ot /0+00 fly,7) (G(z —y,t — 1)+ G(x +y,t — 7)) dydr.

4.7.3 Exemplos

As Figuras 38-41 apresentam o comportamento da solugéo u(x,t) em (108) para
k € {0,1;0,5;2;10}.

Na Figura 38, a solugao u(z,t) para um valor baixo de & resulta em uma concentra-
cao mais acentuada da solucéo perto do ponto inicial, indicando uma alta densidade
perto do ponto de origem e uma dispersao lenta ao longo do tempo.

Na Figura 39, a solu¢do u(x,t) mostra um padrdo mais suave em comparagao a
k = 0,1. As cores ou niveis de contorno indicam uma dispersdo que se afasta do
ponto de origem, mas ainda ha uma concentrac¢ao significativa no centro.

Na Figura 40, a solucdo u(z,t) é rapida e a solugéo se espalha pelo espago de ma-
neira mais uniforme e suave no espago. Os niveis de contorno indicam uma dispersao
gue ocupa uma area maior e se afasta rapidamente do ponto inicial.

Na Figura 41, a solu¢do u(x,t) mostra uma distribuigdo diversificada, com pouca
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variacdo de densidade ao longo do espaco. A solucao se espalha rapidamente e
atinge um estado quase uniforme em um tempo curto.
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Figura 38: Solugéo u(z,t) em (108) para as condigdes iniciais uo(z) em (37)-(39) e
termos fonte f(x,t) em (47)-(48) para k = 0,1. Fonte: autoral.

Df(:r, t)=#(1— e’*ﬂ}, uy(zx) = arctanz

-3

@

s

(&)

f(z t) = e arccote, uglx) = [z, t) = e 'arccotx, uylz) = arclans flz, t) = e 'arceotz, uy(z) = e
10 1 16 10
12
: 1 14
8 8
: 12 b
05 6 1 6 08
. H 08 H 08
2 06 «
04
-0.5 2 0 2
02 0.2
0 0 0
1 2 2 3 4 5 1 2 3 4 5
t
fla,t) = t{1— e™"), () = sens Fla,t) = t{1— ™), ug(z) = arctans Fat) =t — ™), up(z) = e
10 10 0
12 12
| 12
8 10 8 10
| 10
& 8
6 6 8
= B ] B 8
L]
4 4 4
i 4
2
2 2 = 2
0
0 0
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
i i3

Figura 39: Solugéo u(z,t) em (108) para as condigdes iniciais uo(z) em (37)-(39) e
termos fonte f(x,t) em (47)-(48) para k = 0,5. Fonte: autoral.
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Figura 40: Solugéo u(z,t) em (108) para as condigdes iniciais uo(z) em (37)-(39) e
termos fonte f(x,t) em (47)-(48) para k = 2. Fonte: autoral.
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Figura 41: Solugéo u(z,t) em (108) para as condigdes iniciais uo(z) em (37)-(39) e
termos fonte f(x,t) em (47)-(48) para k = 10. Fonte: autoral.

No seguinte capitulo serdo estudados problemas em dominios limitados.



5 PROBLEMAS EM DOMINIOS LIMITADOS

5.1 Problema com equacao homogénea, condicoes de contorno
homogéneas e condicao inicial nao homogénea
5.1.1 Formulacao do problema

Nesta secdo, consideramos o seguinte tipo de problemas de valores iniciais e de
contorno:

w— ke = 0, (2,8) € (0,0) x R, (109)
w(0,t) = u(lt) =0, teRy, (110)
w(z,0) = uo(z), = €]l0,1], (111)

em que u,(0) = uo(l) = 0 para compatibilidade entre as condi¢cdes de contorno e inicial.
Observamos que as condicdes de contorno de Dirichlet (110) (ou qualquer uma delas)
podem ser trocadas por condigdes de Neumann ou Robin, segundo a situagéo real que
se pretenda modelar. Contudo, o procedimento de resolugdo apresentado a seguir, 0
método de separacao de variaveis de Fourier, ndo é afetado por mudancas desse tipo,
pois apenas mudaram as condi¢cbes do problema de Sturm-Liouville correspondente.

5.1.2 Resolucao do problema

Para resolver o problema (109)-(111), utilizaremos a técnica de separagéo de va-
riaveis, ou seja, assumimos que a solucdo admite uma fatoracdo da forma

u(zt) = X(x)T'(t). (112)
Substituindo (112) em (109), temos

X(2)T'(t) = kX" (2)T(t), (113)
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na qual dividimos ambos os lados por kX (z)T'(t) para separar variaveis e obter

"y _ X'(z)

KT X(z) — (114)

em que A € R é uma constante de separacao que resulta da igualdade de fungdes de
variaveis diferentes em (114). A partir de (114), obtém-se as duas seguintes equacoes
diferenciais ordinarias para os fatores temporal 7'(¢) e espacial X (z), respectivamente,
da incognita u(z,t):

T'(t) + \kT'(t) = 0, (115)

X"(x) + AX (z) = 0. (116)

A solugao principal de (115) é
T(t) = e, (117)

para qualquer A € R. Por outro lado, a solucdo de (116) depende do sinal de A e
das condi¢cdes de contorno obtidas de subsituir a fatoracdo (112) nas condi¢des de
contorno (110) do problema, como segue:

X(0)T(t) = X()T(t) = 0 = X(0) = X(I) = 0. (118)

Observe que a equacao diferencial (116) sujeita as condicbes de contorno em
(118), constitui o problema de Sturm-Liouville estudado na se¢édo 2.2, de onde se-
guem os autovalores ), e as autofungdes X, (x), n € N, dados por

n-mw nmwx

A = Xp(x) = sen —, n €N, (119)

de onde, junto com (117), tem-se

2 th
Tn(t)—exp{—n 7;2 } n e N. (120)

Logo, da fatoracao (112), junto com as autofuncdes em (119) e a familia de expo-
nenciais (120), obtém-se a familia

2,2
un(x,t) = Xp(2)To(t) = sennlﬂexp {_n 7;2 kt} , neN, (121)
de solugbes da equacéao diferencial (109) que cumprem as condi¢cdes de contorno
(110). Porém, observa-se que, em geral, nenhuma das fungdes u,(z,t) em (121)
cumpre a condicao inicial, pois wu,(z,0) = X, ()71, (0) = X,(z) # ue(x). Por outro lado,
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lembrando do teorema enunciado na Secao 2.2, é possivel obter a série de Fourier
da condicao inicial u(z) em termos das autofungdes X, (z), pois, se considerarmos a
solucao u(x,t) como uma superposi¢cao ponderada da familia das w,,(z,t), ou seja,

= i Crun(z,t), (122)

segue que a condigdo inicial ug(x) tem uma representagdo em série de Fourier em
termos das autofungbes X, (z) com os mesmos coeficientes que (122). Com efeito,

up(z) = u(z,0) = i": Chiy(,0) Z Cn X ( Z C,, sen m, (123)

de onde, empregando ortogonalidade das autofunc¢des X, (x) em (119), tem-se (14)
com f =ug € c, =c,, n €N, 0U seja,

9
ZO sen 2% C, = 7/ uo(x) sen #dz (124)
0

e, portanto, a solugéo u(z,t) do problema original (109)-(111) é

= nmwx n’m2kt 2 (! nmwr
u(z,t) :ZC”SGDTGXP{_T}’ C, = —/0 up(x )seanx (125)

5.1.3 Exemplos

Observa-se em (125) que a solugao u(z,t) depende da difusividade £ > 0 apenas
no expoente negativo do fator temporal exponencial, de onde segue, como esperado,
que a difusdo ocorrera mais rapidamente para valores maiores de k. Ainda, o fator
temporal exponencial faz com que a solugdo cumpra que kh_g}o u(z,t) = tli\r& u(z,t) =0
independentemente da condigdo inicial uy(z). Com tais considera¢des, vamos consi-
derar k = 1 nos exemplos a seguir.

5.1.3.1 Condig&o inicial senoidal

Consideramos aqui a condig&o inicial ug(x) = senz na solugdo (125) do pro-
blema original (109)-(111), e veremos 0 seu comportamento no dominio espacial
(0,m). Observamos que, em LEMOS et al. (2021), resolvemos um problema seme-
lhante com condigéo inicial uo(z) = senwz e dominio espacial (0,1), pela aborda-
gem alternativa da transformada de Laplace das formas puramente analitica e semi-
analitica, com inversdo numérica da transformada de Laplace pelo algoritmo Talbot
Fixo de ABATE; VALKO (2004). Ainda, aproveitamos para declarar que, em SILVA;
PEREZ-FERNANDEZ (2021), aplicamos com sucesso essa abordagem semi-analitica
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da transformada de Laplace para resolver o problema homogeneizado das oscilagdes
forcadas de uma barra microperiédica funcionalmente graduada.
Neste caso, de (125) tem-se que
u(z,t) = Z Coe ™ tsennz, C,= 2 /7r sen x sennx dx, (126)
n=1 T Jo

de onde, em virtude da ortogonalidade em L?(0,r) da familia de autofungdes X, (z) =
sennx, n € N, que contém a condi¢do inicial paran = 1, ou seja, X;(z) = up(z), tem-se
gue os coeficientes séo C,, = 41, sendo d,,,, a delta de Kronecker (6,,, = 1se m =n
e 4., = 0 se m # n). Logo, com tais consideracdes, de (126) segue que a solucao é

u(x,t) = e 'senuw, (127)
cujo grafico é apresentado na Figura 42.
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Figura 42: Solugédo u(x,t) em (127) do problema (109)-(111) com k = 1,1 = 7w e
up(z) = senz. Fonte: autoral.

A Figura 42 forma uma curva suave que atinge o pico no meio, ou seja, em z = 7,
e vai se espalhando conforme o tempo vai passando até atingir o equilibrio.
5.1.3.2 Condicéo inicial polinomial quadratica

Consideramos agora a condi¢ao inicial ug(z) = z(1 — z) na solugéo (125) do pro-
blema original (109)-(111), e veremos o seu comportamento no dominio espacial (0,1).
Neste caso, de (125), tem-se que:

> 1
u(x,t) = Z Cne—nzﬁt sennmx, Cn = 2/0 J}(l — J}) SeNnnNmTIr dl‘, (128)
n=1
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de onde, integrando por partes duas vezes para obter os coeficientes C,,, n € N, tem-
se que C, = 8/n37® para n impar e C,, = 0 para n par, respectivamente. Logo, com
tais consideracdes, de (126) segue que a solucéo é

8e~(2n=1’"*t gen((2n — 1)mz)

ulzt) = Z (2n — 1)3x73

n=1

(129)

Y

cujo grafico é apresentado na Figura 43.
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Figura 43: Solug¢do u(x,t) em (129) do problema (109)-(111) com k = 1, [ = 1 e
up(z) = z(1 — x). Fonte: autoral.

Na Figura 43, a curva inicial € uma parabola com pico no meio do intervalo z = 0,5.
A curva comeca a baixar suavemente, se dissipando, a forma parabdlica vai ficando

cada vez mais achatada até atingir o equilibrio.
5.2 Problema com equacao nao homogénea e condicoes de con-
torno e inicial homogéneas

Formulacao do problema

5.2.1
Nesta sec¢do, consideramos 0 seguinte tipo de problemas de valores iniciais e de
contorno:
U — Kuge = f(x,t), (x,t) € (0,1) x RY, (130)
w(0,t) = u(lt) =0, teRy, (131)
(132)

u(z,0) =0, ze€]l0,]],

em que f(0,t) = f(l,t) = 0 para compatibilidade com as condigdes de contorno no

problema auxiliar de Duhamel que resulta da aplicagdo desse principio.
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5.2.2 Resolucao do problema

Para resolver o problema (130)-(132), utilizaremos o principio de Duhamel, com
base na solucéo (125) obtida na Secédo 5.1. Especificamente, a solucdo do problema
(130)-(132) é

t
u(z,t) = / u™ (x,t — 7)dr, (133)
0
em que u(”(z,t) é a solugéo do problema auxiliar de Duhamel
ul” —kul) =0, (x,t) € (0,l) x R", (134)
d(0.4) = uD(Lt) =0, teR,, (135)
u(z,0) = f(z,7), xe€l0,]. (136)

Observamos que o problema de Duhamel (134)-(136) tem a mesma estrutura que
o problema (109)-(111) estudado na Secgéo 5.1. Logo, sua solugdo u™(z,t) tera o
mesmo formato que (125) trocando uy(z) por f(z,7). Especificamente,

2)it 2 [
ZD sen@exp{ 7;—2} , Dy (1) = 7/ f(z,7)sen nlﬂdm, (137)
0

de onde a solucao u(x,t) do problema (130)-(132) é obtida ao substituir (137) em (133),
trocando t por t — 7, ou seja,

Z E,(t) sen @ / D, (1) exp { le(t —7) } dr, (138)

em que D, (7) & dado em (137).

5.2.3 Exemplos

Nos exemplos a seguir, consideramos £ = 1.

5.2.3.1 Fonte temporalmente exponencial e espacialmente senoidal

Consideramos aqui o problema (130)-(132) com o termo fonte f(x,t) = ¢’ senx no
dominio (0,7). Logo, segue de (137) que Ci(7) = ¢" e C,(7) = 0, n > 1. Logo,
a solugéo do problema de Duhamel é u(”(z,t) = e~*~"senx, a qual, subsituida em
(133), produz a solugao

u(x,t) = senhtsenz, (139)

cujo grafico é apresentado na Figura 44.
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ulz, t)

=TT e

Figura 44: Solugao u(x,t) em (139) do problema (130)-(132) com k£ = 1, [
f(x,t) = e'senz. Fonte: autoral.
Na Figura 44, a solucao descreve a difusdo de uma funcao fonte que depende

exponencialmente do tempo e é senoidal no espago .

5.2.3.2 Fonte temporalmente linear e espacialmente polinomial quadratica
Consideramos agora o termo fonte f(z,t) = tz(1—2z) no dominio (0,1). Logo, segue
de (137) que C, (1) = 87/n373 para n par e C,(7) = 0 para n impar. Logo, a solugéo

do problema de Duhamel é
W (a.t) = i": 876—<2n—lz;:t_sef)g(j? - 1)7rx)? (140)
n=1
a qual, subsituida em (133), produz a solugéo
wled) = i 8(e—(2n—1’7%t 4 (Qn(;nl)jq;tﬂ—? 1)sen((2n — 1)7rx)’ (141)
n=1

cujo grafico é apresentado na Figura 45.
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Figura 45: Solug¢do u(x,t) em (141) do problema (130)-(132) com k = 1, [ = 1 e
f(z,t) = tx(1 — x). Fonte: autoral.

A Figura 45, mostra uma transi¢cao suave entre as regides de alta e baixa concen-
tracdo, com uma amplitude crescente no centro do dominio, refletindo o aumento da
influéncia da fonte.

5.3 Problema com equacao nao homogénea, condicoes de con-
torno homogéneas e condicao inicial nao homogénea

5.3.1 Formulacao do problema

Nesta sec¢do, consideramos 0 seguinte tipo de problemas de valores iniciais e de
contorno:

Uy — kuxm = f(.T,Zf), (ZL‘,t) S (Oal) X Rj—? (142)
u(0,t) =u(l,t) =0, teR,, (143)
u(z,0) = up(z), =z €10, (144)

em que f(0,t) = f(l,t) = 0 e ug(0) = up(l) = 0 para compatibilidade com as condi¢des
de contorno.

5.3.2 Resolucao do problema

A solucao do PVIC (142)-(144) é obtida pelo principio de superposicéo, onde, ao
definir u = v + w, o problema é decomposto em dois subproblemas: um, como (109)-
(111) para v, e 0 outro, como (130)-(132) para w, respectivamente. Portanto, a solugao
€ obtida somando as solugdes (125) e (138) dos problemas estudados nas sec¢des 5.1
e 5.2, respectivamente. Assim, a solu¢éo u(z,t) do problema (142)-(144) é



. 2kt
(xt) = ZF (t) sen @, F.(t) = C’nexp{— 7;2 } + E,(1),
n=1
em que
: m2k(t
C, = 2 / up(z) sen —— g / D, (1) exp { nrk(t = 1) } dr,
L Jo l oz
com
/ f(z,7)sen mda;

5.3.3 Exemplos

Nos exemplos a seguir, consideramos k = 1.
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(145)

(146)

(147)

5.3.3.1 Fonte temporalmente exponencial e espacialmente senoidal, e condig&o ini-

cial senoidal

Consideramos aqui o problema (142)-(144) com termo fonte f(z,t) = e'senz e
condicdo inicial ug(x) = senx no dominio (0,7). A solugao u(z,t) € a superposicao de

(127) e (139) obtendo-se:
u(x,t) = coshtsenz,

cujo grafico é apresentado na Figura 46.

ufx, £

(148)

Figura 46: Solucéao u(z,t) em (139) do problema (142)-(144) com k = 1,1l =7, f(x,t) =

e'senx e ug(x) = senz. Fonte: autoral.

Na Figura 46, a solucdo resulta em uma distribuicdo uniforme conforme o tempo

avancga, e uma amplitude maior na regiao central.
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5.3.3.2 Fonte temporalmente linear e espacialmente polinomial quadratica, e condi-
¢ao inicial polinomial quadratica
Consideramos aqui o problema (142)-(144) com termo fonte f(z,t) = tz(1 — z) e
condi¢do inicial ug(xz) = (1 — z) no dominio (0,1). A solugéo u(z,t) é a superposi¢éo
de (129) e (141) obtendo-se

@ﬁ):iisqen_m%#+1k4%4fﬂt+@n—1yw%—1mam@n—nw@7“4%

2n— 1)

n=1

cujo grafico é apresentado na Figura 47.
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Figura 47: Solugéo u(x,t) em (139) do problema (142)-(144) comk = 1,1 =1, f(z,t) =
tx(l —x) e up(x) = z(1 — z). Fonte: autoral.

Na Figura 47, observa-se uma concentracdo maxima no centro do dominio e va-
lores proximos de zero nas extremidades. O formato € semelhante a uma parabola,
com uma elevagao de nivel na regido central. A medida que o tempo avanca, a figura
apresenta uma distribuicao suave, com o maximo de concentracdo ainda no centro
do dominio, mas agora com uma transicdo mais gradual para as extremidades. A
amplitude € maior do que nos tempos iniciais, refletindo o efeito acumulado da fonte.

No seguinte capitulo serdo estudadas algumas aplicacoes.



6 ALGUMAS APLICACOES

6.1 Conducao do calor no solo

BRUM (2013) estudou o seguinte problema da condugao do calor no solo:

oT or . .
E—&gzo, (Z,t)€R+XR+, (150)
T(0,t) =Ty + bgsenwt, T(+oo,t) =Ty, te€Ry, (151)

em que T'(z,t) & a temperatura do solo em fungéo da profundidade = e do tempo ¢,
a € R é condutividade térmica do solo considerado homogéneo e semi-infinito, 7;, €
a temperatura média, 6, é a amplitude da oscilacao térmica da superficie do solo e w
é sua frequéncia, de maneira que 7 = 27 /w é 0 periodo.

Observe que (150)-(151) é um problema em dominio infinito, mas, em contraste
com os problemas estudados no Capitulo 4, apresenta uma condigcdo de contorno
para z — -+oo no lugar de uma condicao inicial.

Com tais consideragdes, BRUM (2013) resolveu o problema (150)-(151) por sepa-
ragao de variaveis, mas nao empregando séries de Fourier como no Capitulo 5, senéo
utilizando uma técnica de autovalores complexos, chegando na solugéao

T(z,t) = Ty + O exp {—\/%z} sen (wt - \/%z) . (152)

Por outro lado, em BARBOSA et al. (2024), consideramos a abordagem desenvol-
vida na Secéo 4.4 para o problema definido pela equacao diferencial (150), a condicdo
de contorno em z = 0 de (151), e, em lugar da condicado de contorno em z — +oco de
(151), a condicéo inicial obtida de (152) fazendo ¢ = 0:

T(2.0) = Ty — B oxp {_\/%} (\/%) . (153)

Assim, na coluna da esquerda da Figura 48, a solugdo 7'(z,t) do problema (150),
(151); e (153), que obtivemos em BARBOSA et al. (2024) como (86) pela abordagem
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da Secao 4.4 é comparada com a solucao (152) do problema (150), (151) obtida por
BRUM (2013) para o = 0,057m?/dia, Ty = 18,7°C, 6, = 6,28°C' e T = 365 dias corres-
pondentes a medicdes realizadas em 2007 para um lote de solo argiloso do municipio
de Viamao-RS, obtendo-se um erro maximo absoluto de 0,1975°C.

Ainda, na coluna da direita da Figura 48, os perfis espaciais das duas solugdes ana-
liticas s&o apresentadas em comparagdo com dados experimentiais correspondentes
a um dia de verao (26/01/2007) e um dia de inverno (28/07/2007), respectivamente.
Em todos os casos, observa-se o cumprimento da condi¢cao no infinito, ou seja, que
a temperatura 7'(z,t) tende para a temperatura média 7, a medida que aumenta a
profundidade = e em qualquer dia ¢t do ano. Em geral, observa-se uma 6tima concor-
dancia entre as duas abordagens analiticas, havendo também boa concordancia com
0s experimentos.
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Figura 48: Comparacao entre duas abordagens analiticas e com experimentos para a
distribuicao da temperatura no solo. Fonte: autoral.
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6.2 Transporte de um poluente em um aquifero

Chama-se aquifero ao solo ou a formacgao geoldgica cuja permeabilidade permite
o0 armazenamento ou o fluxo de dgua. Assim, a agua (junto as particulas, substan-
cias e/ou microorganismos que ela contém e/ou transporta) ocupa e flui pela rede de
espacos (poros) no interior da matriz sélida e absorvente do solo. Sendo assim, se al-
gum poluente contamina a 4gua, ele sera transportado junto, trazendo potencialmente
diversos impactos ecoldgicos e a saude publica negativos. Logo, resulta importante,
para a prevengao de tais impactos, o estudo prévio desse fenbmeno mediante, por
exemplo, a modelagem matematica.

Para ilustrar essa abordagem, seguimos LOGAN (2015) para formular uma equa-
cao diferencial a partir de uma lei de conservagao para a concentracdo C(x,t) do po-
luente em um aquifero cilindrico longo de secao transversal A e isolado lateralmente.
O poluente é transportado pela agua, a qual ocupa uma fragcdo volumétrica w com
relacdo ao volume total do aquifero. A lei de conservacao para o poluente afirma que,
em uma porcao arbitraria [a,b] > = do aquifero, a taxa de variagado da sua concentra-
cao € igual ao seu fluxo para o interior da porcdo em x = a, menos seu fluxo para
o exterior da por¢cdo em x = b, mais a taxa de adsorgao/dessorg¢ao S;(x,t) do polu-
ente pelas particulas de solo no aquifero, em que S(z,t) € a quantidade do poluente
adsorvida/dessorvida. Assim, a lei de conservacao é formulada como

b b
2/ wC(z,t)Adx = A¢(a,t) — Ap(bt) — / wS(x,t)Adz, (154)

ot
em que o fluxo ¢(z,t) é formado por contribui¢des de trés fendmenos de transporte, a
saber, adveccéao (transporte volumétrico), difusdo molecular (movimento aleatério de
particulas em agua parada medido via lei de Fick) e dispersdo cinematica (espalha-
mento tortuoso pelas redes de poros interconectados), cujos fluxos sao,

¢adv = AVC, ¢m0l = _AWDmolO$7 ¢czn($7t) = _AWDcinCra (155)

respectivamente, em que V' é a velocidade de inflitracdo ou de Darcy, D,,,;, > 0 é
o coeficiente de difusdo molecular, e D.,, = D.,(V) € o coeficiente de dispersao
cinematica (em geral, D, > D,,,). Assim, o fluxo total A¢(z,t) € a soma dos trés
fluxos em (155). Substituindo (155) na lei de conservacao (154) e levando em conta a
arbitrariedade da por¢éo [a,b], obtém-se a lei de conservag¢do em forma diferencial

Cy = DCyy — vCy — Sy, (156)

emque D = D, + Den, € v = V/w é a velocidade média. Observe que a lei de
conservacao (156) tem duas incégnitas, C(z,t) e S(x,t), pelo qual uma relacdo de
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fechamento é necesséaria. Aqui supomos que S(z,t) = KC(z,t), K > 0, a qual, de
substituir-se em (156), produz a equacgéo de reacao-adveccao-dispersao

C, = DC,y — vC, — KC, (157)

a qual se transforma na equacao de difuséo ¢; = Dc,, mediante a troca de variaveis

v 2

C(x,t) =clxt)e®™ P a=—, B=K+ Y

= 5D 1D (158)

Portanto, seria suficiente fornecer condi¢ées inicial e de contorno adequadas para a
nova variavel de concentragdo c(x,t) para podermos aplicar as metodologias estuda-
das nesta dissertacdo. Ainda, outras abordagens metodolégicas analiticas e compu-
tacionais para problemas multidimensionais para equag¢ées como (157) em contextos
similares ao desta aplicagdo sado encontradas. por exemplo, em CAMELO (2024),
KONRADT (2024) e SILVA (2016, 2024).

No seguinte capitulo apresentam-se as conclusdes desta dissertacao.



7 CONCLUSOES

Nesse trabalho, estudamos a resolugdo de problemas de equacgdes de difusao
homogéneas e ndo homogéneas em dominios espacialmente infinitos, semi-infinitos
e limitados com condicdes iniciais homogéneas e ndao homogéneas, abordando os
objetivos especificos 1, 2 e 3.

Para resolver os problemas foram aplicadas a fun¢ao de Heaviside, o principio de
Duhamel e o principio de superposi¢cdao. Nos dominios infinitos e semi-infinitos, a fun-
cao de Heaviside simplifica a formulacao de solugcbes basicas na solugaofundamental
do problema de difusdo, permitindo lidar com problema de pertubacées localizadas.
Para dominios limitados, ela permite construir solugdes por partes, facilitando a apli-
cacao de métodos como séries de Fourier e funcbes de Green.

O principio de Duhamel permitiu converter um problema complexo, em decorrén-
cia de termos ndo homogéneos dependentes do tempo, em uma solucdo simples e
acessivel. Essa abordagem fundamentada na linearidade, demosntrou ser ndo ape-
nas eficiente sob o ponto de vista analitico, como também fisicamente intuitiva, ao
permitir que a solucéo fosse interpretada como o acumulo das contribuices instan-
taneas do termo fonte. Essa perspectiva transforma o principio de Duhamel em uma
ferramenta importante para modelar diversos aspectos praticos, a exemplo da propa-
gacao de calor em sistemas de geracao térmica pulsante, a difusdo de emissdes com
emissao intermitente e propagacao de ondas de concentracdo em reagdes quimicas
acopladas ao transporte difusivo.

O principio de superposicao € uma importante ferramenta na resolugdo de equa-
cbes de difusdo, fundamentada na linearidade dessas equacodes diferenciais. Essa
caracteristica permite que solucdes de problemas complexos sejam construidas pela
soma das solugdes de problemas mais simples. Essa abordagem modular ndo apenas
simplifica a analise matematica, mas também fornece uma visdo clara e estruturada
das caracteristicas fisicas envolvidas.

No Capitulo 1, foi apresentada uma breve histéria sobre a difuséo e a revisao bibli-
ografica sobre o referido tema.

No Capitulo 2, falamos sobre o Principio de Duhamel, problemas de Sturm-Liouville
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e séries de Fourier.

No Capitulo 3, foram estudados os problemas para dominios infinitos. Primeiro,
na Secéao 3.1, foi construida a solucao fundamental correspondente a equacao homo-
génea e condicao inicial unitaria na origem, a qual foi utilizada para obter a solucao
para uma condic¢do inicial continua e limitada arbitraria. Em seguida, na Sec¢éo 3.2,
estudou-se a equagado ndo homogéna sujeita a uma condic¢ao inicial homogénea, cuja
solucao foi obtida mediante o principio de Duhamel utilizando a solucao para equacao
homogénea e condicao inicial ndo homogénea. O Capitulo 3 se encerra com a Se¢ao
3.3, em que o principio de superposi¢cao é utilizado para obter a solu¢do da equacéo
nao homogénea sujeita a condigao inicial também ndo homogénea, em termos das
duas solugdes obtidas nas duas sec¢des anteriores.

No Capitulo 4, foram estudados os problemas para dominios semi-infinitos. Na
Secéo 4.1, a solucdo em dominio semi-infinito foi construida em termos da restricao
da solucao para dominio infinito, obtida tomando a extensdo antissimétrica da con-
dicdo inicial, em termos da solugédo para equacdao homogénea com condicdo inicial
ndo homogénea e condicdo de contorno de Dirichlet homogénea. Na Secéo 4.2, te-
mos a equacao ndo homogéna sujeita a condicdes inicial e de contorno de Dirichlet
homogéneas, cuja solucao foi obtida mediante o principio de Duhamel em termos da
solucao do problema da Sec¢éo 4.1. Para a Sec¢éo 4.3, consideramos a equac¢ao nao
homogéna com condicao de contorno de Dirichlet homogénea e condicao inicial ndo
homogénea, onde a solucao é obtida pelo principio de superposicao das solucdes dos
problemas das Secbes 4.1 e 4.2. Na Secao 4.4, consideramos a equagao homogé-
nea e condicdes inicial e de contorno de Dirichlet ndo homogéneas, onde a solugao
€ obtida mediante homogeneizacao da condicao de contorno mediante uma troca de
variaveis que transforma o problema em outro como o da Sec¢édo 4.4. Na Secao 4.5,
consideramos a equacdo homogénea, condicdo de contorno de Neumann homogé-
nea e condicao inicial nao homogénea, em que a solucao é a restricdo da solucéao
do problema auxiliar em dominio infinito obtido considerando a extensao simétrica da
condicao inicial. Para a Se¢éo 4.6, consideramos a equagdo ndo homogénea, e con-
dicbes de contorno de Neumann e inicial homogénea, onde a solucao é obtida do
principio de Duhamel. Na Secao 4.7, consideramos a equacao nao homogénea, con-
dicdo de contorno de Neumann homogénea e condi¢do inicial ndo homogénea, em
que a solucéo é obtida pelo principio de superposicdo das solucdes dos problemas
nas Secoes 4.5 e 4.6.

No Capitulo 5, foram estudados os problemas para dominios limitados. Primeiro,
na Secao 5.1, consideramos a equagdo homogénea e condicdes de contorno de Di-
richlet e condicao inicial ndo homogéneas, em que a solugédo é obtida pelo método
de separacao de varaveis de Fourier. Na Secao 5.2, consideramos a equagao nao
homogénea, condi¢cées de contorno de Dirichlet homogéneas e condigéo inicial ho-
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mogénea, onde a solucao é obtida pelo principio de Duhamel com base na solugéo
da Secdo 5.1. Na Secéo 5.3, consideramos a equacédo nao homogénea, condi¢cdes
de contorno de Dirichlet homogéneas e condicdo inicial ndo homogéneas, em que a
solucao é obtida pelo principio de superposicao das solucdes obtidas nas Secdes 5.1
e b.2.

Para todos os casos estudados nos Capitulos 3, 4 e 5 foram apresentados exem-
plos para varios tipos de condicdes iniciais e termos fonte. Os exemplos tratados
ao longo desse estudo permitiram uma andlise dos métodos de resolucao, evidenci-
ando suas potencialidades, ssa abordagem pratica reforgou a relevancia bdos mes-
mos. Além de contribuir para o aprofundamento teérico no campo das equacgdes de
difusao.

Este estudo buscou oferecer ferramentas praticas para aqueles que trabalham com
problemas de difusdo em suas areas de atuacdo, podendo servir também como base
de pesquisa para professores e estudantes.

No Capitulo 6 foram mostradas algumas aplicacées. Na Secao 6.1 apresentamos
um modelo simplificado para a conducéo de calor no solo, em que a solugéo € obtida
como na Secao 4.3 e é comparada com a solucao obtida por separacao de variaveis
na literatura e também com experimentos, e observando-se uma étima concordan-
cia entre as duas abordagens analiticas, havendo também boa concordancia com os
experimentos. Na Secdo 6.2 apresentamos a obtencdo, via lei de conservagao, de
uma equacao de reagao-adveccgao-dispersao para o transporte de um poluente em
um aquifero, a qual é transformada em uma equagéo de difusdo homogénea mediante
uma troca de variaveis, de maneira que seria suficiente fornecer condicdes iniciais e de
contorno adequadas para uma nova incognitas e assim poder aplicar as metodologias
estudadas nesta dissertacéao.

No futuro pretende-se estudar e aplicar outras abordagens metodolégicas de re-
solucdo como as transformadas integrais (principalmente de Fourier e de Laplace) e
os métodos numéricos (especialmente de diferencas finitas), as cobinagdes entre elas
e com as apresentadas nesta dissertacdo. Além disso, pretende-se estudar proble-
mas em duas e trés dimensdes espaciais e investigar possiveis generalizacées dos
métodos estudados no caso unidimensional na dissertagdo. Ainda, pretende-se con-
siderar ndo-linearidades que representam fenémenos difusivos mais complexos como
por exemplo, quando a difusividade depende da densidade. Ainda mais, pretende-se
considerar a difusdao em meios heterogéneos, em que a difusividade depende da po-
sicdo. Observa-se que € possivel considerar varias outras generalizacées mediante
a combinacao das situagdes descritas acima. Observa-se também que outras abor-
dagens analiticas, semi-analiticas ou numéricas de resolucao serdao necessarias para
tais situagdes mais complexas.
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