
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PELOTAS
Instituto de Fı́sica e Matemática
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profissional.



Ao longo do tempo muitos homens conseguiram atingir o êxtase da criação. A
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RESUMO

SANTOS, Antonio Marcos de Oliveira dos. APLICAÇÃO DE UM MODELO MA-
TEMÁTICO SEIR COM QUARENTENA E VACINAÇÃO PARA O ESTUDO DA
MPOX NO BRASIL. 2023. 79 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem Matemática)
– Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática, Instituto de Fı́sica e
Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2023.

A epidemia de varı́ola foi uma das mais aterrorizantes doenças já documenta-
das, causando inúmeras mortes por todo o mundo. O controle dessa doença só foi
possı́vel graças às ações tomadas por autoridades de saúde, sendo considerada
erradicada. Em julho de 2022, a OMS decretou emergência global de saúde pública
devido ao retorno da doença e do alto ı́ndice de surtos por todo o mundo, surtos
estes não restritos apenas a regiões endêmicas como foi no passado. Segundo as
autoridades de saúde isso se dá devido à diminuição da vacinação e à dificuldade
em rastrear pessoas infectadas. Neste trabalho é feito um estudo de um modelo
epidemiológico do tipo SEIR para analisar os dados da mpox no Brasil. O modelo
utilizado é resolvido pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem e quatro estágios,
a fim de estimar as curvas dos indivı́duos infectados ao longo do tempo. O modelo
é validado com dados de um surto epidêmico que aconteceu em 1972 em Kosovo.
Os dados do atual surto do vı́rus mpox no Brasil foram coletados diretamente na
página do Ministério da Saúde e verificou-se que em cenários distintos, a simulação
do modelo teve o mesmo comportamento do surto ocorrido em Kosovo. O modelo
também foi utilizado para verificar o efeito da vacinação e de quarentenas.

Palavras-chave: Mpox, Modelo matemático, Epidemiologia, Varı́ola.



ABSTRACT

SANTOS, Antonio Marcos de Oliveira dos. APPLICATION OF A SEIR MATHE-
MATICAL MODEL WITH QUARANTINE AND VACCINATION FOR THE STUDY OF
MPOX IN BRAZIL. 2023. 79 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem Matemática)
– Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática, Instituto de Fı́sica e
Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2023.

The smallpox epidemic was one of the most terrifying diseases ever documented,
causing countless deaths all over the world. The control of this disease only was
possible thanks to actions taken by health authorities, being considered eradicated. In
July 2022, the WHO declared a global public health emergency due to the return of
the disease and the high rate outbreaks throughout the world, these outbreaks are not
restricted to endemic regions as in the past. According to health authorities, this is due
to a decrease in vaccination and the difficulty in tracking infected people. In this work
it is made a study of an epidemiological model of the SEIR type to analyze the mpox
data in the Brazil. The model used is solved by the fourth-order Runge-Kutta method
and four stages, in order to estimate the curves of infected individuals over the course
of of time. The model is validated with data from an epidemic outbreak that happened
in 1972 in Kosovo. Data from the current mpox virus outbreak in Brazil were collected
directly on the Ministry of Health page and it was found that in different scenarios, the
model simulation had the same behavior as the outbreak occurred in Kosovo. The
model was also used to verify the effect vaccination and quarantine.

Keywords: Mpox, Mathematical model, Epidemiology, Smallpox.
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Ei Número de contatos latentes rastreados
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REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

ANEXO A TABELA DE R0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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1 INTRODUÇÃO

A mpox é uma doença endêmica em paı́ses da África Central e Ocidental, causada
pelo vı́rus Monkeypox, do gênero Orthopxvirus e famı́lia Poxviradae (que fazem parte o
vı́rus da varı́ola, o vı́rus usado na vacina contra a varı́ola, e o vı́rus da varı́ola bovina),
e foi identificado pela primeira vez no ano de 1958 em macacos (vale lembrar que
apesar do nome, esses primatas não são hospedeiros do vı́rus). A mpox geralmente
se apresenta de forma leve.

A mpox, também conhecida como varı́ola dos macacos, é uma doença viral cujos
sintomas se assemelham com os de casos de varı́ola relatados no passado. Apesar
de ter sido considerada erradicada, o surgimento de novos surtos de infecção pelo
vı́rus mpox pelo mundo foi motivo de alerta. Este vı́rus foi documentado pela primeira
vez em humanos na década de 1970 e surtos foram relatados em muitos paı́ses, com
a maioria dos casos restritos a áreas endêmicas. A epidemia de varı́ola foi uma das
mais aterrorizantes doenças já documentadas, pois causou inúmeras mortes por todo
o mundo. O controle dessa doença só foi possı́vel devido à rı́gida quarentena de
pessoas infectadas (e pessoas com contatos com infectados) e vacinação em massa
realizada após a descoberta da vacina.

No inı́cio de maio de 2022, casos de mpox foram relatados no Reino Unido, Es-
panha e em outros lugares da Europa. O padrão de dispersão geográfica foi muito
maior em comparação com o passado, apresentando surtos mais localizados e com
mais frequência em paı́ses com poucos recursos. Em 23 de julho de 2022, a OMS
decretou emergência global de saúde pública devido ao alto ı́ndice de surtos que se
expandiam por todo o mundo, e não estavam restritos apenas a regiões endêmicas,
como no passado. Segundo as autoridades de saúde isso se dá devido à diminuição
da vacinação e à dificuldade em rastrear pessoas infectadas.

No dia 11 de maio de 2023 a OMS anunciou que a mpox deixou de ser considerada
emergência de saúde global, mas não significa dizer que o virus deixou de circular.
Os trabalhos devem continuar pois ainda não se compreende o comportamento da
doença, e que apesar da queda nos números de casos em algumas regiões o vı́rus
continua afetando comunidades em todas as regiões, inclusive na África.
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De acordo com dados publicados pela ANVISA (ANVISA, 2022), no segundo se-
mestre de 2022 o Brasil já contava com vários casos confirmados e também suspeitos,
assim como mortes devido a doença causada pelo vı́rus da mpox. Na norma técnica
(ANVISA, 2020) publicada pela ANVISA sobre orientações para prevenção e controle
da mpox, faz-se um alerta de que a transmissão da doença se dá principalmente pelo
contato direto ou indireto com sangue, fluidos corporais, lesões de pele ou mucosa de
animais infectados. Ainda destaca que seu perı́odo de incubação é geralmente de 6
a 13 dias, podendo variar de 5 a 21 dias. Os sintomas envolvem o perı́odo febril (que
são os primeiros 5 dias) e o perı́odo de erupção cutânea (que se dá de 1 a 3 dias após
o inı́cio do perı́odo febril), e estes duram de 2 a 4 semanas. Na Figura 1 é possı́vel
observar o virus que causa a doença mpox, e na Figura 2 a evolução dos sintomas
em um paciente. Nas figuras 3 e 4 são apresentadas imagens de erupção na pele de
pacientes, causadas pela mpox.

Figura 1: Imagens microscópicas do vı́rus da mpox.
Fonte: Freya Kaulbars/Rki Robert Koch Institute/AFP

As mortes causadas por esse vı́rus no Brasil são raras, sendo que a taxa de mor-
talidade causada pelo surto atual fica abaixo de 1%, números estes bem menores do
que as taxas de letalidade calculadas pela OMS em surtos causados pela doença no
passado, que eram de 3 a 6%. Embora a taxa de mortalidade seja baixa, há uma
preocupação por parte das autoridades de saúde devido a grande taxa de infecção.
Ainda que não se tenha vacinas aprovadas no Brasil contra a mpox, acredita-se que
a vacina contra varı́ola ofereça proteção de aproximadamente 85%. No entanto, pes-
soas com menos de 50 anos podem ser mais suscetı́veis ao vı́rus devido à interrupção
das campanhas de vacinação.

Sabe-se que a forma mais segura para conter surtos de doenças causadas por
agentes infecciosos é a vacinação de um percentual da população de tal maneira que
se consiga atingir a imunidade de rebanho. Este fato já ficou provado historicamente,
no entanto vale ressaltar que até que uma vacina seja aprovada pelas autoridades
de saúde e possa ser aplicada na população, inúmeros testes e várias fases de de-
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Figura 2: Sintomas de mpox.
Fonte: https://saudepetrobras.com.br/fique-por-dentro/5-fatos-sobre-a-variola-dos-

macacos-monkeypox-que-voce-precisa-saber.htm

Figura 3: Erupção na pele causada pela mpox.
Fonte: UKHSA
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Figura 4: Erupção na pele causada pela mpox.
Fonte: Centro de Controle de Doenças da Nigéria

senvolvimento são necessárias. Este processo pode levar de meses, dependendo do
agente causador, a anos e até a décadas. Por isso, o desenvolvimento de modelos
matemáticos que representem adequadamente a disseminação de doenças é uma
importante ferramenta para auxiliar na tomada de decisão. Os modelos são validados
com base nos dados de epidemias ao longo da história. Estes conjuntos de dados for-
necem o comportamento da doença, e podem ser utilizados em modelos matemáticos
de modo a tentar mitigar o surto através de estratégias, como quarentena, até que se
tenha um medicamento eficaz.

Para as simulações, modelos matemáticos epidemiológicos são utilizados, com
o objetivo de compreender melhor todo o processo de transmissão e propagação da
doença, para que se possam propor medidas que levem a um decrescimento na trans-
missão da doença. Com efeito, em (HETHCOTE, 2000), estes modelos são usados
para ajudar em programas de detecção e controle, planejamento, prevenção e tera-
pia. Vale ressaltar que o mundo tem visto o ressurgimento de muitas infecções virais.
Com a mutação dos vı́rus essas doenças surgem com maior fatalidade e assim as
vacinas antes usadas para uma infecção, com o mesmo vı́rus, não tem tanta eficácia.
O que aconteceu com a COVID-19 tem o mesmo aspecto do que está acontecendo
agora com a mpox, pois a vacina contra o vı́rus da varı́ola não tem a mesma eficácia
para o vı́rus que causa a mpox. Por isso a importância da epidemiologia matemática,
pois através da compreensão de um determinado surto é possı́vel traçar estratégias
seguras de controle de uma determinada doença.

O presente trabalho tem por objetivo conhecer a dinâmica da propagação de
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doenças através do estudo de modelos epidemiológicos. Além disso, busca-se iden-
tificar e/ou estimar, através de dados da literatura, os parâmetros necessários para
analisar um modelo do tipo SEIR para o estudo da varı́ola, implementando o método
de Runge-Kutta 4 (ver Anexo B) computacionalmente para resolver o modelo pro-
posto para simular a mpox. Também pretende-se comparar os resultados obtidos nas
simulações com aqueles provenientes da literatura. Nesse sentido, entende-se que
este estudo possui grande impacto, pois tem amplo alcance e grande relevância para
a população em geral, pois trata-se de um tema atual e discutido no âmbito da saúde
pública, visando amenizar os impactos causados pelo atual surto epidêmico de mpox
no paı́s. Na Figura 5 é possı́vel observar a distribuição de casos pelo mundo no ano
de 2022.

Figura 5: Distribuição de casos pelo mundo.
Fonte: OMS

O trabalho encontra-se dividido da seguinte maneira: No segundo capı́tulo serão
apresentados alguns aspectos gerais sobre a epidemiologia e os modelos ma-
temáticos mais utilizados na modelagem de doenças infecciosas. O terceiro capı́tulo
apresenta o modelo matemático SEIR para o estudo da varı́ola e resultados numéricos
utilizando informações do Surto de Kosovo. No quarto capı́tulo é estudado a influência
da vacina e da quarentena a partir da implementação computacional do modelo es-
tudado e, também, a simulação dos casos do surto de mpox no Brasil. O quinto
capı́tulo apresenta as conclusões e perspectivas futuras. Por fim, são apresentadas
as referências bibliográficas.



2 CONTEXTUALIZAÇÃO

Neste capı́tulo, estudam-se os modelos epidemiológicos mais utilizados na
literatura, ou seja, o modelo SI (Suscetı́veis-Infectados), SIS (Suscetı́veis-
Infectados-Suscetı́veis), SIR (Suscetı́veis-Infectados-Recuperados) e SEIR (Sus-
cetı́veis-Expostos-Infectados-Recuperados). Também analisam-se os pontos de
equilı́brio e suas respectivas condições de estabilidade. Além disso, alguns concei-
tos básicos de epidemiologia serão descritos, de modo a possibilitar o entendimento
do comportamento dos modelos e assim aplicá-los no estudo da mpox.

2.1 Epidemiologia

A epidemiologia estuda a compreensão do processo saúde-doença no âmbito
de populações, aspecto que a diferencia da clı́nica, que tem por objetivo o estudo
desse mesmo processo, mas em termos individuais. Como ciência, a epidemiologia
fundamenta-se no raciocı́nio causal; já como disciplina da saúde pública, preocupa-
se com o desenvolvimento de estratégias para as ações voltadas para a proteção e
promoção da saúde da comunidade. A epidemiologia constitui também instrumento
para o desenvolvimento de polı́ticas no setor da saúde. Sua aplicação neste caso
deve levar em conta o conhecimento disponı́vel, adequando-o às realidades locais
(WALDMAN; ROSA, 1998).

A caracterização epidemiológica das doenças permite conhecer sua natureza e
comportamento e decidir o tipo de resposta necessária para o seu controle. O espectro
de classificação das doenças são: transmissı́veis ou não transmissı́veis e agudas ou
crônicas. As doenças transmissı́veis costumam ser agudas e as não transmissı́veis
costumam ser crônicas.

• Doença transmissı́vel: é qualquer doença causada por um agente infeccioso
especı́fico ou seus produtos tóxicos, que se manifesta pela transmissão deste
agente ou de seus produtos, de um reservatório a um hospedeiro suscetı́vel,
seja diretamente de uma pessoa ou animal infectado, ou indiretamente por meio
de um hospedeiro intermediário, de natureza vegetal ou animal, de um vetor ou
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do meio ambiente inanimado (Organização Pan-Americana da Saúde, 2010).;

• Doença emergente: é uma doença transmissı́vel cuja incidência em humanos
vem aumentado ou que ameaça aumentar em um futuro (Organização Pan-
Americana da Saúde, 2010).;

• Doença reemergente: é uma doença transmissı́vel previamente conhecida que
reaparece como problema de saúde pública após uma etapa de significativo
declı́nio de sua incidência e aparente controle (Organização Pan-Americana da
Saúde, 2010).

A palavra epidemiologia é do grego que significa estudo sobre população. O obje-
tivo da Epidemiologia Matemática é descrever quantitativamente o fenômeno e forne-
cer informações epidemiológicas e dados estatı́sticos sobre os parâmetros envolvidos,
como a força de infecção, reprodutibilidade basal e a taxa de contato (SABETI, 2011).
Esses parâmetros representam termos epidemiológicos usados nas equações dos
modelos. Os principais parâmetros usados nesta pesquisa são:

• Perı́odo Infeccioso: A duração do perı́odo de tempo durante o qual uma pessoa
pode transmitir uma doença (GIESECKE, 2017);

• Perı́odo Latente: É o perı́odo desde a infecção até o inı́cio do perı́odo infeccioso
(GIESECKE, 2017);

• Perı́odo de Incubação: É a partir do momento em que uma pessoa é infectada
até que ela desenvolva sintomas da doença. Durante esse tempo, ele próprio
pode ser infeccioso; de fato, para muitas doenças comuns da infância, o perı́odo
de maior infecciosidade é apenas no final do perı́odo de incubação. Este fato tem
implicações importantes para o controle de tais doenças, já que o isolamento de
casos geralmente chega tarde demais para evitar a propagação (GIESECKE,
2017).

• Taxa de mortalidade: Mortes per capita em uma população. A taxa de mortali-
dade é a recı́proca da expectativa de vida de uma população (CâMARA, 2004-
2007);

• Suscetı́vel: É qualquer pessoa ou animal que não possui suficiente resistência
contra um determinado agente patógeno que o proteja contra a doença caso
chegue a ter contato com esse agente (Organização Pan-Americana da Saúde,
2010);

• Latente (ou Exposto): É qualquer pessoa que já está infectada mas ainda não
infeccioso, ou seja, não tem ainda a capacidade de transmitir a doença (OLI-
VEIRA, 2008);
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• Infeccioso: É qualquer pessoa que transmite a doença a indı́vı́duos suscetı́veis,
através de várias formas de contato (OLIVEIRA, 2008);

• Recuperado (ou Removido): É qualquer pessoa que, após estar infectado, ad-
quire imunidade à doença, seja temporária ou permanente (OLIVEIRA, 2008);

• Transmissão: Processo pelo qual um patógeno passa de uma fonte de infecção
para um novo hospedeiro. Há dois tipos de transmissão: horizontal e vertical.
A maioria das formas de transmissão se dá horizontalmente, ou seja, de hospe-
deiro para hospedeiro (CâMARA, 2004-2007);

• Contato: Taxa de contato entre suscetı́veis e infectados. Medido em indivı́duos
por unidade de tempo (CâMARA, 2004-2007);

• Incidência: Taxa de aparecimento de casos novos numa população (CâMARA,
2004-2007);

• Vacina: Preparação que induz imunidade artificial ativa contra um patógeno.
Elas podem ser: vivas quando são feitas com patógenos atenuados; mortas
quando são feitas a partir do parasita morto; e RNA mensageiro quando são
feitas a partir de um RNA sintético que corresponde a uma determinada proteı́na
do agente infeccioso (Organização Pan-Americana da Saúde, 2010).

2.2 Modelos epidemiológicos

Modelos epidemiológicos são caracterizados por um conjunto de equações que
representam os compartimentos dos indivı́duos. Um sistema de compartimentos con-
siste essencialmente de um número finito de sistemas interligados, chamados de com-
partimentos, que trocam entre si e com o meio ambiente, quantidade ou concentração
de material (BRAUER; CHAVEZ, 2010).

Em (HETHCOTE, 2000), tem-se um modelo para varı́ola formulado e analizado
por Daniel Bernoulli em 1760 e os autores também fazem referência a modelos de-
terminı́sticos que começaram a ser usados no século XX. Em 1906, Hamer formulou
um modelo discreto para o estudo do sarampo, neste tipo de modelo admite-se que
a incidência depende do produto das densidades dos suscetı́veis e dos infectados.
Anos depois, em 1911, Ross formulou um modelo que envolve equações diferenciais
para estudar a malária. O uso de equações diferenciais também é a caracterı́stica dos
trabalhos desenvolvidos por Ross e Hudson, Martini, e Lotka. Os trabalhos de maior
relevância na área são os apresentados por Kermack e McKendrick (desde 1926),
por serem os primeiros a desenvolverem o conceito de limiar, sendo assim possı́vel
descrever com maior precisão os parâmetros para que ocorra uma epidemia.
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Estudos epidemiológicos investigam a transmissão de uma doença e de seus agen-
tes causadores. Nesses estudos, a modelagem matemática pode ser uma ferramenta
de suporte fundamental, na qual se propõe a tradução de uma situação real para
um problema matemático, que é resolvido interpretando suas soluções numa lingua-
gem mais próxima da realidade (BASSANEZI, 2002). Os modelos epidemiológicos
devem ser capazes de descrever a dinâmica de transmissão de uma doença ou de um
agente patogênico, sendo possı́vel analisá-los quantitativamente e qualitativamente,
fornecendo parâmetros suficientes para implementação de ações de controle.

Para o estudo dos modelos epidemiológicos, precisa-se de algumas definições
importantes que são:

• Ponto de Equilı́brio

Os pontos de equilı́brio representam para onde as trajetórias da solução de cada
coordenada, ou equação, vão convergir com o passar do tempo, e a partir de
algum momento o sistema estará em equilı́brio. Matematicamente, os pontos de
equilı́brio de um sistema são aqueles onde a derivada se anula com o tempo, um
ponto de equilı́brio P pode ser livre de doença ou endêmico (OLIVEIRA, 2008);

• Número básico de reprodução

Endemia é o agravo da doença dentro da média de casos estudados para uma
determinada região. Enquanto a epidemia é quando esse agravo ocorre acima
da média (ou mediana). Quando uma epidemia atinge vários paı́ses de dife-
rentes continentes, passa a ser denominada pandemia. Em epidemiologia cha-
mamos de número básico de reprodução, denotado por R0, a capacidade de
contágio de um micro-organismo, ou seja, é o número de casos secundários
produzidos por um único infeccioso no tempo em que ele permanece infectado
quando ele entra no grupo de suscetı́veis (MACIEL, 2020). O R0 é um número
adimensional e ele nos dá a informação sobre o espalhamento da doença. As-
sim:

– R0 = 1: A doença se tornará endêmica (GIESECKE, 2017);

– R0 > 1: Haverá uma epidemia (GIESECKE, 2017);

– R0 < 1: A doença desaparecerá (GIESECKE, 2017).

Esse parâmetro, também conhecido por limiar, foi proposto por Kermack e Mc-
kendrick em 1927 (MURRAY, 1989).

• Modelos sem dinâmica vital

São modelos em que na população estudada não se consideram nascimentos
nem mortes. Assim em um conjunto de indivı́duos suscetı́veis a uma doença, é
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esperado que os suscetı́veis decresçam com o tempo ao ser multiplicado pela
taxa de infecção β, por isso o sinal negativo. A taxa de variação dos infectados,
em contrapartida, aumenta com o número de infectados e cai quanto maior for a
taxa de recuperação ν, isso explica a alternância entre os sinais. Por último,
a taxa de recuperados irá depender apenas dos indivı́duos que já tiveram a
doença, por isso a dependência única à taxa de recuperação (LIMA, 2021).

Exemplo de Modelo sem dinâmica vital:

dS

dt
= −βSI

dI

dt
= βSI − νI

dR

dt
= νI

. (1)

• Modelos com dinâmica vital

Quando é considerado a chamada dinâmica vital, a descrição do sistema passa
a ser mais completa, e consequentemente mais complexa. Uma vez que se
tem indivı́duos nascendo, o que implica em um aumento no número de seres
suscetı́veis à doença e temos indivı́duos morrendo, de modo que ao considerar
um intervalo de tempo grande, a tendência é que a doença atinja um estado
estacionário e não seja extinta (LIMA, 2021).

Exemplo de Modelo com dinâmica vital:

dS

dt
= µN − βSI

N
− µS

dI

dt
=

βSI

N
− µI − νI

dR

dt
= νI − µR

. (2)

A seguir, apresenta-se de forma resumida, a representação esquemática de alguns
modelos matemáticos baseados em compartimentos dos indivı́duos bastante utiliza-
dos na análise de doenças infecciosas que podem gerar surtos epidêmicos.

2.2.1 Modelo SI

Este é um dos modelos mais simples, pois é formado por apenas dois compar-
timentos que são os Suscetı́veis (S) e Infecciosos (I). Este modelo geralmente é
utilizado para o estudo de doenças onde o indivı́duo infectado não adquire imuni-
dade e um exemplo de doença com esta caracterı́stica é a AIDS. Na Figura 6, é
possı́vel observar um esquema do modelo SI, com dinâmica vital, a uma taxa de
natalidade/mortalidade µ e taxa de infecção β.
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Figura 6: Esquema compartimental do modelo SI.
Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2.2 Modelo SIS

Este é um modelo formado por apenas dois compartimentos que são os Sus-
cetı́veis (S) e Infecciosos (I). Ele é usado para estudar doenças em que o indivı́duo
consegue se recuperar, no entanto não adquire imunidade e assim retorna ao
compartimento dos suscetı́veis. Um exemplo bastante comum é a infecção por gripe,
onde um indivı́duo se recupera mas pode se reinfectar novamente. Na Figura 7, é
possı́vel observar um esquema do modelo SIS, com dinâmica vital, a uma taxa de
natalidade/mortalidade µ, taxa de infecção β e taxa de recuperação ν.

Figura 7: Esquema compartimental do modelo SIS.
Fonte: Elaborado pelo autor.

2.2.3 Modelo SIR

Proposto por Kermack e McKendrick, em um artigo publicado em 1927, em
que a populuação é dividida em três classes (BRAUER; DRIESSCHE; WU, 2008)
que são os Suscetı́veis (S) os Infecciosos (I) e os Removidos/Recuperados (R).
Na Figura 8, é possı́vel observar um esquema do modelo SIR, com dinâmica vital,
a uma taxa de natalidade/mortalidade µ, e taxa de infecção β e taxa de recuperação ν.

Figura 8: Esquema compartimental do modelo SIR.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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2.2.4 Modelo SEIR

Em algumas doenças há um perı́odo de exposição, que é o perı́odo antes da
doença se tornar potencialmente transmissı́vel. Quando este perı́odo é relativamente
longo, ele pode influenciar significantemente nas predições do modelo SIR. Para
acrescentar essa caracterı́stica no modelo, precisa-se inserir uma nova classe de in-
divı́duos, chamados de Expostos (E), em que a doença está no perı́odo de incubação.
Na Figura 9, é possı́vel observar um esquema do modelo SEIR, com dinâmica vital, a
uma taxa de natalidade/mortalidade µ, taxa de infecção β, taxa de incubação ϵ e taxa
de recuperação ν.

Figura 9: Esquema compartimental do modelo SEIR.
Fonte: Elaborado pelo autor.

2.3 Estudo do modelo SIR

O principal objetivo desta seção é fazer uma análise qualitativa do modelo SIR
através do estudo da estabilidade dos pontos de equilı́brio.

Acrescentando a dinâmica vital, ou seja, considerando a taxa de mortalidade µ (em
média o tempo de vida do indivı́duo é µ−1) e natalidade, ambas iguais, obtém-se

dS

dt
= µN − βSI

N
− µS

dI

dt
=

βSI

N
− µI − νI =

βSI

N
− I(µ+ ν)

dR

dt
= νI − µR

. (3)

onde:

• t representa o tempo;

• N representa o tamanho da população;

• S(t) é o número de indivı́duos suscetı́veis no tempo t;

• I(t) é o número de indivı́duos infecciosos no tempo t;

• R(t) é o número de indivı́duos recuperados no tempo t;

• β é a taxa de contato ou taxa de transmissão;
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• ν é a taxa de recuperação;

• µ taxa de natalidade e mortalidade.

As unidades dos parâmetros envolvidos no modelo são: [µ] = [β] = [ν] = [t]−1.
Ainda, [S] = [I] = [R] = [população] = [P ].

O termo
βSI

N
representa a taxa total de transmissão para toda a população sus-

cetı́vel, onde considera-se que o número de contatos independe do tamanho da

população e que todos interagem com igual probabilidade. O fator
βI

N
é a taxa de

transmissão por indivı́duo suscetı́vel e ela representa a força da infecção (KEELING;
ROHANI, 2007).

A população total é considerada sempre constante, ou seja, N(t) = N , pois:

dS

dt
+

dI

dt
+

dR

dt
= µN−βSI

N
− µS +

βSI

N
− µI−νI + νI − µR

d[S + I +R]

dt
= µN − µ(S + I +R)

dN

dt
= µN − µN

dN

dt
= 0.

A fim de representar a proporção de indivı́duos Suscetı́veis, Infectados e Recupe-
rados em relação a população total, realiza-se uma normalização do sistema (3). Para
isso, considera-se:

s =
S

N
⇒ S = s ·N

i =
I

N
⇒ I = i ·N

r =
R

N
⇒ R = r ·N

Substituindo no modelo (3), obtém-se o modelo normalizado:

ds

dt
= µ− βsi− µs

di

dt
= βsi− µi− νi = βsi− i(µ+ ν)

dr

dt
= νi− µr

, (4)

onde tem-se que s ∈ [0, 1], i ∈ [0, 1], r ∈ [0, 1] e s(t) + i(t) + r(t) = 1. Será utilizado o
modelo (4) para a determinação dos pontos de equı́lı́brio e a análise de estabilidade.
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2.3.1 Pontos de equilı́brio

O modelo (4) possui dois pontos de equilı́brio. Um deles é o equilı́brio livre da
doença e o outro é o equilı́brio endêmico. Estes pontos de equilı́brio, conforme descrito
acima, são determinados fazendo o estudo dos valores de s, i e r que satisfazem
ds

dt
= 0,

di

dt
= 0 e

dr

dt
= 0. Assim:

µ− βsi− µs = 0 (5)

βsi− i(µ+ ν) = 0 (6)

νi− µr = 0 (7)

Da Equação (6), obtém-se i = 0 ou s =
µ+ ν

β
.

Considerando i = 0 nas Equações (5) e (7), obtém-se s = 1 e r = 0 e, portanto,
tem-se o ponto de equilı́brio livre da doença

P ∗
1 = (1, 0, 0). (8)

Considerando s =
µ+ ν

β
nas Equações (5) e (7), obtém-se i =

µ

β

(
β

(ν + µ)
− 1

)
e

r =
ν

β

(
β

(ν + µ)
− 1

)
e, portanto, tem-se o ponto de equilı́brio endêmico

P ∗
2 =

(
ν + µ

β
,
µ

β

(
β

(ν + µ)
− 1

)
,
ν

β

(
β

(ν + µ)
− 1

))
. (9)

Observe que este ponto de equilı́brio só tem sentido biológico (ou biologicamente

viável) se
β

ν + µ
− 1 > 0, ou seja, se

β

ν + µ
> 1.

2.3.2 Análise da estabilidade e o R0

Nesta subseção, é feita a análise de estabilidade de cada um dos pontos de
equilı́brio do sistema (4) que são: ponto de equilı́brio livre da doença, representado
pela expressão (8) e o equilı́brio endêmico, representado pela expressão (9). Nesta
análise pode-se desconsiderar o compartimento da população dos indivı́duos recupe-
rados já que a população total é sempre constante e r pode ser determinado fazendo
r = 1− s− i.

Assim, o sistema considerado é dado por
ds

dt
= µ− βsi− µs → f(s, i, r)

di

dt
= βsi− µi− νi = βsi− i(µ+ ν) → g(s, i, r)

(10)

Para fazer a análise de estabilidade de um sistema não linear e autônomo, é pre-
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ciso fazer uma linearização do sistema em torno do ponto de equilı́brio. Ao se fazer
isso, obtém-se um sistema linear cuja matriz dos coeficentes é dada pela Matriz Jaco-
biana aplicada no ponto de equilı́brio (BOYCE; DIPRIMA, 2010).

A Matriz Jacobiana para este sistema não linear é dada por:

J =

 ∂f

∂s

∂f

∂i
∂g

∂s

∂g

∂i

 =

[
−βi− µ −βs

βi βs− (µ+ ν)

]
. (11)

2.3.2.1 Ponto de equilı́brio livre da doença

Considerando o ponto de equilı́brio P ∗
1 (s

∗, i∗, r∗) = (1, 0, 0) e substituindo ele na
Matriz Jacobiana (11), obtém-se

J(1, 0, 0) =

[
−β · 0− µ −β · 1

β · 0 β · 1− (µ+ ν)

]

ou seja,

J(1, 0, 0) =

[
−µ −β

0 β − (µ+ ν)

]
.

Para que este ponto de equilı́brio seja estável, é preciso os autovalores tenham
parte real negativa. Para determinar os autovalores x, é preciso resolver a equação
caracterı́stica dada por det[ J(1, 0, 0)− xI∗ ] = 0, onde P (x) = det[ J(1, 0, 0)− xI∗ ] é o
polinômio caracterı́stico e I∗ é a matriz identidade. Assim:

P (x) = det[ J(1, 0, 0)− xI∗ ] = det

[
−µ− x −β

0 β − (µ+ ν)− x

]
e, portanto, o polinômio caracterı́stico é dado por:

P (x) = (−µ− x)(β − µ− ν − x). (12)

Resolvendo P (x) = 0, obtém-se −µ − x = 0 ou β − µ − ν − x = 0, ou seja,
x = −µ ou x = β − µ− ν. Considere x1 = −µ e x2 = β − µ− ν.

Observe que x1 = −µ < 0 e que x2 = β − µ − ν < 0 se
β

µ+ ν
< 1. Assim, existe

uma condição para que o ponto de equilı́brio livre da doença seja estável e ela é dada
por

β

µ+ ν
< 1
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e, portanto, pode-se considerar o número básico de reprodução como:

R0 =
β

µ+ ν
. (13)

Assim, sempre que tiver parâmetros de tal maneira que a razão
β

µ+ ν
seja menor

que 1, tem-se que o equilı́brio livre da doença será estável e, como consequência, não
se tem uma epidemia.

Pode-se observar que R0 é adimensional já que:

[R0] =
[β]

[µ] + [ν]
=

[t]−1

[t]−1
= 1.

2.3.2.2 Ponto de equilı́brio endêmico

Considerando o ponto de equilı́brio endêmico dado pela Equação (9), é possı́vel
reescrevê-lo em função do valor de R0 dado pela expressão (13) . Assim, o ponto de
equilı́brio endêmico fica da seguinte forma:

P ∗
2 (s

∗, i∗, r∗) =

(
1

R0

,
µ

β
(R0 − 1) ,

ν

β
(R0 − 1)

)
. (14)

Observe que este ponto de equilı́brio é biologicamente viável se R0 > 1.
Substituindo o ponto (14) na Matriz Jacobiana (11), obtém-se

J

(
1

R0

,
µ

β
(R0 − 1) ,

ν

β
(R0 − 1)

)
=

 −β

(
µ

β
(R0 − 1)

)
− µ −β

(
1

R0

)
β

(
µ

β
(R0 − 1)

)
β

(
1

R0

)
− (ν + µ)


ou seja,

J

(
1

R0

,
µ

β
(R0 − 1) ,

ν

β
(R0 − 1)

)
=

 −µR0

(
−β

R0

)
µR0 − µ 0

 .

Para que este ponto de equilı́brio seja estável, é preciso que os autovalores tenham
parte real negativa. Para determinar os autovalores x, é preciso resolver a equação

caracterı́stica dada por det
[
J

(
1

R0

,
µ

β
(R0 − 1) ,

ν

β
(R0 − 1)

)
− xI∗

]
= 0, onde P (x) =

det

[
J

(
1

R0

,
µ

β
(R0 − 1) ,

ν

β
(R0 − 1)

)
− xI∗

]
é o polinômio caracterı́stico. Assim:

P (x) = det

[
J

(
1

R0

,
µ

β
(R0 − 1) ,

ν

β
(R0 − 1)

)
− xI∗

]
= det

 −µR0 − x
−β

R0

µR0 − µ −x
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e, portanto, o polinômio caracterı́stico é dado por:

P (x) = x2 + µR0x+

(
βµ− βµ

R0

)
que pode ser escrito como

P (x) = x2 + µR0x+
βµ

R0

(R0 − 1). (15)

Para o estudo da parte real das soluções da equação caracterı́stica

x2 + µR0x+
βµ

R0

(R0 − 1) = 0

é necessário analisar apenas o termo
βµ

R0

(R0−1), uma vez que a estabilidade local do

sistema pode ser estudada de acordo com as condições de Routh-Hurwitz (MURRAY,
1989). De acordo com essas condições, um polinômio de grau 2 possui raı́zes cuja
parte real é negativa se o termo independente for positivo e o coeficiente do termo de
maior grau também for positivo. Como o coeficiente do termo de maior grau é 1, então
ele é positivo. Para que o termo independente seja positivo é necessário que R0 > 1.

Portanto, para que o ponto de equilı́brio endêmico seja estável é necessário que
R0 seja maior que 1 e, neste caso, se tem uma epidemia.

2.4 Estudo do modelo SEIR

O principal objetivo desta seção é analisar a estabilidade do modelo SEIR e os
seus pontos de equilı́brio. A diferença entre este modelo e o apresentado na seção
anterior é a presença do compartimento E, que representa os indivı́duos expostos.

O modelo SEIR pode ser representado pelo seguinte sistema de EDO’s:

dS

dt
= µN − βSI

N
− µS

dE

dt
=

βSI

N
− ϵE − µE =

βSI

N
− E(µ+ ϵ)

dI

dt
= ϵE − µI − νI = ϵE − I(µ+ ν)

dR

dt
= νI − µI

(16)

onde:

• t representa o tempo;

• N representa o tamanho da população;
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• S(t) é o número de indivı́duos suscetı́veis no tempo t;

• E(t) é o número de indivı́duos expostos no tempo t;

• I(t) é o número de indivı́duos infecciosos no tempo t;

• R(t) é o número de indivı́duos recuperados no tempo t;

• β é a taxa de contato ou taxa de transmissão;

• ν é a taxa de recuperação;

• ϵ é a taxa de incubação;

• µ taxa de natalidade e mortalidade.

As unidades dos parâmetros envolvidos no modelo são: [µ] = [β] = [ϵ] = [ν] = [t]−1.
Ainda, [S] = [I] = [E] = [R] = [população] = [P ]. A população total é sempre
constante, ou seja, N(t) = N .

Normalizando o sistema (16), tem-se que:

s =
S

N
⇒ S = s ·N

e =
E

N
⇒ E = e ·N

i =
I

N
⇒ I = i ·N

r =
R

N
⇒ R = r ·N

Assim, modelo (16) fica da seguinte forma:

ds

dt
= µ− βsi− µs

de

dt
= βsi− ϵe− µe = βsi− e(µ+ ϵ)

di

dt
= ϵe− νi− µi = ϵe− i(µ+ ν)

dr

dt
= νi− µr

(17)

onde tem-se que s ∈ [0, 1], e ∈ [0, 1], i ∈ [0, 1], r ∈ [0, 1] e s(t) + e(t) + i(t) + r(t) = 1.

2.4.1 Pontos de equilı́brio

O modelo (17) apresenta dois pontos de equilı́brio. Um deles é o equilı́brio livre da
doença e o outro é equilı́brio endêmico. Para determinar esses pontos de equilı́brio,
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precisa-se determinar os valores de s, e, i e r que satisfazem
ds

dt
= 0,

de

dt
= 0,

di

dt
= 0

e
dr

dt
= 0. Assim:

µ− βsi− µs = 0 (18)

βsi− ϵe− µe = 0 (19)

ϵe− νi− µi = 0 (20)

νi− µr = 0 (21)

Resolvendo o sistema, obtém-se i = 0 ou i =
µ

β

(
ϵβ

(ν + µ)(ϵ+ µ)
− 1

)
.

Se i = 0, então tem-se o ponto de equilı́brio livre da doença:

P ∗
1 (s

∗, e∗, i∗, r∗) = (1, 0, 0, 0). (22)

Se i =
µ

β

(
ϵβ

(ν + µ)(ϵ+ µ)
− 1

)
, tem-se:

s =
(ν + µ)(ϵ+ µ)

ϵβ

e =
µ

(µ+ ϵ)

(
1− (ν + µ)(ϵ+ µ)

ϵβ

)
r =

ν

β

(
ϵβ

(ν + µ)(ϵ+ µ)
− 1

)
e portanto, obtém-se o ponto de equilı́brio endêmico

P ∗
2 (s

∗, e∗, i∗, r∗) =

(
(ν + µ)(ϵ+ µ)

ϵβ
,

µ

(ϵ+ µ)

(
1− (ν + µ)(ϵ+ µ)

ϵβ

)
,

µ

β

(
ϵβ

(ν + µ)(ϵ+ µ)
− 1

)
,
ν

β

(
ϵβ

(ν + µ)(ϵ+ µ)
− 1

) )
, (23)

que é biologicamente viável se
ϵβ

(ν + µ)(ϵ+ µ)
> 1.

2.4.2 Análise da estabilidade e o R0

Nesta subseção, faremos a análise de estabilidade de cada um dos pontos de
equilı́brio do sistema (17) que são: ponto de equilı́brio livre da doença, representado
pela expressão (22) e o equilı́brio endêmico, representado pela expressão (23). Nesta
análise também pode-se desconsiderar o compartimento da população dos indivı́duos
recuperados já que a população total é sempre constante e r pode ser determinado
fazendo r = 1− s− e− i.
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Assim, o sistema considerado é dado por

ds

dt
= µ− βsi− µs → f(s, e, i, r)

de

dt
= βsi− ϵe− µe = βsi− e(µ+ ϵ) → g(s, e, i, r)

di

dt
= ϵe− µi− νi = ϵe− i(µ+ ν) → h(s, e, i, r)

(24)

A análise de estabilidade do sistema (24) é feita através da matriz dos coeficientes, e
é dada pela Matriz Jacobiana aplicada nos pontos de equilı́brio. A Matriz Jacobiana
para o sistema (24) é dada por:

J =


∂f

∂s

∂f

∂e

∂f

∂i
∂g

∂s

∂g

∂e

∂g

∂i
∂h

∂s

∂h

∂e

∂h

∂i

 =

 −βi− µ 0 −βs

βi −ϵ− µ βs

0 ϵ −ν − µ

 . (25)

2.4.2.1 Ponto de equilı́brio livre da doença

Considerendo o ponto de equilı́brio P ∗
1 (1, 0, 0, 0). Substituindo este ponto na Matriz

Jacobina (25), obtém-se

J(P ∗
1 ) =

 −β · 0− µ 0 −β · 1
β · 0 −ϵ− µ β · 1
0 ϵ −ν − µ


ou seja,

J(P ∗
1 ) =

 −µ 0 −β

0 −ϵ− µ β

0 ϵ −ν − µ


Para que este ponto de equilı́brio seja estável, é preciso que seus autovalores

tenham parte real negativa. Para determinar os autovalores x, precisa-se resolver a
equação caracterı́stica dada por det[ J(P ∗

1 )− xI∗ ] = 0, onde P (x) = det[ J(P ∗
1 )− xI∗ ]

é o polinômio caracterı́stico. Assim:

P (x) = det[ J(P ∗
1 )− xI∗ ] = det

 −µ− x 0 −β

0 −ϵ− µ− x β

0 ϵ −ν − µ− x


e, portanto, o polinômio caracterı́stico é dado por:

P (x) = (−µ− x)(−ϵ− µ− x)(−ν − µ− x)− ϵβ(−µ− x). (26)
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que pode ser reescrito como:

P (x) = (−µ− x)[(−ϵ− µ− x)(−µ− ν − x)− ϵβ]. (27)

Resolvendo a equação caracterı́stica

(−µ− x)[(−ϵ− µ− x)(−µ− ν − x)− ϵβ] = 0 (28)

obtém-se −µ − x = 0 ou (−ϵ − µ − x)(−µ − ν − x) − ϵβ = 0, ou seja, x = −µ ou
x2 + [(ϵ+ µ) + (µ+ ν)]x+ (ϵ+ µ)(µ+ ν)− ϵβ = 0.

O primeiro autovalor obtido, x = −µ, é sempre negativo. Os outros autovalores
são obtidos resolvendo a equação x2 + [(ϵ + µ) + (µ + ν)]x + (ϵ + µ)(µ + ν) − ϵβ = 0

e, pelas condições de Routh-Hurwitz, eles possuirão parte real negativa se o termo
independente e o coeficiente do termo de maior grau forem positivo. O termo de maior
grau é 1 e, portanto, é positivo. Já, o termo independente (ϵ + µ)(µ + ν) − ϵβ será
positivo se

ϵβ

(ϵ+ µ)(µ+ ν)
< 1.

Assim, existe uma condição para que o ponto de equilı́brio livre da doença seja estável
e, portanto, pode-se considerar o número básico de reprodução como:

R0 =
ϵβ

(µ+ ϵ)(µ+ ν)
. (29)

Assim, sempre que tiver parâmetros de tal maneira que a razão
ϵβ

(µ+ ϵ)(µ+ ν)
seja

menor que 1, o equilı́brio livre da doença será estável e, como consequência, não se
tem uma epidemia.

Pode-se observar que R0 é adimensional já que:

[R0] =
[ϵ][β]

([µ] + [ϵ])([µ] + [ν])
=

[t]−1[t]−1

[t]−1[t]−1
= 1.

2.4.2.2 Ponto de equilı́brio endêmico

O ponto de equilı́brio endêmico (23) pode ser reescrito em função do R0 da se-
guinte forma:

P ∗
2 (s

∗, e∗, i∗, r∗) =

(
1

R0

,
µ

ϵ+ µ

(
1− 1

R0

)
,
µ

β
(R0 − 1),

ν

β
(R0 − 1)

)
(30)

que será biologicamente viável se R0 > 1. Além disso, ele será estável se R0 >

1 e esta afirmação pode ser verificada através na análise da estabilidade. Assim,
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considerando a Matriz Jacobiana aplicada no ponto de equilı́brio endêmico:

J(P ∗
2 ) =


−µR0 0 − β

R0

µ(R0 − 1) −ϵ− µ
β

R0

0 ϵ −ν − µ


obtém-se o polinômio caracterı́stico P (x) = det[J(P ∗

2 )− xI∗]:

P (x) = −x3 − (µR0 + ϵ+ ν + 2µ)x2 − µR0(ϵ+ ν + 2µ)x− µϵβ

(
1− 1

R0

)
A equação caracterı́stica é dada por:

−x3 − (µR0 + ϵ+ ν + 2µ)x2 − µR0(ϵ+ ν + 2µ)x− µϵβ

(
1− 1

R0

)
= 0

ou seja,

x3 + (µR0 + ϵ+ ν + 2µ)x2 + µR0(ϵ+ ν + 2µ)x+ µϵβ

(
1− 1

R0

)
= 0 (31)

Pelas condições de Routh-Hurwitz, uma equação da forma x3+ a1x
2+ a2x+ a3 = 0

possuirá raı́zes com parte real negativa se:

a1 > 0,

a3 > 0,

a1a2 − a3 > 0.

Asssim, a equação caracterı́stica (31) possuirá autovalores com parte real negativa
se

µR0 + ϵ+ ν + 2µ > 0, (32)

µϵβ

(
1− 1

R0

)
> 0, (33)

(µR0 + ϵ+ ν + 2µ)(µR0(ϵ+ ν + 2µ))− µϵβ

(
1− 1

R0

)
> 0. (34)

A desigualdade (32) é sempre satisfeita.

A desigualdade (33) será satisfeita se 1− 1

R0

> 0, ou seja, se R0 > 1.

A desigualdade (34) é sempre satisfeita.
Portanto, o ponto de equilı́brio endêmico será estável se R0 > 1.



3 MODELO MATEMÁTICO PARA O ESTUDO DA VARÍOLA

O modelo matemático utilizado nesta dissertação é um modelo SEIR modificado,
descrito por (FENNER et al., 1988), formado pelo seguinte sistema de equações dife-
renciais ordinárias: 

dS

dt
= χ1(1− ε1)Ci − β(φ+ ρ− φρ)SI

dI

dt
= α(1− θ)En − γI

dEn

dt
= βφ(1− ρ)SI − αEn

dQ

dt
= α(1− ε2)Ei + αθEn − χ2Q

dEi

dt
= βφρSI − (χ1ε2 + α(1− ε2))Ei

dU

dt
= γI + χ2Q

dCi

dt
= βρ(1− φ)SI − χ1Ci

dV

dt
= χ1(ε2Ei + ε1Ci)

(35)

Neste modelo, se considera a população constante, ou seja, S(t)+I(t)+En(t)+Q(t)+

Ei(t) + U(t) + Ci(t) + V (t) = N .
onde:

• t representa o tempo;

• N representa o tamanho da população;

• S(t) é o número de indivı́duos suscetı́veis no tempo t;

• I(t) é o número de indivı́duos infecciosos no tempo t;

• En(t) representa a proporção de indivı́duos latentes não rastreados no tempo t;

• Q(t) representa a proporção em quarentena no tempo t;
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• Ei(t) representa a proporção de contatos latentes rastreados no tempo t;

• U(t) representa a proporção de mortos e recuperados no tempo t;

• Ci(t) representa a proporção de contatos não infectados rastreados no tempo t;

• V (t) representa a proporção protegida pela vacina no tempo t;

• α é taxa média na qual os indivı́duos latentes se tornam infecciosos;

• β é a taxa de ocorrência de contatos potencialmente infectados;

• γ é a taxa na qual a proporção de indivı́duos infecciosos na comunidade se
recuperam ou morrem;

• χ1 é a taxa de contatos rastreados vacinados com sucesso e liberados na comu-
nidade;

• χ2 é taxa de casos infecciosos não vacinados e que se recuperam ou morrem;

• ε1 é a taxa de vacinados não infectados;

• ε2 é a taxa de vacinados infectados;

• ρ é a proporção de contatos encontrados por meio de rastreamento de contato;

• θ é a proporção de indivı́duos infecciosos de En que estão em quarentena;

• φ é a proporção de contatos infectados;

• β é a taxa de ocorrência de contatos potencialmente infectados.

3.1 Validação do modelo matemático

Na sequência são apresentados resultados e estes são validados com dados da
literatura. Inicialmente apresenta-se uma análise quantitativa do modelo SEIR através
do estudo do surto de varı́ola que aconteceu em Kosovo em 1972 (FENNER et al.,
1988). Em seguida foi feita uma comparação dos resultados simulados com o mo-
delo proposto, utilizando dados de um cenário de ataque em larga escala por varı́ola
(MACINTYRE et al., 2019).

3.1.1 Surto em Kosovo, 1972

Em 1972 na provı́ncia de Kosovo, um viajante que retornou de uma região
endêmica adoeceu com sintomas de fadiga, tremores e febre, achando que seria de-
vido à viagem, sem apresentar erupções na pele. Poucos dias após seu retorno, 11
pessoas que tiveram contato com ele contraı́ram a doença. Após um grande esforço,



36

que foi desde quarentena dos infectados e de pessoas que tiveram contato, até a
vacinação em massa de cerca de 95% da população, o surto foi contido. A epidemia
de varı́ola em Kosovo afetou 123 pessoas e causou 26 mortes. A epidemia de varı́ola
foi declarada erradicada em todo o mundo em maio de 1980 (FENNER et al., 1988).

Na Figura 10 observa-se o gráfico da evolução dos casos acumulados de varı́ola
na provı́ncia de Kosovo. Nota-se que o valor máximo atinge a marca de 123 pessoas
infectadas no final do perı́odo.

Figura 10: Casos acumulados de varı́ola em Kosovo – 1972.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 11 o gráfico mostra a incidência de casos, onde é possı́vel observar dois
picos ao longo de 60 dias de epidemia.

3.1.2 Simulação numérica do surto de Kosovo

O Surto de varı́ola em Kosovo foi modelado usando o sistema (35), cujo conjunto
de equações diferenciais adequadamente parametrizadas, as quais foram resolvidas
pelo método de Runge-Kuta de quarta ordem com um passo de tempo de 0,1 dias
(ver Anexo B sobre o método numérico). Nas Tabelas 1 e 2, apresentam-se os dados
sobre a população de Kosovo e os parâmetros utilizados nas simulações.

Na sequência, a Figura 13 mostra a comparação entre os dados simulados e os do
surto (CORI et al., 2013) (THOMPSON et al., 2019).

Tabela 1: Parâmetros de entrada no modelo.

Surto População Suscetı́veis Letalidade R0 Referência
Kosovo (1972) 2.200.000 1.100.000 10% 10,8 (FENNER et al., 1988)



37

Figura 11: Incidência de casos de varı́ola em Kosovo - 1972.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Tabela 2: Intervenções impostas durante o surto de varı́ola em Kosovo, 1972.

Parâmetros valor Referência
χ1 0,06 dias−1 (FRANZ, 1997)
χ2 0,04 dias−1 (FENNER et al., 1988)
ε1 0,975 (MACK et al., 1972), (MACK, 1972)
ε2 0,30 (MACK et al., 1972), (FENNER et al., 1988)
ρ 0,975 (FENNER et al., 1988)
θ 0,95 (FENNER et al., 1988)

Nas simulações realizadas, utilizou-se o número de reprodução diário Rt do surto
de Kosovo ao invés do R0 médio, disponı́vel em (CORI et al., 2013) (THOMPSON
et al., 2019). Isto foi necessário devido ao aumento abrupto de casos após os 30
dias do surto. Com a utilização de um R0 único (médio), o modelo não conseguiria
reproduzir este salto no número de casos (comportamento evidenciado na Figura 13).

Na Figura 12, apresenta-se o Rt durante o surto, ilustrando o atraso potencialmente
longo entre o primeiro caso e o momento em que é razoável começar a estimar o R

do vı́rus (CORI et al., 2013) (THOMPSON et al., 2019). Os autores (CORI et al., 2013)
(THOMPSON et al., 2019) pertencem ao Imperial College de Londres, e apresentam
um código para estimar R: App EpiEstim. Esta ferramenta computacional vem sendo
utilizada desde 2020 pelo grupo de pesquisadores GDISPEN da UFPel, onde este
trabalho de mestrado foi desenvolvido.

Na Figura 13 apresenta-se uma simulação do quadro de casos acumulados da
doença obtidos pelo (35), onde é feito uma comparação entre os resultados conside-
rando um R0 médio e considerando o Rt dos casos acumulados da doença.

Através da análise dos dados foi possı́vel entender o comportamento da epidemia
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Figura 12: Número de reprodução da varı́ola em Kosovo - fevereiro a abril de 1972.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 13: Dados observados no surto de Kosovo comparados com a simulação do
modelo (35) para o R0 médio e o Rt.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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de varı́ola na Provı́ncia de Kosovo e validar o modelo SEIR utilizado.

3.2 Exercı́cio Mataika

Nesta seção é feito um estudo sobre uma possı́vel epidemia de varı́ola, onde o
sistema (35) foi usado para simular o comportamento da doença em um determi-
nado perı́odo de tempo. Em 16 de agosto de 2018, foi realizado o Exercı́cio Mataika
para testar a preparação para o pior cenário de um ataque de varı́ola que começa no
Pacı́fico e é seguido por um ataque em maior escala em um paı́s asiático altamente
populoso. Este teste foi realizado para saber se o estoque de vacinas da OMS é sufici-
ente para controlar uma possı́vel epidemia de varı́ola no mundo, uma vez que a OMS
tinha na época cerca de 34 milhões de doses, principalmente da segunda geração
ACAM2000 (MACINTYRE et al., 2019).

Na Figura 14 apresenta-se a simulação do cenário hipotético descrito em (MA-
CINTYRE et al., 2019) e utilizado como referência para estudar o caso onde não são
tomadas medidas de contenção para a doença, tomando uma determinada parcela
da população infectada. É possı́vel perceber que quanto maior é a população inicial
infecciosa, maior é o número de casos acumulados, chegando a atingir quase toda a
população.

Figura 14: Curva epidêmica sem intervenção por número inicial de infectados do
cenário hipotético.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 15 apresenta-se uma simulação da influência do tempo de resposta para
90% da população vacinada, sendo usado a estratégia de vacinação em anel (Neste
cenário foi considerado rastreamento de contato e vacinação como intervenção com-
binada, ou seja, foi relizada a vacinação em anel: são vacinadas pessoas que vivem e
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que tiveram contato com paciente positivo na tentativa de bloquear a disseminação do
vı́rus). É possı́vel perceber que quanto mais tempo se demora a vacinar a população,
maior é a incidência de infectados, ou seja, quanto mais pessoas sem imunidade esti-
verem expostas ao vı́rus mais catastrófica será a epidemia.

Figura 15: Influência do tempo para inı́cio da resposta, com 90% de vacinação.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 16 apresenta-se a simulação da população de recuperados, conside-
rando as medidas de contenção adotadas. É possı́vel observar que quanto mais
tempo se demora a tomar as medidas de contenção, maior é o número de recu-
perados, isso acontece porque mais pessoas estão contraindo a doença. Por isso
é importante a vacinação o mais rápido possı́vel, de modo a diminuir o número de
infecções.

Figura 16: Recuperados após a tomada de medidas de contenção.
Fonte: Elaborado pelo autor.



4 RESULTADOS

Neste capı́tulo faz-se uma breve análise de sensibilidade dos parâmetros
vacinação e quarentena utilizados no modelo. Por último, a simulação de casos do
surto de mpox no Brasil em 2022 é apresentada.

4.1 Análise Quantitativa do Modelo

Na sequência são apresentados os resultados de 6 cenários hipotéticos, variando
os parâmetros de quarentena e vacinação da população. Para esta análise foram
simulados os dados usando uma situação hipotética com uma população de 3000
habitantes em um tempo de 150 dias, onde foi feita a análise dos infectados e recupe-
rados.

• Cenário 1: sem medidas de vacinação ou quarentena;

• Cenário 2 (suscetı́vel x quarentena): 0%, 30% e 60% da população é colocada
em quarentena;

• Cenário 3 (suscetı́vel x vacinação): 0%, 30% e 60% da população é vacinada;

• Cenário 4 (infectados x vacinação): 0%, 30% e 60% da população é vacinada;

• Cenário 5 (recuperados x vacinados): 0%, 30% e 60% da população é vacinada;

• Cenário 6 (recuperados e quarentena): 0%, 30% e 60% da população é colocada
em quarentena;

Na Figura 17, apresenta-se um cenário (Cenário 1) sem a tomada de medidas de
vacinação ou quarentena. É possı́vel observar que sem a tomada de medidas de
contenção toda a população suscetı́vel, é exposta e infectada.

Na Figura 18, apresenta-se o cenário 2, em que a população é colocada em qua-
rentena. É possı́vel observar que à medida que aumenta a população em quarentena,
mais demorado é o tempo em que a população fica suscetı́vel. Isso se dá porque como



42

Figura 17: Cenário 1: sem tomada de medidas de vacinação ou quarentena.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 18: Cenário 2: população é colocada em quarentena.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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está havendo o monitoramento, então quem está infectado é colocado em quarentena,
e quem não está, volta à população suscetı́vel novamente.

Na Figura 19, apresenta-se o cenário 3, onde a população é vacinada. É possı́vel
observar que à medida que aumenta o percentual da população vacinada, maior é o
número de suscetı́veis.

Figura 19: Cenário 3: população é vacinada.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 20, apresenta-se um cenário (Cenário 4) em que a vacinação inicial é
zero. Logo depois vacina-se 30% e 60% da população. É possı́vel observar que a
população de infectados vai caindo à medida em que a população vacinada aumenta.

Figura 20: Cenário 4: vacinação inicial é zero, e depois aumenta gradativamente.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 21, apresenta-se o Cenário 5, com recuperados e vacinados. É possı́vel
observar que à medida que aumenta o percentual de população vacinada, o número
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de recuperados cai significamente. Isso se dá porque à medida que se vacina a
população menos pessoas irão contrair a doença (pois para o estudo deste modelo,
não se considera a reinfecção).

Figura 21: Cenário 5: com recuperados e vacinados.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 22, tem-se um cenário com recuperados e quarentena, o comporta-
mento é similar ao estudado na Figura 21, pois à medida que uma pessoa infectada é
colocada em quarentena essa mesma não transmite mais o vı́rus, fazendo com que o
número de recuperados diminua.

Figura 22: Cenário 6: com recuperados e quarentena.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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4.2 Mpox no Brasil

Nesta seção, realiza-se um estudo de caso do comportamento referente a um surto
de mpox no Brasil, iniciado em 2022. Para isto foram coletados dados referentes
ao surto que aconteceu no paı́s como um todo, na cidade de São Paulo, no Distrito
Federal e no Rio Grande do Sul. Todos os dados foram coletados diretamente nas
respectivas páginas da Secretaria Estadual de Saúde de cada estado (SAúDE, 2022).
Na sequência, simulações com o sistema de EDO’s (35) são apresentadas, utilizando
os dados coletados.

No dia 23 de julho de 2022, a OMS declarou o surto de mpox como emergêcia de
saúde pública, isso devido aos mais de 16 mil casos notificados em 75 paı́ses. O surto
de mpox matou 140 pessoas em 111 paı́ses, e em maio de 2023 a OMS declarou o
fim da emergência de saúde (Agência Brasil, 2023) (OPAS, 2023).

Segundo o Ministério da Saúde, o Brasil teve seu primeiro caso de mpox confir-
mado no dia 09 de junho de 2022 e o caso foi registrado no estado de São Paulo
pelo laboratório de referência Adolfo Lutz, após análise metagenômica (Ministério da
Saúde, 2022). A partir desta data inúmeros casos foram registrados em diversas áreas
do paı́s. Apesar da maioria dos casos não serem graves a situação do surto causou
preocupação nas autoridades de saúde pública.

O Distrito Federal confirmou o primeiro caso no dia 22 de julho. No Rio Grande do
Sul, segundo a Secretaria Estadual de Saúde, o estado registrou seu primeiro caso
de infecção por mpox no dia 12 de junho de 2022 e o resultado foi confirmado labora-
torialmente por RT-PCR pelo Instituto Adolf Lutz de São Paulo (IAL/SP). A cidade São
Paulo registrou o primeiro caso de mpox em um bebê, e, de acordo com a SMS (Se-
cretaria Municipal de Saúde), o bebê, do sexo masculino, tinha 10 meses e começou
a apresentar os sintomas da mpox em 11 de agosto de 2022.

No Brasil, até 13 de março, foram notificados 50.803 casos suspeitos para a mpox.
Destes, 10.301 casos (20,3%) foram confirmados, 339 (0,7%) classificados como
prováveis, 3.665 (7,2%) suspeitos e 36.498 (71,8%) descartados. Desde setembro
de 2022, porém, o número de casos no paı́s está em declı́nio considerável. A curva
epidêmica dos casos confirmados e prováveis teve sua maior frequência registrada no
perı́odo de 17 de julho a 20 de agosto de 2022 (G1, 2023).

Para entender o comportamento do surto de mpox no Brasil foi feito um estudo dos
casos confirmados de mpox até a data de 31/01/2023. Após, simulações com o mo-
delo SEIR foram realizadas (sistema de equações (35)) e os resultados comparados
com os dados disponı́veis.
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4.2.1 Dados da mpox no Brasil

Os gráficos apresentados nas Fig. 23 a 26, mostram o comportamento do surto
de mpox no Brasil, na cidade de São Paulo, no Distrito Federal e no Rio Grande do
Sul, respectivamente. Os dados foram tabelados considerando que o primeiro caso
registrado aconteceu na data de publicação dos boletins informativos pelos orgãos
de saúde. Na Tabela 3 apresentam-se os casos diários de mpox em cada região
estudada.

Tabela 3: Dados de casos de mpox dos boletins informativos em 31/01/2023.

Região Data Nº de Casos Casos diários
Brasil 31/01/2023 10745 13

São Paulo 31/01/2023 2944 9
Distrito Federal 31/01/2023 350 2

Rio Grande do Sul 31/01/2023 327 0

Figura 23: Casos diários de mpox no Brasil até 31/01/2023.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Através dos dados apresentados, verifica-se que a curva de casos acumulados
confirmados teve o seu pico e seguiu em queda, mantendo uma incidência de casos
pequena no final de janeiro de 2023. Vale ressaltar que esse resultado se dá porque
pessoas que testam positivo entram em isolamento.

Na sequência são apresentadas as simulações com o modelo SEIR, uma vez que
já se validou o modelo através do surto ocorrido em Kosovo e do exercı́cio Mataika.

4.2.2 Simulação do surto de MPox no Brasil

O sistema de EDO’s (35) foi usado para modelar o surto de mpox que aconteceu
no Brasil em 2022. As simulações foram realizadas de modo a estudar a curva de in-
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Figura 24: Casos diários de mpox na cidade de São Paulo até 31/01/2023.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 25: Casos diários de mpox no Distrito Federal até 31/01/2023.
Fonte: Elaborado pelo autor.
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Figura 26: Casos diários de mpox no Rio Grande do Sul até 31/01/2023.
Fonte: Elaborado pelo autor.

fectados, sendo possı́vel compreender o comportamento do surto, possibilitando uma
possı́vel tomada de decisão para o controle deste, como foi feito em Kosovo. Uma
das medidas possı́veis é a vacinação da população, e neste trabalho foi simulado um
cenário onde o percentual da população vacinada será mais eficaz para controlar o
surto. Cabe ressaltar que no final de janeiro de 2023 a vacina ainda não estava dis-
ponı́vel para a população.

Nas tabelas seguintes são mostrados todos os parâmetros adotados nas
simulações. A população total de cada região foi definida pela estimativa do IBGE para
o ano de 2022. Utilizou-se um R0 médio nas simulações. Para as simulações a nı́vel
nacional, o dado de Rt semanal também foi testado, uma vez que a divulgação dos
dados no paı́s não ocorreu de forma contı́nua (nos 7 dias da semana), o que prejudica
a utilização do dado com Rt diário. Devido a este motivo foram realizadas simulações
com R0 médio e Rt semanal afim de comparação (ver Anexo A). Nas Tabelas 4 e 5
apresentam-se os parâmetros adotados nas simulações.

Tabela 4: Parâmetros populacionais para a análise de mpox.

Região População Suscetı́veis Letalidade(%) Estimativa R0

Brasil (2022) 215.000.000 N - I0 0,1 1,6
Rio Grande do Sul (2022) 11.000.000 N - I0 0,1 1,4

Distrito Federal (2022) 3.094.325 N - I0 0,1 1,4
São Paulo (2022) 12.396.372 N - I0 0,1 1,2

Na Figura 27, é possı́vel perceber a evolução de casos no Brasil desde o primeiro
dia de notificação até a data de 31/01/2023. Percebe-se que a curva dos dados simu-
lados tem a mesma caracterı́stica da curva que representa os dados reais.
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Tabela 5: Parâmetros adotados no modelo para a simulação do surto de mpox.

Parâmetros Significado valor
χ1 (Perı́odo de quarentena do contato)−1 0
χ2 (Perı́odo de quarentena infeccioso)−1 0
ε1 Eficácia da vacina quando não infectado 0,0
ε2 Eficácia da vacina quando infectado e latente 0,0
ρ Proporção de contatos encontrados 0,02
θ Proporção de indivı́duos infecciosos de En em quarentena 0,0
α Perı́odo de latência 0,0685
γ Perı́odo infeccioso 0,116

Os parâmetros foram ajustados de tal maneira que o modelo possa representar o
que aconteceu na realidade. Como no Brasil, no final de janeiro de 2023, ainda não
havia medidas de imposição de quarentena e vacinação para os casos de mpox, usou-
se inicialmente o valor 0 (”zero”) para os parâmetros ε1 e ε2. A proporção de contatos
encontrados por meio do rastreamento de contatos utilizada foi ρ = 0,02 e a proporção
de indivı́duos infecciosos de En que estão em quarentena foi θ = 0. Estes parâmetros
serão usados para a simulação de casos do Distrito Federal, da cidade de São Paulo
e do Rio Grande do Sul. A proporção de contatos infectados é definida como φ = 0,05,
a taxa de ocorrência de contatos potencialmente infectados é representada por β que
pode ser calculada através da seguinte expressão:

β =
R0 × γ

φ×N
(36)

Figura 27: Simulação dos casos de mpox no Brasil até 31/01/2023.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Na Figura 28 é possı́vel observar a evolução dos casos de mpox da cidade de São
Paulo. Observa-se que como há uma maior concentração de casos em divulgação
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diária, a simulação se tornou mais realı́stica quando comparada com as outras regiões
simuladas (a secretaria de saúde divulgou os dados com mais frequêcia desde o inı́cio
do surto). É possı́vel perceber que a curva dos dados simulados tem um bom ajuste
aos dados reais. A curva considerando um Rt semanal não teve um bom ajuste,
provavelmente devido a algum erro na geração do dado.

Figura 28: Simulação dos casos de mpox na cidade de São Paulo até 31/01/2023.
Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 29 mostra a evolução de casos no Distrito Federal. É possı́vel perceber
que os dados simulados se assemelham aos casos reais, para ambos os R utilizados.
Como a Secretaria de Saúde não divulgou o boletim todos os dias a simulação foi feita
com um tempo menor que o tempo para a simulação feita com os dados do Brasil
como um todo.

Na Figura 30 é possı́vel observar a simulação de como aconteceu o surto no Rio
Grande do Sul. Nesta simulação é possı́vel perceber que a curva de casos simulados
apresenta um comportamento próximo ao da curva de casos observados, para ambos
os R, o que pode ser devido aos dados coletados serem semanais. Cabe lembrar que
nas simulações se utilizou um R0 médio, e um Rt semanal, onde é possı́vel observar
a comparação.
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Figura 29: Simulação dos casos de mpox no Distrito Federal até 31/01/2023.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 30: Simulação dos casos de mpox no Rio Grande do Sul até 31/01/2023.
Fonte: Elaborado pelo autor.



5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Este trabalho se fundamentou no surto de varı́ola que aconteceu na provı́ncia de
Kosovo. Primeiro foi feito um estudo bibliográfico sobre o assunto, onde se estudou
os modelos epidemiológicos e sua importância para a modelagem matemática. Em
seguida foi feito uma análise do modelo (35), encontrando seus pontos de equilı́brio e
realizando a análise de estabilidade.

Em seguida foi feito a validação do modelo estudado, através da simulação do
surto epidêmico que aconteceu em Kosovo, assim como do exercı́cio Mataika em que
foi simulado o tempo de resposta em um cenário com população vacinada, onde foi
possı́vel obter resultados semelhantes aos registrados. Assim foi possı́vel dar continui-
dade aos estudos. A análise dos dados foram obtidos através das referências. Com
esses dados, foi possı́vel realizar uma análise quantitativa do modelo, essa análise
se deu através da simulação de cenários com vacinação e quarentena, em que foi
possı́vel observar um excelente comportamento para os dados analisados.

E consequentemente foi feito o estudo do atual surto de mpox no Brasil, em que
estudou-se a curva de casos para o Brasil, Rio Grande do Sul, Distrito Federal e a
cidade de São Paulo, Nesse estudo foram gerados curvas que comparou-se os casos
reais em relação aos dados simulados com um Rt semanal e um R0 médio, onde
mostrou-se que é possı́vel descrever o comportamento do surto epidêmico de mpox
que aconteceu no paı́s em 2022 através do modelo (35).

Neste trabalho foi feito uma simulação com vacinação e quarentena, onde foi
possı́vel observar que não é necessário vacinar ou colocar toda a população em qua-
rentena. Verificou-se que com um percentual de 60% da população vacinada já é
possı́vel conter uma eventual epidemia de mpox no Brasil. Vale ressaltar que o tema é
de suma importância para a sociedade em geral, e é um tema que abre um leque de
opções para área acadêmica, firmando assim o compromisso de continuar estudando
e aperfeiçoando a pesquisa.

É importante lembrar que a vacinação contra a mpox é muito importante, pois só
assim é possı́vel extinguir a doença, lembrando que não existe ainda comprovação
cientı́fica de que a vacina contra a varı́ola ofereça total proteção. Por este motivo,
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além de simular a curva de infectados o modelo também simulou um cenário ideal de
imunização para que a curva de infectados caı́sse.
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ANEXO A TABELA DE R0

Os dados de R0 foram gerados diretamente no app EpiEstim, do Imperial College
London, disponı́vel no site https://shiny.dide.imperial.ac.uk/epiestim/, e para tanto fo-
ram utilizadas as incidências de casos registrados durante o surto de mpox no Brasil
até 31/01/2023. A descrição da metodologia, bem como o funcionamento do app, são
descritos no site (CORI, 2021) e nos artigos (CORI et al., 2013) (THOMPSON et al.,
2019).

Devido a não divulgação diária de dados foi necessário adaptar as planilhas de
incidência. Assim uma média semanal dos dados foi realizada. Para gerar o R0 fo-
ram utilizadas janelas de perı́odo 1 (equivalente a semanal e utilizada na comparação
numérica na sessão dos resultados), 4 (equivalente ao mês) e 7 (equivalente a 7
semanas). Por exemplo, para a geração do R0, usando a janela de perı́odo 4, o
programa desconsidera o primeiro dado (ou aqueles iniciais onde se tem uma instabi-
lidade maior, com vários perı́odos sem dados, por exemplo) e depois faz a média de 4
em 4 dados. Quanto maior a janela, mais homogênea é a curva, levando a perda de
informação (motivo pelo qual a janela de tamanho 1 foi utilizada nas simulações, ou
seja, Rt semanal). Na sequência são apresentados os gráficos que representam as
janelas, gerados no app EpiEstim.

As tabelas (6), (7) e (8) representam essas janelas no Brasil, respectivamente, já
as tabelas (9), (10), (12) e (11) representam as janelas para a cidade de São Paulo, as
tabelas (13), (15) e (14) representam as janelas no Distrito Federal e as tabelas (16),
(18) e (17) para o Rio Grande do Sul.
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Figura 31: R0 com janela 1 para o Brasil.
Fonte: App EpiEstim.

Figura 32: R0 com janela 4 para o Brasil.
Fonte: App EpiEstim.
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Figura 33: R0 com janela 7 para o Brasil.
Fonte: App EpiEstim.

Figura 34: R0 com janela 1 para a cidade de São Paulo.
Fonte: App EpiEstim.
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Figura 35: R0 com janela 1 descosiderando o maior valor para a cidade de São Paulo.
Fonte: App EpiEstim.

Figura 36: R0 com janela 4 para a cidade de São Paulo.
Fonte: App EpiEstim.
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Figura 37: R0 com janela 7 para a cidade de São Paulo.
Fonte: App EpiEstim.

Figura 38: R0 com janela 1 para o Distrito Federal.
Fonte: App EpiEstim.
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Figura 39: R0 com janela 4 para o Distrito Federal.
Fonte: App EpiEstim.

Figura 40: R0 com janela 7 para o Distrito Federal.
Fonte: App EpiEstim.
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Figura 41: R0 com janela 1 para o Rio Grande do Sul.
Fonte: App EpiEstim.

Figura 42: R0 com janela 4 para o Rio Grande do Sul.
Fonte: App EpiEstim.
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Tabela 6: R0 com janela 1 para o Brasil.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 2 4,05 0,19 3,69 3,75 3,92 4,05 4,18 4,37 4,43
3 3 2,25 0,09 2,08 2,11 2,19 2,25 2,31 2,40 2,43
4 4 1,73 0,06 1,62 1,63 1,69 1,73 1,77 1,83 1,85
5 5 1,07 0,04 0,99 1,00 1,04 1,07 1,09 1,13 1,15
6 6 1,28 0,04 1,20 1,21 1,25 1,28 1,31 1,35 1,37
7 7 1,02 0,04 0,95 0,96 1,00 1,02 1,05 1,08 1,10
8 8 1,01 0,04 0,95 0,96 0,99 1,01 1,04 1,07 1,08
9 9 0,74 0,03 0,68 0,69 0,72 0,74 0,76 0,79 0,80
10 10 1,20 0,04 1,12 1,13 1,17 1,20 1,23 1,27 1,28
11 11 0,68 0,03 0,62 0,63 0,66 0,68 0,70 0,73 0,74
12 12 0,70 0,03 0,64 0,65 0,68 0,70 0,73 0,76 0,77
13 13 0,75 0,04 0,68 0,69 0,73 0,75 0,77 0,81 0,82
14 14 0,53 0,03 0,47 0,48 0,51 0,53 0,55 0,58 0,59
15 15 0,76 0,04 0,68 0,69 0,73 0,76 0,79 0,84 0,85
16 16 0,62 0,04 0,53 0,55 0,59 0,61 0,64 0,69 0,70
17 17 0,91 0,06 0,80 0,82 0,88 0,91 0,95 1,01 1,03
18 18 0,74 0,05 0,63 0,65 0,70 0,74 0,77 0,83 0,85
19 19 1,00 0,07 0,87 0,89 0,95 1,00 1,04 1,11 1,13
20 20 0,63 0,05 0,52 0,54 0,59 0,62 0,66 0,72 0,74
21 21 0,57 0,06 0,47 0,48 0,53 0,57 0,61 0,66 0,68
22 22 1,01 0,08 0,85 0,87 0,95 1,01 1,06 1,15 1,18
23 23 0,79 0,08 0,65 0,67 0,74 0,79 0,84 0,92 0,95
24 24 1,12 0,10 0,95 0,97 1,06 1,12 1,19 1,29 1,32
25 25 0,32 0,05 0,22 0,24 0,28 0,31 0,35 0,40 0,42
26 26 0,66 0,08 0,50 0,53 0,60 0,65 0,71 0,80 0,83
27 27 1,10 0,13 0,86 0,90 1,01 1,09 1,18 1,31 1,36
28 28 0,62 0,10 0,45 0,48 0,56 0,62 0,69 0,79 0,82
29 29 0,83 0,12 0,61 0,64 0,75 0,82 0,90 1,03 1,07
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Tabela 7: R0 com janela 4 para o Brasil.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 5 1,72 0,03 1,66 1,67 1,70 1,72 1,74 1,78 1,79
3 6 1,45 0,03 1,40 1,41 1,43 1,45 1,47 1,49 1,50
4 7 1,23 0,02 1,19 1,20 1,22 1,23 1,25 1,27 1,28
5 8 1,09 0,02 1,05 1,06 1,08 1,09 1,11 1,12 1,13
6 9 1,01 0,02 0,97 0,98 0,99 1,01 1,02 1,03 1,04
7 10 0,99 0,02 0,95 0,96 0,98 0,99 1,00 1,02 1,02
8 11 0,90 0,02 0,87 0,88 0,89 0,90 0,92 0,93 0,94
9 12 0,83 0,02 0,80 0,80 0,82 0,83 0,84 0,86 0,86
10 13 0,84 0,02 0,80 0,81 0,83 0,84 0,85 0,87 0,87
11 14 0,67 0,02 0,64 0,64 0,66 0,67 0,68 0,70 0,70
12 15 0,68 0,02 0,65 0,66 0,67 0,68 0,70 0,71 0,72
13 16 0,66 0,02 0,63 0,63 0,65 0,66 0,68 0,70 0,70
14 17 0,68 0,02 0,64 0,64 0,66 0,68 0,69 0,71 0,72
15 18 0,75 0,02 0,70 0,71 0,73 0,75 0,77 0,79 0,80
16 19 0,80 0,03 0,75 0,75 0,78 0,80 0,82 0,84 0,85
17 20 0,82 0,03 0,77 0,77 0,80 0,82 0,84 0,87 0,88
18 21 0,74 0,03 0,68 0,69 0,72 0,74 0,76 0,79 0,80
19 22 0,79 0,03 0,73 0,74 0,77 0,79 0,81 0,84 0,85
20 23 0,72 0,03 0,66 0,67 0,70 0,72 0,74 0,78 0,79
21 24 0,84 0,04 0,77 0,78 0,81 0,84 0,87 0,90 0,92
22 25 0,81 0,04 0,74 0,75 0,78 0,81 0,84 0,88 0,89
23 26 0,72 0,04 0,65 0,66 0,70 0,72 0,75 0,79 0,80
24 27 0,76 0,04 0,68 0,69 0,73 0,76 0,79 0,83 0,85
25 28 0,61 0,04 0,53 0,54 0,58 0,61 0,64 0,68 0,69
26 29 0,78 0,05 0,68 0,70 0,74 0,78 0,81 0,86 0,88

Figura 43: R0 com janela 7 para o Rio Grande do Sul.
Fonte: App EpiEstim.
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Tabela 8: R0 com janela 7 para o Brasil.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 8 1,35 0,02 1,31 1,32 1,33 1,35 1,36 1,38 1,38
3 9 1,17 0,02 1,14 1,14 1,16 1,17 1,18 1,20 1,20
4 10 1,11 0,01 1,08 1,09 1,10 1,11 1,12 1,13 1,14
5 11 0,99 0,01 0,97 0,97 0,98 0,99 1,00 1,02 1,02
6 12 0,95 0,01 0,92 0,92 0,94 0,95 0,95 0,97 0,97
7 13 0,88 0,01 0,85 0,86 0,87 0,88 0,89 0,90 0,90
8 14 0,82 0,01 0,79 0,80 0,81 0,82 0,83 0,84 0,84
9 15 0,78 0,01 0,75 0,76 0,77 0,78 0,79 0,80 0,80
10 16 0,77 0,01 0,75 0,75 0,76 0,77 0,78 0,80 0,80
11 17 0,69 0,01 0,67 0,67 0,68 0,69 0,70 0,72 0,72
12 18 0,70 0,02 0,67 0,68 0,69 0,70 0,71 0,73 0,73
13 19 0,73 0,02 0,69 0,70 0,72 0,73 0,74 0,76 0,76
14 20 0,71 0,02 0,68 0,68 0,70 0,71 0,72 0,74 0,75
15 21 0,75 0,02 0,71 0,71 0,73 0,75 0,76 0,78 0,79
16 22 0,77 0,02 0,72 0,73 0,75 0,77 0,78 0,80 0,81
17 23 0,80 0,02 0,76 0,76 0,79 0,80 0,82 0,84 0,85
18 24 0,81 0,03 0,76 0,77 0,79 0,81 0,83 0,85 0,86
19 25 0,77 0,03 0,72 0,73 0,75 0,77 0,79 0,82 0,82
20 26 0,71 0,03 0,66 0,67 0,69 0,71 0,73 0,76 0,76
21 27 0,76 0,03 0,71 0,71 0,74 0,76 0,78 0,81 0,82
22 28 0,80 0,03 0,73 0,74 0,78 0,80 0,82 0,85 0,86
23 29 0,76 0,03 0,69 0,70 0,73 0,76 0,78 0,81 0,82
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Tabela 9: R0 com janela 1 para a cidade de São Paulo.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 2 0,50 0,03 0,45 0,46 0,48 0,50 0,53 0,56 0,57
3 3 0,32 0,02 0,28 0,28 0,30 0,32 0,33 0,35 0,36
4 4 0,51 0,04 0,44 0,45 0,48 0,51 0,53 0,57 0,58
5 5 0,41 0,04 0,34 0,35 0,39 0,41 0,44 0,48 0,49
6 6 0,44 0,05 0,35 0,36 0,40 0,43 0,47 0,51 0,53
7 7 0,56 0,06 0,44 0,46 0,52 0,56 0,60 0,67 0,69
8 8 0,64 0,08 0,50 0,52 0,59 0,64 0,69 0,78 0,81
9 9 0,88 0,10 0,69 0,71 0,80 0,87 0,94 1,05 1,09
10 10 0,38 0,07 0,25 0,27 0,33 0,38 0,43 0,51 0,53
11 11 0,82 0,12 0,60 0,63 0,74 0,82 0,90 1,03 1,08
12 12 0,54 0,11 0,35 0,37 0,46 0,53 0,61 0,73 0,78
13 13 0,57 0,12 0,35 0,38 0,48 0,56 0,65 0,79 0,84
14 14 0,66 0,16 0,39 0,43 0,55 0,65 0,76 0,94 1,00
15 15 1,11 0,23 0,71 0,76 0,95 1,09 1,25 1,51 1,60
16 16 0,62 0,17 0,33 0,37 0,50 0,60 0,72 0,92 1,00
17 17 1,14 0,25 0,71 0,77 0,97 1,13 1,30 1,58 1,68
18 18 0,75 0,21 0,40 0,44 0,60 0,73 0,87 1,12 1,20
19 19 1,23 0,28 0,75 0,82 1,04 1,21 1,41 1,72 1,83
20 20 0,68 0,20 0,34 0,38 0,53 0,66 0,80 1,04 1,13
21 21 0,27 0,14 0,07 0,09 0,17 0,25 0,35 0,52 0,59
22 22 1,18 0,36 0,59 0,66 0,92 1,14 1,40 1,82 1,97
23 23 1,62 0,45 0,86 0,96 1,30 1,58 1,90 2,42 2,61
24 24 0,59 0,24 0,22 0,26 0,42 0,56 0,73 1,04 1,15
25 25 1,13 0,36 0,54 0,61 0,87 1,09 1,34 1,77 1,93
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Tabela 10: R0 com janela 1 para a cidade de São Paulo desconsiderando o valor mais
alto.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 2 2,18 0,15 1,91 1,95 2,08 2,18 2,28 2,43 2,48
3 3 1,09 0,08 0,94 0,96 1,03 1,08 1,14 1,21 1,24
4 4 0,58 0,05 0,48 0,49 0,54 0,58 0,61 0,67 0,69
5 5 0,51 0,05 0,41 0,42 0,47 0,51 0,55 0,60 0,62
6 6 0,61 0,07 0,48 0,50 0,56 0,61 0,66 0,73 0,75
7 7 0,67 0,08 0,52 0,54 0,61 0,67 0,72 0,81 0,84
8 8 0,89 0,11 0,70 0,73 0,82 0,89 0,96 1,07 1,11
9 9 0,38 0,07 0,25 0,27 0,33 0,38 0,43 0,51 0,54
10 10 0,83 0,12 0,60 0,64 0,74 0,82 0,90 1,04 1,08
11 11 0,54 0,11 0,35 0,37 0,46 0,53 0,61 0,74 0,78
12 12 0,57 0,12 0,35 0,38 0,48 0,56 0,65 0,79 0,84
13 13 0,66 0,16 0,39 0,43 0,55 0,65 0,76 0,94 1,00
14 14 1,11 0,23 0,71 0,77 0,95 1,09 1,25 1,51 1,60
15 15 0,62 0,17 0,33 0,37 0,50 0,60 0,72 0,92 1,00
16 16 1,14 0,25 0,71 0,77 0,97 1,13 1,30 1,58 1,68
17 17 0,75 0,21 0,40 0,44 0,60 0,73 0,87 1,12 1,20
18 18 1,23 0,28 0,75 0,82 1,04 1,21 1,41 1,72 1,83
29 19 0,68 0,20 0,34 0,38 0,53 0,66 0,80 1,04 1,13
20 20 0,27 0,14 0,07 0,09 0,17 0,25 0,35 0,52 0,59
21 21 1,18 0,36 0,59 0,66 0,92 1,14 1,40 1,82 1,97
22 22 1,62 0,45 0,86 0,96 1,30 1,58 1,90 2,42 2,61
23 23 0,59 0,24 0,22 0,26 0,42 0,56 0,73 1,04 1,15
24 24 1,13 0,36 0,54 0,61 0,87 1,09 1,34 1,77 1,93
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Tabela 11: R0 com janela 4 para a cidade de São Paulo.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 5 0,94 0,04 0,87 0,88 0,92 0,94 0,97 1,01 1,02
3 6 0,70 0,03 0,64 0,65 0,68 0,70 0,72 0,76 0,77
4 7 0,58 0,03 0,52 0,53 0,55 0,57 0,60 0,63 0,64
5 8 0,63 0,04 0,56 0,57 0,60 0,63 0,65 0,69 0,70
6 9 0,63 0,04 0,56 0,57 0,61 0,63 0,66 0,70 0,72
7 10 0,68 0,05 0,59 0,60 0,65 0,68 0,71 0,76 0,77
8 11 0,66 0,05 0,56 0,58 0,62 0,66 0,69 0,75 0,76
9 12 0,55 0,05 0,46 0,47 0,52 0,55 0,59 0,64 0,66
10 13 0,65 0,06 0,53 0,55 0,61 0,65 0,69 0,76 0,78
11 14 0,65 0,07 0,52 0,54 0,60 0,65 0,70 0,77 0,80
12 15 0,69 0,08 0,54 0,56 0,63 0,69 0,74 0,83 0,86
13 16 0,83 0,10 0,65 0,68 0,77 0,83 0,90 1,00 1,04
14 17 0,87 0,11 0,68 0,71 0,80 0,87 0,94 1,05 1,09
15 18 0,88 0,11 0,68 0,71 0,81 0,88 0,96 1,07 1,11
16 19 0,92 0,12 0,70 0,73 0,84 0,91 0,99 1,12 1,16
17 20 0,70 0,10 0,51 0,54 0,63 0,70 0,77 0,88 0,92
18 21 0,77 0,12 0,56 0,59 0,69 0,76 0,84 0,97 1,01
19 22 0,75 0,13 0,53 0,56 0,66 0,75 0,83 0,97 1,02
20 23 0,74 0,13 0,51 0,54 0,65 0,74 0,83 0,98 1,03
21 24 1,04 0,17 0,73 0,77 0,92 1,03 1,14 1,33 1,39

Tabela 12: R0 com janela 7 para a cidade de São Paulo.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 8 0,87 0,03 0,81 0,82 0,85 0.87 0,89 0,92 0,93
3 9 0,69 0,03 0,64 0,64 0,67 0,69 0,71 0,73 0,74
4 10 0,60 0,03 0,55 0,56 0,58 0,60 0,62 0,65 0,66
5 11 0,61 0,03 0,55 0,56 0,59 0,61 0,63 0,66 0,67
6 12 0,64 0,04 0,57 0,58 0,61 0,64 0,66 0,70 0,71
7 13 0,65 0,04 0,57 0,58 0,62 0,65 0,67 0,71 0,73
8 14 0,67 0,04 0,59 0,60 0,64 0,67 0,70 0,75 0,76
9 15 0,60 0,05 0,52 0,53 0,57 0,60 0,63 0,68 0,70
10 16 0,72 0,06 0,61 0,63 0,68 0,72 0,76 0,82 0,83
11 17 0,69 0,06 0,58 0,59 0,65 0,69 0,73 0,79 0,81
12 18 0,79 0,07 0,66 0,68 0,74 0,79 0,83 0,91 0,93
13 19 0,83 0,08 0,69 0,71 0,78 0,83 0,88 0,97 0,99
14 20 0,80 0,08 0,65 0,68 0,75 0,80 0,86 0,94 0,97
15 21 0,78 0,08 0,62 0,64 0,72 0,77 0,83 0,92 0,95
16 22 0,88 0,09 0,70 0,73 0,81 0,87 0,94 1,04 1,07
17 23 0,79 0,09 0,62 0,64 0,73 0,79 0,85 0,95 0,98
18 24 0,84 0,10 0,65 0,68 0,77 0,83 0,90 1,01 1,05
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Tabela 13: R0 com janela 1 para o Distrito Federal.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95 (R) 0,975
(R)

2 2 6,75 0,90 5,10 5,34 6,12 6,71 7,34 8,30 8,63
3 3 0,86 0,17 0,55 0,59 0,73 0,84 0,96 1,15 1,22
4 4 1,20 0,19 0,86 0,91 1,07 1,19 1,32 1,52 1,59
5 5 1,01 0,17 0,70 0,74 0,89 1,00 1,12 1,31 1,37
6 6 0,57 0,13 0,35 0,38 0,48 0,56 0,65 0,79 0,84
7 7 0,66 0,15 0,40 0,43 0,55 0,65 0,75 0,93 0,99
8 8 0,72 0,18 0,41 0,45 0,59 0,70 0,83 1,03 1,11
9 9 0,70 0,19 0,37 0,41 0,56 0,68 0,82 1,04 1,13
10 10 0,72 0,22 0,36 0,40 0,56 0,69 0,85 1,10 1,20
11 11 0,40 0,18 0,13 0,16 0,27 0,37 0,50 0,72 0,81
12 12 0,68 0,28 0,25 0,29 0,47 0,64 0,84 1,18 1,31
13 13 0,95 0,39 0,35 0,42 0,67 0,90 1,18 1,67 1,85
14 14 0,71 0,36 0,19 0,24 0,45 0,66 0,91 1,38 1,57
15 15 4,12 0,95 2,48 2,70 3,45 4,05 4,71 5,79 6,17
16 16 0,43 0,22 0,12 0,15 0,27 0,40 0,55 0,84 0,95
17 17 0,21 0,15 0,03 0,04 0,10 0,18 0,29 0,51 0,59
18 18 0,42 0,30 0,05 0,07 0,20 0,35 0,57 1,00 1,18
19 19 0,80 0,57 0,10 0,14 0,38 0,67 1,08 1,90 2,23
20 20 0,60 0,60 0,02 0,03 0,17 0,41 0,83 1,78 2,20
21 21 0,99 0,99 0,03 0,05 0,29 0,69 1,37 2,97 3,66
22 22 88,46 13,34 64,28 67,73 79,14 87,80 97,06 111,48 116,45
23 23 0,12 0,09 0,02 0,02 0,06 0,10 0,17 0,29 0,35
24 24 0,34 0,14 0,12 0,15 0,24 0,32 0,42 0,59 0,66
25 25 0,11 0,11 0,00 0,01 0,03 0,08 0,16 0,34 0,42
26 26 0,21 0,21 0,01 0,01 0,06 0,15 0,30 0,64 0,79
27 27 0,54 0,54 0,01 0,03 0,16 0,38 0,75 1,62 2,00
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Tabela 14: R0 com janela 4 para o Distrito Federal.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 5 1,46 0,12 1,24 1,27 1,38 1,45 1,54 1,66 1,70
3 6 0,89 0,08 0,73 0,76 0,83 0,88 0,94 1,03 1,05
4 7 0,84 0,08 0,69 0,72 0,79 0,84 0,90 0,98 1,01
5 8 0,72 0,08 0,58 0,60 0,67 0,72 0,77 0,85 0,88
6 9 0,62 0,08 0,48 0,50 0,57 0,62 0,67 0,75 0,78
7 10 0,66 0,09 0,50 0,52 0,60 0,66 0,72 0,81 0,85
8 11 0,61 0,09 0,44 0,47 0,55 0,61 0,68 0,78 0,81
9 12 0,58 0,10 0,40 0,42 0,51 0,58 0,65 0,76 0,80
10 13 0,59 0,12 0,38 0,41 0,50 0,58 0,66 0,79 0,84
11 14 0,55 0,13 0,33 0,35 0,46 0,54 0,63 0,78 0,83
12 15 1,29 0,23 0,88 0,94 1,13 1,28 1,44 1,69 1,77
13 16 1,19 0,22 0,81 0,86 1,04 1,18 1,33 1,57 1,66
14 17 0,92 0,18 0,60 0,65 0,79 0,91 1,04 1,24 1,31
15 18 0,88 0,18 0,56 0,60 0,75 0,86 0,99 1,19 1,26
16 19 0,28 0,10 0,11 0,13 0,20 0,26 0,34 0,47 0,52
17 20 0,23 0,11 0,06 0,08 0,14 0,21 0,29 0,44 0,50
18 21 0,32 0,19 0,07 0,09 0,19 0,29 0,42 0,67 0,77
19 22 8,85 1,32 6,45 6,79 7,92 8,78 9,70 11,12 11,61
20 23 2,40 0,36 1,75 1,85 2,15 2,39 2,64 3,02 3,16
21 24 1,44 0,20 1,07 1,12 1,29 1,43 1,57 1,79 1,86
22 25 1,17 0,17 0,87 0,91 1,06 1,17 1,28 1,46 1,52
23 26 0,15 0,06 0,06 0,07 0,11 0,14 0,18 0,25 0,28
24 27 0,18 0,08 0,07 0,08 0,13 0,17 0,23 0,32 0,36
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Tabela 15: R0 com janela 7 para o Distrito Federal.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 8 1,07 0,08 0,93 0,95 1,02 1,07 1,12 1,20 1,23
3 9 0,81 0,06 0,69 0,70 0,76 0,80 0,85 0,91 0,93
4 10 0,79 0,06 0,67 0,69 0,75 0,79 0,83 0,90 0,92
5 11 0,68 0,06 0,56 0,57 0,63 0,67 0,72 0,78 0,81
6 12 0,60 0,07 0,48 0,49 0,55 0,59 0,64 0,71 0,73
7 13 0,63 0,07 0,49 0,51 0,57 0,62 0,68 0,75 0,78
8 14 0,62 0,08 0,47 0,49 0,56 0,62 0,68 0,76 0,80
9 15 0,82 0,11 0,62 0,65 0,74 0,81 0,89 1,00 1,04
10 16 0,80 0,11 0,59 0,62 0,72 0,79 0,87 0,99 1,04
11 17 0,72 0,11 0,52 0,54 0,64 0,72 0,79 0,92 0,96
12 18 0,78 0,13 0,55 0,58 0,69 0,77 0,86 1,00 1,05
13 19 0,80 0,14 0,55 0,59 0,70 0,79 0,89 1,04 1,10
14 20 0,77 0,14 0,51 0,54 0,66 0,76 0,86 1,02 1,07
15 21 0,78 0,16 0,51 0,54 0,67 0,77 0,88 1,06 1,12
16 22 1,80 0,25 1,33 1,40 1,62 1,78 1,96 2,23 2,33
17 23 1,38 0,20 1,02 1,07 1,24 1,37 1,51 1,73 1,80
18 24 1,21 0,17 0,90 0,94 1,09 1,20 1,31 1,49 1,55
19 25 1,08 0,15 0,80 0,84 0,98 1,07 1,18 1,34 1,40
20 26 1,01 0,14 0,75 0,79 0,91 1,01 1,11 1,26 1,31
21 27 1,01 0,14 0,75 0,79 0,91 1,00 1,10 1,26 1,31
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Tabela 16: R0 com janela 1 para o Rio Grande do Sul.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 2 2,08 0,49 1,23 1,34 1,73 2,04 2,38 2,94 3,14
3 3 1,41 0,30 0,88 0,95 1,19 1,39 1,60 1,93 2,05
4 4 1,88 0,32 1,30 1,38 1,65 1,86 2,08 2,44 2,56
5 5 0,82 0,18 0,50 0,54 0,69 0,80 0,93 1,14 1,21
6 6 1,45 0,24 1,02 1,08 1,28 1,44 1,60 1,87 1,96
7 7 0,85 0,18 0,54 0,58 0,72 0,83 0,96 1,16 1,23
8 8 1,13 0,20 0,77 0,82 0,99 1,12 1,26 1,48 1,56
9 9 0,66 0,16 0,39 0,43 0,55 0,65 0,76 0,94 1,01
10 10 0,33 0,12 0,14 0,16 0,25 0,32 0,40 0,54 0,59
11 11 0,74 0,21 0,38 0,43 0,59 0,72 0,88 1,13 1,22
12 12 1,09 0,30 0,58 0,64 0,87 1,06 1,27 1,63 1,75
13 13 1,10 0,30 0,58 0,65 0,88 1,07 1,28 1,64 1,77
14 14 0,58 0,22 0,23 0,27 0,42 0,55 0,71 0,98 1,08
15 15 0,30 0,17 0,06 0,08 0,17 0,27 0,39 0,63 0,73
16 16 0,98 0,40 0,36 0,43 0,69 0,93 1,22 1,72 1,91
17 17 1,69 0,60 0,73 0,84 1,26 1,62 2,04 2,77 3,04
18 18 1,39 0,49 0,60 0,69 1,03 1,33 1,68 2,28 2,50
19 19 0,90 0,37 0,33 0,39 0,63 0,85 1,11 1,58 1,75
20 20 2,07 0,58 1,10 1,23 1,66 2,02 2,43 3,10 3,34
21 21 0,12 0,12 0,00 0,01 0,04 0,08 0,17 0,37 0,45
22 22 0,63 0,32 0,17 0,22 0,40 0,58 0,81 1,23 1,39
23 23 0,28 0,28 0,01 0,01 0,08 0,20 0,39 0,84 1,04
24 24 0,45 0,45 0,01 0,02 0,13 0,31 0,62 1,35 1,66
25 25 1,06 1,06 0,03 0,05 0,30 0,73 1,47 3,17 3,90
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Tabela 17: R0 com janela 4 para o Rio Grande do Sul.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 5 1,37 0,14 1,11 1,15 1,27 1,37 1,47 1,62 1,67
3 6 1,32 0,13 1,09 1,12 1,23 1,32 1,40 1,54 1,58
4 7 1,17 0,11 0,96 0,99 1,09 1,17 1,24 1,36 1,40
5 8 1,04 0,10 0,85 0,88 0,97 1,03 1,10 1,21 1,24
6 9 0,99 0,10 0,81 0,84 0,92 0,99 1,05 1,16 1,19
7 10 0,73 0,08 0,58 0,60 0,67 0,73 0,79 0,87 0,90
8 11 0,70 0,09 0,54 0,56 0,64 0,70 0,76 0,85 0,88
9 12 0,61 0,09 0,45 0,47 0,55 0,60 0,67 0,76 0,79
10 13 0,68 0,10 0,49 0,52 0,60 0,67 0,74 0,85 0,89
11 14 0,82 0,13 0,59 0,62 0,73 0,81 0,90 1,04 1,08
12 15 0,73 0,13 0,50 0,53 0,64 0,72 0,81 0,95 1,00
13 16 0,66 0,13 0,43 0,46 0,57 0,65 0,74 0,89 0,94
14 17 0,65 0,14 0,40 0,44 0,55 0,64 0,74 0,90 0,96
15 18 0,85 0,18 0,53 0,57 0,72 0,83 0,96 1,16 1,24
16 19 1,10 0,22 0,71 0,77 0,95 1,09 1,24 1,49 1,57
17 20 1,40 0,25 0,96 1,02 1,23 1,39 1,56 1,83 1,93
18 21 0,95 0,19 0,62 0,66 0,82 0,94 1,07 1,28 1,36
19 22 0,78 0,17 0,48 0,52 0,66 0,77 0,89 1,08 1,15
20 23 0,68 0,17 0,39 0,42 0,56 0,66 0,78 0,97 1,04
21 24 0,20 0,10 0,06 0,07 0,13 0,19 0,26 0,39 0,45
22 25 0,32 0,16 0,09 0,11 0,20 0,30 0,41 0,62 0,71

Tabela 18: R0 com janela 7 para o Rio Grande do Sul.

t
start

t end Mean
(R)

Std
(R)

0,025
(R)

0,05
(R)

0,25
(R)

Median
(R)

0,75
(R)

0,95
(R)

0,975
(R)

2 8 1,23 0,09 1,05 1,08 1,16 1,22 1,29 1,38 1,41
3 9 1,09 0,08 0,93 0,96 1,03 1,09 1,14 1,23 1,25
4 10 0,95 0,07 0,81 0,83 0,90 0,95 1,00 1,08 1,10
5 11 0,83 0,07 0,70 0,72 0,79 0,83 0,88 0,95 0,98
6 12 0,86 0,07 0,72 0,74 0,81 0,85 0,90 0,98 1,01
7 13 0,77 0,07 0,64 0,66 0,72 0,77 0,82 0,90 0,92
8 14 0,74 0,08 0,60 0,62 0,69 0,74 0,79 0,87 0,90
9 15 0,61 0,07 0,47 0,49 0,56 0,60 0,65 0,73 0,76
10 16 0,61 0,08 0,46 0,49 0,56 0,61 0,67 0,76 0,79
11 17 0,78 0,10 0,59 0,62 0,71 0,78 0,85 0,96 1,00
12 18 0,85 0,12 0,63 0,67 0,77 0,84 0,93 1,05 1,10
13 19 0,80 0,12 0,59 0,62 0,72 0,80 0,88 1,01 1,06
14 20 0,89 0,13 0,65 0,69 0,80 0,89 0,98 1,12 1,17
15 21 0,84 0,13 0,60 0,63 0,75 0,83 0,93 1,07 1,12
16 22 0,93 0,15 0,67 0,71 0,83 0,93 1,03 1,19 1,24
17 23 0,87 0,15 0,61 0,64 0,77 0,86 0,96 1,12 1,18
18 24 0,74 0,14 0,49 0,53 0,64 0,73 0,83 0,99 1,04
19 25 0,64 0,14 0,39 0,43 0,54 0,63 0,73 0,88 0,94



ANEXO B MÉTODO INICIAL DE RUNGE-KUTTA

B.1 Introdução

Método Numérico é um algoritmo composto por um número finito de operações
envolvendo apenas números (operações aritméticas elementares, cáculo de funções,
consulta de a uma tabela de valores, consulta a um gráfico, etc)

Modelagem é o processo de obtenção do modelo matemático que descreve o com-
portamento do sistema fı́sico.

Solução numérica é a fase da obtenção dos resultados através da aplicação dos
métodos numéricos

Figura 44: Etapas envolvidas na solução numérica de um problema fı́sico.
Fonte: (FRANCO, 2011)

São conhecidos através da literatura iumeros métodos numéricos, dentre eles o
Método de Runge-Kutta que é determinado a partir da Série de Taylor e sua expressão
de recorrência é dada por:

yi+1 = yi + φ(xi, yi, h)h
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onde φ(xi, yi, h) é chamada de função incremento e pode ser interpretada como uma
inclinação média sobre o intervalo.

Genericamente:
φ(xi, yi, h) = a1k1 + a2k2 + · · ·+ ankn

k1 = f(xi, yi)

k2 = f(xi + p1h, yi + q11k1h)

k3 = f(xi + p2h, yi + q21k1h+ q22k2h)
...

kn = f(xi + pn−1h, yi + q(n−1)1k1h+ q(n−1)2k2h+ · · ·+ q(n−1)(n−1)kn−1h)

B.1.1 Derivação do Método de Runge-Kutta de Segundo Ordem

yi+1 = yi + (a1k1 + a2k2)h (37)

k1 = f(xi, yi) (38)

k2 = f(xi + p1h, yi + q11k1h) (39)

Deve-se determinar os valores das constantes a1, a2, q1 e q11.
Expande-se yi+1 em Série de Taylor:

yi+1 = yi + f(xi, yi)h+ f ′(xi, yi)
h2

2!
(40)

Determina-se f ′(xi, yi) pela Regra da Cadeia:

f ′(xi, yi) =
∂f

∂x
+

∂f

∂y

dy

dx
(41)

Substituindo na expressão (40)

yi+1 = yi + f(xi, yi)h+

(
∂f

∂x
+

∂f

∂y

dy

dx

)
h2

2!
(42)

A estratégia do Método de Runge-Kutta é através de manipulações algébricas, tornar
as expressões (37) e (42) equivalentes. Expande-se a expressão (39) em Série de
Taylor:

f(xi + p1h, yi + q11k1h) = f(xi, yi) + p1h
∂f

∂x
+ q11k1h

∂f

∂y
+O(h2) (43)

Substituindo (43) em (37)

yi+1 = yi + a1hf(xi, yi) + a2hf(xi, yi) + a2p1h
2∂f

∂x
+ a2q11h

2f(xi, yi)
∂f

∂y
+O(h3) (44)
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Reagrupando os termos:

yi+1 = yi + [a1f(xi, yi) + a2f(xi, yi)]h+

[
a2p1

∂f

∂x
+ a2q11f(xi, yi)

∂f

∂y

]
h2 +O(h3) (45)

Comparando os termos das equações (42) e (45)

a1 + a2 = 1

a2p1 =
1

2

a2q11 =
1

2

Observa-se que tem três soluções e quatro incógnitas, portanto tem-se infinitas
soluções. Portanto existem infinitas formulações para o Método de Runge-Kutta de
Segunda Ordem.

É importante realçar que o Método de Heun com uma iteração de correção e o
Método de Euler Modificado podem ser classificados como Métodos de Runge-Kutta
de Segunda Ordem.

B.1.1.1 Método de Heun

Assumindo:

a1 = a2 =
1

2
p1 = q11 = 1

yi+1 = yi +

(
1

2
k1 +

1

2
k2

)
h

k1 = f(xi, yi)

k2 = f(xi + h, yi + k1h)

• k1 inclinação no inı́cio do intervalo;

• k2 inclinação no fim do intervalo.
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B.1.1.2 Método de Euler Modificado

Assumindo:

a0 = 0

a2 = 1

p1 = q11 =
1

2
yi+1 = yi + k2h

k1 = f(xi, yi)

k2 = f

(
xi +

h

2
, yi +

h

2
k1

)
O método de Runge-Kutta mais conhecido é o Método de Ralston. Este método pro-
picia um limite mı́nimo para o erro de truncamento dos algoritmos de Runge-Kutta de
Segunda Ordem.

B.1.1.3 Método de Ralston

Assumindo:

a1 =
1

3

a2 =
2

3

p1 = q11 =
3

4

yi+1 = yi +

(
1

3
k1 +

2

3
k2

)
h

k2 = f

(
xi +

3

4
h, yi +

3

4
hk1

)
B.1.2 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

De forma semelhante ao que se faz para o Método de Runge-Kutta de Segunda
Ordem, pode-se determinar para ordens mais elevadas.

As formulações não são únicas. Apresenta-se a seguir umas das formulações mais
utilizadas:

yi+1 = yi +

[
1

6
(k1 + 4k2 + k3)

]
h

k1 = f(xi, yi)

k2 = f

(
xi +

1

2
h, yi +

1

2
kih

)
k3 = f(xi + h, yi − hk1 + 2hk2)
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B.1.3 Método de Runge-Kutta de Quarta Ordem

yi+1 = yi +

[
1

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

]
h

k1 = f(xi, yi)

k2 = f

(
xi +

1

2
h, yi +

1

2
kih

)
k3 = f

(
xi +

1

2
h, yi +

1

2
hk2

)
k4 = f(xi + h, yi + hk3)


