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RESUMO

DONAY MARTINS, Anderson. Análise de vibrações em estruturas otimizadas
com materiais piezelétricos. 2022. 74 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem
Matemática) – Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática, Instituto de
Fı́sica e Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2022.

O objetivo desse trabalho é resolver um problema de otimização topológica para
encontrar a estrutura mais rı́gida possı́vel sujeita a uma determinada restrição de
volume e computar as vibrações dessa estrutura. São obtidas estruturas com apenas
um material (alumı́nio) e com dois materiais (alumı́nio e material piezelétrico). É
abordado o tema da piezeletricidade, sendo citadas algumas contribuições históricas
importantes, além do comportamento mecânico das cerâmicas piezelétricas. São
apresentadas as equações da piezeletricidade, que serão utilizadas nos problemas
de otimização com materiais piezelétricos, para definir a melhor localização para o
material piezelétrico. É apresentada a teoria da otimização topológica. São colocadas
contribuições históricas importantes para a otimização estrutural, com enfoque maior
na otimização topológica. É explicado o problema da mı́nima flexibilidade, que
tem como objetivo obter a topologia com maior rigidez satisfazendo a condição de
equilı́brio e a restrição de volume. Para resolver o problema, são apresentados os
conceitos do método das densidades e critério ótimo, além do esquema iterativo
utilizado. O domı́nio é discretizado com a utilização do método dos elementos finitos.
São apresentados os possı́veis problemas de instabilidade numérica que podem
ocorrer e o filtro de sensibilidades, um recurso para evitar essas instabilidades.
São colocados alguns conceitos da dinâmica das estruturas, conceitos que são
necessários para poder computar as frequências e modos de vibração. Os resul-
tados são representados, com os gráficos das estruturas otimizadas e os gráficos
correspondentes aos três primeiros modos de vibração.

Palavras-chave: Piezeletricidade, Otimização topológica, Problemas de otimização
estrutural, Vibrações.



ABSTRACT

DONAY MARTINS, Anderson. Vibration Analysis in Composite Structures with
Piezoelectric Materials and Optimized. 2022. 74 f. Dissertação (Mestrado em
Modelagem Matemática) – Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática,
Instituto de Fı́sica e Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2022.

The objective of this work is to solve a topology optimization problem to find the
most rigid structure possible for a given volume constraint and compute the vibrations
of this structure. Structures are obtained with only one material (aluminum) and with
two materials (aluminum and piezoelectric material). The topic of piezoelectricity is
addressed, citing some important historical contributions, in addition to the mechanical
behavior of piezoelectric ceramics. The equations of piezoelectricity are presented,
which will be used in the optimization problems with piezoelectric materials, to define
the best location for the piezoelectric material. The theory of topology optimization is
presented. Important historical contributions to structural optimization are presented,
with main focus on topology optimization. The problem of minimal compliance is pre-
sented, which aims to obtain the topology with maximal stiffness satisfying the equi-
librium condition and the volume constraint. To solve the problem, the concepts of
the density method and optimality criterion are presented, in addition to the iterative
scheme used. To solve the problem, the domain is discretized using the finite element
method. Possible problems of numerical instability that can occur are presented to-
gether with the sensitivity filter, a resource to avoid these instabilities. Some concepts
of the dynamics of structures are presented, that are necessary to compute the fre-
quencies and modes of vibration. The results are presented by means of figures of the
optimized structures and the figures corresponding to the first three vibration modes.

Keywords: Piezoelectricity, Topology optimization, Structural optimization problems,
Vibrations.
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(b) é a polarização enquanto a estrutura é submetida a um campo
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a Tamanho do elemento na direção horizontal

a(u, v) Forma bilinear da energia

b Tamanho do elemento na direção vertical

cijkl Constante elástica
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∇ Operador gradiente

ν Coeficiente de Poisson

Ω Conjunto dos pontos que a estrutura possui material

ωj Frequência natural do j-ésimo modo de vibração
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ξa Parâmetro de ajuste

ζ Limite móvel
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1 INTRODUÇÃO

1.1 Motivação

Materiais compósitos são materiais que são originados pela combinação de dois ou
mais materiais com propriedades diferentes e que não se dissolvem ou se misturam.
Esses materiais podem inclusive ser originados de forma natural, como a madeira, que
é composta por fibras de celulose conectadas por uma substância chamada lignina
(NGO, 2020).

O uso desses materiais é muito importante, pois é possı́vel obter propriedades
melhores com a utilização desses materiais, como por exemplo, uma estrutura mais
rı́gida ou com melhor condução de eletricidade. Nos últimos anos, uma área que tem
aumentado o uso de materiais compósitos de forma considerável é a área de geração
de energia renovável, onde as fibras do material compósito são alinhadas de forma
a aumentar a resistência em uma direção, e diminuindo em outra direção que não
necessite uma resistência tão grande (NGO, 2020).

Entre os materiais compósitos, estão alguns materiais chamados de materiais in-
teligentes. Esse materiais se caracterizam pela capacidade de alterar algumas pro-
priedades e realizar funções em resposta a algum estı́mulo, como por exemplo, tem-
peratura, pressão e campo elétrico. Esses materiais costumam ser colocados em
estruturas que são melhoradas pelas propriedades ou funções que esse material
possibilita. Entre os materiais inteligentes, estão os materiais piezelétricos, que são
caracterizados por gerar um campo elétrico através de uma pressão mecânica (no
caso dos sensores) e produzir uma resposta mecânica ao ser estimulado por um
campo elétrico (no caso dos atuadores) (GHAREEB; FARHAT, 2018). A fim de mi-
nimizar custos de produção, ou para serem mais leves e versáteis, é natural que se
busque uma otimização das estruturas, minimizando a quantidade de material e ao
mesmo tempo mantendo suas funcionalidades, pincipalmente ao se tratar de materi-
ais compósitos, em que a composição já é motivada para atender algumas funcionali-
dades especı́ficas, como por exemplo, inclusão de atuadores numa estrutura.

Para obter estruturas otimizadas, é utilizado um método de otimização estrutural,
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permitindo encontrar uma estrutura que maximize a utilidade de uma quantidade fixa
de recursos para cumprir um objetivo estabelecido (KINGMAN; TSAVDARIDIS; TORO-
POV, 2014). Em geral, o método de otimização topológica é preferido em relação aos
outros métodos (dimensionamento e forma), pois permite mais detalhes na estrutura,
como o número, tamanho, localização e formato de buracos.

À medida que as estruturas vão ficando mais leves, as vibrações estruturais ten-
dem a ficar com amplitudes maiores, muitas vezes necessitando um controle de
vibrações. Um excesso de vibrações pode causar vários danos a determinadas es-
truturas e suas funções. Esses prejuı́zos podem ser de várias naturezas, como falhas
estruturais (fadiga de uma peça de uma máquina), desconforto (vibração de um carro
com um amortecedor ruim na suspensão) e diminuição na precisão de algum dis-
positivo (alguns ramos da engenharia trabalham com precisões milimétricas) (PREU-
MONTH, 2011). Eliminar essas vibrações em sua totalidade não é algo possı́vel, mas
existem meios para diminuir essas vibrações. Uma das possibilidades é a utilização de
atuadores piezelétricos. Por outro lado, vibrações com amplitudes maiores podem ser
úteis para o uso em conversores e coletores de energia (SAFAEI; ANTON; SODANO,
2019; PRIYA, 2007). Mas para isto é necessário encontrar a melhor localização para a
colocação dos conversores que, em geral, são compostos por materiais piezelétricos
(BENDINE; HAMDAOUI; BOUKHOULDA, 2019; HE et al., 2021; ZHENG; CHANG;
GEA, 2009).

1.2 Objetivos

O objetivo geral desse trabalho é analisar vibrações em estruturas compostas
(com materiais piezelétricos e não-piezelétricos) e otimizadas, nas quais o tipo de
otimização utilizado é a otimização topológica.

Como objetivos especı́ficos, tem-se:

• Discretizar o domı́nio das estruturas utilizando o Método dos Elementos Finitos
e resolver as equações tanto da estática quanto da dinâmica das estruturas.

• Formular um problema de otimização topológica para projetar a localização de
materiais piezelétricos;

• Resolver o problema de otimização topológica de estruturas contı́nuas em
domı́nios bidimensionais;

• Computar as vibrações das estruturas otimizadas;

• Comparar a amplitude das vibrações nas estruturas com diferentes combinações
dos materiais (material piezelétrico e material não-piezelétrico).



16

1.3 Organização do Trabalho

Esse trabalho está organizado em 7 capı́tulos. No capı́tulo 1 é feita uma introdução
ao tema, com a motivação e os objetivos do trabalho. No capı́tulo 2 é feita uma abor-
dagem histórica sobre o fenômeno da piezeletricidade, onde são abordadas questões
fı́sicas (como o comportamento) e matemáticas (equações) que são utilizadas pos-
teriormente. O capı́tulo 3 consiste na otimização topológica em problemas estáticos,
abordando aspectos históricos (a evolução do método ao longo do tempo) e como
ocorre a otimização topológica. É apresentado o problema da otimização da mı́nima
flexibilidade, como discretizá-lo através do método dos elementos finitos e como re-
solvê-lo através da otimização topológica. Também são abordadas algumas insta-
bilidades numéricas que surgem na aplicação do método (e como resolvê-las). No
capı́tulo 4, o problema clássico da mı́nima flexiblidade é extendido ao uso de materiais
piezelétricos. No capı́tulo 5, são apresentados alguns conceitos envolvendo dinâmica
das estruturas e como calcular as frequências e modos de vibração, através de um
problema de autovalor e autovetor. No capı́tulo 6 são apresentados os resultados ob-
tidos, através da otimização topológica apresentada nos capı́tulos 3 e 4 (onde são
obtidas estruturas otimizadas) e o cálculo das frequências e modos de vibração (com
os conceitos do capı́tulo 5). Por fim, no capı́tulo 7, são colocadas as conclusões e
perspectivas futuras para continuação do trabalho.



2 PIEZELETRICIDADE

2.1 Introdução

De acordo com o Online Etymology Dictionary, o prefixo piezo deriva da palavra
grega piezein, que significa pressionar, ou seja, piezeletricidade é a eletricidade pro-
duzida através de pressão.

A primeira publicação cientı́fica envolvendo piezeletricidade é de 1880, de auto-
ria dos irmãos Jacques e Pierre Curie (MOHEIMANI; FLEMING, 2006). Os irmãos
Curie descrevem experimentos com alguns cristais que geram eletricidade conforme
são submetidos a uma variação de pressão, um efeito análogo a piroeletricidade
(fenômeno que remete a geração de eletricidade devido a variação de temperatura)
que já era conhecida naquela época e que ocorria nos mesmos cristais utilizados nos
experimentos (CURIE; CURIE, 1880). Esse efeito é conhecido como efeito piezelétrico
direto. No ano seguinte, através das leis fundamentais da termodinâmica, o efeito pie-
zelétrico inverso, que é a ocorrência de uma deformação mecânica devido à ação de
um campo elétrico, foi previsto matematicamente por LIPPMANN (1881).

A primeira importante aplicação de materiais piezelétricos surgiu durante a pri-
meira guerra mundial, cerca de 35 anos depois da descoberta dos irmãos Curie,
quando Langevin criou um sonar composto por placas piezelétricas. Após o su-
cesso da invenção de Langevin, materiais piezelétricos foram utilizados em muitas
aplicações como, por exemplo, em transdutores ultrassônicos e estabilizadores de
frequência para osciladores de tubo de vácuo (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

Com o passar dos anos, foram descobertas propriedades piezelétricas em vários
materiais. Conforme ZHU (2010), Busch e Scherrer descobriram propriedades pie-
zelétricas no dihidrogenofosfato de potássio na década de 1930, e Jaffe e seus co-
legas de trabalho descobriram efeitos piezelétricos no titanato-zirconato de chumbo
(PZT), na década de 1950.

No final da década de 1960, cientistas japoneses descobriram que o fluoreto de
polivinilideno possuia altas propriedades piezelétricas após polarização em alta tem-
peratura e pressão (HU et al., 2018), enquanto na década de 1980 ocorreu o desen-
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volvimento das cerâmicas de niobato de chumbo e magnésio (HAERTLING, 1999) e
no inı́cio dos anos 2000 alguns estudos mostraram altos coeficientes piezelétricos, na
ordem de mais de 1500 pC/N, em cristais de titanato de chumbo e niobato de chumbo
e magnésio (ZHANG et al., 2018).

2.2 Cerâmicas piezelétricas

Segundo HAO et al. (2019), as cerâmicas piezelétricas que possuem as melhores
propriedades são as que cristalizam em uma estrutura do tipo perovskita. Conforme
ASSIREY (2019) , uma estrutura é dita perovskita quando é da forma genérica ABX3,
onde A e B são cátions de tamanhos diferentes e X é um ânion ligado a ambos (ge-
ralmente oxigênio), e possui a mesma estrutura cristalográfica do titanato de cálcio
(CaTiO3), que também é conhecido como Perovskita, em homenagem a Lev Perovski.
Na figura 1 tem-se a representação de uma estrutura do tipo ABO3, onde A é um
cátion bivalente e B é um cátion tetravalente.

Figura 1: Estrutura perovskita ABO3 (ASSIREY, 2019).

Para preparar uma cerâmica piezelétrica perovskita, mistura-se pós finos de óxidos
de metal em uma proporção especı́fica. Então, a mistura é aquecida (formando um
pó uniforme), misturada com um ligante orgânico e moldada em formas especı́ficas.
Essas formas são aquecidas formando uma estrutura cristalina densa. Em seguida
são resfriadas e colocados eletrodos nas superfı́cies apropriadas da estrutura. Após
esse processo, os cristais da estrutura não têm a mesma direção de polarização (figura
2 (a)), e então a estrutura é submetida a um campo elétrico, fazendo com que todos
os cristais tenham a mesma direção de polarização (figura 2 (b)). Após a retirada
desse campo elétrico, os cristais não voltam para a configuração antiga e os dipolos
ficam alinhados na mesma direção com leves alterações (figura 2 (c)) (MOHEIMANI;
FLEMING, 2006).

Essa cerâmica polarizada sofre deformações quando submetida a estı́mulos
elétricos e produz diferença de potencial elétrico quando submetida a ações
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Figura 2: Polarização da estrutura perovskita, onde (a) é a polarização inicial, (b)
é a polarização enquanto a estrutura é submetida a um campo elétrico e (c) é a
polarização após a retirada desse campo elétrico (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

mecânicas. A figura 3 reproduz as reações ocorridas na cerâmica polarizada. Quando
ocorre a ação de uma força comprimindo a estrutura no sentido da polarização (e con-
sequentemente deixando-a levemente mais baixa e larga), é gerada uma diferença
de potencial elétrico de mesma polaridade que a cerâmica (figura 3(b)). Quando
tem-se uma tensão no sentido da polarização (deixando a estrutura levemente mais
alta e fina), ocorre a geração de uma diferença de potencial elétrico de polaridade
oposta (figura 3(c)). E quando alguma diferença de potencial elétrico for aplicada,
uma deformação na estrutura vai ocorrer, e essa deformação depende do sentido da
polaridade da diferença de potencial elétrico. Se a polaridade da diferença de poten-
cial elétrico for no mesmo sentido da cerâmica, então a cerâmica ficará maior e mais
fina (figura 3(d)). Caso seja no sentido oposto, então ficará menor e mais larga (figura
3(e)) (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).

Figura 3: Reações da cerâmica polarizada, (a) representa o sentido da polarização
da estrutura. (b) e (c) representam, respectivamente, a diferença de potencial elétrico
gerada na estrutura após uma compressão e uma tensão no sentido de polarização.
(d) e (e) representam, respectivamente, as reações mecânicas na estrutura após a
aplicação de uma diferença de potêncial de mesmo sentido e de sentido oposto a
polaridade da cerâmica (MOHEIMANI; FLEMING, 2006).
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2.3 Equações da piezeletricidade

Segundo AWRUCH; LINN; MORSCH (2018), um problema estático de elasticidade
linear é definido se são satisfeitas as equações de equilı́brio, equações de compatibi-
lidade de deformações, equações constitutivas e condições de contorno. No caso de
um problema dinâmico, ainda é necessário que sejam satisfeitas algumas condições
iniciais para as componentes de deslocamento e de velocidade.

Na teoria de elasticidade linear, segundo AWRUCH; LINN; MORSCH (2018), são
chamadas de equações (ou relações) constitutivas as relações entre as componentes
de tensão e de deformação especı́fica. Essas equações são conhecidas como a Lei
de Hooke generalizada.

Ampliando esses conceitos para os problemas de piezeletricidade linear, são
acrescentadas novas variáveis, equações e condições relacionadas à piezeletrici-
dade. As equações constitutivas, além de relacionar os componentes de tensão e
de deformação especı́fica, também vão envolver os componentes do campo elétrico e
do deslocamento elétrico.

Conforme YANG (2005), a teoria da piezeletricidade linear consiste nas seguintes
equações:

∂Tji
∂xj

+ ρfi = ρüi, (1)

∂Di

∂xi
= ρf , (2)

Tij = cijklεkl − ekijEk, (3)

Di = eiklεkl + εikEk, (4)

εij =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, (5)

Ei = − ∂φ
∂xi

, (6)

em que Tij e εij são os tensores de tensões e deformações, ρ é a densidade de massa
do material, ρf é a densidade das cargas elétricas livres, fi é a força de corpo por
unidade de massa, ui e Di são os deslocamentos mecânicos e elétricos, Ek e φ são
o campo elétrico e o potencial elétrico, e cijkl, eijk, εij são as propriedades elásticas,
piezelétricas e dielétricas.

As equações (1) e (2) representam as equações de movimento e de carga, as
equações (3) e (4) são as relações constitutivas e as equações (5) e (6) são as
relações entre deformação e deslocamento mecânicos e entre campo e potencial
elétricos. Além de satisfazer essas equações, o problema também precisa satisfazer
as condições iniciais e de contorno.
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Tabela 1: Troca de ı́ndices
ij (ou kl) p (ou q)
11 1
22 2
33 3
23 ou 32 4
31 ou 13 5
12 ou 21 6

2.3.1 Tensores e a notação matricial

Uma forma de simplificar os ı́ndices das relações constitutivas, é utilizar a notação
matricial compacta (YANG, 2005). A forma compacta troca os pares de ı́ndices ij e kl
por novos ı́ndices p e q, de acordo com a tabela 1.

Utilizando a troca de ı́ndices da tabela 1 nas equações (3) e (4), obtêm-se as
relações constitutivas na notação matricial compacta:

Tp = cpqεq − ekpEk (7)

e
Di = eiqεq + εikEk. (8)

Considerando, i, k = 1, 2, 3 e p, q = 1, 2, 3, 4, 5, 6, é possı́vel escrever as equações
(7) e (8) na forma matricial:



T1

T2

T3

T4

T5

T6


=



c11 c12 c13 c14 c15 c16

c21 c22 c23 c24 c25 c26

c31 c32 c33 c34 c35 c36

c41 c42 c43 c44 c45 c46

c51 c52 c53 c54 c55 c56

c61 c62 c63 c64 c65 c66





ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6


−



e11 e21 e31

e12 e22 e32

e13 e23 e33

e14 e24 e34

e15 e25 e35

e16 e26 e36




E1

E2

E3

 (9)

e


D1

D2

D3

 =


e11 e12 e13 e14 e15 e16

e21 e22 e23 e24 e25 e26

e31 e32 e33 e34 e35 e36





ε1

ε2

ε3

ε4

ε5

ε6


+


ε11 ε12 ε13

ε21 ε22 ε23

ε31 ε32 ε33



E1

E2

E3

 . (10)
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De acordo com TIERSTEN (1969), as cerâmicas polarizadas ferroelétricas (dentre
as quais, as cerâmicas perovskitas) possuem a mesma simetria dos cristais hexago-
nais da classe C6v = 6mm. É possı́vel reduzir a quantidade de constantes utilizadas
nas equações (9) e (10), visto que algumas dessas constantes serão iguais devido
às simetrias do material e outras serão nulas devido às propriedades do material.
Considerando o eixo x3 sendo a direção da polarização, as matrizes das constantes
elásticas, piezelétricas e dielétricas são dadas por:



c11 c12 c13 0 0 0

c12 c11 c13 0 0 0

c13 c13 c33 0 0 0

0 0 0 c44 0 0

0 0 0 0 c44 0

0 0 0 0 0 c66


, (11)


0 0 0 0 e15 0

0 0 0 e15 0 0

e31 e31 e33 0 0 0

 (12)

e 
ε11 0 0

0 ε11 0

0 0 ε33

 , (13)

com c66 = (c11 − c12)/2.

2.3.2 Constantes do material: elásticas, piezelétricas e dielétricas

As constantes utilizadas nas relações constitutivas mostradas nas equações (9) e
(10) representam propriedades do material utilizado. Conforme as normas de pieze-
letricidade propostas em 1987 pelo IEEE (The Institute of Electrical and Electronics
Engineers), os valores dessas constantes são obtidos através de amostras e técnicas
experimentais (IEEE, 1987).

O significado dos três tipos de constantes (elásticas, piezelétricas e dielétricas) é
apresentado por MOHEIMANI; FLEMING (2006). A constante elástica cij é dada pela
razão entre a deformação na direção i e a tensão na direção j (desde que não ocorra
mudança de tensão nas outras duas direções). Os ı́ndices 1, 2 e 3 indicam tensões e
deformações diretas, enquanto que os ı́ndices 4, 5 e 6 indicam tensões e deformações
por cisalhamento. A constante piezéletrica eij é dada pela razão entre a deformação
na direção j e o campo elétrico aplicado ao longo do eixo i (desde que as tensões
se mantenham constantes). Por fim, a constante dielétrica εij determina a carga por
unidade de área no eixo i devido a ação de um campo elétrico aplicado ao longo do
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eixo j.



3 OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA

3.1 Introdução

Uma forma de diminuir os custos de fabricação de estruturas e peças em grande
escala é reduzindo a quantidade de material utilizado. Mas certamente, uma estrutura
de uma construção, ou até mesmo uma peça de um avião, precisa ser projetada com
capacidade para exercer uma determinada função fı́sica, e com segurança.

Conforme QUERIN et al. (2017), a otimização estrutural é o processo de deter-
minar a melhor distribuição de material dentro de um domı́nio de volume fı́sico, que
satisfaça determinadas restrições de projeto e de fabricação impostas. Exemplos de
restrições podem ser dados por uma quantidade de volume de material, pela presença
(devido a um engaste ou pela aplicação de carga em determinado ponto) e ausência
(devido a necessidade de algum furo) de material em determinados locais da estru-
tura.

A melhor distribuição de material é considerada aquela (dentre as que satisfaçam
todas as restrições de projeto e de fabricação impostas) que otimiza (maximiza ou mi-
nimiza) uma determinada função, chamada de função objetivo. Na área de otimização
estrutural, o objetivo mais comum é o de minimizar a flexibilidade da estrutura (equi-
valente a maximizar a rigidez) satisfazendo as equações de equilı́brio e um determi-
nado volume de material (BENDSOE; SIGMUND, 2003). Outro exemplo de objetivo é
apresentado por BRUGGI; DUYSINX (2012), no qual é minimizada a quantidade de
material da estrutura sujeita a condições de flexibilidade e esforços de tensão realiza-
dos. Além disso, alguns exemplos de outras caracterı́sticas que podem ser utilizadas
nas funções objetivo para problemas estruturais são: controle de vibrações e custo de
fabricação (HAFTKA; GÜRDAL, 1992).

De acordo com BENDSOE; SIGMUND (2003), existem três categorias de
otimização estrutural: de dimensionamento, de forma e topológica. Otimizações de
dimensionamento e de forma envolvem, respectivamente, encontrar as dimensões e
formatos dos contornos da estrutura, de modo que satisfaçam as restrições e otimizem
a função objetivo.
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A otimização topológica é uma categoria mais geral de otimização estrutural, que
abrange mais aspectos que as duas categorias anteriores. O material pode ser posi-
cionado em qualquer posição, desde que não tenha uma restrição imposta. Por ser
mais abrangente, a otimização topológica permite encontrar o leiaute ideal para uma
estrutura dentro de um domı́nio especı́fico (BENDSOE; SIGMUND, 2003).

A figura 4 exemplifica o que ocorre nas otimizações de dimensionamento (figura
4(a)), de forma (figura 4(b)) e topológica (figura 4(c)). No lado esquerdo estão repre-
sentados os domı́nios (posições que podem ter material) e no lado direito estão as
estruturas otimizadas.

Figura 4: Categorias de otimização. Em (a) ocorre a otimização de dimensionamento,
em (b) ocorre a otimização de forma e em (c) ocorre a otimização topológica (BEND-
SOE; SIGMUND, 2003).

3.2 Aspectos históricos

De acordo com KIRSCH (1993), acredita-se que Maxwell (no final do século XIX) e
Michell (no inı́cio do século XX) escreveram os primeiros trabalhos envolvendo concei-
tos de otimização estrutural para encontrar cotas inferiores para o peso de estruturas
treliçadas.

Apesar do desenvolvimento da teoria ter ocorrido no inı́cio do século XX, não foram
feitos tantos avanços práticos nos anos seguintes. Apenas na década de 1960, com a
criação do Método dos Elementos Finitos (MEF) e o surgimento de computadores di-
gitais modernos, a otimização foi introduzida naturalmente nas práticas de engenharia
(GUO; CHENG, 2010).

No final dos anos 1960, Prager (de forma analı́tica) e Venkaya (de forma numérica)
apresentaram uma abordagem alternativa, chamado de Critério Ótimo. Durante os
anos 1970 e 1980, ocorreram avanços na programação matemática e no Critério
Ótimo, possibilitando soluções mais eficientes (KIRSCH, 1993).



26

Para os casos de volume de material total prescrito, BENDSOE (1999) apresentou
um método baseado em uma função densidade, que determina a densidade de ma-
terial de cada elemento finito da estrutura. Mais tarde, esse método ficou conhecido
pela sigla inglesa SIMP (Solid Isotropic Material with Penalization).

Para o problema de minimização de flexibilidade de estruturas carregadas estati-
camente, SIGMUND (2001) contribuiu com um código compacto de 99 linhas capaz
de resolver um problema de otimização bem posto.

3.3 Problema da mı́nima flexibilidade

O problema da mı́nima flexibilidade consiste em encontrar, dentro das possibilida-
des permitidas, a topologia da estrutura que tenha a flexibilidade mı́nima. Essa estru-
tura precisa satisfazer as equações de equilı́brio, a restrição de volume de material,
além de possuir material nos locais de aplicação dos carregamentos.

Considerando a forma bilinear da energia a(u, v) e a forma linear dos carregamen-
tos l(u) dadas por

a(u, v) =
∫

Ω
cpq(x)εp(u)εq(v)dΩ (14)

e
l(u) =

∫
Ω
fudΩ +

∫
ΓT
tuds, (15)

BENDSOE; SIGMUND (2003) descrevem o problema de minimização da flexibilidade
na forma contı́nua (outras restrições podem ser acrescentadas de acordo com a ne-
cessidade do projeto):


min
u∈U

l(u)

s.a. a(u, v) = l(v),para todo v ∈ U
Vmat = QVΩ

, (16)

em que U é o espaço dos campos de deslocamentos admissı́veis, Vmat, VΩ e Q repre-
sentam o volume da estrutura otimizada, o volume do domı́nio considerado, também
chamado de domı́nio fixo estendido conforme BENDSOE; SIGMUND (2003) e a fração
de volume desejada (em relação ao domı́nio fixo estendido).

3.4 Método das densidades

Para a obtenção da topologia ótima de uma estrutura, é necessário determinar
quais pontos do espaço devem ser ocupados por cada tipo de material (BENDSOE;
SIGMUND, 2003), e consequentemente quais pontos não devem possuir material ne-
nhum.
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O primeiro passo para encontrar a estrutura otimizada é restringir o domı́nio para
a região no qual o material isotrópico pode ser colocado, chamada de domı́nio fixo
estendido e denotada por Ω.

Em uma estrutura qualquer, denota-se o conjunto de pontos que possuem material
por Ωmat, que é um subconjunto de Ω. Com isso, define-se uma função densidade dΩ

para qualquer ponto x ∈ Ω:

dΩ(x) =

 1, se x ∈ Ωmat

0, se x /∈ Ωmat

, (17)

ou seja, a função dΩ(x) assume valor unitário para os pontos que possuem material e
valor nulo para os pontos que não possuem.

Considerando c0
pq o tensor constitutivo do material isotrópico da estrutura, pode-se

reescrever o tensor constitutivo para cada ponto:

cpq(x) = dΩ(x)c0
pq. (18)

Quanto ao volume da estrutura, pode-se considerá-lo na forma de uma integral:

Vmat =
∫

Ω
dΩ(x)dΩ. (19)

De acordo com BENDSOE; SIGMUND (2003), a abordagem mais utilizada para
abordar esse problema envolve substituir a função densidade dΩ(x), que é de natu-
reza discreta, assumindo apenas valores unitário e nulo, por uma função densidade
ρ(x) que seja de natureza contı́nua, podendo assumir qualquer valor entre 0 e 1, e
então introduzir um expoente de penalidade p na função ρ(x), com o objetivo de apro-
ximar as densidades intermediárias para os valores 0 ou 1, evitando as escalas de
cinza que podem ocorrer na implementação computacional (que utiliza a cor preta
para indicar onde tem material isotrópico, branca para onde não tem e escalas de
cinza para densidades intermediárias).

Substituindo as funções de densidade (a discreta pela contı́nua) e aplicando a
penalização (apenas na expressão do tensor constitutivo), tem-se o método SIMP, e
as equações (18) e (19) são reescritas como

cpq(x) = ρ(x)pc0
pq. (20)

e
Vmat =

∫
Ω
ρ(x)dΩ. (21)

Para problemas da minimização de flexibilidade com restrição de volume, as
práticas computacionais garantem que a otimização resulta em uma topologia ”0-1”
para algum p suficientemente grande, sendo que para problemas considerados em
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Tabela 2: Relação entre o expoente p e a flexibilidade
expoente p flexibilidade l(u)
1 107,3787
2 126,6040
3 127,2321
4 128,8668

duas dimensões, tem-se que

p ≥ max
{

2

1− ν
,

4

1 + ν

}
, (22)

em que ν é o coeficiente de Poisson do material isotrópico (BENDSOE; SIGMUND,
2003), que é determinado pela razão entre a deformação na direção transversal e a
deformação na direção da tensão aplicada.

A tabela 2 e a figura 5 remetem a um domı́nio de projeto com 60 × 24 elementos,
com distribuição de 50% de material isotrópico que possui coeficiente de Poisson ν =

1/3, extremidade do lado esquerdo engastada e do lado direito livre, além de uma
carga unitária aplicada no canto inferior direito do domı́nio de projeto.

A tabela 2 mostra a relação entre a escolha do expoente de penalidade e a flexibili-
dade, mostrando que quanto menor for o expoente, menor será a flexibilidade (função
objetivo que deve ser minimizada). Essa relação leva a crer que quanto menor o ex-
poente, melhor é a solução, pois o objetivo é menor, mas a figura 5 mostra que p = 1 e
p = 2 levam a resultados com muitos pontos de densidades intermediárias, e portanto
não devem ser utilizados. Já para expoentes de penalidade iguais a 3 e 4, nota-se
uma estrutura do tipo ”0-1”com bordas bem definidas, evidenciando que p deve ser
maior ou igual a 3 (para ν = 1/3) conforme o critério determinado em (22).

Expoentes maiores (p ≥ 5) trazem duas desvantagens:

• Fornecem estruturas com flexibilidade maior (menos rı́gidas) do que as soluções
de expoente p = 3 e p = 4;

• Exigem um custo computacional maior por causa da potência maior, além de
problemas de condicionamento de matrizes.

3.5 Critério Ótimo

Uma das maneiras de resolver um problema de otimização de uma função sujeita
à uma restrição (ou restrições) é utilizando Multiplicadores de Lagrange. Conforme
STEWART (2010), se em um ponto P (x0, y0, z0) ocorre uma solução de um problema
do tipo
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Figura 5: Estruturas obtidas para diferentes expoentes de penalidade p.


max /min f(x, y, z)

s.a. g(x, y, z) = 0

h(x, y, z) = 0

, (23)

então existem λ1, λ2 tais que

∇f(x0, y0, z0) = λ1∇g(x0, y0, z0) + λ2∇h(x0, y0, z0), (24)

em que ∇ é o operador gradiente e λ1, λ2 são números chamados de Multiplicadores
de Lagrange.

Considerando (16) e (21), obtém-se o problema de otimização:



min
u∈U

l(u)

s.a. a(u, v) = l(v),para todo v ∈ U
Vmat =

∫
Ω ρ(x)dΩ = QVΩ

0 < ρmin ≤ ρ ≤ 1

. (25)

Adaptando a equação (24) ao problema abordado na equação (25), tem-se

∇l(u) = λ1∇ [a(u, v)− l(v)] + λ2∇
[∫

Ω
ρ(x)dΩ−QVΩ

]
. (26)

Um obstáculo para resolver esse problema é o fato de existirem infinitas variáveis
para serem avaliadas, visto que a densidade em cada um dos infinitos pontos é uma
variável. Para evitar essa situação, a estrutura é dividida em n partes (elementos), e a
restrição de volume é considerada em notação de somatório:

n∑
e=1

ρeVe = QVΩ, (27)

em que ρe é a densidade do e-ésimo elemento e Ve é o volume do e-ésimo elemento.
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Da mesma forma, pode-se reescrever a forma bilinear da energia:

a(u, v) =
n∑
e=1

ρpeVec
0
pqεp(u)εq(v), (28)

Pelo fato das variáveis do problema de otimização serem as densidades dos n

elementos, tem-se que o operador gradiente é dado por

∇ =

(
∂

∂ρ1

,
∂

∂ρ2

, · · · , ∂

∂ρn

)
. (29)

Para uma componente vetorial e arbitrária, considerando a equação (26), a
restrição do volume na forma de somatório obtida em (27) e o operador gradiente
dado em (29), tem-se que a equação (26) é dada por

∂

∂ρe
[l(u)] = λ1

∂

∂ρe
[a(u, v)− l(v)] + λ2

∂

∂ρe

[
n∑
e=1

ρeVe −QVΩ

]
. (30)

Considerando a equação (15), tem-se que as derivadas parciais das formas linea-
res dos carregamentos são nulas (pois não dependem das densidades), e acrescen-
tando a equação (28), obtem-se

λ1
∂

∂ρe

[
n∑
e=1

ρpeVec
0
pqεp(u)εq(v)

]
+ λ2

∂

∂ρe

[
n∑
e=1

ρeVe −QVΩ

]
= 0,

λ1Vec
0
pqεp(u)εq(v)

∂ρpe
∂ρe

+ λ2Ve
∂ρe
∂ρe

= 0,

λ1pρ
p−1
e c0

pqεp(u)εq(v) + λ2 = 0,

pρp−1
e c0

pqεp(u)εq(v) = Λ, (31)

com Λ = −λ2/λ1.
As condições de otimalidade com respeito às variações do campo de deslocamen-

tos u implicam em u = v (BENDSOE; SIGMUND, 2003), e então, segue que:

pρp−1
e c0

pqεp(u)εq(u) = Λ,

pρp−1
e c0

pqεp(u)εq(u)

Λ
= 1. (32)

3.5.1 Encontrando a solução: método iterativo

Para encontrar a distribuição das densidades ρe é utilizado um método iterativo, re-
presentado pelo esquema da figura 6, onde BN é dado pelo lado esquerdo da equação
(32), considerando a N -ésima iteração (densidade, deslocamentos e o multiplicador
de Lagrange são atualizados em cada iteração), e ξa é um parâmetro de ajuste:
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BN =

(
pρp−1

eN
c0
pqεp(uN)εq(uN)

ΛN

)ξa
. (33)

De forma analı́tica, o esquema representado pela figura 6 é dado por:

ρeN+1
=


max(ρmin, (1− ζ)ρeN ) se ρeN ·BN ≤ max(ρmin, (1− ζ)ρeN )

min(1, (1 + ζ)ρeN ) se ρeN ·BN ≥ min(1, (1 + ζ)ρeN )

ρeN ·BN caso contrário

. (34)

Além disso, é introduzido um limite móvel ζ, que evita grandes variações na densi-
dade de um elemento (entre duas iterações consecutivas), e uma densidade mı́nima
ρmin, para evitar a singularidade da matriz de rigidez. De acordo com a teoria, os
valores usuais para ρmin, ξa e ζ são, respectivamente, 0, 001, 0, 5 e 0, 2 (BENDSOE;
SIGMUND, 2003).

Figura 6: Esquema iterativo para as densidades dos elementos
.

Com a regra da atualização da densidade exibida na figura 6, obtém-se o seguinte
algoritmo para resolver o problema:

1. Para iniciar o processo, é determinado que todos os elementos iniciem com uma
densidade que satisfaça a restrição de volume. Usualmente, utiliza-se ρe = Q (a
configuração inicial é considerada a iteração 0 para o esquema da figura 6);

2. Calcula-se os deslocamentos;

3. Atualiza-se o multiplicador de Lagrange ΛN . Para isso, é considerado um in-
tervalo [0, L2] com L2 suficientemente grande. Quando ΛN → 0, tem-se que
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BN → +∞ e consequentemente todas as densidades aumentam ou para
(1 + ζ)ρeN ou para 1 (o menor desses valores, mas que ainda é maior que ρeN ), e
portanto, o volume total aumenta. Quando ΛN assumir um valor suficientemente
grande, tem-se queBN → 0 e consequentemente todas as densidades diminuem
ou para (1 − ζ)ρeN ou para ρmin (o maior desses valores, mas que ainda é me-
nor que ρeN ), e portanto, o volume total diminui. Com a utilização do método da
bissecção (ou outro método como, por exemplo, o método de Newton-Raphson)
é possı́vel encontrar ΛN , de modo que ao atualizar as densidades, o volume total
é mantido (dentro de uma margem de tolerância). Quando isso ocorrer, tem-se o
valor de ΛN atualizado. Em seu algoritmo de 99 linhas, SIGMUND (2001) utiliza
L2 = 100000;

4. Atualiza-se as densidades, de acordo com o esquema da figura 6;

5. Se a diferença entre as densidades da iteração anterior e da atual é menor que
uma tolerância pré-determinada, em todos os elementos, então o processo itera-
tivo acaba. Caso contrário, volta-se para o passo 2 (e temos uma nova iteração);

6. Ao acabar o processo iterativo, é gerada uma representação gráfica, similar as
representações apresentadas na figura 5.

A figura 7 exibe um fluxograma do método apresentado nessa subseção.

3.6 Instabilidades numéricas

Conforme SIGMUND; PETERSSON (1998), na otimização topológica existem três
tipos de problemas de instabilidade numérica:

• Tabuleiros de damas;

• Dependência de malha;

• Mı́nimos locais.

3.6.1 Tabuleiros de damas

Esse tipo de problema ocorre quando a estrutura obtida apresenta uma região
(ou regiões) em que se alternam elementos com material (graficamente representa-
dos pela cor preta) e elementos sem material (graficamente representados pela cor
branca), formando uma região quadriculada similar a um tabuleiro de damas (alguns
autores utilizam o termo “tabuleiro de xadrez”).

Na figura 8 tem-se um exemplo de uma mesma estrutura discretizada em 882,
3362 e 13122 elementos, onde é possı́vel notar a presença dos tabuleiros de damas.
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Figura 7: Fluxograma do método iterativo proposto na subseção 3.5.1
.

Figura 8: Exemplos de tabuleiros de damas (ARAUJO; LAGES; CAVALCANTE, 2020).
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Conforme DIAZ; SIGMUND (1995), esse padrão decorre de instabilidades numéricas,
e não por ser uma distribuição ótima de material. Além disso, pelo ponto de vista de
fabricação, essas estruturas não são satisfatórias. Assim, é necessário utilizar algum
artifı́cio para que não ocorram essas regiões quadriculadas.

De acordo com DIAZ; SIGMUND (1995), o padrão quadriculado ocorre pois é um
padrão artificialmente mais rı́gido, apresentando uma rigidez maior que outros padrões
(como a disposição em camadas, por exemplo). Isso acontece, pois o padrão qua-
driculado acaba tendo uma rigidez muito próxima de um material homogêneo com
densidade ρ = 0, 5. Na figura 5 e na tabela 2, é possı́vel notar que a estrutura que
contém mais elementos de densidades intermediárias (a obtida com p = 1) possui
uma flexibilidade menor (e consequentemente uma rigidez maior) que as estruturas
que possuem uma topologia mais próxima da “0-1” (aquelas obtidas com p > 1).

Uma das maneiras de eliminar os tabuleiros de damas, segundo SIGMUND; PE-
TERSSON (1998), é utilizando uma técnica chamada de filtro de sensibilidades. Essa
técnica é apresentada na seção 3.7.

3.6.2 Dependência da malha

Para resolver um problema de otimização topógica, além de escolher um domı́nio,
é necessário determinar a malha de elementos finitos a ser utilizada. Quando se
considera uma malha mais refinada (dividida em mais elementos, que consequente-
mente possuem tamanhos menores), a tendência natural é que a estrutura fique mais
eficiente devido ao aumento no número de possibilidades para as estruturas. Em con-
trapartida, um refinamento na malha torna o processo mais lento, visto que aumenta
o número de elementos (e consequentemente o número de operações no processo).

Figura 9: Dependência de malha (SIGMUND; PETERSSON, 1998).

A figura 9 mostra duas topologias ótimas obtidas para o mesmo problema, mas
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a primeira sendo obtida com uma malha discretizada em 600 elementos, enquanto a
segunda sendo obtida com uma malha de 5400 elementos.

Conforme SIGMUND; PETERSSON (1998), um refinamento da malha deveria re-
sultar em um melhor modelamento por elementos finitos e uma melhor descrição do
contorno, e não em uma estrutura mais detalhada como na figura 9. Existem vários
métodos para evitar esse problema. Um desses métodos é o filtro de sensibilidades
(o mesmo que ajuda no problema de tabuleiro de damas).

3.6.3 Mı́nimos locais

Esse tipo de problema ocorre quando a solução converge para um mı́nimo local
da função objetivo ao invés de convergir para o mı́nimo global da mesma. Conforme
SIGMUND; PETERSSON (1998), pequenas alterações nos parâmetros podem levar
à drásticas mudanças na topologia ótima encontrada, ou seja, duas escolhas aproxi-
madas nos valores dos parâmetros podem fazer com que a solução convirja para dois
mı́nimos locais diferentes (ou uma para um mı́nimo local e outra para o global). Alguns
exemplos desses parâmetros são: número de elementos, limites móveis e parâmetros
do filtro.

Para diminuir esse problema, BENDSOE; SIGMUND (2003) recomendam os
métodos de continuação, que são métodos que mudam o problema da natureza não-
convexa para convexa em um determinado número de passos. Alguns exemplos des-
ses métodos de continuação envolvem alteração nos parâmetros em determinadas
iterações, aumentando gradualmente (ou diminuindo) os valores dos parâmetros.

Para o SIMP, uma opção é considerar p = 1 (sem penalização) na primeira iteração,
considerar p = 1 + ∆p na segunda iteração e aumentando linearmente até p = pmax.
Apesar de não ser garantido que a solução encontrada será um ótimo global, aumen-
tar o expoente de penalização gradativamente fornece, na maioria dos casos, uma
solução melhor do que considerar p = pmax desde a primeira iteração (ROZVANY,
2007).

Já para o filtro de sensibilidades, BENDSOE; SIGMUND (2003) recomendam
começar com um raio de filtragem maior, e então diminuir o tamanho do raio de fil-
tragem conforme aumenta o número de iterações.

3.7 Filtro de sensibilidades

Esse método foi introduzido por SIGMUND (1994) como uma alternativa para pre-
venir o surgimento de padrões como os tabuleiros de damas e ao mesmo tempo eli-
minar o problema de dependência da malha.

O filtro de sensibilidades consiste em modificar a sensibilidade (variação das
restrições ou da função objetivo em relação as densidades) de um elemento consi-
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derando uma média ponderada das sensibilidades dos elementos vizinhos.
Segundo BENDSOE; SIGMUND (2003), esse filtro exige pouco tempo computaci-

onal extra, é simples de ser implementado e não adiciona complexidade ao problema.
As sensibilidades atualizadas pelo filtro são dadas pela equação

∂f

∂ρe
=

n∑
i=1

[
Hiρi

∂f

∂ρi

]

ρe
n∑
i=1

[Hi]

, (35)

em que Hi = rmin − dist(e, i), se a distância dist(e, i) entre o centro do elemento i e o
centro do elemento e é menor que o raio de filtragem rmin, e Hi = 0, caso contrário.

Na equação (35), o termo do lado esquerdo representa a sensibilidade atualizada,
o fator Hi é um fator de peso (que implica que elementos mais próximos do elemento
e possuem um fator maior e elementos fora do raio de filtragem possuem fator nulo), e
a função f representa uma das restrições ou a função objetivo. O filtro é utilizado para
atualizar as sensibilidades a cada nova iteração.

O filtro de sensibilidades é heurı́stico. Ele é bastante eficiente para resolver proble-
mas com restrição de volume, mas não é eficiente para problemas com restrição de
tensões. Nesse caso, é necessário utilizar um filtro de densidades ao invés do filtro de
sensibilidades.

3.8 Método dos elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é um método numérico utilizado para re-
solver problemas em várias áreas da modelagem matemática, como por exemplo, na
mecânica dos sólidos, condução de calor e eletromagnetismo.

Conforme SORIANO (2009), a primeira abordagem foi realizada na década de
1950, decorrido da evolução da análise matricial de estruturas e o surgimento dos
computadores. Com o passar dos anos, o MEF foi aprimorado, e consequentemente,
aumentou a possibilidade de aplicações, nas quais, o método é eficiente.

O MEF é utilizado para realizar o segundo passo do esquema iterativo mostrado
na seção 3.5.1, ou seja, calcular os deslocamentos em cada iteração.

O primeiro passo para a aplicação do MEF é discretizar o domı́nio. O domı́nio é di-
vidido em vários pedaços, chamados de elementos finitos (o conjunto de todos os ele-
mentos forma a malha de elementos finitos). Geralmente, para casos bidimensionais
são utilizados elementos triangulares ou quadrilaterais, enquanto que em problemas
tridimensionais são utilizados elementos tetraédricos ou hexaédricos.

Para os problemas de otimização estrutural aqui abordados, cujo domı́nio é retan-
gular, são utilizados elementos retangulares na maioria das vezes, visto que é a malha
mais simples de ser implementada. Nesse caso, o domı́nio é dividido em m linhas e n
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colunas, totalizando m · n elementos. Os vértices desses elementos retangulares são
chamados de pontos nodais (ou nós), e são nesses pontos que os deslocamentos são
calculados pelo MEF. Claramente, o domı́nio contém (m+ 1)(n+ 1) pontos nodais.

A figura 10 mostra um exemplo de um domı́nio retangular dividido em 4 linhas e 7
colunas, totalizando 28 elementos e 40 pontos nodais (destacados em vermelho).

Figura 10: Exemplo de malha com 28 elementos e 40 pontos nodais.

Um procedimento importante do MEF é o de normalizar os elementos, através
de uma mudança de coordenadas, com o uso de funções de interpolação. Ou seja,
um elemento de dimensões a × b, que possui os nós (os vértices do retângulo) nos
pontos (−a/2,−b/2), (−a/2, b/2), (a/2,−b/2), (a/2, b/2) vai passar a possuir os nós nos
pontos (−1,−1), (−1, 1), (1,−1), (1, 1), após a mudança das coordenadas. Na figura 11
é representado um elemento retangular de dimensões a×b nas coordenadas originais,
e o mesmo elemento após a transformação das coordenadas, que são representadas
por ξ, η.

Figura 11: Elemento finito de dimensões a× b e a mudança de coordenadas.

3.8.1 Formulação dos deslocamentos

Em problemas bidimensionais, pode-se considerar que o deslocamento de um
ponto é dado por um vetor de duas componentes, onde cada componente indica o
deslocamento em uma das direções. Sendo assim, considera-se
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u =
[
u u

]T
. (36)

Em um ponto qualquer do elemento, através de funções de interpolação, o deslo-
camento em uma direção é dado por uma combinação linear entre os deslocamentos
(na mesma direção) nos pontos nodais. Assim, o deslocamento (componente u) em
um ponto x é dado por

u(x) =
4∑
e=1

Neue, (37)

onde N1, N2, N3, N4 são funções de interpolação e u1, u2, u3, u4 são os deslocamentos
nos pontos nodais (ocorre de maneira similar para a componente v do deslocamento).

Considerando o elemento finito da figura 12 em coordenadas ξ, η, fica claro que
quando o ponto x for exatamente o ponto 1, tem-se que a função de interpolação N1

assume valor unitário e as demais funções de interpolação assumem um valor nulo (o
mesmo vale para os pontos 2, 3 e 4 e as funções de interpolação N2, N3 e N4).

Figura 12: Elemento finito com nós numerados.

Segundo SORIANO (2009), uma das maneiras de obter essas funções de
interpolação é através da multiplicação de funções lineares na coordenada ξ com
funções lineares na coordenada η, de modo que a função assuma valor unitário em
um ponto nodal e valor nulo nos demais.

Com essa ideia, a função interpoladora N1 é dada por N1(ξ, η) = Ξ1(ξ)Π1(η). Como
N1 é nula nos pontos 2, 3 e 4, tem-se que Ξ1(−1) = 0 e Π1(−1) = 0, resultando em
Ξ1 = (1 + ξ) e Π1 = (1 + η). Nesse caso, ocorreria que N1(1, 1) = (1 + 1)(1 + 1) = 4,
mas para corrigir isso e a função ter valor unitário, basta dividir a função N1 por 4. De
forma similar são obtidas as demais funções de interpolação, dadas por
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N1(ξ, η) = (1 + ξ)(1 + η)/4

N2(ξ, η) = (1− ξ)(1 + η)/4

N3(ξ, η) = (1− ξ)(1− η)/4

N4(ξ, η) = (1 + ξ)(1− η)/4

. (38)

Considerando o vetor dos deslocamentos em (36) e a utilização das funções de
interpolação em (37), obtém-se

u =

 N1 0 N2 0 N3 0 N4 0

0 N1 0 N2 0 N3 0 N4





u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4



. (39)

Existem relações entre os deslocamentos, as deformações e as tensões. Con-
forme SORIANO (2009), a relação entre deslocamentos e deformações é dada pela
equação ε = Lu, que na forma matricial é dada por


εxx

εyy

γxy

 =


∂/∂x 0

0 ∂/∂y

∂/∂y ∂/∂x


 u

v

 , (40)

onde εxx, εyy são, respectivamente, as deformações ao longo do eixo x e do eixo y, e
γxy é a deformação de cisalhamento.

Substituindo a equação (39) na equação (40), segue que


εxx

εyy

γxy

 =


∂/∂x 0

0 ∂/∂y

∂/∂y ∂/∂x


 N1 0 N2 0 N3 0 N4 0

0 N1 0 N2 0 N3 0 N4





u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4



. (41)

Considerando a regra da cadeia para derivadas parciais, obtém-se
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∂Ni

∂ξ
=
∂Ni

∂x

∂x

∂ξ
+
∂Ni

∂y

∂y

∂ξ
, (42)

∂Ni

∂η
=
∂Ni

∂x

∂x

∂η
+
∂Ni

∂y

∂y

∂η
. (43)

As equações (42) e (43) podem ser escritas na forma matricial como

 ∂Ni/∂ξ

∂Ni/∂η

 =

 ∂x/∂ξ ∂y/∂ξ

∂x/∂η ∂y/∂η

 ∂Ni/∂x

∂Ni/∂y

 , (44)

e de acordo com a figura 11, tem-se que x = (a/2)ξ e y = (b/2)η, e portanto,

 ∂Ni/∂ξ

∂Ni/∂η

 =

 a/2 0

0 b/2

 ∂Ni/∂x

∂Ni/∂y

 , (45)

e consequentemente,

∂Ni

∂x
=

2

a
· ∂Ni

∂ξ
, (46)

∂Ni

∂y
=

2

b
· ∂Ni

∂η
. (47)

Substituindo as derivadas parciais encontradas em (46) e (47) na equação (41),
tem-se que


εxx

εyy

γxy

 = B



u1

v1

u2

v2

u3

v3

u4

v4



, (48)

em que

B =


(1+η)

2a
0 − (1+η)

2a
0 − (1−η)

2a
0 (1−η)

2a
0

0 (1+ξ)
2b

0 (1−ξ)
2b

0 − (1−ξ)
2b

0 − (1+ξ)
2b

(1+ξ)
2b

(1+η)
2a

(1−ξ)
2b

− (1+η)
2a

− (1−ξ)
2b

− (1−η)
2a

− (1+ξ)
2b

(1−η)
2a

 . (49)

Conforme SORIANO (2009), a relação entre as tensões e deformações é dada por
σ = ELu +σ0, onde σ é o vetor de tensões, E é a matriz das propriedades elásticas e
σ0 é o vetor de tensões iniciais.
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Um conceito muito importante para a mecânica dos sólidos é o Princı́pio dos Des-
locamentos Virtuais. Esse prı́ncipio determina que com a suposição de um campo
de deslocamentos virtuais (gerando um campo de deformações virtuais) em um sólido
em equilı́brio estático, o trabalho virtual das forças externas é igual ao das forças inter-
nas (SORIANO, 2009). Considerando o campo de deslocamentos virtuais u∗, tem-se
que o trabalho das forças externas, W ∗, é dado por

W ∗ =
∫
V

pTu∗dV +
∫

Γt
tTu∗ds, (50)

em que a primeira integral representa o trabalho realizado pelo peso p da estrutura
em todo o volume e a segunda integral representa o trabalho realizado pelas cargas
aplicadas t no contorno da estrutura. Já o trabalho das forças internas (tensões) é
dado por

∫
V
σTε∗dV, (51)

e pelo Princı́pio dos Deslocamentos Virtuais, tem-se

∫
V
σTε∗dV −

∫
V

pTu∗dV −
∫
C

tTu∗dC = 0. (52)

As equações diferenciais, condições de contorno e condições iniciais são obtidas
através da condição de estacionariedade do funcional apresentado em (52), ou seja,
quando a variação desse mesmo funcional é nula. Considerando os deslocamentos
virtuais como infinitesimais, é possı́vel considerar os deslocamentos como reais e,
ε∗ = ε e u∗ = u, ao aplicar o operador variacional, a equação (52) é dada por

δ
(∫

V
σTεdV −

∫
V

pTudV −
∫
C

tTudC
)

= 0. (53)

Considerando ε = Lu e σ = ELu + σ0, a equação (53) é reescrita como

δ
(∫

V
(ELu + σ0)TLudV −

∫
V

pTudV −
∫
C

tTudC
)

= 0,

δ
(∫

V

(
(Lu)TELu + σT0 Lu

)
dV −

∫
V

pTudV −
∫
C

tTudC
)

= 0,∫
V

(
(Lδu)TELu + σT0 Lδu

)
dV −

∫
V

pT δudV −
∫
C

tT δudC = 0. (54)

Considerando as propriedades de transposição de matrizes e as relações u = Nue
e B = LN colocadas nas equações (39), (41) e (48), obtém-se

∫
V

(
(LNδue)TELNue + σT0 LNδue

)
dV −

∫
V

pTNδuedV −
∫
C

tTNδuedC = 0,
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∫
V

(
δuTe (LN)TELNue + δuTe (LN)Tσ0

)
dV −

∫
V
δuTe NTpdV −

∫
C
δuTe NT tdC = 0,∫

V
δuTe (LN)TELNuedV +

∫
V
δuTe (LN)Tσ0dV −

∫
V
δuTe NTpdV −

∫
C
δuTe NT tdC = 0,∫

V
δuTe (LN)TELNuedV =

∫
V
δuTe NTpdV +

∫
C
δuTe NT tdC −

∫
V
δuTe (LN)Tσ0dV,∫

V
δuTe BTEBuedV =

∫
V
δuTe NTpdV +

∫
C
δuTe NT tdC −

∫
V
δuTe BTσ0dV. (55)

Como a equação (55) é válida para qualquer variação de deslocamento, para cada
elemento tem-se que

(∫
Ve

BTEBdVe
)

ue =
∫
Ve

NTpdVe +
∫
Ce

NT tdCe −
∫
Ve

BTσ0dVe. (56)

A equação (55) pode ser simplificada como um conjunto de sistemas da forma
Keue = fe, onde

Ke =
∫
Ve

BTEBdVe (57)

e

fe =
∫
Ve

NTpdVe +
∫
Ce

NT tdCe −
∫
Ve

BTσ0dVe. (58)

Como todos os elementos contidos nas integrais são conhecidos, a matriz de ri-
gidez Ke e o vetor de cargas fe do elemento e podem ser calculadas através de um
método numérico (integração de Gauss). A matriz de rigidez e o vetor de cargas do
elemento e possuem, respectivamente, dimensões 8 × 8 e 8 × 1. A matriz de rigidez
e o vetor de cargas do elemento e são acoplados em uma matriz de rigidez global K
e um vetor de cargas global f, de acordo com a numeração dos nós do e-ésimo ele-
mento. Considerando a numeração global g1, g2, g3, g4 para os nós do elemento e (de
numeração local 1, 2, 3, 4), então ocorre a correspondência bi-unı́voca apresentada na
tabela 3.

Tabela 3: Conversão de ı́ndices locais para globais
ı́ndice local ı́ndice global
1 2g1 − 1
2 2g1

3 2g2 − 1
4 2g2

5 2g3 − 1
6 2g3

7 2g4 − 1
8 2g4
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Dessa forma, em um elemento com nós, cuja numeração global é 15, 14, 22 e 23
(de acordo com a númeração local vista na figura 12), o ı́ndice 1 da matriz de rigidez
e do vetor de cargas do elemento corresponderá ao ı́ndice 2 · 15− 1 = 29 da matriz e
do vetor global, assim como o ı́ndice local 2 corresponderá ao ı́ndice global 2 ·15 = 30,
o ı́ndice local 3 corresponderá ao ı́ndice global 2 · 14− 1 = 27, até o ı́ndice local 8 que
corresponderá ao ı́ndice global 2 · 23 = 46. A figura 13 fornece uma representação de
como é feita a numeração global dos graus de liberdade a partir da numeração dos
nós.

Figura 13: Numeração global dos graus de liberdade de um elemento.

Ao acoplar as matrizes de rigidez e vetores de cargas de todos os elementos na
matriz de rigidez e vetor de cargas global, tem-se um sistema Kd = f com a quanti-
dade de equações sendo o dobro do número de nós (visto que cada nó possui duas
componentes de deslocamento). O vetor d obtido através da resolução desse sistema
é o vetor de deslocamentos obtido no segundo passo do esquema iterativo mostrado
na Seção 3.5.1.



4 OTIMIZAÇÃO TOPOLÓGICA PARA ENCONTRAR A
POSIÇÃO ÓTIMA DE ATUADORES PIEZELÉTRICOS

Nesse capı́tulo, o Método de Otimização Topológica visto no Capı́tulo 3 é utilizado
para definir a melhor posição para a colocação de um atuador piezelétrico. Para isso,
também é utilizado a teoria da piezeletricidade vista no Capı́tulo 2. Com a utilização
do material piezelétrico, as principais diferenças são que agora são utilizadas duas
variáveis de projeto para cada elemento da malha (uma para a densidade do material
não-piezelétrico e outra para a densidade do material piezelétrico) e que o problema
de otimização vai ter mais restrições.

O material piezelétrico é considerado como contı́nuo (assim como o material não
piezelétrico), e após a utilização do programa de otimização topológica, ao invés de
gerar uma topologia 0-1 (preto e branco), vai gerar uma topologia com uma terceira
cor (vermelho) que indica a localização do material piezelétrico. O local com uma
incidência maior de pontos vermelhos na janela gráfica indica a melhor localização
para o atuador piezelétrico.

4.1 Introdução

Com os avanços tecnológicos nas diversas áreas da engenharia, cada vez mais
são utilizados materiais piezelétricos para obtenção de estruturas otimizadas. Con-
forme UCHINO (2003), algumas aplicações dos atuadores piezelétricos são motores
ultrassônicos e amortecedores mecânicos.

Para a colocação de atuadores, conforme citado por UCHINO (2003), algumas
aplicações, como por exemplo lasers e câmeras, podem exigir a precisão de um
décimo de micrômetro.

Uma colocação de um atuador piezelétrico em um local mais adequado melhora al-
gumas propriedades desejadas, dadas pela função objetivo. Alguns exemplos dessas
propriedades são a flexibilidade estrutural e as vibrações.
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4.2 Problema de otimização da mı́nima flexibilidade

De maneira similar ao método de otimização com apenas material isotrópico, o
problema da mı́nima flexibilidade consiste em encontrar a topologia com menor fle-
xibilidade, satisfazendo as equações de equilı́brio. Mas agora, além da restrição de
volume do material não-piezelétrico, também ocorre uma restrição de volume para
o material piezelétrico. Para os locais em que forem aplicados os carregamentos, é
necessário que a estrutura possua material.

Além dos deslocamentos u e v devido às forças mecânicas, a forma bilinear de
energia também dependerá dos potenciais elétricos φu e φv gerados pelo material
piezelétrico e das densidades dos materiais não-piezelétrico (ρu) e piezelétrico (ρφ).
Assim, a forma bilinear de energia é dada por

a(u, v, φu, φv, ρu, ρφ) =
∫

Ω
(Wu +Wφ) dΩ =

∫
Ω

(εijTij − EiDi) dΩ, (59)

ondeWu eWφ são, respectivamente, os trabalhos realizados pela tensão e pelo campo
elétrico. De acordo com as equações constitutivas da teoria da piezeletricidade vistas
em (3) e (4), obtém-se

a(u, v, φu, φv, ρu, ρφ) =
∫

Ω
εij(cpqεq − ekpEk)− Ei(eiqεq + εikEk)dΩ. (60)

Quanto à forma linear dos carregamentos l(u, φ), além dos termos referentes às
forças de corpo e cargas aplicadas vistos na equação (15), também é acrescido um
termo referente ao trabalho realizado pelas cargas elétricas, resultando na equação

l(u, φ) =
∫

Ω
fuudΩ +

∫
ΓT
tuds−

∫
Γφ

fφφds, (61)

onde fφ é dado pelas cargas elétricas e φ é dado pelos potenciais elétricos.
De forma similar ao problema de otimização visto no capı́tulo 3, obtém-se o pro-

blema de otimização de estruturas com a utilização de um material isotrópico e um
material piezelétrico simultaneamente:


min

u∈U,φu∈Φ
l(u, φu)

s.a. a(u, v, φu, φv, ρu, ρφ) = l(v, φv),para todo v ∈ U, φv ∈ Φ

Vmat = QVΩ ; Vφ = MVΩ

, (62)

em que Φ é o espaço dos potenciais elétricos admissı́veis, Vφ é o volume do material
piezelétrico e M é a fração de volume desejada do material piezelétrico em relação ao
domı́nio fixo estendido.
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4.3 Método das densidades

Para obter a solução do problema de otimização visto em (62), é necessário deter-
minar quais pontos do espaço devem ser ocupados por material isotrópico e quais que
devem ser ocupados por material piezelétrico, levando em consideração as frações de
cada material em relação ao total do volume do domı́nio fixo estendido. Cada ponto
do domı́nio possui uma densidade de material ρ (que leva em conta o material total do
ponto) e uma densidade ρφ (que determina o percentual de material piezelétrico em
relação ao total de material). Consequentemente, tem-se que (1 − ρφ) é a densidade
do material isotrópico em relação ao total de material.

As constantes utilizadas (elásticas, piezelétricas e dielétricas) são baseadas nas
densidades dos materiais em cada ponto de forma linear, conforme BENDSOE; SIG-
MUND (2003). Para as constantes elásticas, tem-se que

cpq(x) = ρ(x) [ρφ(x)cφ + (1− ρφ(x))cu] , (63)

onde ρ(x) remete a densidade total de material, o que compreende a soma (ρu + ρφ),
enquanto que ρφ e (1 − ρφ) remetem aos percentuais (densidades) correspondentes
de material piezelétrico e isotrópico e cφ, cu são os tensores constitutivos do material
piezelétrico e do material não-piezelétrico. Exemplificando, para um elemento h que
possui metade de material (e a outra metade sem material), sendo essa metade com
mesma quantidade de material isotrópico e de material piezelétrico, utiliza-se ρ(x) =

0, 5 (densidade total) e ρφ(x) = 0, 5 (percentual de material piezelétrico em relação ao
total), e então, o tensor de elasticidade é dado por

cpq(h) = 0, 5 [0, 5cφ + 0, 5cu] = 0, 25cφ + 0, 25cu. (64)

O mesmo conceito vale para as propriedades piezelétricas e dielétricas do material,
mas como essas propriedades só ocorrem no material piezelétrico, os tensores dessas
propriedades são dados por

epk(x) = ρ(x)ρφ(x)e0
pk (65)

e

εp(x) = ρ(x)ρφ(x)ε0p. (66)

Assim como ocorre no método de otimização topológica com utilização apenas de
material isotrópico, também é possı́vel utilizar um expoente de penalização para as
densidades no problema de otimização abordado em (62). Utilizando um expoente de
penalização p para a densidade total ρ e um expoente q para a densidade do material
piezelétrico, as equações (63)-(66) são reescritas como:



47

cpq(x) = ρ(x)p [ρφ(x)qcφ + (1− ρφ(x)q)cu] , (67)

epk(x) = ρ(x)pρφ(x)qe0
pk (68)

e

εp(x) = ρ(x)pρφ(x)qε0p. (69)

No caso em que ρφ = 0, ou seja, sem material piezelétrico, a equação (67) resulta
na equação cijkl = ρ(x)pcu, que é equivalente a equação do tensor de elasticidade
para o problema do Capı́tulo 3.

4.4 Critério Ótimo

Para resolver o problema de otimização colocado em (62) é utilizada a metodo-
logia dos multiplicadores de Lagrange de maneira similar ao que foi feito na seção
3.5. Nesse caso, é acrescentada uma outra restrição (e consequentemente um ou-
tro multiplicador de Lagrange) referente ao volume de material piezelétrico. Assim,
considerando o domı́nio dividido em n elementos finitos, o operador gradiente é dado
por

∇ =

(
∂

∂ρ1

,
∂

∂ρ2

, · · · , ∂

∂ρn
,
∂

∂ρφ1

,
∂

∂ρφ2

, · · · , ∂

∂ρφn

)
, (70)

em que as n primeiras derivadas parciais são em relação as densidades totais e as n
derivadas parciais seguintes são em relação as densidades de material piezelétrico.

Utilizando os multiplicadores de Lagrange do problema de otimização descrito em
(62), tem-se que

∇l(u, φ) = λ1∇ [a(u, v, φu, φv, ρu, ρv)− l(v, φv)] + λ2∇
[∫

Ω
ρu(x)dΩ−QVΩ

]

+λ3∇
[∫

Ω
ρφ(x)dΩ−MVΩ

]
, (71)

em que no lado esquerdo está o gradiente da função a ser otimizada e no lado direito
da equação estão os produtos dos multiplicadores de Lagrange pelos gradientes das
restrições que aparecem no problema (62).

Considerando a derivada parcial em relação a uma densidade total arbitrária ρe,
pela equação (71), tem-se que

∂

∂ρe
l(u, φ) = λ1

∂

∂ρe
[a(u, v, φu, φv, ρu, ρv)− l(v, φv)] + λ2

∂

∂ρe

[∫
Ω
ρu(x)dΩ−QVΩ

]
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+λ3
∂

∂ρe

[∫
Ω
ρφ(x)dΩ−MVΩ

]
, (72)

assim como, considerando a derivada parcial em relação a uma densidade de material
piezelétrico arbitrária ρφe, obtem-se

∂

∂ρφe
l(u, φ) = λ1

∂

∂ρφe
[a(u, v, φu, φv, ρu, ρv)− l(v, φv)] + λ2

∂

∂ρφe

[∫
Ω
ρu(x)dΩ−QVΩ

]

+λ3
∂

∂ρφe

[∫
Ω
ρφ(x)dΩ−MVΩ

]
. (73)

Os termos l(u, φ) e l(v, φv) nas equações (72) e (73) podem ser desconsiderados,
visto que não dependem das densidades e consequentemente as derivadas parciais
serão nulas. Os termos a(u, v, φu, φv, ρu, ρv),

∫
Ω ρu(x)dΩ e

∫
Ω ρφ(x)dΩ podem ser repre-

sentados como somatórios, de maneira similar ao que foi feito na seção 3.5. Dessa
forma, tem-se que

a(u, v, φu, φv, ρu, ρφ) =
∫

Ω
εp(cpqεq − ekpEk)− Ei(eiqεq + εikEk)dΩ

=
∫

Ω
εp(ρ(x)p [ρφ(x)qcφ + (1− ρφ(x)q)cu] εq − ρ(x)pρφ(x)qe0

kpEk)dΩ

−
∫

Ω
Ei(ρ(x)pρφ(x)qe0

iqεq + ρ(x)pρφ(x)qε0ikEk)dΩ

=
n∑
e=1

Ve
[
εp(ρe(x)p [ρφe(x)qcφ + (1− ρφe(x)q)cu] εq − ρe(x)pρφe(x)qe0

kpEk)
]

−
n∑
e=1

Ve
[
Ei(ρe(x)pρφe(x)qe0

iqεq + ρe(x)pρφe(x)qε0ikEk)
]
, (74)

∫
Ω
ρ(x)dΩ =

n∑
e=1

Veρe (75)

e

∫
Ω
ρφ(x)dΩ =

n∑
e=1

Veρφe. (76)

Então, as equações (72) e (73) são simplificadas como

λ1
∂

∂ρe

n∑
e=1

Ve
[
εp(ρe(x)p [ρφe(x)qcφ + (1− ρφe(x)q)cu] εq − ρe(x)pρφe(x)qe0

kpEk)
]

−λ1
∂

∂ρe

n∑
e=1

Ve
[
Ei(ρe(x)pρφe(x)qe0

iqεq + ρe(x)pρφe(x)qε0ikEk)
]

+λ2
∂

∂ρe

n∑
e=1

Veρe + λ3
∂

∂ρe

n∑
e=1

Veρφe = 0 (77)
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e

λ1
∂

∂ρφe

n∑
e=1

Ve
[
εp(ρe(x)p [ρφe(x)qcφ + (1− ρφe(x)q)cu] εq − ρe(x)pρφe(x)qe0

kpEk)
]

−λ1
∂

∂ρφe

n∑
e=1

Ve
[
Ei(ρe(x)pρφe(x)qe0

iqεq + ρe(x)pρφe(x)qε0ikEk)
]

+λ2
∂

∂ρφe

n∑
e=1

Veρe + λ3
∂

∂ρφe

n∑
e=1

Veρφe = 0. (78)

Da equação (77), segue que

λ1
∂

∂ρe
Ve
[
εp(ρe(x)p [ρφe(x)qcφ + (1− ρφe(x)q)cu] εq − ρe(x)pρφe(x)qe0

kpEk)
]

−λ1
∂

∂ρe
Ve
[
Ei(ρe(x)pρφe(x)qe0

iqεq + ρe(x)pρφe(x)qε0ikEk)
]

+ λ2
∂

∂ρe
Veρe = 0,

λ1Ve
[
εp(pρe(x)p−1 [ρφe(x)qcφ + (1− ρφe(x)q)cu] εq − pρe(x)p−1ρφe(x)qe0

kpEk)
]

−λ1Ve
[
Ei(pρe(x)p−1ρφe(x)qe0

iqεq + pρe(x)p−1ρφe(x)qε0ikEk)
]

+ λ2Ve = 0,

εppρe(x)p−1 [ρφe(x)qcφ + (1− ρφe(x)q)cu] εq − εppρe(x)p−1ρφe(x)qe0
kpEk

−Eipρe(x)p−1ρφe(x)qe0
iqεq − Eipρe(x)p−1ρφe(x)qε0ikEk = Λu, (79)

onde Λu = −λ2/λ1.
De forma similar, utilizando a equação (78),

λ1
∂

∂ρφe
Ve
[
εp(ρe(x)p [ρφe(x)qcφ + (1− ρφe(x)q)cu] εq − ρe(x)pρφe(x)qe0

kpEk)
]

−λ1
∂

∂ρφe
Ve
[
Ei(ρe(x)pρφe(x)qe0

iqεq + ρe(x)pρφe(x)qε0ikEk)
]

+ λ3
∂

∂ρφe
Veρφe = 0,

λ1Ve
[
εp(ρe(x)p

[
qρφe(x)q−1cφ − qρφe(x)q−1cu

]
εq − ρe(x)pqρφe(x)q−1e0

kpEk)
]

−λ1Ve
[
Ei(ρe(x)pqρφe(x)q−1e0

iqεq + ρe(x)pqρφe(x)q−1ε0ikEk)
]

+ λ3Ve = 0,

εpρe(x)pqρφe(x)q−1 [cφ − cu] εq − εpρe(x)pqρφe(x)q−1e0
kpEk

−Eiρe(x)pqρφe(x)q−1e0
iqεq − Eiρe(x)pqρφe(x)q−1ε0ikEk = Λφ, (80)

onde Λφ = −λ3/λ1.

4.4.1 Encontrando a solução: método iterativo

De forma análoga ao procedimento realizado na seção 3.5.1, utilizando as
equações (79) e (80), obtém-se
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BuN =
(

ΥuN

ΛuN

)ξ
, (81)

BφN =

(
ΥφN

ΛφN

)ξ
, (82)

em que BuN , BφN são utilizados para a atualização das densidades em cada iteração,
conforme o esquema proposto na figura 6, ΥuN ,ΥφN representam o lado esquerdo das
equações (79) e (80) na N -ésima iteração, enquanto ΛuN ,ΛφN são os multiplicadores
de Lagrange que são atualizados na N -ésima iteração.

O processo iterativo consiste do seguinte passo-a-passo:

1. Para a primeira iteração, são consideradas densidades iguais (dos dois mate-
riais) para todos os elementos (densidades equivalentes as frações de volume
correspondentes);

2. Calcula-se os deslocamentos e os potenciais elétricos (utilizando o MEF);

3. Atualiza-se os dois multiplicadores de Lagrange, utilizando o método da
bissecção (ou outro método numérico similar);

4. Atualiza-se as densidades ρ e ρφ de cada elemento, de acordo com o esquema
da figura 6;

5. O processo é repetido até que a diferença entre as densidades (tanto ρ

quanto ρφ) da iteração anterior e da atual seja menor que uma tolerância pré-
determinada, em todos os elementos;

6. Geração de uma representação gráfica com 3 cores. Nesse trabalho foi utilizada
a cor preta para representar o material isotrópico, a cor vermelha para represen-
tar o material piezelétrico e a cor branca para representar a ausência de material.

4.5 Método dos elementos finitos

O MEF é utilizado para realizar o cálculo dos deslocamentos e potenciais elétricos
citados no passo-a-passo da seção 4.4.1. Após a escolha da malha a ser utilizada, são
escolhidas as funções de interpolação (as mesmas funções de interpolação citadas
em (38) podem ser utilizadas).

Para a parte referente aos deslocamentos, são utilizadas as equações (36)-(49),
desenvolvidas na seção 3.8.1. Para a parte referente aos potenciais elétricos, é feito
um processo similar, considerando

φ =
4∑
e=1

Neφe, (83)
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em que N1, N2, N3, N4 são as mesmas funções de interpolação utilizadas nos deslo-
camentos e φ1, φ2, φ3, φ4 são os potenciais elétricos nos pontos nodais.

Utilizando a forma matricial, a equação (83) é dada por

φ =
[
N1 N2 N3 N4

]

φ1

φ2

φ3

φ4

 . (84)

Considerando a equação do campo elétrico, dada em (6), obtem-se

 Ex

Ey

 = −

 ∂/∂x

∂/∂y

 [ N1 N2 N3 N4

]

φ1

φ2

φ3

φ4

 . (85)

De acordo com NADAL; PIGACHE (2009), a escolha mais apropriada para resolver
o problema é utilizar o Princı́pio de Hamilton, que é determinado pela condição de
estacionariedade do Hamiltoniano,

δ
∫ t2

t1
(L+W ) dt = 0, (86)

em que L é o Lagrangeano do sistema e W é o trabalho realizado pelas forças exter-
nas. Pela equação (59), tem-se a energia (variação do trabalho) e pela equação (61),
tem-se o Lagrangeano do sistema, e portanto, a equação resulta em

δ

(∫
Ω

(εijTij − EiDi + fuu) dΩ +
∫

ΓT
tuds−

∫
Γφ

fφφds
)

= 0. (87)

Para o problema com apenas material isotrópico, conforme visto anteriormente,
considera-se u = Nue e B = LN, e consequentemente, ε = Lu = LNue = Bue. Para
o problema com ambos os materiais, as matrizes de funções de interpolação e ope-
radores diferenciais são diferentes, então são colocados ı́ndices u e φ para diferenciar
matrizes referentes ao material isotrópico e ao material piezelétrico. Para o material
isotrópico, tem-se as mesmas equações já colocadas no problema com apenas ma-
terial isotrópico (com o ı́ndice u nas matrizes L,N e B). Para o material piezelétrico,
tem-se a equação E = −Bφφe, dada em (85), onde Bφ = LφNφ. Considerando essas
relações, além das relações constitutivas vistas em (3) e (4), tem-se que

δ
(∫

Ω
Luu

(
c(Luu)T + eT (Lφφ)T

)
+ Lφφ

(
e(Luu)T − ε(Lφφ)T

)
+ fuudΩ

)

+δ
∫

ΓT
tuds− δ

∫
Γφ

fφφds = 0. (88)
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Considerando as funções de interpolação, tem-se u = Nuue e φ = Nφφe, a equação
(88) é reescrita como:

δ
∫

Ω

(
LuNuue

(
c(LuNuue)T + eT (LφNφφe)

T
)

+ LφNφφe
(
e(LuNuue)T − ε(LφNφφe)

T
))

dΩ

+δ
∫

Ω
fuNuuedΩ + δ

∫
ΓT
tNuueds− δ

∫
Γφ

fφNφφeds = 0,

δ
∫

Ω

(
Buue

(
c(Buue)T + eT (Bφφe)

T
)

+ Bφφe
(
e(Buue)T − ε(Bφφe)

T
))

dΩ

+δ
∫

Ω
fuNuuedΩ + δ

∫
ΓT
tNuueds− δ

∫
Γφ

fφNφφeds = 0. (89)

Aplicando as variações, obtém-se

∫
Ω

(
Buδue

(
c(Buue)T + eT (Bφφe)

T
)

+ Bφδφe
(
e(Buue)T − ε(Bφφe)

T
))

dΩ

+
∫

Ω
fuNuδuedΩ +

∫
ΓT
tNuδueds−

∫
Γφ

fφNφδφeds = 0,

δuTe
∫

Ω
BucBT

udΩue + δuTe
∫

Ω
Bue

TBT
φdΩφe + δφTe

∫
Ω

BφeBT
udΩue − δφTe

∫
Ω

BφεBT
φdΩφe

+δuTe
∫

Ω
NT
ufudΩ + δuTe

∫
ΓT

NT
u tds− δφTe

∫
Γφ

NT
φfφds = 0,

δuTe
[∫

Ω
BucBT

udΩue +
∫

Ω
Bue

TBT
φdΩφe +

∫
Ω

NT
ufudΩ +

∫
ΓT

NT
u tds

]

+δφTe

[∫
Ω

BφeBT
udΩue −

∫
Ω

BφεBT
φdΩφe −

∫
Γφ

NT
φfφds

]
= 0. (90)

Como a equação (90) é válida para quaisquer variações δuTe e δφTe , então

∫
Ω

BucBT
udΩue +

∫
Ω

Bue
TBT

φdΩφe +
∫

Ω
NT
ufudΩ +

∫
ΓT

NT
u tds = 0, (91)

∫
Ω

BφeBT
udΩue −

∫
Ω

BφεBT
φdΩφe −

∫
Γφ

NT
φfφds = 0. (92)

As equações (91) e (92), na forma matricial, formam o sistema

 Ke
uu Ke

uφ

Ke
φu Ke

φφ

 ue
φe

 =

 f eu

f eφ

 , (93)

em que

Ke
uu =

∫
Ω

BucBT
udΩ, (94)

Ke
uφ =

∫
Ω

Bue
TBT

φdΩ, (95)
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Ke
φu =

∫
Ω

BφeBT
udΩ, (96)

Ke
φφ = −

∫
Ω

BφεBT
φdΩ, (97)

f eu = −
∫

Ω
NT
ufudΩ−

∫
ΓT

NT
u tds, (98)

f eφ =
∫

Γφ

NT
φfφds, (99)

com essas integrais sendo calculadas numericamente. Da mesma forma que no pro-
blema de otimização com apenas material isotrópico, as matrizes de rigidez dos ele-
mentos são utilizadas para montar as matrizes globais (que são utilizadas para calcu-
lar os deslocamentos e potenciais elétricos de cada elemento no segundo passo do
esquema iterativo descrito na seção 4.4.1).



5 DINÂMICA DAS ESTRUTURAS

Nos capı́tulos anteriores foram abordados conceitos e teorias relacionados a pro-
blemas estáticos de otimização estrutural. Nesse capı́tulo, será abordada a parte
teórica dos problemas dinâmicos, considerando o acréscimo de uma variável tempo-
ral.

Conforme SORIANO (2009), para estudar o comportamento dinâmico dos modelos
discretos das estruturas, é necessário compreender o comportamento de modelos
denominados osciladores simples.

O comportamento dinâmico é causado por vibrações na estrutura, podendo ser
vibrações livres (causadas pelas condições iniciais de deslocamento e velocidade) ou
forçadas (causadas por ações externas ao longo do tempo, como por exemplo, um
terremoto ou uma corrente marı́tima)(SORIANO, 2009). No caso desse trabalho, o
foco será nas vibrações livres das estruturas.

5.1 Equação do equilı́brio dinâmico

Da mesma forma que a equação do equilı́brio estático no problema de otimização
topológica com dois materiais (piezelétrico e não-piezelétrico), a equação do equilı́brio
dinâmico também pode ser obtida através da utilização do princı́pio de Hamilton apre-
sentado na equação (86).

Conforme LIU; QUEK (2003), o Lagrangeano de um sistema dinâmico é dado pela
diferença entre a energia cinética (T ) e a energia potencial (Π):

L = T − Π, (100)

em que

T =
1

2

∫
Ω
ρu̇T u̇dΩ, (101)

Π =
1

2

∫
Ω
εTcεdΩ. (102)

Aplicando a equação (100) no princı́pio de Hamilton, obtém-se
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δ
∫ t2

t1
(T − Π +W ) dt = 0, (103)

em que o trabalho das forças externas W é dado por:

W =
∫

Ω
uTfdΩ +

∫
ΓT

uT tds. (104)

Assim como foi feito para o problema estático, no problema dinâmico também é
utilizado o MEF, utilizando a relação entre deslocamentos e deformações ε = Lu, e as
relações do MEF obtidas na Subseção 3.8.1, dadas por u = Nue e B = LN.

Aplicando essas relações na equação da energia cinética, obtém-se

T =
1

2

∫
Ω
ρu̇T u̇dΩ =

1

2

∫
Ω
ρu̇Te NTNu̇edΩ =

1

2
u̇Te

(∫
Ω
ρNTNdΩ

)
u̇e, (105)

enquanto que aplicando as substituições na equação da energia potencial, obtém-se

Π =
1

2

∫
Ω
εTcεdΩ =

1

2

∫
Ω

uTe BTcBuedΩ =
1

2
uTe

(∫
Ω

BTcBdΩ
)

ue, (106)

e o trabalho das forças externas fica representado por

W =
∫

Ω
uTfdΩ +

∫
ΓT

uT tds =
∫

Ω
uTe NTfdΩ +

∫
ΓT

uTe NT tds,

W = uTe
(∫

Ω
NTfdΩ +

∫
ΓT

NT tds
)
. (107)

Fazendo a substituição de T , Π e W obtidas em (105)-(107) na equação (103),
obtém-se

δ
∫ t2

t1

(
1

2
u̇Te Meu̇e −

1

2
uTe Keue + uTe fe

)
dt = 0, (108)

em que

Me =
∫

Ω
ρNTNdΩ, (109)

Ke =
∫

Ω
BTcBdΩ, (110)

fe =
∫

Ω
NTfdΩ +

∫
ΓT

NT tds. (111)

As matrizes Me e Ke são denominadas, respectivamente, matriz de massa e matriz
de rigidez do e-ésimo elemento finito, enquanto o vetor fe é chamado de vetor nodal
de forças do e-ésimo elemento finito.

Aplicando as variações nos deslocamentos na equação (108), segue que
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∫ t2

t1

(
1

2
δu̇Te Meu̇e +

1

2
u̇Te Meδu̇e −

1

2
δuTe Keue −

1

2
uTe Keδue + δuTe fe

)
dt = 0, (112)

e devido à comutatividade do operador variacional, é possı́vel agrupar os termos da
equação (112):

∫ t2

t1

(
δu̇Te Meu̇e − δuTe Keue + δuTe fe

)
dt = 0. (113)

Quanto ao primeiro termo do integrando da equação (113), aplica-se uma integral
por partes:

∫ t2

t1
δu̇Te Meu̇edt =

∣∣∣δuTe Meu̇e
∣∣∣t=t2
t=t1
−
∫ t2

t1
δuTe Meüedt = −

∫ t2

t1
δuTe Meüedt. (114)

O primeiro termo originado da integração por partes acaba sendo nulo pois as
condições inicial e final devem ser satisfeitas para qualquer u, e portanto, não existem
variações em t = t1 e t = t2.

Substituindo (114) na equação (113) e colocando o termo δuTe em evidência, tem-
se que

∫ t2

t1
δuTe (−Meüe − Keue + fe) dt = 0. (115)

Como o Princı́pio de Hamilton é válido para qualquer deslocamento, então tem-se
que

−Meüe − Keue + fe = 0,

Meüe + Keue = fe. (116)

As matrizes de massa, as matrizes de rigidez e os vetores de forças de cada ele-
mento são utilizados para formar a matriz de massa, a matriz de rigidez e o vetor de
força global do problema, da mesma forma que a matriz de rigidez e o vetor de forças
global são formados no problema estático, conforme a subseção 3.8.1. Considerando
o problema como global, a equação (116) é representada como

Mü + Ku = f. (117)
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5.2 Resolvendo a equação do equilı́brio dinâmico

Conforme MEIROVITCH (2001), no estudo de vibrações existe um interesse con-
siderável em sistemas conservativos, ou seja, que possuem energia constante. Esses
sistemas conservativos não estão sujeitos a forças de amortecimento e forças exter-
nas. Portanto, nesses sistemas, é considerado f = 0 na equação (117), e obtém-se

Mü + Ku = 0. (118)

Conforme SORIANO (2009), esse tipo de sistema de equações diferenciais admite
uma solução harmônica, da forma

u = Φj cos (ωjt− θj) , (119)

em que Φj é um vetor chamado de j-ésimo modo natural de vibração, ωj e θj são a
frequência natural da vibração e o ângulo de fase correspondentes ao j-ésimo modo
natural de vibração.

Substitituindo a solução harmônica u na equação (118), tem-se que

M
d2

dt2
(Φj cos (ωjt− θj)) + KΦj cos (ωjt− θj) = 0,

−ω2
jMΦj cos (ωjt− θj) + KΦj cos (ωjt− θj) = 0,(

K− ω2
jM
)

Φj cos (ωjt− θj) = 0,(
K− ω2

jM
)

Φj = 0. (120)

A equação (120) representa um sistema homogêneo, e consequentemente, só ad-
mite solução não trivial se o determinante da matriz

(
K− ω2

jM
)

for nulo. O determi-
nante dessa matriz vai resultar em uma expressão polinomial em ω2

j . Para cada valor
de ω2

j (que é o quadrado da frequência natural), vai existir um vetor Φj, que é o modo
natural de vibração correspondente a frequência natural ωj. Em geral, as frequências
naturais vão ser números reais e positivos, e o número de frequências naturais (e mo-
dos de vibração correspondentes) é igual ao número de graus de liberdade do modelo
(que vai ser a ordem das matrizes de massa e rigidez). Ordenando as frequências
em ordem crescente, denomina-se frequência fundamental como sendo a menor das
frequências naturais, e consequentemente, o modo de vibração associado é denomi-
nado modo fundamental de vibração.

5.2.1 Modelo modal

Conforme SORIANO (2009), em toda vibração de estrutura existe dissipação de
energia. Essa dissipação de energia é representada pelo amortecimento. Adicionando
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o amortecimento na equação de equilı́brio, e considerando o vetor das forças, tem-se

Mü + Cu̇ + Ku = f, (121)

em que o C é a matriz de amortecimento.
De acordo com CHOWDHURY; DASGUPTA (2003), a forma mais eficaz de consi-

derar o amortecimento, é utilizando uma combinação linear entre a massa e a rigidez,
da forma C = αMM + αKK, em que as constantes αM , αK são pré-definidas.

De acordo com GAWRONSKI (2004), uma das opções mais convenientes para
solucionar a equação (121) é utilizar o modelo modal. Para isso, considera-se a quan-
tidade de n primeiros modos de vibração, de acordo com a ordem crescente das
frequências naturais. Então, monta-se uma matriz modal Φ, com número de linhas
igual ao número de graus de liberdade e número de colunas igual a quantidade de
modos de vibração considerados, de modo que

Φ =
[

Φ1 Φ2 · · · Φn

]
, (122)

em que Φi é o vetor correspondente ao i-ésimo modo natural de vibração. Após a
construção da matriz modal, é utilizada uma substituição de coordenadas, através de
u = Φd, onde o deslocamento é considerado em função das coordenadas modais.
Aplicando essa substituição de coordenadas na equação (121), tem-se que

MΦd̈ + CΦḋ + KΦd = f. (123)

Multiplicando ambos os lados da equação (123) por ΦT , obtem-se

ΦTMΦd̈ + ΦTCΦḋ + ΦTKΦd = ΦT f. (124)

Multiplicando ambos os lados da equação (124) por (ΦTMΦ)−1, e utilizando uma
notação apropriada, conforme GAWRONSKI (2004), a equação (124) fica simplificada:

d̈ + Zḋ + Dd = f∗, (125)

em que

Z = 2


ζ1ω1 0 . . . 0

0 ζ2ω2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ζnωn

 , (126)
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D =


ω2

1 0 . . . 0

0 ω2
2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . ω2
n

 , (127)

f∗ = (ΦTMΦ)−1ΦT f, (128)

e ζi representa o amortecimento em relação ao i-ésimo modo de vibração.
As condições iniciais em coordenadas modais podem ser facilmente obtidas

através de manipulações algébricas e o conhecimento das condições iniciais u(0) e
u̇(0):

Φd = u,

(ΦTMΦ)−1ΦTMΦd = (ΦTMΦ)−1ΦTMu,

d = (ΦTMΦ)−1ΦTMu,

d(0) = (ΦTMΦ)−1ΦTMu(0), (129)

ḋ(0) = (ΦTMΦ)−1ΦTMu̇(0). (130)

Computacionalmente, a equação (125) é muito mais simples de ser resolvida que
a equação (121), pois o vetor solução possui menos variáveis (não é necessário con-
siderar todos os modos de vibração, diferentemente dos graus de liberdade), além do
fato das matrizes da equação serem matrizes diagonais (Z,D), tornando-se um sis-
tema com equações diferenciais de segunda ordem desacopladas. Claramente, após
resolver o problema em (125) com as condições iniciais em (129) e (130), basta retor-
nar a coordenada u, através de u = Φd para ter os deslocamentos reais.

5.2.2 Transformação para Espaços de Estados

Uma opção para resolver a equação (125) é utilizar o espaço de estados, reduzindo
a ordem da equação diferencial. É introduzida uma nova variável vetorial ḋ = p, e
consequentemente, a equação (125) pode ser reescrita como

 ḋ = p
ṗ = f∗ − Zp− Dd

. (131)

Na forma de espaço de estados, as variáveis do vetor de estados E são o desloca-
mento e a velocidade modal, E =

[
d p

]T
, e a equação (125) fica representada na

forma de estados por

 ḋ
ṗ

 =

 0 I
−D −Z

 d
p

+

 0
f∗

 , (132)
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onde 0 e I são as matrizes nula e identidade, com ordem igual a n.

5.3 Análise Dinâmica com Material Piezelétrico

Para obter as equações da dinâmica com material piezelétrico, vamos considerar o
sistema de equações com material piezelétrico para a parte estática, visto na equação
(93) e acrescentar os termos referentes à parte dinâmica, vistos na equação (121).

Quanto às cargas elétricas, elas não são influenciadas pela massa, e portanto
não terão os termos referentes a parte dinâmica, restando apenas o que já está na
segunda linha do sistema visto na equação (93).

Quanto às cargas mecânicas, elas terão a influência da massa, e portanto, serão
acrescidos os termos Mü+Cu̇ na primeira equação do sistema em (93). Sendo assim,
a equação de equilı́brio dinâmico com o uso de materiais piezelétricos, é dada por

 M 0

0 0

  ü
φ̈

+

 C 0

0 0

 u̇
φ̇

+

 Kuu Kuφ

Kφu Kφφ

 u
φ

 =

 fu

fφ

 . (133)

Uma maneira de resolver essa equação é utilizando as mesmas ideias da seção
5.2, começando por considerar um sistema conservativo, ou seja, sem amortecimento
e forças externas (mecânicas ou elétricas):

 M 0

0 0

 ü
φ̈

+

 Kuu Kuφ

Kφu Kφφ

  u
φ

 =

 0

0

 . (134)

Então, considera-se uma solução harmônica, tanto para u quanto para φ, da forma

 u
φ

 =

 Φuj

Φφj

 cos (ωjt− θj) . (135)

Substituindo (135) em (134) obtém-se

−ω2
j

 M 0

0 0

 Φuj

Φφj

 cos (ωjt− θj) +

 Kuu Kuφ

Kφu Kφφ

  Φuj

Φφj

 cos (ωjt− θj) =

 0

0

 ,
 Kuu − ω2

jM Kuφ

Kφu Kφφ

 Φuj

Φφj

 =

 0

0

 . (136)



6 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Nessa seção, são apresentados os resultados obtidos em algumas simulações
(com o uso do programa Matlab), com o gráfico da estrutura otimizada e as frequências
naturais das mesmas. São considerados 3 casos:

• Caso 1: viga engastada do lado direito com força aplicada na extremidade infe-
rior do lado esquerdo;

• Caso 2: viga biapoiada com força aplicada no meio da viga, na parte inferior;

• Caso 3: viga biapoiada com força aplicada no meio da viga, na parte superior.

Em todos os casos, são consideradas as estruturas otimizadas com 50% de mate-
rial do domı́nio, e apresentados os resultados sem material piezelétrico e com material
piezelétrico em 10% do total de material.

Para a obtenção dos resultados, considera-se:

• Uma viga com 1 metro de comprimento e 40 centı́metros de largura;

• Uma malha retangular, com 100 elementos finitos retangulares na horizontal e
40 na vertical;

• Força de módulo igual a 10× 1010N .

6.1 Valores das constantes dos materiais e dos parâmetros utili-
zados

Além da malha de elementos finitos, da geometria da viga e da força aplicada, é
necessário colocar no código os valores das constantes mecânicas e elétricas dos
materiais utilizados. Os valores utilizados no código (e apresentados nessa seção)
são os mesmos utilizados por SILVEIRA (2012).

As matrizes das constantes elásticas, piezelétricas e dielétricas do material pie-
zelétrico, apresentadas em (11)-(13), são dadas respectivamente por:
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12, 1 7, 54 7, 52 0 0 0

7, 54 12, 1 7, 52 0 0 0

7, 52 7, 52 11, 1 0 0 0

0 0 0 2, 11 0 0

0 0 0 0 2, 11 0

0 0 0 0 0 2, 26


· 1010N/m2, (137)


0 0 0 0 12, 3 0

0 0 0 12, 3 0 0

−5, 4 −5, 4 15, 8 0 0 0

C/m2 (138)

e 
8, 11 0 0

0 8, 11 0

0 0 7, 35

 · 10−9C2/(Nm2). (139)

O material piezelétrico utiliza o modo d31, modo que é caracterizado por um deslo-
camento na direção 1 (eixo x) e polarização na direção 3 (eixo z) (ZHANG; LU, 2017).

É possı́vel notar uma grande diferença na escala dos elementos das matrizes das
constantes, o que acaba gerando um mau condicionamento na matriz global de ri-
gidez do problema (uma diferença de ordem de 1019). Para resolver esse mau con-
dicionamento, é feita uma troca na unidade de força, considerando N∗ = 1010N , e
consequentemente, as matrizes em (137)-(139) são reescritas como:



12, 1 7, 54 7, 52 0 0 0

7, 54 12, 1 7, 52 0 0 0

7, 52 7, 52 11, 1 0 0 0

0 0 0 2, 11 0 0

0 0 0 0 2, 11 0

0 0 0 0 0 2, 26


·N∗/m2, (140)


0 0 0 0 12, 3 0

0 0 0 12, 3 0 0

−5, 4 −5, 4 15, 8 0 0 0

C/m2 (141)

e 
81, 1 0 0

0 81, 1 0

0 0 73, 5

 · C2/(N∗m2). (142)

Para calcular os modos de vibração, não ocorre o problema do mau condiciona-
mento, e portanto, as matrizes colocadas em (140)-(142) não são mais utilizadas (são
utilizadas apenas para a otimização). Também não são mais necessários os expo-
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entes de penalização, e por isso, a forma constitutiva da equação de rigidez dada na
equação (67) é reescrita como

cijkl = ρ(x) [ρφ(x)cφ + (1− ρφ(x))cu] . (143)

Para montar a matriz global de massa, considera-se a equação (109), onde são
montadas as matrizes locais de massa e agrupadas com a utilização do MEF. Com os
dois tipos de materiais, a equação (109) é adaptada para a seguinte equação:

Me = ρ(x)
[
ρφ

∫
Ω
ρpztNTNdΩ + (1− ρφ)

∫
Ω
ρelastNTNdΩ

]
, (144)

em que ρpzt é a densidade do material piezelétrico e ρelast é a densidade do ma-
terial não-piezelétrico. Nesse trabalho são utilizados os materiais PZT5A (material
piezelétrico) e alumı́nio (material não-piezelétrico), cujas densidades são, respecti-
vamente, 7750 kg/m3 e 2700 kg/m3. O módulo de Young do alumı́nio é dado por
E = 71 · 109N/m2 e o coeficiente de Poisson é dado por 0, 33 (SILVEIRA, 2012).

Os modos de vibração são obtidos por meio das soluções da equação (120),
no problema de autovalor (o quadrado da frequência natural) e autovetor (modo de
vibração correspondente). Já as trajetórias temporais são calculadas a partir da pri-
meira equação matricial do sistema dinâmico apresentado em (133).

A seguir, tem-se os resultados obtidos, com os gráficos dos modos de vibração
e suas respectivas amplitudes, além das frequências naturais relativas a cada modo
de vibração. As amplitudes são obtidas através da Transformada Rápida de Fourier
(FFT). As trajetórias temporais do sistema, no espaço modal, são calculadas pela
equação (132). A força aplicada foi considerada, para o caso 1, na direção y do último
nó da discretização, sendo este o do canto inferior no final da parte livre. Para os
casos 2 e 3, na direção y logo acima do grau de liberdade anterior.

Para as simulações, foram utilizados expoentes de penalização p = q = 3, além de
um raio de filtragem rmin = 1, 2mm.

6.2 Caso 1

Na figura 14 é apresentada a estruturada otimizada com os três primeiros modos
de vibração.

Figura 14: Estrutura otimizada do caso 1, sem material piezelétrico, com o 1º, 2º e 3º
modos de vibração, respectivamente.
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A figura 15 mostra a amplitude das vibrações dos três modos de vibração que estão
representados na figura 14.

Figura 15: Amplitudes de vibração da estrutura do caso 1, com frequências iguais a
347,9 Hz, 845,08 Hz e 1087,61 Hz, respectivamente.

A figura 16 apresenta os modos de vibração da estrutura otimizada com o material
piezelétrico (destacado em vermelho).

Figura 16: Estrutura otimizada do caso 1, com material piezelétrico, com o 1º, 2º e 3º
modos de vibração, respectivamente.

E a figura 17 fornece a amplitude das vibrações dos três modos de vibração repre-
sentados na figura 16.

Figura 17: Amplitudes de vibração da estrutura do caso 1, com frequências iguais a
419,48 Hz, 891,43 Hz e 1275,16 Hz, respectivamente.
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6.3 Caso 2

Na figura 18 é apresentada a estruturada otimizada com os três primeiros modos
de vibração.

Figura 18: Estrutura otimizada do caso 2, sem material piezelétrico, com o 1º, 2º e 3º
modos de vibração, respectivamente.

A figura 19 mostra a amplitude das vibrações dos três modos de vibração que estão
representados na figura 18.

Figura 19: Amplitudes de vibração da estrutura do caso 2, com frequências iguais a
378,67 Hz, 656,44 Hz e 988,44 Hz, respectivamente.

A figura 20 apresenta os modos de vibração da estrutura otimizada com o material
piezelétrico (destacado em vermelho).

Figura 20: Estrutura otimizada do caso 2, com material piezelétrico, com o 1º, 2º e 3º
modos de vibração, respectivamente.

E a figura 21 fornece a amplitude das vibrações dos três modos de vibração repre-
sentados na figura 20.
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Figura 21: Amplitudes de vibração da estrutura do caso 2, com frequências iguais a
547,93 Hz, 785,05 Hz e 838,22 Hz, respectivamente.

6.4 Caso 3

Na figura 22 é apresentada a estruturada otimizada com os três primeiros modos
de vibração.

Figura 22: Estrutura otimizada do caso 3, sem material piezelétrico, com o 1º, 2º e 3º
modos de vibração, respectivamente.

A figura 23 mostra a amplitude das vibrações dos três modos de vibração que estão
representados na figura 22.

Figura 23: Amplitudes de vibração da estrutura do caso 3, com frequências iguais a
405,62 Hz, 680,21 Hz e 1099,51 Hz, respectivamente.

A figura 24 apresenta os modos de vibração da estrutura otimizada com o material
piezelétrico (destacado em vermelho).



67

Figura 24: Estrutura otimizada do caso 3, com material piezelétrico, com o 1º, 2º e 3º
modos de vibração, respectivamente.

E a figura 25 fornece a amplitude das vibrações dos três modos de vibração repre-
sentados na figura 24.

Figura 25: Amplitudes de vibração da estrutura do caso 3, com frequências iguais a
549,9 Hz, 705,54 Hz e 997,02 Hz, respectivamente.

A tabela 4 fornece as frequências obtidas nos três primeiros modos de vibração
em todos os casos analisados.

Tabela 4: Frequência dos três primeiros modos de vibração (em Hz)
Estrutura 1º modo 2º modo 3º modo
Caso 1 sem piezelétrico 347,9 845,08 1087,61
Caso 1 com piezelétrico 419,48 891,43 1275,16
Caso 2 sem piezelétrico 378,67 656,44 988,44
Caso 2 com piezelétrico 547,93 785,05 838,22
Caso 3 sem piezelétrico 405,62 680,21 1099,51
Caso 3 com piezelétrico 549,9 705,54 997,02

6.5 Análise dos Resultados

No processo de otimização topológica, a estrutura é otimizada através da
minimização da função objetivo, que nesse caso, é a minimização da flexibilidade (que
equivale a maximização da rigidez). Essas funções são apresentadas nos problemas
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de otimização abordados no capı́tulo 3 (para o problema com apenas um material) e
no capı́tulo 4 (para a situação com o material piezelétrico).

Tabela 5: Flexibilidade das estruturas
Estrutura Valor da função objetivo (flexibilidade)
Caso 1 sem piezelétrico 1824,68
Caso 1 com piezelétrico 828,76
Caso 2 sem piezelétrico 275,86
Caso 2 com piezelétrico 128,92
Caso 3 sem piezelétrico 266,20
Caso 3 com piezelétrico 116,05

Em todos os problemas, são utilizadas um máximo de 150 iterações, para o qual já
é possı́vel notar a convergência do valor da função objetivo. Nos 3 casos, é constatado
que a flexibilidade das estruturas com material piezelétrico é de cerca de 45% da
flexibilidade das estruturas sem material piezelétrico, conforme a tabela 5.

Quanto às vibrações, é possı́vel notar que as estruturas com material piezelétrico
possuem uma frequência de vibração maior que as estruturas sem piezelétrico nos
dois primeiros modos de vibração. Isso se dá devido ao aumento da rigidez da estru-
tura. No terceiro modo, para os casos 2 e 3, as estruturas sem piezelétrico apresenta-
ram uma frequência de vibração maior que as estruturas com piezelétrico.

Quando se altera a configuração do material na estrutura, um modo flexural (des-
locamento modal na direção vertical) pode passar para axial (deslocamento modal na
direção horizontal), como ocorreu no caso 2 e possivelmente no caso 3.



7 CONCLUSÃO E TRABALHOS FUTUROS

O método de otimização topológica foi utilizado para a obtenção da topologia ótima
para diversos casos, seja com material piezelétrico, ou apenas com alumı́nio. As
instabilidades numéricas não ocorreram, pois o método possui alguns recursos para
evitar essas instabilidades.

Além do problema sem material piezelétrico, no qual SIGMUND (2001) fornece
um código de 99 linhas que resolve o problema, o método dos elementos finitos
também foi eficiente para resolver o problema com dois materiais (piezelétrico e não-
piezelétrico).

Após a definição das estruturas ótimas obtidas no método da otimização, foi
possı́vel computar as vibrações da estrutura (modos, frequência e amplitude) com
a utilização do método da transformada rápida de Fourier.

Através dos resultados obtidos no capı́tulo 6, é possı́vel verificar que o material
piezelétrico tem uma contribuição muito importante para a otimização das estruturas,
visto que a função objetivo que é minimizada pelo método de otimização possui valo-
res menores com o material piezelétrico.

As estruturas com materiais piezelétricos apresentam frequências de vibração mai-
ores do que as que não contém material piezelétrico. Isso ocorre devido ao aumento
de massa e rigidez por causa da adição do material piezelétrico.

Para trabalhos futuros, pretende-se analisar casos do comportamento dos modos
de vibração de estruturas otimizadas com materiais piezelétricos e com restrições de
domı́nio (por exemplo, restrições de fabricação). Além disso, analisar o comporta-
mento dos modos de vibração nas mesmas estruturas, mas não otimizadas, porém
com restrições de domı́nio e comparar os resultados entre as estruturas otimizadas e
não otimizadas, com diferentes restrições de domı́nio.

Ainda, para trabalhos futuros, pretende-se utilizar os materiais piezelétricos, e a
sua localização advinda da otimização topológica, como atuadores. Assim, realizar o
controle das vibrações.
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