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RESUMO

DE JESUS, Noé Franco. Solucao das Equacoes da Cinética Pontual de Néutrons
pelo Método da Aproximacao de Padé. 2020. 68 f. Dissertacao (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2020.

Nesta dissertacao, apresenta-se a solucdo das Equacbdes da Cinética Pontual
de Néutrons aplicando o Método da Aproximagcdo de Padé. Para a resolugao
consideram-se seis grupos de precursores de néutrons atrasados com os seguintes
tipos de reatividades: constante, rampa, quadratica, senoidal e zig-zag. O objetivo
desta dissertacdo € apresentar resultados precisos com baixo custo computacio-
nal através do Método da Aproximagao de Padé. A ideia principal é a aplicacao
deste método para a reatividade superando o problema de rigidez das equacodes.
Comparam-se os resultados obtidos através de simulagées numéricas com o0s
existentes na literatura.

Palavras-chave: Método da Aproximacao de Padé, Cinética Pontual de Néutrons,
Reatividades, Densidade de Néutrons.



ABSTRACT

DE JESUS, Noé Franco. Solution of Neutron Point Kinetics Equations by Padé
Approximation Method. 2020. 68 f. Dissertacao (Mestrado em Modelagem
Matematica) — Programa de P6s-Graduagao em Modelagem Matematica, Instituto de
Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2020.

In this dissertation, the solution of the Neutron Point Kinetics Equations is presented
via Padé Approximation Method. For resolution, six groups of delayed neutron precur-
sors are considered with the following types of reactivity: constant, ramp, quadratic,
sinusoidal and zigzag. The goal of this dissertation is to present accurate results with
low computational cost through the Padé Approximation Method. The main idea is
the application of this method in the reactivity overcoming the stiffness problem in the
equations. It compares the results obtained with numerical simulations with those in
the literature.

Keywords: Padé Approximation Method, Neutron Point Kinetics Equations, Reactivi-
ties, Neutron Density.
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1 INTRODUCAO

Existem varias formas para produzir energia elétrica, dentre estas formas de
producao encontra-se a energia nuclear que € responsavel por cerca de 16% de toda
producao de acordo com OCDE (Energia Nuclear da Organizacao para a Cooperacao
e Desenvolvimento Econdmico). No entanto, existem alguns paises com maior de-
pendéncia da geragao de energia elétrica por usinas nucleares de poténcia. No Brasil,
por exemplo, apenas 3% da energia elétrica utilizada provém das usinas nucleares.
Ja na Franca 78% da energia elétrica € gerada por elas (Fonte: Agéncia de Energia
Nuclear da OCDE).

Em paises como Estados Unidos, existem mais de 100 usinas nucleares e alguns
estados utilizam mais este tipo de energia do que outras fontes energéticas, como por
exemplo as termoelétricas e hidrelétricas. No Brasil temos em funcionamento apenas
duas usinas nucleares, Angra 1 e Angra 2, estando uma terceira, Angra 3 em fase de
construcao mas que atualmente se encontra paralisada e todas constituindo a Central
Nuclear Almirante Alvaro Alberto, situada no Estado do Rio de Janeiro.

Em termos de fontes energéticas, a energia nuclear consiste na producao de eletri-
cidade a partir do processo de fissao nuclear e, em consequéncia, da reacao de fissao
nuclear em cadeia, que libera uma grande quantidade de calor (energia térmica).
Nesse sentido, as usinas nucleares ou usinas termonucleares sao consideradas, atu-
almente, uma entre as principais opgoes para o desenvolvimento dos lugares despro-
vidos de outras fontes de energia como hidrelétricas, térmicas e eolicas.

No Brasil, o Uranio 235 é o principal combustivel' utilizado na fissdo nuclear das
usinas termonucleares e este combustivel libera mais energia do que a queima do
carvao mineral, que € o principal material utilizado nas usinas termoelétricas conven-
cionais.

Vale ressaltar que, Uranio 235 € um is6topo de uranio que é responsavel por cerca
de 0.72% do uranio natural. Diferente do isétopo predominante, o uranio 238, ele é
fissil, ou seja, ele pode sustentar uma reacdo em cadeia de fissdo nuclear. E o tnico

Tcombustivel - indica algo que queima, que ndo é o que acontece com materiais fissionaveis, mas
na area é utilizado este jargao para indicar material de fissao no nucleo do reator.
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is6topo natural e fissil que € encontrado na natureza em quantidades relevantes, além
de ser um nuclideo primordial.

Um dos aspectos positivos da energia nuclear esta relacionado com as grandes
reservas de Uranio e sua eficiéncia energética comparadas com as usinas de com-
bustiveis fosseis. Além disso, esta usina requer uma menor area para instalacao
de uma unidade nuclear. Estas possibilitam maior independéncia energética para os
paises importadores de petrdleo e gas e nao contribui para o efeito estufa, pois elas
nao emitem o CO,.

Como aspectos negativos tem-se as possibilidades de fabricacao de armas nu-
cleares que muitas vezes sao evidenciadas por paises que a utilizam. Além disso, o
lixo atdmico deve ser propriamente destinado, seguindo normas internacionais, para
areas que nao sejam habitadas e nem utilizadas para outros fins. Cabe ressaltar que
0s acidentes nucleares podem resultar em liberacao de material radioativo que levam
a contaminar uma regiao. Por exemplo, o Plutdnio 239 leva 24.000 anos para ter sua
radioatividade reduzida a metade, e cerca de 50.000 anos para tornar-se indcuo.

As grandes reservas brasileiras de Uranio, além do dominio tecnoldgico que o
Pais tem sobre o ciclo do combustivel nuclear e as preocupacées com as mudancas
climaticas globais, sao fortes motivagcées para o aprofundamento da discussao da
geracao elétrica nuclear no Brasil.

Com o exposto acima, nota-se a grande importancia e o desenvolvimento de es-
tudos na area nuclear visando um estudo detalhado da populagao de néutrons, que
é diretamente proporcional a poténcia gerada pelo reator. Com isso, € de suma im-
portancia o aprimoramento dos modelos matematicos para descrever a distribuicao
de néutrons no ndcleo do reator com certa confiabilidade e seguranca. Para isso,
muitos modelos matematicos foram construidos para prever a populagao de néutrons
no nucleo do reator. Dentre esses, tem-se 0 modelo de transporte de néutrons e o
modelo de difusao de néutrons.

A Equacao de Transporte de Néutrons € uma equacao a sete variaveis, trés es-
paciais, duas angulares, uma temporal e uma energética; e a Equacgao da Difusao de
Néutrons € uma equacgao a cinco variaveis sendo trés espaciais, uma temporal e uma
energética. Embora a Equacao da Difusao de Néutrons seja um modelo mais simplifi-
cado ainda é de grande importancia para o calculo global na distribuicao de néutrons
no nucleo do reator, uma vez que ela fornece uma aproximagao com certo grau de
precisao e rapidez para os calculos de criticalidade em fisica do reator.

Nos reatores, 0 curso de uma reacao em cadeia € determinado pela probabilidade
de que um néutron liberado na fissdo cause uma fissao subsequente. Se a populacao
de néutrons em um reator diminui durante um determinado periodo de tempo, a taxa
de fissao diminuira e, finalmente, caira para zero. Nesse caso, o reator estara no que
€ conhecido como estado subcritico. Se ao longo do tempo a populagao de néutrons
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for sustentada a uma taxa constante, a taxa de fissao permanecera estavel, e o reator
estara no que é chamado de estado critico. Finalmente, se a populagao de néutrons
aumentar ao longo do tempo, a taxa de fissao e a poténcia aumentarao, e o reator
estara em um estado supercritico.

O afastamento do estado critico do reator da-se pelas variagcdes de poténcias re-
queridas ou por condigdes intrinsecas associadas aos produtos de fissao gerados pelo
nucleo do reator. Este afastamento da criticalidade pode ser melhor observado pelo
modelo de cinética espacial, na qual, a distribuicao de néutrons é contabilizada por
uma fungao forma e uma funcao temporal. Segundo LAMARSH; BARATTA (2001),
um modelo mais simplificado para contabilizar os efeitos dos néutrons atrasados é o
modelo da cinética pontual que considera uma fungao forma conhecida e preocupa-se
exclusivamente com a fungcao amplitude que varia com o tempo.

Neste trabalho o modelo utilizado € o da cinética pontual de néutrons que estima a
distribuicao temporal da populacao de néutrons em reatores nucleares.

O modelo da cinética pontual de néutrons representa a interacao dos néutrons
prontos e atrasados gerados pelo processo de fissdo nuclear. Esta reagao nuclear é
exotérmica, ou seja, libera energia junto com seus produtos, sendo estes dois ou mais
nuclideos de massa menor que a do original e néutrons. Estes sao categorizados em
duas escalas de tempo: néutrons rapidos que sao gerados instantaneamente apds a
fissao, e néutrons atrasados, gerados apds o decaimento de seus precursores.

O balanco entre a perda e a producao destes néutrons é crucial para o controle
dos reatores nucleares, e é neste balango temporal que o modelo de cinética pontual
de néutrons se baseia.

As metodologias desenvolvidas para estes modelo simplificado normalmente sao
estendidas para o modelo de cinética espacial de néutrons que consideram a
distribuicao tanto temporal quando espacial dos néutrons em reatores nucleares.

Ao longo dos anos, diversos métodos foram implementados no modelo da cinética
pontual de néutrons, em sua maioria, numéricos. Para ilustracao, citam-se alguns re-
centes. Em PATRA; SAHA RAY (2014) usaram um método baseado no de Haar para
obter a solugao para problemas lineares de cinética pontual, enfatizando a eficiéncia
do método, mas sem aplicagdes em sistemas nao lineares. LEPPANEN et al. (2014)
implementaram um cédigo de Monte Carlo para obter parametros efetivos para a
cinética pontual de néutrons, alegando que os classicos nao sao determinados pre-
cisamente. ESPINOSA-PAREDES et al. (2014) apresentaram e resolveram o modelo
da cinética pontual fracionaria (com derivadas de ordem fracionarias) nao linear, com
retroalimentacao newtoniana de temperatura, baseado no modelo de onda para di-
fusdo. SCHRAMM et al. (2016) utilizaram a técnica da decomposi¢cao de Adomian e
a definicao de Riemann-Liouville para derivadas fracionarias para obter uma solugao
muito proxima do modelo original da cinética pontual de néutrons, concluindo que o
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modelo da cinética pontual fracionaria nao serve para situagées mais realisticas, como
em retroalimentagao de temperatura.

Outros trabalhos sobre as Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons com abor-
dagens analiticas, numéricas e hibridas ja foram publicados como KINARD; ALLEN
(2004) que apresentaram solugcao numérica eficiente das Equacgdes da Cinética Pon-
tual na dindmica de reatores nucleares. ESPINOSA-PAREDES et al. (2011) resolve-
ram as Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons fracionarias para a dinamica do rea-
tor nuclear. O modelo fracionario retém as principais caracteristicas para as dinamicas
do movimento de néutrons, em que o tempo de relaxamento associado a uma rapida
variacao no fluxo de néutrons contém uma ordem fracionaria, atuando como expo-
ente do tempo de relaxamento, para obter a melhor representacao da dinamica de
um reator nuclear. HAYES; ALLEN (2005) apresentaram Equacdes da Cinética Pon-
tual Estocasticas na dinamica de reatores nucleares. Um sistema de equagdes dife-
renciais estocasticas de 1t6 é derivado desse modelo na dinamica da densidade de
néutrons e os precursores de néutrons atrasados em um reator nuclear. O modelo es-
tocastico é testado em comparacdo com calculos de Monte Carlo e dados experimen-
tais. Os resultados demonstraram que o modelo de equacoes diferenciais estocasticas
descreve com precisdo o comportamento aleatério da densidade de néutrons e as
concentragoes de precursores em um reator. ABOANBER; NAHLA (2002a) trouxe-
ram um estudo na generalizacdo do método de inversao analitica para a solugao
das Equacodes da Cinética Pontual. Apresentaram um método baseado na inversao
analitica de polinbmios da matriz fornecida pelas Equacdes da Cinética Pontual apli-
cado a solucao das equacdes da cinética do reator. Este método permite uma inversao
rapida de polinbmios, indo temporariamente para o plano complexo. Em ABOANBER,;
NAHLA (2002b) abordaram solucdes das Equacdes da Cinética Pontual na presenca
de realimentacao de temperatura newtoniana por aproximacdes de Padé através do
método de inversao analitica. Um método baseado nas aproximagoes de Padé € apli-
cado a solucao das Equacgdes da Cinética Pontual com uma reatividade variavel no
tempo. A técnica consiste em tratar explicitamente as raizes da formula de inhour.
Os resultados sao apresentados para varios casos de aproximacoes de Padé usando
varias opcdes do método com diferentes tipos de reatividade. Em NAHLA (2011) uti-
lizaram o método da série de Taylor para resolver as Equagdes da Cinética Pontual
nao linear com multiplos grupos de néutrons atrasados na presenca de reatividade de
realimentacao de temperatura newtoniana e sendo programado em FORTRAN. PE-
TERSEN et al. (2011) apresentaram uma solucao analitica das Equacgdes da Cinética
Pontual com a reatividade variavel no tempo pelo método de decomposicao assu-
mindo que a reatividade € uma funcao arbitraria do tempo. E por fim, as aproximagoes
de Padé e as Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons, trabalhos como de ABO-
ANBER; NAHLA (2004) apresentaram as aproximagdes de Padé em aplicagdo as
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Equacoes da Cinética Pontual que permitem aproximar a funcao exponencial de ma-
neira econémica.

NOBREGA (1971) apresentou uma técnica baseada nas aproximacdes de Padé
sendo aplicada a solugao das Equacoes da Cinética Pontual. O método tratou ex-
plicitamente as raizes da férmula inhour, o que tornaria imprecisas as aproximacoes
de Padé. Além disso, é desenvolvido um método analitico que permite uma rapida
inversao de polinbmios da matriz cinética dos pontos e tem aplicabilidade direta as
aproximacoes de Padé.

Os resultados sao apresentados para varios casos de reatividade usando varias
opcoes do método. Concluindo que a técnica fornece um método computacional
rapido e preciso para as Equacgdes da Cinética Pontual.

De uma maneira geral, o interesse esta principalmente no desenvolvimento de um
modelo novo para cinética pontual, juntamente na aplicacdo de um método numérico
para sua resolucao com perturbacgoes resultantes aplicadas a solugcao das Equacoes
da Cinéticas Pontuais do reator nuclear com diferentes tipos de reatividade.

Este trabalho trata da necessidade de obter modelos eficientes para a cinética
pontual de néutrons, devido a sua dificuldade. Neste sentido, ao longo da execucao
desta dissertacao, pretende-se desenvolver uma metodologia para a cinética pontual
de néutrons classica, focada em obter um menor custo computacional. De uma ma-
neira geral, como o0 modelo da cinética pontual ja foi suficientemente resolvido ao longo
dos anos por diversos métodos, desenvolve-se uma metodologia para as equacoes a
fim de expandir para modelos mais realisticos (modelo de cinética espacial).

E importante salientar que para a abordagem dos aproximantes de Padé estuda-
se as seguintes obras como: ARIOLI; CODENOTTI; FASSINO (1996) analisaram o
método de Padé para calcular a exponencial de uma matriz real. Mais precisamente,
estudaram o erro de arredondamento introduzido pelo método no caso geral e em trés
casos especiais. Para essas matrizes especiais, verificaram que o método de Padé é
estavel. E por fim, compararam o limite superior de Ward com resultados encontrados
e mostrando que os limites utilizados sao geralmente mais estreitos; e AGUILERA-
NAVARRO et al. (1999) que fundamenta uma boa parte desta dissertacao.

Neste trabalho, encontra-se uma solucao aproximada para o modelo classico da
cinética pontual de néutrons, pois sdo modelos de aproximagao mais simples. Cabe
ressaltar que este modelo determina o comportamento da amplitude do fluxo de
néutrons com o tempo admitindo total separabilidade no tempo e espago, cuja forma
do fluxo espacial de néutrons é conhecida, tornando essas equagdes dependentes
unicamente do tempo (PETERSEN, 2011). Assim, obtém-se um método eficiente para
a determinagao da populacao de néutrons em reatores nucleares térmicos em cada
instante de tempo. Além disso, desenvolve-se uma metodologia genérica e precisa
que foca em obter as restricdes e aplicabilidade necessarias. E por fim, implementa-
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se 0 método proposto em uma linguagem de programagao, neste caso o Scilab, simu-
lando diversos casos recorrentes na literatura e comparando os resultados presentes
na literatura.

Esta dissertacao esta organizada da seguinte maneira:

No capitulo 2, apresentam-se conceitos sobre nog¢des basicas da fissdo nuclear
em reatores nucleares determinando as principais caracteristicas dos néutrons pron-
tos e néutrons atrasados. No capitulo 3, estuda-se a Teoria da Difusao de Néutrons
juntamente com fundamentos dos calculos de reatores e as Equacdes da Cinética
Pontual. No capitulo 4, mostra-se a solugao para as Equacgdes da Cinética Pontual de
Néutrons com aplicagao do Método da Aproximacao de Padé. No Capitulo 5, mostra-
se os resultados obtidos com simulagdes numéricas analisando e comparando com
os disponiveis na literatura. As comparacdes foram realizadas com varios tipos de
reatividades e se encontram tabelados neste capitulo. No capitulo 6, apresentam-se
as conclusoes e perspectivas para trabalhos futuros.



2 NOCOES BASICAS DA FISSAO NUCLEAR EM REATO-
RES NUCLEARES

A energia nuclear vem de conversdes espontaneas de nucleos ou de conversoes
de nucleos induzidos. Entre essas conversoes (reagdes nucleares) pertencem, por
exemplo, a fissao nuclear, a decaimento radioativo e a fusao nuclear. As conversoes
estdo associadas a mudancas de massa e energia. Um dos resultados surpreen-
dentes da teoria da relatividade de Einstein é que massa e energia sdo equivalentes e
conversiveis, uma na outra. A equivaléncia da massa e energia é descrita pela famosa
formula de Einstein:

E = md, (1)

onde m é a quantidade de massa e ¢ € a velocidade da luz.

Existem nucleos que podem sofrer fissdo espontaneamente, mas apenas certos
nucleos, como o Uranio 235, o Uranio 233 e o Pluténio 239, podem sustentar uma
reacdo em cadeia da fissdo. Isso ocorre porque esses nucleos liberam néutrons
guando se quebram, e esses néutrons podem induzir a fissdo de outros nucleos.
Néutrons livres liberados por cada fissao desempenham um papel muito importante
como um gatilho da reacao (WILLIAMS, 1991).

Uma reacdo em cadeia nuclear ocorre quando uma unica reacao nuclear causa
uma ou mais reacdes nucleares subsequentes, levando a possibilidade de uma série
de autopropagacdes dessas reagdes. O um ou mais é o parametro chave da fisica
do reator (processo de fissao nuclear). Para aumentar ou diminuir a poténcia, a quan-
tidade de reacbes deve ser alterada (usando as hastes de controle) de modo que o
numero de néutrons presentes (e, portanto, a taxa de geracao de energia) seja redu-
zido ou aumentado.

Entao tem-se como principais caracteristicas da fissao nuclear:

¢ A fissdo nuclear € o principal processo gerador de energia nuclear;

e A maior parte da energia (aproximadamente 85 por cento) € liberada na forma
de energia cinética das partes divididas;
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e Os néutrons provocam a fissao nuclear;

e O processo de fissao produz néutrons livres (2 ou 3) em média mas é possivel
que uma fissdao emita 0,1,2,3,4,5,... néutrons livres, entretanto suas probabilida-
des sao infimas se comparadas a probabilidade de emitir 2 ou 3;

e A reacao em cadeia significa que a reacao induz uma ou mais reagoes;
e A probabilidade de que a fissao ocorra depende da energia do néutron incidente;

e O moderador € usado para desacelerar os néutrons (para aumentar a probabili-
dade de fissao);

e Para reatores que usam agua leve como moderador, é necessario o uso de com-
bustivel enriquecido, o Uranio. Por nao ser fissil o U-238 ndo é empregado em
reatores e com isso utiliza-se U-235 que tem proporcao maior em relacao ao
U-238.

e Barras de controle contém material que absorve néutrons (Boro, Cadmio, ...);

¢ A retirada das barras de controle aumenta o fator de multiplicagao, aumentando
assim a poténcia e a inser¢ao das barras diminui o fator de multiplicagao, dimi-
nuindo assim a poténcia. Cabe ressaltar que o fator de multiplicagao é influenci-
ado também por outros parametros, como temperatura, queima de combustivel e
envenenamento do reator, sendo que a fissao ocorre no nucleo do reator nuclear.
E o nucleo do reator é composto de combustivel nuclear, barras de controle, mo-
derador (refrigerante) e refletor de néutrons.

Em geral, a reacao de fissao induzida por néutrons é a reacao em que 0s néutrons
incidentes entram no nucleo alvo pesado (nucleo fissil) formando um nucleo composto
gue é movimentado de um tal alto nivel de energia (E excitagao > F critico) que esse
nucleo se divide em dois grandes fragmentos de fissdo. Uma grande quantidade de
energia € liberada na forma de radiacao e energia cinética do fragmento. Além disso,
o processo de fissao pode produzir 2, 3 ou mais néutrons livres e esses néutrons
podem desencadear mais fissao e uma reacao em cadeia pode ocorrer. Para entender
0 processo de fissao, precisamos entender processos que ocorrem dentro do nucleo
para serem fissionados via a energia de ligagao nuclear no interior do reator.

A rigor, atualmente estdao sendo desenvolvidos reatores que funcionam com a
colisao com prétons, nao néutrons. Pode-se dizer que no caso de estudo desta
dissertacdo, os néutrons sao importantes para a reacdo em cadeia. Os néutrons de-
sencadeiam a fissao nuclear de alguns nucleos como em Uranio 235, Uranio 238 ou
até Torio 232. Até mesmo a natureza da criacao desses néutrons é diferente. Desse
ponto de vista, geralmente dividimos os néutrons da fissdo em dois grupos:
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Néutrons Prontos: Néutrons imediatos que sao emitidos diretamente da fissao e
sdo emitidos dentro de um tempo muito curto de cerca de 10~'* segundos (JAMES
et al., 1981).

Néutrons atrasados: Néutrons atrasados sdo emitidos por fragmentos de fissao
ricos em néutrons que sao chamados de precursores de néutrons atrasados. Estes
precursores geralmente sofrem decaimento beta, mas uma pequena fragdo deles é
excitada o suficiente para sofrer emissdes de néutrons.

2.1 Principais caracteristicas dos néutrons prontos

Como mencionado acima, os néutrons prontos sao emitidos diretamente da fissao
e sdo emitidos dentro de um tempo muito curto de cerca de 10~!* segundos. A maioria
dos néutrons produzidos na fissdo sao imediatos - cerca de 99,5 por cento. Por exem-
plo, uma fissdo de Uranio 235 por néutrons térmicos produz em média 2,43 néutrons,
dos quais 2,42 néutrons sao imediatos e 0,01 sdo atrasados.

A produgao de néutrons prontos aumenta levemente com a energia de néutrons
incidente. Quase todos os néutrons de fissao imediatos tém energias entre 0,1 MeV e
10 MeV. A energia média dos néutrons € de cerca de 2 MeV e a energia de néutrons
mais provavel é de cerca de 0,7 MeV. Seu valor depende especialmente do tipo do
moderador e da energia dos néutrons que causam fissdo. Em um reator infinito (sem
escape), a vida util dos néutrons € a soma do tempo de desaceleragcao e do tempo
de difusdo. O tempo de vida de néutrons rapidos em reatores térmicos € da ordem
de 10~* segundos enquanto em reatores rapidos é da ordem de 10~" segundos (OKA;
SUZUKI et al., 2013).

2.2 Principais caracteristicas dos néutrons atrasados

A presenca de néutrons atrasados é talvez o aspecto mais importante do pro-
cesso de fissao do ponto de vista do controle do reator. Néutrons atrasados sao
emitidos por fragmentos de fissdo ricos em néutrons que sdo chamados de pre-
cursores de néutrons atrasados. Estes precursores geralmente sofrem decaimento
beta, mas uma pequena fracao deles é excitada o suficiente para sofrer emissoes
de néutrons. A emissao de néutrons acontece com ordens de grandeza muito mais
tarde em comparacdo com a emissao dos néutrons imediatos. A fim de simplificar
os calculos cinéticos do reator, sugere-se agrupar 0s precursores com base em suas
meias-vidas. Portanto, os néutrons atrasados sao tradicionalmente representados por
seis grupos de néutrons atrasados.

Sua presenga muda completamente a resposta dinamica do tempo de um reator
para alguma mudanga de reatividade, tornando-o controlavel por sistemas de controle,
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como as hastes de controle.

Para entender o que acontece no interior do reator nuclear, necessita-se compre-
ender todos os parametros que envolvem as reacdes no nucleo do reator para entao
constituir um balanco entre as perdas e produgdes de néutrons. E para essa situacao
tem-se a Equacao de Transporte de Boltzmann dependente do tempo que leva em
conta além dos néutrons prontos também os néutrons atrasados (DUDERSTADT; HA-
MILTON, 1976) que define de forma integra a populacao de néutrons, mas possui 0
obstaculo de ser uma equacao de dificil resolugcao devido ao numero de variaveis que
definem o problema, entre outras complicagdes. O nimero de variaveis € apenas um
dos motivos que transporte é mais complicado que difusdo. Por exemplo, a equacao
do transporte € integro-diferencial também. A equacgao da difusdao € mais utilizada e
também é mais simples que a de transporte, pois as Equacdes da Cinética Pontual
vém do principio da separabilidade dos efeitos espaciais e temporais na equacao da
difusao.

Vale a pena salientar que as Equacgdes da Cinética Pontual de Néutrons sdo muito
importantes na fisica de reatores, pois possibilitam uma previsao da poténcia do reator
em tempo real, fornecendo dados importantes sobre a dinamica do reator quando, por
exemplo, a ocorréncia de ajuste das barras de controle no nicleo do reator durante a
partida ou desligamento.

No capitulo seguinte, aborda-se de maneira sucinta a Teoria da Difusdo e com isso
se busca conhecer o processo que envolve a equacao da difusao que rege a cinética
de reator.



3 TEORIA DA DIFUSAO DE NEUTRONS

Nesta parte, estudam-se as condicbes para uma reagcao em cadeia de fissao
estavel e autossustentavel e como manter tais condicoes. Esse problema ndo contém
informacgdes sobre a distribuicao espacial de néutrons, porque € um problema de ge-
ometria pontual. Caracterizam-se os efeitos da distribuicao global de néutrons sim-
plesmente por uma probabilidade de nao-fuga (térmica ou rapida), que aumenta em
diregao a um valor a medida que o nucleo do reator se torna maior (LEWINS, 2013).

De acordo com LEWINS (2013) projetar corretamente um reator nuclear e obter-
se a previsao de como os néutrons serdo distribuidos por todo o sistema € da maior
importancia. Este é um problema muito dificil, porque os néutrons interagem de forma
diferente com diferentes ambientes (moderador, combustivel, etc.) que estdo em um
nucleo de reator. Os néutrons sofrem varias interagées quando migram através do sis-
tema multiplicador. Para uma primeira aproximacao, o efeito geral dessas interacoes
faz com que os néutrons sofram um tipo de difusao no nucleo do reator, muito pare-
cido com a difusao de gases. Por isso, a difusdao de néutrons é baseada na Teoria da
Difusao de Gases. Assim, a aproximacao permite resolver esse problema usando a
equacao da difusao.

Além disso, utiliza-se a Teoria da Difusao para entender as relagdes entre tama-
nho, forma e criticalidade do reator, e para determinar as distribuigdes de fluxos es-
paciais em reatores de poténcia. A Teoria da Difusao fornece base teérica para uma
computagao fisica de néutrons de nucleos fissionaveis (STACEY, 2018).

Analisa-se as distribuicbes espaciais de néutrons e a Teoria da Difusdo de um
grupo para um meio uniforme nao multiplicador. Isso significa que o fluxo de néutrons
e secoes transversais ja foram calculados sobre energia. Um modelo relativamente
simples tem a grande vantagem de ilustrar muitas caracteristicas importantes da
distribuicdo espacial de néutrons sem a complexidade introduzida pelo tratamento de
efeitos associados ao espectro de energia de néutrons (LAMARSH, 1966).

Além disso, os métodos matematicos usados para analisar uma equacao da di-
fusdo de um grupo sdo os mesmos aplicados em métodos mais sofisticados e pre-
cisos, como a Teoria da Difusao de multiplos grupos. Posteriormente, a Teoria da
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Difusdo de um grupo sera aplicada em um meio multiplicador uniforme (um “reator
nuclear” homogéneo) em geometrias simples. Finalmente, a Teoria da Difusao Multi-
grupo pode ser aplicada em um meio multiplicador nao uniforme (um “reator nuclear”
heterogéneo) em geometrias simples (LAMARSH; BARATTA, 2001).

Em REUSS (2012), Transporte de Néutrons é o estudo dos movimentos e
interagcdes de néutrons com materiais. Cientistas e engenheiros nucleares frequen-
temente precisam saber onde estdao os néutrons, em que direcao estdo indo e com
gue velocidade estao se movendo. Entao se utiliza um determinado aparelho que é
comumente usado para determinar o comportamento de nucleos de reatores nuclea-
res e feixes de néutrons experimentais. Os néutrons sdo particulas neutras viajando
em linhas retas, desviando-se de seu caminho somente quando eles colidem com
um nucleo para serem espalhados em uma nova diregcao ou absorvidos. Teoria de
transporte é relativamente simples, em principio, € uma equacao de transporte exata
gue rege este fendmeno pode ser facilmente derivada. Essa equacao é chamada de
Equacao de Transporte de Boltzmann e todo o estudo da Teoria dos Transportes se
concentra no estudo dessa equagao.

Alguns métodos resolvem a Equacao de Transporte de Boltzmann de maneira nu-
mericamente aproximada em todo o sistema modelado. Essa tarefa exige enormes
recursos computacionais porque o problema tem muitas dimensdes. Mas a Equacgao
de Transporte de Boltzmann pode ser tratada de maneira bastante direta. Esta versao
simplificada da Equacao de Transporte de Boltzmann é a equacao da difusao de
néutrons. Naturalmente, ha muitas suposicdes que precisam ser cumpridas ao usar
a equacao da difusdo, mas o uso da equacao da difusao geralmente fornece uma
aproximacao simplificada da equacao de transporte.

No modelo monoenergético assume-se que todos os néutrons se caracterizam por
uma unica energia cinética que simplifica o estudo matematico do fendémeno da di-
fusao. Neste modelo os resultados sao muito precisos podendo ser utilizado para uma
analise preliminar dos calculos globais dos reatores nucleares.

No modelo multigrupo de energia os néutrons em um reator variam de 10 MeV para
menos do que 0,01 eV. Aqui busca-se desenvolver uma abordagem mais detalhada
sobre a distribuicdo de néutrons no reator se identificando como as varias reagdes
acontecem. Como mencionado na segao anterior, os néutrons penetram/interagem
em qualquer nucleo por serem eletricamente neutros sofrendo varios tipos de reacdes
dentro do reator nuclear que envolvem perdas e ganhos na producao e isso denomina-
se balanco de néutrons. Deste modo, se constroi a equacao de balanco de néutrons
gue se pode levar em consideracao efeitos de fuga e is6topos fissionaveis com o intuito
de descrever fendmenos de criticalidade em sistemas multiplicativos de dimensoes
finitas (LEWIS, 2008). Neste caso considera-se um volume arbitrario V' de area de
superficie S que se localiza no interior do reator:
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Numero esperado de néutrons = n(r, E,t)d°rdE. (2)

A representacao completa da densidade exige sete variaveis, trés para as coorde-
nadas espaciais representadas pelo vetor r que indica a posicao, duas angulares, na
direcdo do movimento, uma para a energia cinética (velocidade) e uma temporal (ins-
tante de observacao). E importante ressaltar que quando os néutrons sao produzidos,
possuem energia cinética elevada (aproximadamente 1 até 10 MeV) e, devido a esse
fato, sao definidos como néutrons rapidos. Através do processo de moderagao, no qual
cedem energia ao meio devido as colisdes, atingem energias intermediarias (em torno
de 1 até 1000 keV), passando a serem chamados de néutrons intermediarios. Quando
alcancam energias baixas proximas a energia térmica (aproximadamente 0,025 eV),
denominam-se néutrons térmicos (DUDERSTADT; HAMILTON, 1976).

3.1 Fundamentos dos calculos de reatores

A partir desta secao derivam-se as principais equacdes em fisica de reatores, que
serao de grande importancia nesta dissertagao.

3.1.1 Modelo Monoenergeético

No modelo monoenergético assumem-se que todos os néutrons se caracteri-
zam por uma unica energia cinética, e assim simplifica-se o estudo matematico do
fendbmeno da difusdo. Entao, neste modelo os resultados nao sdo muito precisos mas
sendo utilizado para fazer analises preliminares dos calculos globais de reatores nu-
cleares.

Tem-se como processo importante o fluxo de néutrons que indica quando um feixe
de néutrons de intensidade I atinge um alvo. Isto é dado por:

F =371, (3)

onde o nimero de colisdes é cm?3-s na qual I’ é o nimero de colisdes, X1 é a se¢do de
choque macroscépica total, em cm~! e I é a intensidade de néutrons que atinge o alvo,
em cm~2s71. Sendo que X, a secdo de choque, surge do fato que este relaciona-se
com a probabilidade de colisao de um néutron com os nucleos dos atomos que formam
uma determinada area macroscopica de um material.

Partindo da definicao de X, tem-se:

Z]T - Ngt7 (4)

onde, N[cm ™3] é a densidade atémica e o;[cm?] é a secdo de choque microscopica
total. Entdo X7 tem unidade de [em~!]. A intensidade desses feixes é dada por:

F=Sp(Ia+Ip+Io+..), (5)
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onde esta equacao define os feixes de néutrons que incidem num alvo. Com isso se
assume que os néutrons sao monoenergéticos e escreve-se a Equacao (4) como:

F=%7(na+npg+nc+...)v, (6)

onde, ny, ng, nc,... s40 as densidades dos varios feixes e v € a velocidade do néutron.

Assim, (n4 +np +nc + ...) €igual a n, a densidade total de néutrons atingindo o alvo.
Entao a Equacao (6) torna-se:

F =XYrno. (7)

A quantidade nv na Equacgao (7) € definida como fluxo escalar de néutrons. Com

relacao a esta situagao o fluxo de néutrons monoenergéticos sao representados pelo

simbolo ®, e € dado por:
P = nw. (8)

A unidade para o fluxo de néutrons é [cm 2 - s7!]. Entao tem-se,
F = ET(Pa (9)

e com esta equacgao incluem-se os néutrons rapidos e térmicos, definindo n(FE) como
a densidade de néutrons por unidade de energia. Portanto n(E)dE é o nimero de
néutrons por cm?® com energia entre £ e E + dE. Da equacgao (7), a taxa de interagao
para estes néutrons torna-se:

dF = Yo (E)n(E)v(E)dE (10)

Nota-se aqui a dependéncia de todos os parametros, sendo a taxa de interacao total
dada pela integral.

F= /Oo Sr(E)n(E)v(E)dE, (11)
onde
O(E) = n(E)v(E) (12)

é o fluxo escalar que depende da energia ou fluxo por unidade de energia (DUDERS-
TADT; HAMILTON, 1976). A Equacao (11) referente a interacao total e com isso
podem-se encontrar expressoes para o nimero de colisdes de espalhamento por cm?,
que &, .
F, = / 5.(E)®(E)dE (13)
0

ja para o nimero de néutrons absorvidos por cm? tem-se:

F, = /OO S (E)®(E)dE. (14)
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3.1.1.1 A equacao da difusao de néutrons monoenergética.

Neste caso, tem-se um volume V de area de superficie S que se localiza no interior
de um meio material, na qual existe uma fonte fixa de néutrons. Com isso, para mo-
delar matematicamente a populacao de néutrons que varia no interior desse volume,
examina-se com cuidado esse balanco.

O numero total em V' no tempo ¢ pode ser obtido pela integracao do volume que é
dado por:

/ d*rn(r,t) = / dgrlcb(r,t). (15)
1% 1% v
Assim, a taxa de mudancga de numero de néutrons em V' deve ser:
d 5 5 109(r,1)
— = nladinl i AtA 1
2 {/Vd rn(r,t)} /Vd - (16)

= Produgdo em V' - Absorgao em V'

— Taxa de fuga pelo contorno do volume V.

Para a modelagem matematica, precisa-se escrever expressdes matematicas para
obter todos esses termos. Além disso, definindo-se uma densidade de fonte Q(r, ),
tem-se:

ProdugéOE/d3rQ(r,t). (17)
\%

A taxa de densidade em algum ponto em V é X,(r)®(r,t), logo a taxa total de
néutrons perdidos por absorgcao em V' é:

Absorge“mE/d3r2a(r)<1>(r,t). (18)
\%4

Sendo J(r,t) a densidade de corrente de néutrons, entdo a taxa de néutrons que
passa através de um elemento de superficie dS no ponto r, € J(r,t)dS. Portanto, a
taxa total de fuga ou escape pela superficie de contorno do volume V é:

Fuga = ]{ dS3(x.1). (19)
S

Antes de substituir todas essas expressoes na equacao (17) é conveniente con-
verter a equacao (19) em uma integral de volume. Para isto, se utilizar o Teorema de
Gauss e obtem-se:

Fuga = 7{ dSJ(r,t) = / d*rV - J(r,t). (20)
S \%

Substituindo as equacdes (17),(18) e (20) em (16) encontra-se:

/ dr E 8@;, H_ Q(r,t) +2,(r)®(r,t) + V- J(r,t)| =0. (21)
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Isto implica que o integrando é nulo, ja que o volume de controle V' € arbitrario,
logo:
109(r,t)
v ot
Agora, substituindo a lei de Fick, que afirma que se a concentragao de um soluto
em uma regiao € maior do que em outra de uma solucao, o soluto se difunde da regiao
de maior concentracao para a regiao de menor concentragao, com uma magnitude que

€ proporcional ao gradiente de concentragcao. Assim se tem:

= V- J(r,t) — So(r)®(x, 1) + Q(r, t). (22)

J=—-DVo, (23)
na qual, D é o coeficiente de difusdo. Da equacgao (22) se obtém:

109(r,t)

v ot
que € a equacao da difusdao monoenergética de néutrons com fonte fixa.
Considerando-se o meio natural onde ocorre a difusdo dos néutrons como homogéneo
e uniforme, tem-se que D e X, dependem da posicdo. Assim, a equacao da difusao
monoenergética com fonte fixa pode ser simplificada como:

— V- D(r)VP(r,t) + X, (r)P(r,t) = Q(r, 1), (24)

10®(r,1)
v Ot

— D(r)V2®(r,t) + X, (r)®(r, 1) = Q(r, ). (25)

Cumpre salientar que a Teoria da Difusao esta fundamentada na lei de Fick, a qual
foi originalmente usada para descrever a difusio quimica. E mostrado em quimica que
se a concentragao de um soluto € maior em uma determinada regiao de uma solucgao,
o soluto sofre difusao da regiao de maior concentracao para a de menor concentragao.
Além disso, a taxa do fluxo do soluto é proporcional ao gradiente da concentragao em
sentido oposto (LAMARSH, 1983).

O comportamento de néutrons assemelha-se muito ao de um soluto em uma
solugao (LAMARSH, 1983). Se a densidade de néutrons é maior em uma parte do
reator do que em outra, existe um fluxo de néutrons na direcado de menor densidade
de néutrons. E importante ressaltar que os néutrons ndo migram simplesmente da
regido de maior para a de menor concentragao, ha simplesmente uma maior migragao
numa diregao do que em outra (LAMARSH, 1983).

3.1.1.2 Calculos de Criticalidade.

Os néutrons num processo de fissdo emitem um numero de v néutrons em media
por fissao nuclear. Destes v néutrons, alguns sdo absorvidos por captura no préprio
combustivel e alguns desaparecem pelo contorno do reator. Depois de todas es-
sas perdas serem contabilizadas, ainda deve existir um néutron para cada uma das
fissoes, caso contrario ndao sera possivel manter uma reacao em cadeia sustentavel.
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Deseja-se manter a distribuicao de néutrons em um reator na auséncia de fontes ex-
ternas, mas na presenga de uma fonte fissionavel. Esta fonte &€ dada pelo produto
da taxa de fissdo ¥ ;(r)®(r) pelo nimero de néutrons emitidos por fissdo onde ¥, é a
secao de choque macroscopica de fissdo. Entao se pode escrever a fonte de néutrons
como:

Fonte Reator = vX(r)®(r). (26)

Considerando que a equacao da difusdo monoenergética seja um modelo ma-
tematico satisfatério para calculos neutrdnicos em reatores nucleares. Portanto,
escreve-se a equacao da difusao de néutrons substituindo a equacao (26) no lugar
da fonte na equacao (25). Desconsiderando a variacao temporal da populacao de
néutrons fica-se com

—V - D(r)Ve(r) + X, (r)®(r) = v3s(r)P(r). (27)

Infelizmente a equagao acima ndo tem solugao de relevancia fisica para os casos
gerais realisticos, a menos que se corrija a combinacao exata da composicao e da
geometria do reator para que 0 mesmo esteja critico. Portanto, o que se faz é introduzir
um parametro arbitrario k£ nesta equacao de tal forma que

—V - D(r)Vo(r) + X,(r)®(r) = %I/Ef(r)fb(r). (28)

Logo, para algum valor de k, pode-se garantir relevancia fisica. Se k = 1, a
equacao (28) reduz-se a (27) e, portanto, consegue-se um sistema critico. Se k # 1,
entretanto, precisa-se escolher uma nova combinagao entre dimensao e composicao
para que se atinja a criticalidade.

Claramente, havera em geral um conjunto de (28), na qual apenas o maior do-
minante correspondera a autofuncdao ®(r) que seja positiva em todos os pontos do
sistema e, portanto, fisicamente relevante. Define-se o autovalor dominante como o
fator de multiplicagao efetivo (k.;f) que indicaré se o sistema estd em estado subcritico

(keps < 1), critico (k.sr = 1) ou supercritico (k.;r > 1) (BELL; GLASSTONE, 1970).

3.1.2 Cinética de reatores nucleares

A operacao de um reator nuclear a um nivel de poténcia constante com a taxa de
producao através da fissdo de néutrons devera ser balanceada pela perda através da
absorcao ou fuga de néutrons, e entao se pode determinar que a densidade neutrénica
ou o fluxo nao depende do tempo, o que caracteriza o estado critico de um reator.

Deve-se reconhecer que as mudangas no comportamento da populacao
neutrénica, muitas vezes, nao estdo sob o controle do operador do reator. Em alguns
casos, isso dependera da composicao do nucleo que dependera de outras variaveis
gue estao diretamente acessiveis ao controle, tal como a temperatura do combustivel
ou refrigerante.
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Entretanto, essas variaveis dependem, por sua vez, do nivel de poténcia do re-
ator e, consequentemente do fluxo espacial de néutrons. Nesta dissertacao, da-se
énfase a cinética de reatores nucleares mais especificamente as variagdes de fluxo
de néutrons devido a escalas pequenas de tempo, ou seja, o afastamento da criticali-
dade devido a mudancga nos parametros nucleares para tempos pequenos.

3.2 Equacoes da Cinética Pontual

No desenvolvimento desta secao, o numero de néutrons € multiplicado por um fa-
tor k.;; de uma geragao de néutrons para a seguinte geragao. Portanto, o0 ambiente
de multiplicagao (reator nuclear) se comporta como o sistema exponencial, ou seja,
o aumento de poténcia ndo € linear mas é exponencial. Pode se notar que o fator
de multiplicagao efetivo em um sistema multiplicador € uma medida da mudanga na
populacao de néutrons de fissdo de uma geracao de néutrons para a geragao subse-
quente.

Quando k.s; < 1, entdo o nimero de néutrons estd diminuindo no tempo (com o
tempo médio de geracao) e a reacao em cadeia nunca sera autossustentavel. Essa
condig¢éo é conhecida como o estado subcritico. Para k.;s = 1, entdo ndo ha mudanga
na populacao de néutrons no tempo e a reagao em cadeia sera autossustentavel. Essa
condi¢@o é conhecida como estado critico. E para k.;; > 1, o sistema multiplicador
produzird mais néutrons do que o necessario para ser autossustentavel. O niumero
de néutrons estd aumentando exponencialmente no tempo (com o tempo médio de
geracao). Essa condicao € conhecida como estado superecritico.

As Equacdes da Cinética Pontual simples sdo apenas uma aproximagao. A
Equacao da Cinética Pontual simples com néutrons atrasados falha completamente
para insercoes de reatividade mais altas, onde ha diferenca significativa entre a
produgao de néutrons imediatos e atrasados. Portanto, um modelo mais preciso €
necessario.

A partir da equacgao que expressa a variagao da concentragao dos precursores em
um reator nuclear é dada por:

oC;(r,t

% = /B,-I/Ef(r, El, t)(I)(I', El, t)dE, — )\Z‘CZ'(I', t) (29)
parai = 1 : P. Com acréscimo da contribuicao dos néutrons atrasados, o nimero de
precursores de néutrons atrasados que decaem e contribuem para a fissao é dado

por:

Producao dos
néutrons atrasados

] = Zfz’(E))\z‘Cz(ﬂ t), (30)

parai = 1: P, onde f;(E) representa a probabilidade de um néutron atrasado apre-
sentar energia entre £ e E + dE como resultado do decaimento do i-ésimo emissor.
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Logo a seguir, define-se o niumero de néutrons produzidos pela fissdo subtraido da
contribuicdo dos néutrons oriundos de decaimento dos produtos de fissao, ou seja,
somente o0s néutrons prontos:

Producao dos
néutrons prontos

] = /(1 — B)X(EWS(r, B, 1)®(r, B’ t)dE'. (31)

Portanto, a equacado da difusao dependente do tempo, acrescentando-se a
contribuicao dos néutrons atrasados, pode ser escrita como:

1 0®(r,E,t)
v(E) ot

/(1 — B)X(E)WwXy(r, E' t)®(r, ', t)dE" + /Zs(r, E' — E t)®(r, E' t)dE' +

> F(ENC(r,t) + Qenlr, E,t),  (32)

=V -D(r,E,t)VO(r,Et) — Xp(r, E,t)®(r, E,t) +

parai=1:P.

Para que se resolva as equacoes (29) e (32) € necessario conhecer as condigoes
iniciais e de contorno espacial. Sabendo que o nlcleo do reator é heterogéneo, ou
seja, apresenta regides distintas (combustivel, barras de controle, refrigerante, entre
outros). E preciso também impor uma contribuicao de continuidade entre as interfaces
de regioes distintas para o fluxo e para a corrente de néutrons.

A equacao (32) para o fluxo escalar de néutrons pode ser de dificil resolugao tanto
analiticamente como numericamente, causada pela dependéncia do espacgo, energia
e tempo dos parametros nucleares. Devido a este fato, faz-se simplificagdes espaciais
visando facilitar a sua resolucao, proporcionando, assim, prever o comportamento,
suficientemente preciso para situagdes praticas, da populacdao de néutrons no reator
em func¢ao do tempo.

Desta forma, levando em consideragao que o reator deve compor um balanco entre
perdas e a produgao que significa que nao existe nenhuma perturbagao grande devido
a fatores internos ou externos e com isso, assume-se que em um transiente:

O(r, B,t) o Uo(r, E)n(t). (33)

onde ¥y(r,t) € a funcdo forma. Vale destacar que a fungao forma é estimada conforme
a geometria e composicao do nucleo do reator.

O comportamento de um reator nuclear em que a densidade varia com o tempo
pode ser determinado pelas Equacgdes da Cinética Pontual de Néutrons. Para isso,
€ necessario que a funcao forma seja estimada, reduzindo o problema a encontrar a
densidade de néutrons dependente do tempo.

Desta forma, para encontrar as Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons sao
feitas as simplificagcdoes que seguem. Primeiramente, integra-se as equacoes dos pre-
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cursores de néutrons atrasados (29) em d°r :

%/C’i(r,t)d?’r: //BiVEf(r,E’,t)tb(r,E’,t)dE’d?’r—/\i/C’i(r,t)d?’r, (34)

parai=1:P.
Integrando a Equacéao (32) em espaco e energia obtém-se:

r, B, t)dEd’r = //v D(r, E,t)V®(r, E,t)dEd*r

875
//ET ®(r, B, t)dEd*r + // [(1 - EWwX(r, E' t)®(r, E' t)dE'|dEd’r
/// (r,E' — E,)®(r,E',t )dEdEd3r+//f, YAiCi(r, t)dEd®r
/ / Qe (r, B, t)dEd’r, (35)
parai=1: P, mas como:
[ By =1,
[ EraE =1,
/Zs(r, E' — Et)dE = Sp(r, E' t) — So(r, E' 1), (36)

parai = 1: P, reescreve-se a Equacao (35) como:

6% (r, E,t)dEd’r = //v D(r,E,t)V®(r, E,t)dEd’r —

//ZT(I', E,t)q)(r, E,t)dEd3r+//(1—B)yEf(r,E’,t)CID(r,E’,t)dE'd?’r

+//ET(r,E’,t)(ID(r,E’,t)dE’d3r—//Ea(r,E’,t)CID(r,E’,t)dE’d3r+
[Sacwndrs [ [Quenaer @

para i = 1 : P. Simplificando e reajustando os termos, tem-se:

5 (r, B, t)dEd’r = //v r, B, t)VO(r, B, t)dEd®r + (v;(r, E, 1))

—%,(r, E,t)(I)(r,E,t)dEdgr—//ByEf(r,E,t)tl)(r, E,t)dEd*r

/Z)\O dSr—l—//Qemt r, E,t)dEd’r (38)

para i = 1 : P. A partir dessa equacgao, pode-se identificar a quantidade que repre-
senta 0 nimero no reator nuclear em um instante ¢, ou seja, definindo a densidade de
néutrons como:

(r, E,t)dEd®r. (39)
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Como explicado anteriormente, é necessario que a fungao forma seja estimada, entao
supondo:

_ ®(r,E,t)
Substituindo ®(r, E,t) nas Equacgodes (34) e (38) e notando que:
// \1/0 (r, EYdEd’r = // ®(r, B, t)dEd’r, (41)

e ainda lembrando da definicao da Equacao (39), pode-se concluir que:

/ / (r, E)dEd*r = 1, (42)

para todo ¢. Desta forma, a funcao forma nao é separavel em espaco, energia e tempo,
além de ser proporcional ao fluxo.

Tendo em vista posteriores alteragdes na derivagao das Equagdes da Cinética Pon-
tual, introduz-se novas definicoes:

f Cy(r
Cilt) = I ] st xpo r, E dEd3 (43)

para i = 1 : P, como sendo a populacao total no instante ¢ do i-€simo precursor de

néutrons atrasados e:
[ Qm  E,t)dEd*r

O = T o(r, BYaBPr

(44)

como sendo a fonte total no instante t.

Assim, para reescrever as equacgoes integradas utilizando os parametros cinéticos,
€ necessario definir a reatividade. Para tanto, € imprescindivel lembrar que o processo
multiplicativo de reagcdes em cadeia ndo s6 pode aumentar o nimero de néutrons,
como também reduzi-lo ou manté-lo. Portanto, a razao anterior € chamado de fator de
multiplicagdo (k.;r) e € o que determina o comportamento da densidade de néutrons
no reator em fung¢ao do tempo.

O fator de multiplicagao efetivo pode ser afastar da criticalidade e essa distancia
pode ser medida pela reatividade, que € a taxa liquida instantanea de producao de
néutrons dividida pela taxa instantdnea devido a fissdao. A reatividade pode assumir
trés casos: p(t) < 0, em que o sistema € subcritico em que o numero de fissdes e
a populagdo de uma geragdo € menor que a geragao anterior; p(t) > 0, em que 0
sistema € supercritico, isto €, o0 nimero de fissdes e a populagao de de uma geracao
€ maior que a geracao anterior. E dentro do caso supercritico existem ainda outras
trés possibilidades: subpronto-critico que € quando p(t) < 3, pronto-critico quando
p(t) = B e superpronto-critico quando p(t) > . A reatividade pode ser relacionada a
varios parametros como por exemplo, a temperatura que tem como consequéncia a
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insergcao de um tempo nao linear nas Equacoes da Cinética Pontual de Néutrons para
solucionar o sistema.

Outras unidades adimensionais sao empregadas para este sistema como se nota
na Tabela abaixo.

Tabela 1: Unidades e reatividade correspondente.
Unidade Reatividade correspondente

1% 0,01
1AK 0,0001

1$ 13

le 0,01%
1pem 0,00001

Diante desses conceitos, define-se a reatividade como:

J [IV-D(r,E,t)V¥(r,E) + (vXs(r, E,t) — Zu(r, E, ) Vo(r, E)|dEd*r
[ [ vEs(r, E t)¥o(r, E)dEdPr

p(t) = (45)

Outro parametro cinético a ser definido é o tempo médio de geracdo, que € o
tempo de vida dos néutrons prontos entre 0 seu surgimento e o0 seu subsequente
desaparecimento no reator, da seguinte forma:

ff (r, E)dEd*r
MO =75 7 t)\Ilo(r E)dE&r’ (40)
e por fim, as fracoes de néutrons atrasados:
[ [ BivEs(r, E, 1)Uy (r, E)dEdr
Ailt) = [ [vSs(r, E,t)Uy(r, E)dEdPr (47)
= Z Bi(t% (48)
parai = 1: P. Fazendo as seguintes divisoes:
p(t) [ [IV-D(r,E, t)V\IIO(r E) + (v, E, t)¥(r, E)|dEdr 49
O [ T -5V (r, E)dEdr : (49)
e
2iBit) [ 2 BivS(r, B t)Vo(r, E)]dEdr
Aty J S sty Yo(r, E)dEd®r
[ [ BvEs(r, Et)Uy(r, E)|dEd*r (50)

[ [ +5%(r, EydEd*r

para i = 1 : P, levando-se em consideracao as definicdes (43) e (44), obtém-se as
Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons:
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dn(t) p(t) — B(t)

g Wn(@;wi(twcz(t),
dC;  Bi(t) o
dt A(t)n(t)_A’Cz(t)’ oY

parai=1:P.

Essas equagdes constituem de P + 1 equagdes diferenciais ordinarias acopladas.
Para o modelo e anadlises realizadas nesta dissertacdo, admite-se a aproximacao
p(t) = p e A(t) = A, ou seja, ndo alteram significativamente em um espaco curto
de tempo e, portanto, sdo consideradas constantes. Consequentemente, somente a
reatividade e a fonte externa modificam a populacdao de néutrons e de precursores
com o passar do tempo. A dependéncia da reatividade do tempo esta relacionada a
varias propriedades, tais como o historico de poténcia, temperatura, entre outros.

Para a obtencdao de uma solucao Unica do problema, sao aplicadas as seguintes
condicdes iniciais:

n(0) = mng
o) = i, (52)

parai=1:P.

As Equacdes da Cinética Pontual sdo modelos matematicos relativamente simples
mas apurados para representar as situacoes dinamicas em um reator nuclear. Es-
sas situacdes podem envolver, por exemplo, o ligamento, controle e desligamento do
reator, permitindo prever o que pode acontecer com insercao de reatividades de di-
ferentes tipos. Embora no sistema (51) esta o fato de serem um problema de rigidez
(stifness). A causa que explica essa dificuldade é a grande diferenga entre os tempos
de vidas dos néutrons prontos e atrasados, pois 0s néutrons atrasados apresentam
um tempo de vida de no minimo mil vezes maior que os néutrons prontos.



4 METODOLOGIA DE SOLUCAO PARA AS EQUACOES DA
CINETICA PONTUAL DE NEUTRONS

Partindo das Equagdes da Cinética Pontual de Néutrons

dn(t t) — &

% _ p()A 5n(t)+ ;_1 A Ci(t)

dCs(t) B

i ) = AGi() (53)

parai =1,2,.., P em que p é a reatividade; 5 é a fracdo de néutrons atrasados; A € 0
tempo de geragao instantanea, em s; )\; € a constante de decaimento de precursores
do grupo i, em s7!; 3; é a fragdo de néutrons atrasados do grupo i; P € o nimero
de grupos de precursores de néutrons atrasados; n é a incognita de densidade de
néutrons, em cm~3; C; é a concentracdo de precursores de néutrons atrasados do
grupo i, em cm~3; e t & a variavel temporal, em s. Neste caso, todos os parametros
sao considerados constantes, exceto a reatividade, que pode depender de t e n.

A ideia geral para reatividades ndao dependentes de n é escrever o sistema em
forma matricial

e para formar a matrizcomi =1,2,..,6 e onde

T
X = {n Cl CQ e 06} ) (55)
e
P(ti—ﬂ A\ Ao Ao
b 0 0
A= 2o - 0 (56)
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Portanto, a reatividade abordada nesta dissertagao é linear, e a solucao deste
sistema matricial é dada por:

X — exp < / A(t)dt) Xo, (57)

em que x,o € a condi¢ao inicial.

O desafio € como expressar exp ([ A(t)dt) xo de forma mais eficiente que as ma-
neiras atuais. Sendo que a Unica parte que depende de ¢t da matriz A € a reatividade p.
Neste trabalho, sem perda de generalidade, ira lidar-se com a aproximagao constante
por partes da reatividade (piecewise constant approximation).

4.1 Método da Aproximacao de Padé

Os polinémios sao as fungdes faceis de manipular, ja que os seus valores podem
ser obtidos através de simples adicoes e multiplicagdes. Parece natural, portanto,
buscar aproximar fungdes mais complicadas por fun¢des polinomiais. Neste caso o
Método da Aproximacao de Padé (MAP) utiliza de maneira geral os polinbmios de
Taylor. A ideia do Método da Aproximacao de Padé parte da funcdo racional com
parametros que estipulam o grau destes polinémios.

De acordo com AGUILERA-NAVARRO et al. (1999), os aproximantes de Padé ge-
ralmente dao melhores aproximacoes da funcao do que truncar sua série de Taylor,
e ainda podem funcionar onde a série de Taylor nao converge. Por estas razoes, 0s
aproximadores de Padé sao usados extensivamente em calculos computacionais.

4.2 Definicao dos aproximantes de Padé

Quando se expande uma fungao como uma relacao de duas séries de poténcia
se determinam os coeficientes do numerador e do denominador, obtendo neste caso
as aproximagodes. Dentre essas, estuda-se as aproximacgdes de Padé que sao geral-
mente superiores as séries de Taylor quando as fungdes contém pdlos, porque 0 uso
de funcgdes racionais permite que elas sejam bem representadas. Considera-se uma
expansao do tipo:

J
1=0

sendo que J € infinito. Tais expansodes aparecem quando desenvolvem uma funcao
em série de Taylor e/ou em outras séries como por exemplo série de poténcia. Existem
varias situagoes que podem surgir expansées. Como exemplo, situagcao em que sur-
gem expansoes como (58) é encontrada em calculos perturbativos, comuns, no trata-
mento de equacoes diferenciais. Os coeficientes a;, neste tipo de calculo, sdo encon-
trados individualmente através de processos, geralmente elaborados e que buscam
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desenvolver fungdes de maneira mais eficiente para obter resultados que satisfagam
cada situacao (AGUILERA-NAVARRO et al., 1999).

E importante ressaltar que os aproximantes de Padé quando sdo associados com
a expansao (58) sao fungoes racionais, ou seja, quocientes de dois polinémios.

Na obra de AGUILERA-NAVARRQO et al. (1999), esses aproximantes sao caracte-
rizados por dois inteiros L e M, graus do numerador e denominador, respectivamente
da fungdo racional e séo representados pela notagéo [L/M];.). Sendo assim, em
beneficio da notacao, o indice f(z) & omitido quando a situagao é bem definido, eli-
minando qualquer possibilidade de haver duvida. Neste caso, o aproximante de Padé
[L/M] é definido por:

Pr(2)
L/M] = L,M >0, 59
[L/M] On (o) > (59)
com
Pr(z) =po+piz +p2° + - +przt, (60)
e
Qu(z) =q+ qz+ @2" + -+ quz". (61)

Define-se [L/M] aproximagdo de Padé para f(z) = -, ;2" e a fragéo racional;

Pr(z)  pot+pizt-- + przt

L/M] = Qu(z)  1+qz+ - +quzM

(62)

ondeP,, e Q) Sdo primos entre si e os L + M + 1 primeiros coeficientes da sua série

de poténcias coincidem com ag, ay, - - - ,ar, . Ou seja
- ' Pr(2) L+M

a; 2t = + O ML 63

Z om0 ) (63)

Exemplos: Se f(2) =1—2/2+2?/3+---, entdo

[1/0] = 1-2/2=f(z) +0(z")

0/ = 7y = 1)+ 0
1) = = 1)+ 06

Da equagéo (63), multiplicando por Q,,(z), obtém-se

14+ qz+ - +quz)ag+arz+--) =po+prz+ - +przt + O (64)
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Com isso, se obtém as equagodes para os coeficientes:

Qo = Do
a1 + a1qq =N

a2 + a1q1 + a2qo = P2 (65)

ar+ar1q1 + -+ apqr, =pL

ar+1+arq + - +ar—pgy =0
(66)
ar+m + arppm—1qi + - +apqy =0
se i < 0, define-se a; = 0.
Pode-se escrever (66) da seguinte maneira:
ar—pm+1 Ar—mM+2 AL—M+3 ar, qm ar+1
ar—-mM+2 AL—M+3 QAL—M+4 ar41 gr -1 _ a2 (67)
ar, a1 ar42 ar4+mM-1 q1 ar+m

do qual os ¢; podem ser encontrados. Os coeficientes do numerador pg, p1, ..., pr
seguem de (65). Assim (67) e (65), determinam o numerador e 0 denominador da
[L/M] aproximagdo de Padé que concorda com a série de poténcias da ordem LM,

E importante salientar aqui que a condi¢do Q,;(0) = 1 difere da definicdo en-
contrada em PADE (1892) apud (BAKER et al., 1996) que requer simplesmente que
Qum(z) # 0. Entao para ficar melhor de compreender se exemplifica e esta diferenga
pode ser vista a seqguir:

Exemplo: Se f(z) =1+ 2>+ --- e L = M = 1, pode-se faciimente verificar que
Pi(z) = Q1(2) = z, Pi(2)/Q1(z) = 1 satisfaz

oo

Q1(2) Y aiz' = Pi(z) = O(z%)

1=0

mas nao satisfaz

00 ‘Zi_ Pl(Z) B 23
;a, o) = 0(2%).

E assim de acordo BAKER et al. (1996) Padé ajustou as aproximagées em uma
ordem semi-infinita ou tabela. Pela tabua de Padé entende-se o arranjo:
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Tabela 2: Tabua de Padé

M\L o0 1 2 3
0 [o/o] [1/o] [2/0] [3/0]
Lo/ g 2/ 3/
2 o2 2] [2/2] [3/2]
3 [0/3] [1/3] [2/3] [3/3]

As somas parciais da série de Taylor ocupam a primeira linha da Tabela 2.

4.2.1 Aproximacao de Padé para a funcao exponencial

A expansao em série de Taylor de ¢* é dada por:
2

N T
e—;m—1+z+2!+ (68)

e deseja-se calcular Qy,(z), da [L/M] aproximagao de Padé,

1 1 i 1
L-—-M+1) (L-—M-+2) L L+1)
( : N 1 ) - ( 1)
1 |L=M+2)! (L—M+3) (L+1)! (L+2)!
N )
i 1 1 1
L! (L+1)! (L—M+1)! (L—M)!
M z z 1
onde
1 1 i
L—-—M+1)! (L—M-+2) L
( ; " ; ) :
Oy = |(L=M+2)! (L—M+3)! (L+1)! (70)
1 IS S
L! (L+1)! (L—M+1)!

Removendo o denominador de cada linha, usando as propriedades de determi-
nante e a definicao:

L 1
Pl (71)
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obtém-se

L! L! I ]

(L-M+1)! (L—M~+2)!

! |
(L+1)! @+
Cy=P|(L=M+2)! (L-M+3)! (72)

(L+M—1) (L+M-—1)!

L+M-1 1
Il L11) +

subtraindo a (M —1)-ésima linha da M-ésima, a (M —2)-ésima linha da (M —1)-ésima,
e sucessivamente, a primeira linha da segunda, e usando a identidade

rl (r—1)! (r—1)!
S Gon T (73)
obtém-se
L! L!
L 1
(L-—M+1)! (L—-M+2)!
L! L! 1 0

Car = P(M — 1)1 (L — M+M (L-M+3) _

(L+M—2)! (L+J\:4—2)!

L (L+1)! 10
L L 1
(L-M+1! (L-M+2) |
=P(—)M (M -1 |[(L=M+2)! (L—-M+3) -
(L+M-2) (L+M-2
I L+ 1)

Agora, (74) é um determinante (M —1) x (M — 1) com a mesma forma (72), apenas
com M — 1 no lugar de M, assim com o mesmo procedimento chega-se a'

CM = PH ll’l—l
o (i-1)!

_ (1 \M(M-1)/2 :
(=1) 11@+¢—m (75)
Considera-se o coeficiente de (—z)* aplicado em que @Q,,(z) para obter:
1 1 1 1
(L—J\l/[+1)! (L—J\14+2)! (L_]erl)! (LJlrl)!
04f%:5b(L—M+2ﬂ(L—M43ﬂ‘“ (L—k+20 " (L+2) | (7g)
i I | I
L (L +1)! (L+ M —k)! (L + M)

'Usando a identidade (73) na coluna 1 obtém » — s = M — [, nacoluna 2 obtém r — s = M — 2, e
assim sucessivamente.
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1
onde a coluna de ﬁ é retirada. Usando o mesmo procedimento anterior,
pode definir,
L
P= ,ll (L +1)! 77)
e assim,
(L+1)! (L+1)! )
(L(_LAJ{QS'l)! (L(Zi—g)'l)!
O A Sl A A Sl A 1
(_1)quzci (L — M +2)! (L— M +2)! (78)
M : :
(L + M)! (L+ M)! )
L! (L+ M —k)!

Usando as operacdes e desenvolvendo cada linha aplicando a identidade (73),

obtém-se:
(L+1)! (L+1)!
(L_LM2+'2)! (szz—g?)!
g | LA (Er2)
(=g = ———|(L—M+3)! (L —k+3)!
Cork : :
(L+ M —1)! (L+M —1)!
L! O (L+ M —k)!
Prosseguindo assim, obtém:
R k f— J—
(—1)*q; CMk,H i+ 1)!
(L +1)! (L+1)!
(L—M+k+1)! Ll
(L +2)! (L +2)!
(L—M+Fk+2)! (L+1)!
(L+ M — k) (L+ M —k)!
L! (L+M—Fk—1)!
L!
(L—M#kntl)!
L
- AL :
= iCA];k!<L+][\;4! k)'H(M—z‘Jrl)! (L—M+k+2)!
(L+M—-FEk—-1)
L!

—_

—_

(80)



1 M 1 (L+ M — k) k . Mkl
::%W{nUﬁﬂ} LIk! {Hmww+m}‘ '

1 (L+M—k) 5

Cy LVENM — k'Z N L+z
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(81)

O sinal do lado direito de (81) € o mesmo de (75), porque os determinantes (81) e

(76) tem a mesma dimensao e sofrem as mesmas operacoes. Logo,

1 (L+M—k) &

Cy LKV (M — k'z N L+z

(_1>qu _ (_1>M(M71)/2

e observando que para k = 0, tem-se exatamente (75). Portanto,

fCOu (LM =k M1
Cyv (L+ M) (M—k)K

qr. = (—1)

YL+ M -k M (=)
2; (L+ M) (M—Fk) &

E da mesma forma determina-se a:

i:L+M’k) Ll (2)F
— (L+M) (L—k) &

Portanto a [L/M] aproximagao de Padé para exp(z) € dada por:

(L+M—k)! L' (2)F
Z’f=0(L+M)! (L —k)! k!
5 (L+M—k)! M (—z)F
EOC(L+ M) (M —Ek)! k!

[L/M] =

ou seja;

Pu(2)

= )

E por fim, segue algumas aproximagdes de Padé para a funcao e,

tabela ou tdbua de Padé.

(82)

(84)

(87)

disposta na
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Tabela 3: Aproximagoes para e*.

M\ L 0 1 2
0 1 1+2 2422+ 22
1 1 2
. 1 2+ z 6+ 4z + 22
14+ 2 2—2z 6 — 2z
5 2 6+ 2z 124+ 62 + 22
2—2z— 22 6 —4z + 22 12 — 62 + 22
5 6 24 + 2 60 + 242 + 322
6 —6z+322—23 24 —1824+622—23 60— 362z+922—23

Teorema 4.1. A [L/M] aproximagdo de Padé de > a;z" é dada por:

PL(Z)
Qu(2)’

onde (), e P, sdo dadas respectivamente por (60) e (61).

[L/M] =

Este teorema sera enunciado sem demonstragao.

Teorema 4.2. (Unicidade). Quando existe, a [L./M| aproximagéo de Padé para qual-
quer série formal A(z), é Unica.

Prova 1. Entao para desenvolver, assumi-se que existem duas destas aproximacdes
de Pade X(2)/Y (z) eU(z)/V(z), onde o grau de X e U é menor ou igual a L e que o
graude U eV é menor ou igual a M. Entdo se deve ter, por (63).

X(2)/Y(2) = U(2)/V(2) = Oz (88)

visto que ambas aproximam a mesma série. Se multiplicar (88) por Y (2)V (=), obtem-
se

X(2)/V(2) = U(2)/Y () = O(z"HH) (89)

Mas o lado esquerdo de (89) é um polinomio de grau no maximo L+ M, e desta forma
é identicamente nulo. Visto que nemY nemV é identicamente nulo, conclui-se que

X(2)/Y(2) =U(2)/V(2) (90)

Pela definicdo, ambos X e Y, e U e V s&o relativamente primos e Y (0) = V(0) = 1,
temos mostrado que as duas, supostamente aproximagbes de Padé distintas, sdo as
mesmas.
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O objetivo de usar os aproximantes de Padé é ter uma maneira rapidamente con-
vergente de avaliar o valor de uma funcao de interesse em um ponto especifico ou
criar uma curva que mostre o comportamento da funcado em uma regiao de interesse.

E com relacdo a convergéncia dos aproximantes de Padé é complicada pela
ocorréncia de singularidades. Com isso, entende-se um zero e um pdlo muito
proximos um do outro. O valor do padé aproximado é interrompido em uma regiao
muito pequena. Grande parte do esforco de convergéncia de aproximacoes de Padé
esta relacionado a questao de saber se esse problema ocorre em um caso especifico e
se isso ocorre como limitar o tamanho da interrupgéo. Assim, ha convergéncia pontual,
convergéncia em medida, convergéncia em capacidade e convergéncia na média. Em
muitos casos, as aproximacgoes diagonais do Padé sao as seqliéncias mais eficazes.

Nesta dissertacdo, a existéncia e a unicidade dos aproximantes de Padé estao
sendo abordadas com menos rigor, pois na obra de AGUILERA-NAVARRO et al.
(1999) se encontram de maneira detalhada e de facil compreensao.

E para resolver o sistema matricial das Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons
o Método de Aproximagao de Padé foi aplicado.

4.3 Aplicacao do Método da Aproximacao de Padé para calcular
a matriz exponencial gerada pelas Equacoes da Cinética Pon-
tual de Néutrons

A partir da solucao do sistema matricial;

- oo ([ Ata) s

que quando se resolve a integral, se obtém;
x =exp (A -t)zg

com todos os elementos desta matriz constantes e nao dependentes do tempo.
Agora, aplica-se neste caso a aproximacao de Padé para resolver a exponencial
da matriz que pode ser assim:

Ria(A - t) = [Qu(A - 1) Pr(A - 1)
onde

(L+M—Fk)! M (—A-t)F
L+M)! (M—k)! &

oMi

(L+M—k)! L (A-t)k
(L+M)! (L—k)! &

™) =

Pr(A 1) =

b
I

0
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Portanto a [L/M] aproximagao de Padé para exp(A - t) é dada por:

; (L+M—Fk)! L' (A-t)F
2o (L+M)! (L—k)! K

v (L+M—Fk! M (—A-t)k
FOC(L+ M) (M —k) k!

[L/M] =

ou seja;

s i

4.4 PCA (Piecewise Constant Approximation)

Uma funcao linear ou segmentada por partes € uma funcao com valor real defi-
nida nos numeros reais ou em um segmento dos mesmos, cujo grafico € composto de
secdes lineares. E uma fungdo definida por partes, cada uma das quais é uma fungido
afim. E esta maneira ou procedimento de aproximagao constante por partes consiste
em reduzir qualquer perfil de grade a um conjunto finito de regides retangulares uni-
formes, denomina-se PCA (Piecewise Constant Approximation).

Em GANAPOL; PICCA (2015) uma nova forma de aplicacdo do algoritmo PCA
para solucdes de alta precisdo para as equagodes da cinética pontual, chamada PCA
Modificado (MPCA), foi apresentada e demonstrada para resolvé-las com insercoes
de reatividade nao linear e prescritas, dependentes do tempo.

Esta técnica aplica-se nesta dissertacao para abordar as reatividades dependentes
do tempo. Portanto, no decorrer utiliza-se PCA (Piecewise Constant Approximation)
juntamente com o Método da Aproximacgao de Padé para resolver os casos de reativi-
dades dependentes do tempo. O que vale ressaltar € que o passo de tempo utilizado
€ de 0,001 o que faz com que esta implementacao tenha um desempenho computaci-
onal alto.



5 RESULTADOS

Neste capitulo, apresentam-se os resultados numéricos para a metodologia pro-
posta e descrita nesta dissertacao e comparam-se com os existentes na literatura. Os
resultados sao obtidos para seis grupos de precursores de néutrons atrasados, com
varios tipos de reatividade.

Para os casos de reatividade estudados sao apresentados tabelas com os resul-
tados obtidos para densidade de néutrons e o tempo computacional para cada um
deles.

Foram utilizados os parametros cinéticos estudados na obra de TUMELERO (2015)
e que se encontram tabelados neste capitulo. Considera-se a densidade de néutrons
inicial como ny = 1em™ e a concentracdo de néutrons atrasados C;(0) = )fj\ para
i = 1:6. O software utilizado para implementacao do algoritmo foi o Scilab 6.0.1
juntamente com um computador que possui essas configuracoes: Intel(R) Core(TM)
i5-7200U 2.5GHz, 8GB de RAM, Sistema operacional de 64 bits e processador com
base em x64.

Tabela 4: Parametros cinéticos para um reator térmico | com A = 5 - 10~ 4s.
Bi Ai(s™h)

0, 000266 0,0127

0,0015975  0,0317

0,001410 0,115

0,0030525 0,311

0, 00096 1,40

0,000195 3,87

£ =0,0075

S O W N =
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Tabela 5: Parametros cinéticos para um reator térmico Il com A = 2 - 10~ %s.
B Ai(s™)

0,000266  0,0127

0,001491  0,0317

0,001316 0,115

0,002849 0,311

0,000896 1,40

0,000182 3,87

B =0,007

S O s W N S

Tabela 6: Parametros cinéticos para um reator térmico com A = 3 - 10°s.

i B Ai(s™)
1 0,000214 0,0127
2 0,001423 0,0317
3 0,001247 0,115
4 0,002568 0,311
5 0,000748 1,40
6 0,000273 3,87
£ =0,006473

Tabela 7: Parametros cinéticos para um reator térmico lll com A = 5 - 107 5s.

i B Ai(s™h)
1 0,00021 0,0124
2 0,00141 0,0305
3 0,00127 0,111
4 0,00255 0,301
5 0,00074 1,13

6 0,00027 3,00

£ =0,00645

5.1 Insercao de reatividade constante

Utilizando-se do que foi desenvolvido em TUMELERO (2015), usando os
parametros cinéticos referente a Tabela 4, resolvem-se as equacodes da cinética pon-
tual de néutrons pelo Método da Aproximacao de Padé (MAP) para insercao de reativi-
dade constante. Consideram-se quatro valores constantes de reatividade, dois deles
subcriticos ( p = —18 e p = —0,503) e outros dois supercriticos (subpronto-critico:



49

= 0,50 e pronto-critico: p = 13). Os resultados obtidos sdo comparados com o0s
do Método da Aproximacéao Polinomial (PAM) referentes a obra citada nesta se¢ao e
também o método Backward Euler Diference (BEFD) apresentados por (GANAPOL,

2013).

Tabela 8: Densidade de néutrons em ¢m 3 para insergao de reatividade constante.

Reatividade  t(s) PAM PAM BEFD MAP
At =0,00ls At =0,0001s [4/4]
0,1 0520542216 0,520564066 0,5205642866 0,520542217
p=—1p 1,0 0,433333435 0,433333445 0,4333334453 0,433333456
10,0 0,236110650 0,236110651 0,2361106508 0,236110631
100,0 0,028667642 0,028667642 0,0286676424 0,028667644
0,1 0,698912114 0,698925094 0,6989252256 0,698912115
p=-0,53 1,0 0,607053557 0,607053566 0,6070535656 0,607053568
10,0 0,396077690 0,396077691 0,3960776907 0,396077651
100,0 0,071582854 0,071582854 0,0715828544 0,071582855
0,1 1,533119402 1,533112714 1,533112646 1,533119403
p=0,50 1,0 2511494396 2511494293 2511494291 2511494357
10,0 14,21502549 14,21502524 14,21502524  14,21502540
100,0 80061449,33 80061435,76 80061435,62 80061438,64
0,1 2,515769054 2,515766171 2,515766141 2,515769056
0,5 10,3625526 10,36253400 10,36253381 10,36255271
p=18 1,0 32,1836363 32,18354190 32,18354095 32,18363641
10,0 3247071362 32469798230 3246978898 32470713621
100,0 2,59722E+89 2,5964E+89  2,5964E+89  2,59722E+89

Entao, com os resultados da Tabela 8 estuda-se o desvio absoluto e nota-se re-
sultados satisfatérios comparados com o método BEFD de (GANAPOL, 2013) e o
Método da Aproximacgao Polinomial de (TUMELERO, 2015). Utiliza-se para o método
da Aproximagao de Padé tanto para o numerador quanto para o denominador po-
linbmios de quarto grau.

Neste primeiro momento, aplica-se o desvio absoluto’ comparando o Método da
Aproximagao Polinomial e o Método da Aproximacao de Padé, como se nota na Tabela

9.

Desvio absoluto ou erro absoluto: E a diferenca entre o valor exato de um niimero z € o seu valor
aproximado z’. Sendo apresentado desta maneira:

da:’x—x".



Tabela 9: Analisando o desvio absoluto para insercao de reatividade constante.

Reatividade t(s) PAM MAP Desvio
At =0,001s [4/4] Absoluto

0,1 0,520542216 0,520542217 1,0E-9

p=—1p 1,0 0,433333435 0,433333456 2,1E-8

10,0 0,236110650 0,236110631 1,9E-8

100,0 0,028667642 0,028667644  2,0E-9

0,1 0,698912114 0,698912115 1,0E-9

p=—0,50 1,0 0,607053557 0,607053568 1,1E-8

10,0 0,396077690 0,396077651  3,9E-8

100,0 0,071582854 0,071582855 1,0E-9

0,1 1,533119402 1,533119403 1,0E-9

p=0,508 1,0 2,511494396 2,511494357 3,9E-8

10,0 14,21502549 14,21502540 9,0E-8

100,0 80061449,33 80061438,64 10,69

0,1 2,515769054 2,515769056 2,0E-9

0,5 10,3625526 10,36255271 1,1E-7

p=1p 1,0 32,1836363 32,18363641 1,1E-7
10,0 3247071362 32470713631 2,9 E+10
100,0 2,59722E+89 2,59722E+89 1,2 E+85

E prosseguindo, aplica-se o desvio absoluto para o BEFD e o Método da

Aproximagao de Padé.



Tabela 10: Desvio absoluto para insercao de reatividade constante.

Reatividade t(s) BEFD MAP Desvio
[4/4] Absoluto

0,1 0,5205642866 0,520542217 2,21E-5

p=—1p 1,0 0,4333334453 0,433333456 1,07E-8
10,0 0,2361106508 0,236110631  1,98E-8

100,0 0,0286676424 0,028667644 1,60E-9

0,1 0,6989252256 0,698912115 1,31E-5

p=—0,50 1,0 0,6070535656 0,607053568 2,40E-9
10,0 0,3960776907 0,396077651  3,97E-8

100,0 0,0715828544 0,071582855 6 E-10

0,1 1,533112646 1,533119403 6,76E-6

p=0,50 1,0 2,511494291 2,511494357 6,60E-8
10,0 14,21502524 14,21502540 1,60E-7

100,0 80061435,62 80061438,64 3,02

0,1 2515766141 2515769056 2,92E-6

0,5 10,36253381 10,36255271 1,89E-5

p=1p3 1,0 32,18354095 32,18363641 9,55E-5
10,0 3246978898 32470713621 2,92E+10

100,0 2,5964E+89 2,59722E+89 8,2E+85

Aqui, estuda-se o tempo computacional entre os métodos que foram aplicados nas
ECPN e assim comparando-os e analisando os resultados obtidos.
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Tabela 11: Tempo computacional para insergao de reatividade constante.

Reatividade  t(s) PAM PAM MAP
At =0,001s At =0,0001 [4/4]

0,1 0,017 0,082 0,026

p=—1p 1,0 0,091 0,756 0,032
10,0 0,809 7516 0,042

100,0 7,759 74,642 1,356

0,1 0,016 0,083 0,025

p=-0,58 1,0 0,083 0,755 0,038
10,0 0,758 7475 0,059

100,0 7,467 74,556 1,354

0,1 0,016 0,082 0,028

p=0,53 1,0 0,084 0,407 0,035
10,0 0,760 0,807 0,051

100,0 7,569 7,735 2,006

0,1 0,017 0,082 0,021

0,5 0,049 0,407 0,037

p=18 1,0 0,089 0,807 0,043
10,0 0,757 7,735 0,061

100,0 7,860 74,647 1,852

Segue os graficos das reatividades constantes para os casos mencionados aqui:

AP
% % % BEFD

0.8 4

0.6

n(t)

0.4 -

0.2+

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100



Figura 1: Densidade de néutrons para reatividade constante com p = —15.

MAP
# % % BEFD

0.8

0.6 4

n(t)

0.4
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t
Figura 2: Densidade de néutrons para reatividade constante com p = —0, 55.
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Figura 3: Densidade de néutrons para reatividade constante com p = 0, 5.
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3.5e09
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Figura 4: Densidade de néutrons para reatividade constante com p = 1.

De acordo com os graficos e tabelas pode-se perceber que o método MAP
aproxima-se satisfatoriamentedos resultados do método BEFD. Nota-se dentre esses
casos estudados um desvio absoluto que no decorrer do tempo tende a aumentar.

5.2 Insercao de reatividade rampa

Para este caso, utiliza-se os parametros cinéticos apresentados na Tabela 5, consi-
derado conforme estabalecido na obra de (TUMELERO, 2015) que aborda a insercao
de reatividade linear p(t) = at, onde a = 0,1%$. Usando o Método da Aproximacao de
Padé com a utilizagcao do PCA (Piecewise Constant Approximation ) para resolver este
caso de reatividade que apresenta variacao no tempo.

Desta maneira, aplica-se PCA com o Método da Aproximacao de Padé buscando
um resultado proximo dos até entao encontrados na literatura. E com isso, nota-se os
seguintes resultados conforme a Tabela 12.
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Tabela 12: Densidade de néutrons em cm =3 para insergao de reatividade rampa com

p=0,1pt.
t(s) PAM PAM BEFD MAP
At =0,001s At = 0,0001s [4/4]
2 1,33820001 1,33820005 1,33820005 1,33811140
4 2,22844174 2,22844189 2,22844189 2,22843865
6 5,58205137 5,58205243 5,58205244 5,58204311
8 42,7862661 42,7862954 42,7862957 42,7860035
10 451210,982 451164,097 451164,623 451336,845

11

1,803607E+16

1,792327E+16

1,792213E+16

1,762548E+16

Explorando os resultados encontrados para este caso de reatividade com a
aplicacao do Método da Aproximacao de Padé, utiliza-se o desvio absoluto para com-

para-los.

Tabela 13: Desvio absoluto dos métodos PAM e MAP para a inser¢ao da reatividade

rampa.

t(s) PAM MAP Desvio
At =0,001s [4/4] Absoluto

2 1,33820001 1,33811140 8,9E-5

4 2,22844174 2,22843865 3,1E-6

6 5,58205137 5,58204311 8,3E-6

8 42,7862661 42,7860035 2,6E-4
10  451210,982 451336,845 125,863

11  1,803607E+16

1,762548E+16 4,1E+14

Tabela 14: Desvio absoluto dos métodos BEFD e MAP para a insercao da reatividade

rampa.

t(s) BEFD MAP Desvio
[4/4] Absoluto

2 1,33820005 1,33811140 8,9E-5

4 2,22844189 2,22843865 3,2E-6

6 5,568205244 5,58204311 9,3E-6

8 42,7862957 42,7860035 2,9E-4
10  451164,623 451336,845 172,222

11 1,792213E+16 1,762548E+16 3E+14

Nota-se nas tabelas acima que os valores encontrados em MAP possui um desvio
absoluto de 107 com relagao aos demais métodos apresentados aqui.
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Analisando a Figura 5 para comparar os resultados obtidos relacionando os
métodos de MAP e BEFD. O Metodo da Aproximacao Polinomial apresenta resulta-
dos que se assemelham com o método BEFD e conforme TUMELERO (2015) des-
taca para At = 0,001s, o desvio relativo ocorrido € de 6,36 - 10~ enquanto que para
At = 0,0001 é de 6,33 - 107>, ambos no instante de 11s.
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Figura 5: Densidade de néutrons para reatividade de 0 a 8 segundos.

Através das tabelas e graficos apresentados para este caso, o MAP apresenta
resultados satisfatérios em comparagao com os estudados nesta dissertagao.

5.3 Insercao de Reatividade Quadratica

Nesta secao, apresenta a resolucao das ECPN pelo MAP para uma reatividade do
tipo quadratica e com isso, compara-se com os métodos ja estudados aqui. Este tipo
de reatividade é dada por:

p(t) = at + bt? (91)

onde a e b sdo constantes arbitrarias.

Utiliza-se os parametros apresentados na Tabela 4 e assim na Figura 6 encontra-
se os resultados para densidade de néutrons em cm ™2 até 1,2s, onde se estabe-
lece um parametro fixo para b = 0,003 e para a se assume trés valores sendo
—b/10, 0, b/10.
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E importante salientar que para este caso de reatividade, ndo foram encontrados
resultados numericos na literatura e portanto apresenta-se graficamente os resulta-
dos obtidos. O que se considera em estudo aqui é o ajuste do parametro a que con-
trola o crescimento da densidade de néutrons, que fisicamente pode representar o
movimento das barras de controle dada pela variacdo da reatividade com o tempo
(PETERSEN, 2011).

3
J a=-h/M0
a=h/M0
a=0
2.5+
- 2 ]
1.5
’ J

0 0102 03040506070809 1 1112
t

Figura 6: Densidade de néutrons para reatividade quadratica.

5.4 Insercao de Reatividade Zig-Zag

Para este caso, resolvem-se as ECPN com reatividade do tipo zig-zag pelo MAP
e compara-se com os resultados apresentados por (GANAPOL, 2013) com o método
Enhanced Piecewise Constante Approximation (EPCA).

As EPCN com reatividade zig-zag € dada por:

(
0,0075t, 0<t<0,5
—0,0075(t — 0,5) 4+ 0,00375, 0,5<t<1
p(t) = (92)
0,0075(t — 1), 1<t<1,5
0,00375, t>15

Neste caso, a densidade de néutrons estipulada na tabela varia até 100s e na figura,
de 0 a 2s.



Tabela 15: Densidade de néutrons em cm 2 para insergéo de reatividade zig-zag.

t(s)

PAM
At = 0,001s

PAM
At = 0,0001s

EPCA

MAP
[4/4]

0,5
1,0
1,5
2,0
10,0
100, 0

1,721419480
1,211125799
1,892222531
2,521600093
12,04710289
68155565,88

1,721422393
1,211127399
1,892226104
2,521600526
12,04710533
68155568,86

1,721422422
1,211127415
1,892226140
2,521600530
12,04710535
68155568,88

1,721018471
1,211836211
1,890710755
2,521237319
12,04603501
68149693,23

2.6

2.4

# # #BEFD

MAP

0

02 04 06 08 1

t

12 14 16 1

8 2

Figura 7: Densidade de néutrons para reatividade zig-zag.

Em comparagao dos resultados aplica-se o desvio padrao para analisar os métodos
MAP com relagao ao PAM e EPCA.

Tabela 16: Analise do desvio absoluto com relagao ao PAM (At = 0.001) e MAP.

t(s) PAM MAP Desvio absoluto
At = 0,001 [4/4]

0,5 1,721419480 1,721018471 4E-4
1,0 1,211125799 1,211836211 7E-4
1,5 1,892222531 1,890710755 2E-3
2,0 2,521600093 2,521237319 4E-4
10,0 12,04710289 12,04603501 1E-3
100,0 68155565,88 68149693,23 5873
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Tabela 17: Analise do desvio absoluto com relacao ao EPCA e MAP.
t(s) EPCA MAP Desvio absoluto
0,5 1,721422422 1,721018471 4E-4

1,0 1,211127415 1,211836211 7,12E-4
1,5 1,892226140 1,890710755 1,52E-3
2,0 2,521600530 2,521237319 3,6E-4
10,0 12,04710535 12,04603501 1,07E-3
100,0 68155568,88 68149693,23 5875,65

5.5 Insercao de Reatividade Senoidal

De acordo com (TUMELERO, 2015) que apresenta resultados para este caso de
reatividade e conforme estudado nesta sec¢ao e apresentados juntamente com os re-
sultados obtidos com o Método da Aproximacao de Padé. Considera-se a reatividade
senoidal com os parametros cinéticos da Tabela 6, com seis grupos de precursores
de nétrons atrasados e uma insergao periodica de reatividade p(t) = posin(t), onde
po = 0,0073. A densidade de néutrons em cm =3 até 10s, com passo de tempo de
At = 0,001s e At = 0,0001s. Utiliza-se PCA e o método da aproximagao de Padé
para obter os resultados relacionados a reatividade senoidal e posteriormente compa-
rar com estes expostos nesta obra citada acima com o intuito de encontrar resultados
proximos e satisfatorios.

Tabela 18: Densidade de néutrons em cm 3 para insercdo de reatividade senoidal com
seis percursores de néutrons atrasados p = 0, 0073 sin(¢).

t(s) PAM PAM Decomposicao MAP

At =10,001s At =0,0001s [4/4]
1 1,123940559 1,123940509 1,12394 1,123670081
2 1,168889665 1,168889590 1,16884 1,168497653
3 1,074484710 1,074484703 1,07442 1,074211089
4 0,953829252 0,953829290 0,95380 0,953765537
5 0,907353445 0,907353490 0,90737 0,907447364
6 0,961539546 0,961539576 0,96158 0,961663801
7 1,087458937 1,087458911 1,08749 1,087521213
8 1,171671353 1,171671274 1,17164 1,171749763
9 1,111304463 1,111304437 1,11124 1,111233686
10 0,984680291 0,984680323 0,98464 0,984611478

O Método da Aproximagao Polinomial (PAM) para densidade de néutrons é apre-
sentado e comparado com o Método da Decomposicao presente em PETERSEN
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(2011) conforme a Tabela 18 que exibe os resultados para este tipo de reativi-
dade. Portanto, com os resultados obtidos nota-se que os valores encontrados estao
proximos e comparando com os demais acima possui um desvio absoluto de 10°
utilizando um passo de tempo para PCA de At = 0, 001.

# & # Decomposicio

MAP

0.9- .

0 1

2 3 4

Figura 8: Densidade de néutrons para reatividade senoidal.

Analisa-se os métodos aplicando o desvio absoluto conforme mostram as tabelas
abaixo.

Tabela 19: Desvio absoluto dos métodos PAM e MAP para a inser¢ao da reatividade

senoidal.

t(s) PAM MAP Desvio
At =0,001s Absoluto
1 1,123940559 1,123670081 2,7E-4
2 1,168889665 1,168497653 3,9E-4
3 1,074484710 1,074211089 2,7E-4
4 0,953829252 0,953765537 6,4E-5
5 0,907353445 0,907447364 9,4E-5
6 0,961539546 0,961663801 1,2E-4
7 1,087458937 1,087521213 6,2E-5
8 1,171671353 1,171749763 7,8E-5
9 1,111304463 1,111233686 7,1E-5
10 0,984680291 0,984611478 6,9E-5
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Tabela 20: Desvio absoluto dos métodos Decomposicao e MAP para a insercao da
reatividade senoidal.

t(s) Decomposicao MAP Desvio Absoluto
1 1,12394 1,123670081 2,7E-4
2 1,16884 1,168497653 3,4E-4
3 1,07442 1,074211089 2,1E-4
4 0,95380 0,953765537 3,4E-5
5 0,90737 0,907447364 7,7E-5
6 0,96158 0,961663801 8,4E-5
7 1,08749 1,087521213 3,1E-5
8 1,17164 1,171749763 1,1E-4
9 1,11124 1,111233686 6,3E-6
10 0,98464 0,984611478 2,9E-5

Novamente, como nos casos estudados anteriormente, se nota que os resultados
apresentados sao proximos dos encontrados na literatura. Sua aproximidade com
os resultados dos outros métodos foram baseados através do desvio absoluto que
compara e analisa cada instante de tempo.

Para todos os casos de reatividades estudados nesta dissertagao foram utilizados
os polindmios de quarto grau tanto para o numerador como também para o denomi-
nador dos aproximantes de Padé. O que se notou no decorrer € que se aumentarmos
os graus destes polindbmios os valores nao apresentam mudangas significativas com
relagao ao MAP [4/4].

Com o MAP [4/4] tem-se os valores aproximados para as reatividades em estudos
comparados com PAM e BEFD. Mas o0 que se nota é que esses valores ndo tem
alteracdes significativas quando se aumenta os graus do numerador e denominador
dos aproximantes de Padé.

Graficamente, apresenta-se os casos de reatividades como rampa, zig-zag € se-
noidal com MAP [7/7] utilizando PCA (At = 0,001) como se nota nas figuras a seguir.
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Figura 9: Densidade de néutrons para reatividade rampa de 0 a 8 segundos.
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Figura 10: Densidade de néutrons para reatividade zig-zag com MAP [7/7].
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Figura 11: Densidade de néutrons para reatividade senoidal com MAP [7/7].

63



6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta dissertacdo, apresenta-se a solugao das Equacgdes da Cinética Pontual de
Néutrons pelo Método da Aproximacao de Padé, considerando que nesta presente
situacao utilizou-se a insercao de reatividade constante e para reatividade dependente
do tempo a insercao da reatividade rampa e senoidal.

Estudos relacionados a matriz gerada pelas Equagdes da Cinética Pontual de
Néutrons foram realizados e com isso, notou-se que o software acumulava erros ao
longo das operacoes efetuadas, o que faz com que os resultados nao se aproximem
dos estudados aqui. Ao testar no Scilab poténcias de matrizes e comparar com a
multiplicagao de matrizes notou-se que os resultados obtidos apresentam variagoes
sendo muitas vezes diferentes. E isso foi algo que pesou e muito nos resultados en-
contrados para este método.

A abordagem deste método juntamente com a incomum superacao direta do pro-
blema de rigidez, causada pela grande diferenca dos tempos médios de vida dos
néutrons prontos e atrasados, faz 0 Método de Aproximacao de Padé uma boa opcao
para solucionar as Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons com as reatividades
mais usadas.

Com as simulagdes numéricas, percebe-se quando comparadas com os resultados
presentes na literatura, que o MAP possibilita obter resultados precisos e utilizando um
reduzido tempo computacional. Este método gera resultados com o tempo computa-
cional menor do que os encontrados até entao, e é ideal para situacdes de controle e
operagao do reator nuclear.

A metodologia de resolugao proposta mostra que nao é necessario e nem pratico
utilizar um método numérico de dificil implementacao computacional. O método apre-
sentado é eficiente e preciso para resolver as Equacdes da Cinética Pontual de
Néutrons e supera a rigidez.

Atualmente tem sido realizados estudos com manipulagdes complexas para re-
solver as Equacdes da Cinética Pontual e Espacial de forma precisa. Sendo que,
esta metodologia de resolugao proposta mostra que para reatividades dependentes
no tempo precisa utilizar outros procedimentos matematicos para encontrar os resul-
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tados e também € importante ressaltar que a implementagcao computacional € um
pouco dificil. O Método da Aproximacao de Padé € simples para resolver as ECPN
superando a rigidez em se tratando de reatividade constante mas para outros tipos de
reatividades precisa-se um estudo mais sofisticado.

Portanto, esta dissertacao demonstrou a viabilidade do Método da Aproximagao
de Padé para a solugdo das Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons através da
obtencao de resultados que simulam o comportamento de um reator nuclear.

Para trabalhos futuros utilizara as Equacoes de Cinética Pontual de Néutrons apli-
cando o Método da Aproximacao de Padé para seis grupos de precursores de néutrons
atrasados considerando a reatividade constante em um pequeno intervalo de tempo
com retroalimentagao de temperatura. Isso também se fara para os casos de nao
linearidades que abrange as reatividades do tipo: Quadratica, zig-zag e senoidal. Re-
solvera futuramente as ECPN sem utilizar PCA para os casos dependentes do tempo
abordados nesta dissertacao.
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