UNIVERSIDADE FEDERAL DE PELOTAS
Instituto de Fisica e Matematica
Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Matematica

. AN |
45 Bras™

Dissertacao

Homogeneizacao assintotica de meios microperiodicos unidimensionais com

diferentes condicoes de contato

Larissa Nunes Meirelles da Luz

Pelotas, 2020



Larissa Nunes Meirelles da Luz

Homogeneizacao assintética de meios microperiddicos unidimensionais com
diferentes condicoes de contato

Dissertacao apresentada ao Programa de
P6s-Graduacao em Modelagem Matematica
da Universidade Federal de Pelotas, como re-
quisito parcial a obtengao do titulo de Mestre
em Modelagem Matematica

Orientador: Prof. Dr. Leslie Darien Pérez Fernandez

Pelotas, 2020



Universidade Federal de Pelotas / Sistema de Bibliotecas
Catalogacao na Publicacao

L979h Luz, Larissa Nunes Meirelles da

Homogeneizacao assintética de meios microperiodicos
unidimensionais com diferentes condicdes de contato /
Larissa Nunes Meirelles da Luz ; Leslie Darien Pérez
Fernandez, orientador. — Pelotas, 2020.

94 f. :il.

Dissertacao (Mestrado) — Programa de Pos-Graduacao
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e
Matematica, Universidade Federal de Pelotas, 2020.

1. Metodo de homogeneizagao assintotica. 2.
Microperiodicidade. 3. Coeficientes continuos. 4.
Coeficientes continuos por partes. 5. Contato perfeito. I.
Fernandez, Leslie Darien Pérez, orient. Il. Titulo.

CDD :511.8

Elaborada por Ubirajara Buddin Cruz CRB: 10/901




HOMOGENEIZAGAO ASSINTOTICA DE MEIOS M~ICROPERIO'DICOS
UNIDIMENSIONAIS COM DIFERENTES CONDICOES DE CONTATO

por

Larissa Nunes Meirelles da Luz

Dissertagcao submetida ao Programa de Pos-Graduagao em Modelagem Ma-
tematica, PPGMMat, do Instituto de Fisica e Matematica da Universidade Federal de
Pelotas, como parte dos requisitos necessarios para a obtencao do Titulo de

Mestre em Modelagem Matematica

Banca Examinadora:

Prof. Dr. Leslie Darien Pérez Fernandez — Orientador (UFPel)

Profa. Dra. Camila Pinto da Costa (UFPel)

Profa. Dra. Ruth da Silva Brum (UFPel)

Profa. Dra. Rejane Pergher (UFPel)

Prof. Dr. Julian Bravo Castillero (Universidad Nacional Autbnoma de México)

Pelotas, 11 de setembro de 2020.



Dedico a quem me apoiou,

quem me ajudou, quem me fez

chegar até aqui e nunca desistiu de mim.

A voceés eu agradeco de coracao. Obrigado.



AGRADECIMENTOS

A todos os mestres que contribuiram com a minha formacédo académica e profissi-
onal durante a minha vida.

Aos meus pais Luciana e Oscar que sempre me incentivaram e apoiaram em todas
as areas da minha vida.

Ao meu orientador Leslie por sua dedicacao e paciéncia. Seus conhecimentos
fizeram grande diferenga na minha vida académica.

Ao meu namorado Anderson que acima de tudo é um grande amigo, sempre pre-
sente nos momentos dificeis com uma palavra de incentivo. Sua mae Vera por estar
sempre me apoiando na vida e nos cuidados com a minha mae para que eu pudesse
estudar.

Aos meus tios Gladis e Everson por me apoiarem nos momentos mais necessarios,
permitindo assim que pudesse continuar estudando.

Sou grata a minha familia pelo apoio que sempre me deram durante toda a minha
vida.

Aos amigos e colegas, pelo incentivo e pelo apoio constantes.

A CAPES e FAPERGS pela bolsa proporcionada.

A Universidade Federal de Pelotas e todos os seus professores que sempre pro-
porcionaram um ensino de alta qualidade.



Se nao puder voar, corra.
Se nao puder correr, ande.
Se nao puder andar, rasteje,
mas continue em frente

de qualquer jeito.

— MARTIN LUTHER KING JR.



RESUMO

LUZ, Larissa Nunes Meirelles da. Homogeneizacao assintotica de meios micro-
periodicos unidimensionais com diferentes condicoes de contato. 2020. 94 f.
Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduacao
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2020.

Os métodos de homogeneizacdo matematica permitem encontrar com grande
precisao e rigor as propriedades efetivas de meios heterogéneos a partir das pro-
priedades fisicas e geométricas de seus componentes. Em particular, o0 método de
homogeneizacao assintotica (MHA) é utilizado para encontrar os coeficientes que re-
presentam as propriedades efetivas de um meio com estrutura perioddica. O presente
trabalho tem como objetivo o estudo desta técnica matematica de homogeneizacao
para obtencdo do comportamento efetivo de meios micro-heterogéneos, e aplicar
o seu formalismo matematico para construir uma solucao assintética formal de um
problema unidimensional linear para os problemas eliptico, parabdlico e hiperbdlico
para 0s casos com coeficientes continuos e continuos por partes com contato
perfeito. Ainda, justificar-se-a matematicamente a proximidade entre as solugdes
dos problemas original e homogeneizado. E também, aplica-se o MHA no problema
eliptico para o caso continuo por partes com contato imperfeito.

Palavras-chave: Método de Homogeneizagao Assintotica, Microperiodicidade, Co-
eficientes continuos, Coeficientes continuos por partes, Contato perfeito, Equacao
Eliptica, Equacao Parabdlica, Equagao Hiperbdlica.



ABSTRACT

LUZ, Larissa Nunes Meirelles da. Asymptotic homogenization of one-dimensional
microperiodic media with different contact conditions. 2020. 94 f. Dissertacao
(Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pdés-Graduagcao em Mode-
lagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2020.

The methods of mathematical homogenization allow the effective properties of
heterogeneous media to be found with great precision and rigor based on the physical
and geometric properties of their components. In particular, the asymptotic homog-
enization method (AHM) is used to find the coefficients that represent the effective
properties of a medium with a periodic structure. The present work aims to study
this mathematical homogenization technique to obtain the effective behavior of micro-
heterogeneous media, and to apply mathematical formalism to construct a formal
asymptotic solution of a one-dimensional linear problem for elliptic, parabolic and
hyperbolic problems for cases with continuous and piecewise-continuous coefficients
with perfect contact. Also, the proximity between the solutions of the original and
homogenized problems will be mathematically justified. Also, the AHM is applied to
the elliptic problem for the piecewise-continuous case with imperfect contact.

Keywords: Asymptotic Homogenization Method, Microperiodicity, Continuous coeffi-
cients, Piecewise-continuous coefficients, Perfect contact, Elliptic Equation, Parabolic
Equation, Hyperbolic Equation.
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1 INTRODUCAO

Materiais heterogéneos podem ser encontrados na natureza como atmosfera (Fi-
gura 1), osso (Figura 2), madeira (Figura 3), rocha (Figura 4), solo ou fabricados para
uma determinada aplicacao como os compdsitos com reforgos fibrosos que sao muito
utilizados em diversos setores industriais, como o automobilistico, aeronautico (Figura
5), de construgao civil, desportivo, eletroeletrénico, de construgdo de maquinas e de
equipamentos médicos (SILVA, 2009).

Figura 1: Atmosfera

Figura 2: Osso humano
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Figura 3: Madeira

Figura 4: Rocha

Materials used in 787 body

I Fiberglass B Carbon laminate composite : Total materials used
B Aluminum i Carbon sandwich composite i Byweight
Aluminum/steelititanium : Other

Steel 3% Compaosites

By comparison, the 777 uses 12 percent
i composites and 50 percent aluminum.

Figura 5: Setor aeronautico

Estes materiais sao caracterizados pela variacao de suas propriedades fisicas com
relacdo a posi¢ao na sua estrutura interna. A forma em que tal variagdo € modelada

permite identificar trés tipos de material heterogéneo, a saber (TORQUATO, 2001;
SADD, 2009).

e Composito: distribuicdo de dominios ocupados por diferentes materiais ho-
mogéneos chamados de fases (propriedades constantes por partes) (Figura 6).
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Figura 6: Compdsito (da autora)

e Policristal: distribuicao de dominios ocupados pelo mesmo material homogéneo

com diferentes orientacdes (propriedades localmente iguais e globalmente dife-
rentes)(Figura 7).

Figura 7: Policristal (da autora)

e Meio funcionalmente graduado: um dominio ocupado por um unico material he-
terogéneo (propriedades de variagao idealmente continua)(Figura 8).

Figura 8: Meio funcionalmente graduado (da autora)

Cientistas de renome como MAXWELL (1873), RAYLEIGH (1892), e EINSTEIN
(1906) ja tinham interesse nas propriedades mecanicas, eletromagnéticas, e de trans-

porte dos materiais heterogéneos. Normalmente, na microescala é onde ocorre 0s
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1N
N
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Escala Atomica
L

- Escala Microscopica
Escala Macroscépica

Figura 9: Separacao das escalas estruturais

fenémenos fisicos de interesse. Assumimos que o0 comprimento caracteristico [ desta
escala “microscopica” (aquela em que os dominios estao distribuidos, ou seja, em que
ocorre a heterogeneidade) € muito maior que aquele da escala molecular, mas muito
menor que o comprimento L caracteristico da escala macroscépica, | < L (LIMA,
2016). Em tais situagdes, dizem que o material heterogéneo apresenta separagao
das escalas estruturais (Figura 9) (caracterizada pelo parametro geométrico ¢ = I/ L,
0 < € < 1), suas propriedades apresentam variacao rapida com relacao a posicao e
qgue cumpre a hipétese do continuo, ou seja, ele pode ser visto como um continuo na
escala microscépica e, portanto propriedades macroscopicas ou efetivas podem |he
ser atribuidas (TORQUATO, 2001). Mais precisamente, a hipoétese de homogeneidade
equivalente estabelece que, na macroescala, o material heterogéneo é fisicamente
equivalente a um certo material homogéneo, de maneira que as propriedades efetivas
do primeiro sdo as propriedades do segundo (PANASENKO, 2008).

Inicialmente, a teoria era de obter uma solugao assintética das equagoes em deri-
vadas parciais dependentes do parametro pequeno e com coeficientes rapidamente
oscilantes que modelam o comportamento constitutivo do meio heterogéneo. Assim,
a hipétese de homogeneidade equivalente (Figura 10) seria valida se ¢, solugao das
equagodes para o material heterogéneo, sujeitas a certas condigées de contorno e/ou
iniciais, fosse de ug, solugao das equagoes com coeficientes constantes que des-
crevem o comportamento do material homogéneo equivalente, sujeito as mesmas
condi¢des do anterior, e-préxima para alguma norma, ou seja, ||u® — ug|| = O(e) (PA-
NASENKO, 2008). Sob as hipbteses de separacao de escalas e do continuo, pode-
mos especificar dois usos da homogeneizacao (Figure 11): a obtencao de uma boa
aproximacao da solugao do problema original e a obtencao do comportamento efetivo
do meio heterogéneo.

Em muitos casos, a heterogeneidade destes materiais € microperiddica (Figura
12), ou seja, sdo formados pela replicagcao periddica de um elemento recorrente na
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| H‘I I'N

Y

e—0
Figura 10: Para ¢ suficientemente pequeno, o meio heterogéneo aproxima o comporta-
mento macroscopico de um meio homogéneo mesmo que suas propriedades oscilem
rapidamente pela separacao de escalas

Material Compésito Material Homogéneo equivalente
(Material heterogéneo real) (Abstragéo Tedrica)

g

Figura 11: Homogeneizacao: Processo de obtengao do material homogéneo equiva-
lente

4

microescala. Tal elemento recorrente é chamado de célula basica e é representativo,
pois reune todas as propriedades fisicas e geométricas do material heterogéneo de
interesse e possibilita 0 emprego de modelos matematicos com maior eficiéncia. O
estudo numérico direto dos problemas correspondentes, cujas equagdes tém coefici-
entes rapidamente oscilantes, nao fornece expressoes fechadas para as solucoes des-
tes sistemas, e requer malhas extremamente refinadas que dificultam a sua aplicacao
devido ao alto custo computacional e ao possivel comprometimento da convergéncia.
Além disso, a determinacao das propriedades efetivas de materiais heterogéneos por
meio de métodos matematicos serve de orientagao na busca experimental de novos
materiais com as propriedades 6timas desejadas para alguma aplicagao.

Os resultados apresentados nesta dissertacdo foram obtidos via o método de
homogeneizacao assintotica (MHA) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). O MHA (Fi-
gura 13) permite obter uma solucao assintética formal do problema em estudo que, em
presenca de linearidade, € uma expansao assintética da solugao exata do problema.
Mais exatamente, este método se baseia no desenvolvimento em série assintotica em
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Figura 12: Compdsitos bifasicos microperiédicos: (a) um laminado, (b) um arranjo
hexagonal de fibras cilindricas em uma matriz, (c) um arranjo quadrado de fibras
ortoédricas em uma matriz, e (d) uma distribuicao cubica de esferas em uma matriz

99 &

Figura 13: Homogeneizacao assintotica: o material homogéneo equivalente é o imite
da sequéncia de compésitos quando ¢ — 0

duas escalas da solugao do problema de valores de contorno e iniciais com coefici-
entes rapidamente oscilantes que modela o fendmeno estudado. Tal desenvolvimento
assintotico € realizado em termos de poténcias do parametro geométrico pequeno
que caracteriza a separagao de escalas, e cujos coeficientes sao fungdes incognitas.
Assim, o problema se desacopla em uma sequéncia recorrente de problemas para ob-
ter cada uma das funcoes incognitas que formam a assintética da solugao procurada.
Na pratica, € comum considerar somente os dois primeiros termos da assintética,
obtendo-se o problema homogeneizado ou macroscopico para o primeiro termo, e o
problema local ou microscépico para o segundo. Além disso, o MHA permite obter
propriedades efetivas que descrevem o comportamento macroscopico do meio e sao
os coeficientes constantes das equagdes do problema homogeneizado.
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1.1 Estrutura do trabalho

A estrutura do trabalho se da da seguinte forma mostrada na Figura 14, que con-
siste em aplicar o MHA nas equacdes eliptica, parabdlica e hiperbdlica. Aplicaremos
na equacao eliptica o MHA, no caso continuo e continuo por partes e provada a pro-
ximidade das solugoes do problema original ¢, homogeneizado u, e da Solucao as-
sintdtica formal (SAF) «(?. Ainda vamos comparar o0 caso continuo com o continuo
por partes com contato perfeito a partir de um exemplo ilustrativo. Teremos o inicio da
aplicacao do MHA na equacao eliptica com contato imperfeito.

Aplicaremos o MHA na equacao parabdlica para o caso continuo e continuo por partes
com contato perfeito, ambas com a demonstragcao da proximidade e um exemplo para
0 caso continuo. Teremos a aplicacdo do MHA na equacao hiperbdlica também nos
casos continuo e continuo por partes e também suas demonstragdes da proximidade.

- <-
\-

-i-
-<-

Figura 14: Estrutura do trabalho
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1.2 Objetivos

e Construir a solucao assintética formal de problemas unidimensionais lineares
eliptico, parabdlico e hiperbdlico com coeficientes continuos e continuos por par-
tes com contato perfeito, mas também o caso continuo por partes com contato
imperfeito entre as fazes para a equacao eliptica.

Considerar uma expansao assintética da SAF dos problemas;

Substituir essa expansao no problema;

Desenvolver e agrupar por poténcias de ¢;

Obter uma sequéncia recorrentes de problemas estabelecidos a partir das
equacoes do problema original, ou seja, os problemas eliptico, parabdlico e
hiperbodlico juntamente com as suas condigoes ;

Notar que estes problemas tem 0 mesmo formato e aplicar um Lema;
— Achar os problemas locais e o problema homogeneizado;
— Construir a expansao assintotica da SAF.
e Mostrar matematicamente a proximidade entre as solugoes dos problemas ori-

ginal e homogeneizado para os problemas eliptico, parabdlico e hiperbdlico le-
vando em conta os casos continuo e continuo por partes com contato perfeito.

e Comparar para a equacao eliptica os casos continuo com o continuo por partes
com contato perfeito através de um exemplo.



2 PRELIMINARES

2.1 Meio heterogéneo com estrutura periodica

Um meio heterogéneo é caracterizado pela variagao de suas propriedades fisicas
ao longo da sua estrutura. Em particular, um meio periddico é caracterizado pela
composicao da sua estrutura pela reproducao periodica de um elemento recorrente
chamado de célula basica ou de periodicidade (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Seja e um parametro geométrico pequeno, 0 < ¢ < 1, que especifica globalmente
o comprimento do elemento recorrente e indica a existéncia de duas escalas estru-
turais (micro- e macroescala). A partir deste elemento, constituimos uma estrutura
unidimensional de comprimento unitario e e-periddica. Como a estrutura é periddica,
ao realizar o estudo do comportamento local em cada elemento recorrente, € possivel
estender tais resultados para a estrutura como um todo. Define-se assim, uma nova
variavel, y = z/¢ € [0,e7!], chamada de variavel microscopica, rapida ou local, que
descreve o comportamento local do meio, em contraste com a variavel z € [0, 1] que é
chamada de macroscopica, lenta ou global (LIMA, 2016).

Equacdes diferenciais parciais com coeficientes rapidamente oscilantes modelam
fenébmenos em meios micro-heterogéneos e sao obtidas a partir de relagdes constitu-
tivas de fechamento e leis de conservacao. Ainda, devem satisfazer certas condicoes
de contato, periodicidade, contorno e/ou iniciais.

Nos proximos capitulos utilizaremos de meios micro-heterogéneos que, levando
em conta sua periodicidade e rapida variacao com relacao a posicao de suas proprie-
dades, sdo homogéneos na escala macroscopica.

2.2 Conceitos fundamentais

2.2.1 Ordem

Sejaumafungdo v : O x E = R, ¢ = p(z,¢),sendoz € Q C Rlec € E C (0,1).
Considere ainda que ¢° € B.()), sendo B.({2) um espago normado e ¢° definida
para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno. A notagdo ¢° = O(¥(x,¢)), enquanto
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e — 07 na norma de B.(2), significa que existem constantes M, ¢, > 0, tais que
%]l B.) < M||vel| By, Para 0 < e < g,. Em particular, ¢* = O(") é equivalente &
|¢°]| B.() < Me™ para e > 0 suficiente pequeno (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

2.2.2 Expansao assintotica e solucao assintotica formal

Sejam a fungédo ¢° e uma série assintética da forma >"7°  ¢'g;(z, €), ndo necessari-
amente convergente. Diz-se que esta série € uma expansao assintética da funcao ¢°
se para todo N existe um M,, tal que para cada m > M, cumprimos, na norma de B.,
come — 0%, que

p(r,e) =Y egi(z,e) = O(eY), (2.1)
=0

ou seja, tem-se a igualdade assintética p(z,) ~ > £'gi(z, €).
Sejam ¢ > 0 fixo, e a equacao diferencial

(@) -1, @2)

u® € By € f € By, sendo B;. e By. espacos normados. Temos que a solugao as-
sintética formal(SAF) de (2.2) é a série assintética

u™(z,¢) = isiui(m, £) (2.3)
i=0

em que u; € By, tal que paratodo N € N, existe um M para que a relagao

- (af(m)dz; )) —f=0E), (2.4)
seja satisfeita para todo m > M come — 0* nanormade B,., em que u'™ = Y"1 &lu,.

Se existe uma estimativa ||u®||5,. < 16| f|| ., €M que ¢; > 0 e ¢, sdo constantes
independentes de ¢, entdo segue a partir de (2.4) que para todo N € N existe um M
tal que ||u(™ — uf||,. = O(sV), com ¢ — 0F, para todo m > M, e consequentemente,
a solucéo assintética formal «(>) é uma expanséo assintética da solugdo exata u° do
problema: u¢ ~ 1) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).



3 HOMOGENEIZACAO DE MEIOS UNIDIMENSIONAIS M-
CROPERIODICOS PARA A EQUACAO ELIPTICA

3.1 Caso Continuo

3.1.1 Formulacao do Problema

Seja e tal que 0 < ¢ <« 1. Considere o problema da distribuicao de um campo
térmico estacionario sobre um meio heterogéneo s-peridédico unidimensional. A con-
dutividade térmica a° : [0, 1] — R%. do meio é uma fungao positiva, limitada, e-periodica
e continuamente diferenciavel. Assim, sem perda de generalidade temos que a tem-
peratura u° satisfaz o problema de valor de contorno

d (., du®\
{ - <a (z) dx) — f(z), z € (0,1) o)
u?(0) =u (1) =0

em que a°(x) = a(x/e) e f é a fonte de calor.

3.1.2 Meétodo de Homogeneizacao Assintotica

Consideramos a seguinte expansao assintética da SAF do problema:
i
u8($> ~ u(z)($7€) = Uo(flf, ?/) + €U1([L', y) + 52U2<5L’,y), Yy = 27 (32)

em que u; sao fungdes 1-periddicas em y. Ao substituir a assintotica (3.2) na equacao

(3.1),
L) (uoler9) + s a,9) + sl ) | — F(x) =0 33)

Na substituicao de (3.2) no problema (3.1), utilizamos a regra da cadeia:

du*  du®  ou®  10u®
de = dx Oz +g oy’ (3:4)
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resulta em

(aﬁ vl ;’y) {a@) (82 " 10%) (uolte,y) + 2w (2, y) + us(e, y>>} - flx)=0. (35)

Desenvolvendo obtemos
0 Oy 4, 0 Oy 4 0 Oy 5 0 Jug
a (a<y> ax) v 2 (o) ay) el (a<y> o) 2 () S
8 8U1 8 8u1 6 8%1 1 8 6u1
t o (105 )+ g (05 )+ gy (G ) v () e
0 ou 0 ou 0 8u 0 au
2 Y _2 v _2 - 2 2 i _
+ 6(% (a(y)8x>+50x(a<y)8y>+58y <a ) 8y( ) f(z)=0.

Agrupando a equacao (3.6) por poténcias de ¢ temos

< )] o) B & ()

< Lo (052) e (05y) + 3 (05 vy (205) 1)
= O). (3.7)

Notamos que para «? ser uma solugao assintética formal de (3.1) é preciso obter
Ug, U1 © U que

g2 . (% _a(y)%—z;o_ =0; (3.8)

R AN Oug| 0 Ouo |,

R _G(y)a—y_ =~ [a(y)a—yl “ oy {@(y) 8;1:} (3.9)
N ) Oug  Oui\| 9 [ \Ou

o 2 aw ] = -2 [ (52 + 5] - 2 a2 + @10

Consideramos = e y nas equagoes (3.8)-(3.10) sao independentes. Aplicando nas
condicoes de contorno obtemos

u®(0,€) = (0, 0) + euy (0,0) 4 £%us(0,0) = 0, (3.11)

u?(1,¢) = ug <1, é) + ey (1, é) + 2uy <1, é) =0. (3.12)

As condigOes de contorno de (3.8)-(3.10), respectivamente sao:

) = ug (1, ) (3.13)
)= u, (

1, ) (3.14)
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Notamos que devido a 1-periodicidade de u;(x,y), i = 0, 1,2, com relagao a variavel
y, € correto dizer que u; (1, é) = u;(1,0).

Teremos entao os seguintes problemas recorrentes estabelecidos a partir das
equacoes (3.8)-(3.10) juntamente com as condi¢des (3.13)-(3.15):

8 8u0 .
{ ay {a(”a_y} =0, (3.16)
u0(0,0) = up(1,0) =0,

{ 105 | =~ (15| - 35 [ (8.17)

Ul(0,0) = U1(170) = 0,

UQ(0,0) = Ug(l, 0) =0.

Temos que para cada z fixo, os problemas (3.16)-(3.18) que envolvem derivadas
parciais tornamos em derivadas ordinarias, sdo da forma

{ % [a(y)%] =F, ye (0,1),

N(0) = N(1) =0,

(3.19)

Entao utilizaremos o Lema 1, a seguir, para resolvermos os problemas (3.16)-(3.18)
gue sao da forma (3.19).

Lema 1. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Sejam F(y) diferenciavel e 1-periddica,
e a(y) diferenciavel 1-periddica, positiva e limitada. A condicdo necessaria e suficiente
para a existéncia de uma solugdo 1-periddica de (3.19) é que (F(y)) = 0, em que
(y = fol(-)dy operador do valor médio. Tal solugdo 1-periodica é tnica salvo uma
constante aditiva, ou seja, N(y) = N(y) + C, onde N é uma solugdo de (3.19), 1-
periddica tal que N(0) = 0, e C' é uma constante arbitrria .

Demonstracao:
Necessidade: Seja N(y) solugao 1-periddica de (3.19) escrita como

d dN
(%) = Fo (320
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Aplicando o operador de valor médio em ambos os lados de (3.20) temos

L (a)) ) = (P, 3.21)
<dy dy

Considerando a 1-periodicidade de a(y) e N(y) junto com o lado esquerdo de (3.21),
seguimos que

<d% (a(y)i—g» = [ (y)%}: _ a(l)cil_l;f - a )C;_];[ -
= a(0) (d_N _aN ) N (3.22)
dy |, dy |

Portanto de (3.21) e (3.22) tem-se (F'(y)) = 0.
Suficiéncia: Seja F'(y) tal que (F(y)) = 0. Assim, de integrar (3.20) temos

v Yd dN dN
/0 F(s)ds = /0 I <a(s)%) ds = a(y)d—y + Ch, (3.23)
em que
dN
Cy=a(0)—| 3.24
1= af >dy - (3.24)

€ uma constante aditiva. Assim, levando em conta (3.19), de (3.23) seguimos que

% _ %y) ( /0 " P(s)ds + cl) . (3.25)

Integrando (3.25) temos que

1

N(y) = /Oy o (/OtF(s)ds + cl) dt + O, (3.26)

Para N(y) ser 1-periddica, impomos que N(y + 1) — N(y) = 0. Logo,

N(y+1) = /Oy+1 ﬁ (/Ot F(s)ds + 01) dt + s, (3.27)

Assim, da subtracao das expressoes (3.26) e (3.27), seguimos que

0= N(y+1)— N(y) = /yy+1 ﬁ (/Ot F(s)ds + cl) dt. (3.28)
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t
, oy . 1
Reparamos que / F(s)ds € 1-periédica, assim como — e (. Logo,
0

a(t)

[ ([ o)y ([ o)) - (a0 o

de onde, .
¢ =—a <$ ( /O F(s)ds>> , (3.30)

emque a = (a=(¢))"". Assim, de (3.27) e (3.30) temos que N(y) = N(y) + C, em que

C=0Ce . .
w0 = [t L o= G (] #0))

De aplicar o Lema 1 em (3.8) para ¢ 2 seguimos que existe u, solugdo 1-periddica.
Integrando em ambos os lados com relacao a y teremos

dt.d

a(y)%—l;“ — k(x). (3.31)

em que k depende somente de z. Levando em conta que a(y) > 0, temos

ou _ hia)
5 = aly) (3.32)

Aplicando o operador do valor médio (-) em ambos os lados da igualdade, temos

() =) 639

ou seja, considerando a 1-periodicidade de ug € y

0 =ug(x,1) — up(z,0) = /0 %dy. (3.34)
Assim, vemos que /1 % > 0,
0 a
k() /01 % — 0= k(z) =0, (3.35)

a partir disso, substituimos (3.35) em (3.32):

dUO . duo .



30

Portanto, uq ndo depende de y, ou seja,

up(,y) = uo(). (3.37)

Assim, utilizando o resultado acima, a equacgao para ! modificamos em

0 8u1 . d dUO
3 (05) == (0% .
d dug .
De aplicar o Lema 1 em (3.38) temos que N =u; e F = I ( (y ) . Assim,
. . ot ~ d dUO
para garantir que u; seja 1-periédica, temos que a equagao d_y =0,
deve ser satisfeita. Levando em conta a 1-periodicidade de a(y) temos que
d duyg duy [* da(y) duyg
— — )y =— = —2(a(1) — =0. .
(5 (o)) =% [0y = ) ) =0, (339

Portanto, existe solugao 1-periddica de u; em relagdo a variavel y. Por separagao de
variaveis (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989), supomos que u; = Nl(y)%. Assim,
de substituir u; na equacgao (3.38) obtemos que

d le dUO d duO
SB)E-dle) e

e colocando a derivada de u, em evidéncia temos

d%lJ <0L(y)cil—]\?j1 + a(y)) % =0. (3.41)

Sabendo que a derivada de v, é diferente de zero, a equacao (3.41) é cumprida se

d dN, B
p ( (0) g, + ol )) =0, (3.42)

correspondendo a equacao do problema local. Logo, inserindo a condicao de unici-
dade N;(0) = 0, temos o chamado problema local

d d Ny _
d_y (a( )d_y ‘|‘CL( )) — Oa ) € (07 1)\F7

N (0) = 0.

(3.43)

Aplicando o Lema 1 podemos verificar a existéncia de solugao 1-periédicacom N =

Ny e F = dc;(y), levando em conta a 1-periodicidade de a(y), aplicando o operador do
Y
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valor médio, temos

<d3§/y)> _ /01 doczi(yy) dy = a(1) — a(0) = 0. (3.44)

. i ~
Dessa maneira, tendo y = —, entao
g

dUO

ur(z,y) = Ni(y )dx' (3.45)

Resolvendo o problema local (3.43), sabendo que a(y) > 0, integramos com
relacao a y a parte esquerda da equacao (3.42)

La ( dN, ) /1
— —+a dy = 0dy, 3.46
/0 a0 (y) a0 (y) | dy | Ody (3.46)
obtemos entao N
aly )d—y1 +aly) = K, (3.47)

sabendo que a(y) > 0, implica em

N, K,

W b (3.48)

onde K; é uma constante. Aplicando o operador do valor médio na equacao (3.48),
temos que

/01 %dy K, <$> Y (3.49)
Ny(1) = N, (0) = Ky $> _1,

como N, (y) € 1-peridédica em y

O:K1<$> Y (3.50)

Portanto, obtemos K

< >_ =a (3.51)

em que a é o chamado coeficiente efetivo, ou seja, € o coeficiente que descreve o
comportamento homogéneo equivalente ao coeficiente do problema original, sobre o
meio heterogéneo. Substituindo a equacao (3.51) em (3.48) e integrando ambos os
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Ni(y) — N, (0) = /Oy (% - 1) ds,

sabendo a condi¢do de unicidade N;(0) = 0, chegamos na solugao do problema local

lados, temos que

Ny (y)
N = / e —1)d (3.53)
l(y) - 0 CL(S) S, .
e, assim substituindo N, (y) em u,
. dUO Y a
uy(z,y) = o /0 (a(s) - 1) ds. (3.54)
Substituindo u( e u; no problema para encontrar u, (3.18) ficamos
0 8u2 . d2U0 dN1 (y) d2U0 d d2u0
5 (0 %2) = —at) T2 - at) AT LWl T+ S (355)
notamos que a = a(y)% + a(y) entéo
0 au2 . AdQUO d d2U0
5o (0 %2) = a2 - M) G2 + 1), (3.56)
,\d2U0 d d2U0

Aplicando o Lema 1 em (3.56), utilizando N = u, e F = —a T3 —d—(a(y)Nl(y)) T2t

T Y Iy
f(z), segue que a condigdo necessaria e suficiente para que exista u, solugao 1-
periodica é que

- (a2~ (LM T ) + 10, (357

pois a(y) e Ni(y) sdo 1-periddicos com respeito a y e entdo obtemos a equagéao do

problema homogeneizado
d2U0
T2 = ().

a

(3.58)

Complementando com as condigdes (3.13) atualizadas por (3.37), produz o problema
homogeneizado

{ afl;; = f(x), = €(0,1), (3.59)



33

Em muitas situacdes é suficiente considerar a expansao assintética de primeira
ordem
uf(z) = u(z,¢) = ug(z) + ey (x, g) = up(z) + Ny (g) %, (3.60)
onde ug(x) € Ni(y) s@o as solugdes dos problemas homogeneizado (3.59) e local
(3.43), respectivamente.

Considerando a equacao (3.56) e (3.58) para encontrar u,, obtemos que

0 8uQ . d d2U0
5o (0 %2) =~ ) T (3.61)
Supomos que
(@,9) = Noly) 222 3.62)
U’Q x??/ - 2 y de . -
E entao (3.61) passa a ser
d dNy(y)\ d*ug d %
dy ay dy 1Y de?2
. d2U0 ~
Considerando que T2 = 0, temos entao o segundo problema local
dy |\ Ty 1y ’ (3.64)
N5(0) =0,

aplicando o Lema 1 para verificarmos a existéncia de solucao 1-periddica, onde N =
d . ~

Nye F = —d—(a(y)Nl(y)). Levando em consideragao, os passos de (3.42)-(3.53), pelo
Y

calculo da média da condigao do Lema 1 obtemos a constante

Ky = (Ny(y))a. (3.65)

Logo, Ny(y) sera R
vlo) = [ (i) o5 - Wit ) . (3.66)

Assim, us(z,y) sera

o) = T2 [ (000 o5 - M) ) ds (3.67)
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Portanto, a partir das equagao para u;(z,y) € us(z,y) a SAF, pode ser escrita como

d &
w(z) ~ u® (2, ) = up(w) + N, (f) % + 22N, (f) d;;o. (3.68)

Construimos entéo a expansao assintética u(?), sendo esta uma boa aproximagéo
da solucéo exata u© do problema original. Provaremos, a seguir, quao boa é a proximi-
dade entre a solugao do problema original v e a solugao do problema homogeneizado
up quando ¢ — 0.

3.1.3 Proximidade entre as solucoes

Podemos estabelecer uma relagao de proximidade entre a solugao do problema
original v e a solugdao do problema homogeneizado u, para avaliar quao boa
aproximagao é u, de u® quando ¢ — 0. Especificamente, vamos provar que

|u® — wol|co,1) = O(e). (3.69)

Demonstracao:
Primeiro, utilizando a expansao assintética (3.60), vamos provar que

|lu® — U(I)HC([O,l]) = O(e). (3.70)

Substituindo a assintotica (3.60) no problema original (3.1) temos, para cada ¢ > 0,

u(D)
% <a6($)dd$ ) = f(x) — F(z,¢), v € (0,1)

, (3.71)
u(0,e) =uM(1,6) =0
em que F é erro de tomar »") como solugéo de (3.1).
Subtraindo (3.71) de (3.1) temos, para cada ¢ > 0,
d d
DL — DY) —
o (a (x) o (u® —u )) F(z,e), v €(0,1)
(3.72)

uf(0) —uM(0,6) =0
uf(1) —uM(1,6) =0

Teremos que aplicar o Principio do Maximo Generalizado para as equagodes
elipticas continuas (Teorema 1) em (3.72),

Teorema 1. (LARSSON; THOMEE, 2008) Sejau € C?(0, 1) a solucdo do problema de
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valor de contorno dado por

{ d(du)+b%+0u:f,$€(ou]-))

“dr \ Yz dz
u(0) = ug, u(l) =uy,

(3.73)

em que os coeficientes a = a(x), b = b(xz) e ¢ = ¢(x) s&o continuamente diferenciaveis,
tais que a(z) > ag > 0, c¢(z) > 0 e a fungdo f = f(x) e os valores g, u; s4o dados.
Dessa forma, a sequinte estimativa é valida

d du du
lullo. < max{u(O)],Ju(L)[} + || - - (d—) Ho e L @74
onde ¢ depende apenas dos coeficientes de (3.73);, mas nao de .
onde aplicando o Teorema 1 possuiremos a estimativa
d d
e (1) € € (1)
U —Uu <cl|l—|a(x)—(uw —u ,
It = legon < ¢ (@0 )| 575

lu® = uPlleqoy < cllF(z,)leqou

onde ¢ > 0 é uma constante. Assim, para estimar ||u® — u"||¢(0.1)) € Nnecessario obter
uma expressao para F'(z,¢) a partir da equacao do problema (3.71), ou seja,

L (2] - 1) = ()l + enlr)) - S,

dr dx dx d
g (3.76)
~ L (g (i) + M) 2) ) - s,

realizando a regra da cadeia (3.4) em (3.76) e sabendo que y = %, temos

U(l) 1 2'LL0 3U0
L (0% ) = 1@ = (at) + o) T calnM) T - )

dx dx dy dx? d
., d dN1(y)\ du d d*u
1 1 0 0
— — + — N
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Considerando o problema (3.71) a equacao (3.10) passa a ser

0 == (052 - 55 (a052) - 5 (w2 ) + )
(

?Zz > AN, (y) d @2 (3.78)
_ _ Uo 1\Y Ug _ Up
=~ M) 3 = aly) = F T —al) g + @),
. d d2u0 Ad Ug
==, N W) g~ + (@)
d d2U0
= —d—y(a(y)Nl(y)) T2
Sendo assim, considerando (3.58) e (3.78) em (3.77), temos que
d du™ d>uy
(%) - ) = —eat M 379
assim com a equacao (3.71), obtemos
d3
F(r,2) = —ea(y)Ni(y)—"- (3.80)
Logo,
Fia2)] Fa,e) WML @3.81)
| F(z,€)|leqo —m[ax xs]—mrg[%)ﬁ ea(y) Ny e )

Assumindo que ug, Ny, a € C3([0,1]), temos que utilizar o Teorema de Weierstrass
(Teorema 2) .

Teorema 2 (Weierstrass). (KUDRIAVTSEV, 1983) Seja f : K — R continua no com-
pacto K de R™. Entao, [ assume valor maximo absoluto e valor minimo absoluto em
K.

Entdo existe constantes A;, A,, A3 > 0 tais que para todo = € [0,¢7!], temos

d3U0
da®

W )

a (f)( < As. (3.82)

€

E entao, de (3.81) e (3.82), seguimos que

[ F'(2, €)llego) < eA1AxAs. (3.83)
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Consequentemente, sendo B uma constante
| F(z,€)llcqoay) < eB. (3.84)
Portanto, de (3.75) e (3.84), seguimos que
¥ — uD oo < ellF (@, €)ooy < B, (3.85)

ou seja,
||u‘E — U(I)HC([OJ]) = 0(6) (386)

Logo, temos que quando ¢ — 0" a solugao «°(x) do problema original tende para a
SAF v (x, ). De forma analoga, quando ¢ — 07 a SAF u(!)(z, ) tende para a solugéo
up(z) do problema homogeneizado, ou seja,

||u(1) — UOHC([O,H) = O(S) (387)

Entao, de (3.86) e (3.87), e usando desigualdade triangular, temos

v = uolleqoay = llu = u® +u™ = ugllcqo,,
< luf = u oo + [[ut = wolleqo,) (3.88)
= O(e) + O(e),
= 0(e),
de onde concluimos que
Ju* = wlleqony = OF). (089

ou seja, uy € uma boa aproximacao para u° quando ¢ — 0. O

3.2 Caso Continuo por Partes com Contato Perfeito

3.2.1 Formulacao do Problema

Seja ¢ tal que 0 < ¢ <« 1. Consideramos o problema da distribuicdo de um campo
térmico estacionario sobre um meio heterogéneo e-periddico unidimensional. A con-
dutividade térmica a° : [0, 1] — R*. do meio € uma fungao positiva, limitada, -perioddica
e continuamente diferenciavel por partes. Assim, sem perda de generalidade temos
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que a temperatura u° satisfaz o problema de valor de contorno

( d
i
ﬂ—o [u] =0, = € T", (3.90)

|I( us(1)

onde a«°(z) = a(x/e) e f € a fonte de calor. Ainda, consideramos aqui que ha contato
térmico perfeito, ou seja, que o fluxo de calor e a temperatura séo continuos, onde [-]
representa o salto ao redor de cada descontinuidade x € I'* de a°(z).

D% ) = 1), 7€ 0.1,

3.2.2 Método de Homogeneizacao Assintotica

A aplicagao do Método de Homogeneizagao Assintotica ocorre de maneira seme-
lhante que para a equagao eliptica no caso continuo dado pela equagao (3.1). Iremos
propor uma expansao assintotica da SAF do problema, equivalente a (3.2), ou seja,

ut (z) = u® (2,€) = ug(z,y) + cur (2, y) + 2us(2,y), y = g (3.91)

em que as derivadas de u; e uy possuem o salto ao redor de cada descontinuidade.
Ao substituir a assintotica (3.91) na equacao (3.90), utilizamos a regra da cadeia (3.4),
comprovamos que uy(x,y) = u(z). Desenvolvendo da mesma maneira que 0s passos
(3.6)-(3.15), obtemos as equagodes para s ! e <° que sdo idénticas as equacgdes (3.9)
e (3.10) respectivamente, mas também as condi¢des de contorno dadas por (3.14) e
(3.15). Assim, somente falta aplicarmos as condigdes de contato perfeito dado pela
equacao (3.90),, que diferem do caso continuo, assim

[u®] = &° [ua] + € [ua] + O(?), (3.92)

] =< faw (G + 52)] +< Jow (G2 + 52)] +oen. o9

que, para ser satisfeita, os coeficientes de <° e ¢ devem ser nulos, de onde:

O Jug] = 0, |[a(y) (% + %)ﬂ o, (3.94)
e [ua] =0, Ha(y) (% + %)ﬂ 0, (3.95)

Estabelecidos por (3.9), (3.14) e (3.94) e, (3.10), (3.15) e (3.95), teremos entao os
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seguintes problemas recorrentes,

dug  Ouq
|[a(y) (% + Ty)ﬂ =0,yel, (3.96)
[u1] =0, yel,

| 11(0,0) = ui(1,0) =0,

2 (a052) =~ [ot) (B2 + 5)] - 2 (w52 ) + ) w € 0.0

H (8161 81@)" _ 0’ ye 1_‘7
dy

[[u2]] = 07 y e F7
UQ(0,0) = Uz(l,O) =0.

\

(3.97)
Temos que para cada =z fixo, como dito antes tornamos as derivadas parciais em
derivadas ordinarias, os problemas (3.96) e (3.97) sao da forma

(d AN A, (y)
@Pgw}zww—@,yemmm
ﬂwwgg—ﬁumﬂ—Oyer, (3.98)
[N]=0, y €T,

| N(0)=N(1)=0.

visto que N, (y) é a solucéo 1-periddica procurada.

O Lema 2 a seguir fornece uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia
e unicidade de solucdes 1-periddicas da sequéncia de problemas que resulta da
aplicacao do MHA. Ainda, note que I® = () se a° for continua, entdo cairemos no
Lema 1. Caso contrario, consideramo-nos aqui que ha contato térmico perfeito, ou
seja, que o fluxo de calor e a temperatura sao continuos.

Lema 2. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Sejam F(y) e Fi(y) diferenciaveis e 1-
periodicas, e a(y) diferenciavel por partes, 1-periddica, positiva e limitada. A condigcdo
necessdria e suficiente para a existéncia de uma solugdo 1-periodica da equacgao
(3.98) é que (Fy(y)) = 0, em quelF € conjunto de pontos de descontinuidades de

ay)el]=0C"-(0()"e() = / (-)dy sé&o os operadores de salto nos pontos de
0
descontinuidade de a(y) e de valor médio, respectivamente. Tal solugéo 1-periodica é

tinica salvo uma constante aditiva, ou seja, N(y) = N(y) + C, onde N é uma solugdo
1-periédica de (3.98) tal que N(0) = 0, e C' é uma constante arbitréria.
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Demonstracao: Necessidade: Seja N (y) solugao 1-periédica de (3.98) escrita como

d dN
d—y( W%~ Fily >) _ Ry). (3.99)

Aplicando o operador de valor médio em ambos os lados de (3.99), levando em
conta que Fi(y) € 1-periddica, temos que

(4 (a0 = Fw) ) =R (3.100)

Considerando a 1-periodicidade de a(y), N(y) e Fi(y) junto com a equagao (3.98),
no lado esquerdo de (3.100), sigamos que

L (% £ = [0 - £+ 3 fun - R
y y y =0

yel’
N =0. (3.101)
y=0

(8]

dy

dN
= a(l)d—y - — G(O)d—y

Portanto de (3.100) e (3.101) temos (Fy(y)) = 0.
Suficiéncia: Seja Fy(y) tal que (Fy(y)) = 0. Sejam y ¢ ' e T', 0 conjunto de pontos de
descontinuidades de a(y) menores que y. Assim, de integrar (3.99) temos

"R)ds = [ L (a(s) 2~ Fy(s) ) ds
/ [ 5 (o0

— ) - A+ Y el - )]+ (3102

dy el dy
em que
dN
dy |,=o

€ uma constante aditiva. Assim, levando em conta (3.98),, de (3.102) sigamos que

62_5 _ % ( /0 " Fy(s)ds + Fi(y) + cl) | (3.104)

Integrando (3.104) temos que

N(y) = /Oy % (/Ot Fy(s)ds + Fy(t) + Cl> dt + Cb. (3.105)
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Para N(y) ser 1-periddica, impomos que N(y + 1) — N(y) = 0. Logo,

Ny +1) = /Oy+1 % (/Ot Fo(s)ds + Fi(¢) +01> dt + Cy. (3.106)

Assim, da subtracao das expressoes (3.105) e (3.106), sigamos que

1

0= N(y+1)— N(y) = /yy+1 ol (/Ot Fo(s)ds + Fi(t) + 01) dt. (3.107)

t
. o . 1
Reparemos que / Fy(s)ds é 1-periodica, assim como —, Fi(t) e C;. Logo,
0

a(0)
/yyH % (/ot Fy(s)ds + Fa(t) + 01) it

_ <% (/0 Fo(s)ds+F1(t)>> e <%> 0, (3.108)

C——a <$ </Ot Fo(s)ds + Fl(t)>> , (3.109)

em que a = (a~'(t))"". Assim, de (3.105) e (3.109) temos que N(y) = N(y) + C, em
que C =Cs e

o= [ - f v )

Aplicando o Lema 2 em (3.96), tal que Fy(y) = 0 entdo (F,) = 0, obtemos que
existe solugdo 1-periodica de u; em relacdo a variavel y e utilizando separagao de

de onde,

dt.d

variaveis, supomos que u; = Nl(y)%, sabendo que % # 0 . Fazendo as devidas
manipulagoes, como feito em (3.40)-(3.42), temos a equacgao do problema local. Subs-
tituindo nas condicdes de contato perfeito complementando o problema (3.43), temos
o chamado problema local

(d dN1\  da(y)
d—y(a(y)d—y> =4 , y € (0, D\

[ 0= Ni(0) = Ny(1). yel

Aplicando o Lema 2 em (3.110), considerando N = N, Fyp = 0e I} = —a(y)
podemos verificar a existéncia de solugdo 1-periddica de N;. Levando em conta a
1-periodicidade de a(y) e sabendo que a(y) > 0, conseguindo assim a solugdo do
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problema local N, (y),

N T d 3.111
= [ (1) @.111)
logo substituindo N;(y) em w;, obtemos

. dUO Y Ei

Assim, substituindo u, e u; no problema (3.97) podemos agora encontrar u,. Fazendo
manipulacoes e aplicando o Lema 2, sabendo que N = us,

02 52 d? 9% [d
Fo = —aly) (d;f + axgly) + f(x) = —aly) {d;f * uoy (%Nl(y))} + f(@)
d2U0 (le

2 \dy T 1) + f(2)

= —a(y)

el = a(y)%, logo para obtermos que (Fy) = 0 fazemos os passos de (3.57)-(3.58),
obtendo a mesma equacao do problema homogeneizado dada por (3.59). Logo, a
exigéncia para a existéncia e unicidade da solugao u- esta realizada, entao a equacao
para u, € simplificada para

0 8U2 . d d2u0
5 (a0 52) == M) 3.113)
2
Considerando os passos de (3.61)-(3.67), supondo que uz(x,y) = N2(y)%, tendo
2
em mente que Cil;; =+ 0, temos entdo o segundo problema local
( d AN\ d
(a2 = M), v e O,
dN:
[No()],er = O, |[a<y>( dz(y) N N1<y>>ﬂ o (3.114)
Y yel’

\

Assim, aplicando o Lema 2 em (3.114), utilizando N = Ny, F} = —a(y)N:(y) e
Fy = 0, entdo temos solugdes de N,(y) 1-periodicas. Atentando para os passos de
(3.42)-(3.53), pelo calculo da média da condigao do Lema 2 obtemos N,(y)

Ny(y) = /Oy <<N1(y)> % - Nl(s)> ds. (3.115)
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Assim, uy(z,y) sera

un(z, y) = ‘5;‘20 /Oy ((Nl(y)) % _ Nl(s)) ds. (3.116)

Portanto, a partir das equacgao para u; (z,y) e us(z,y) a SAF pode ser escrita como

d2U0
dx?

ut () ~ u(2)(:1;,5) = up(z) + Ny (g) % + 2N, (g)

(3.117)

Construimos ent&o a expansao assintotica u(?), sendo esta uma boa aproximagéo
da solugao exata u° do problema original. Provaremos, a seguir, quao boa € a proximi-
dade entre a solucao do problema original «* e a solucao do problema homogeneizado
up quando ¢ — 0.

3.2.3 Proximidade entre as solucoes

Podemos estabelecer uma relacdo de proximidade entre a solucao do problema
original v e a solugdao do problema homogeneizado u, para avaliar quao boa
aproximacao é u, de u° quando ¢ — 07. Utilizaremos a expansao de primeira ordem
da SAF do problema, ou seja,

dUO

() ~ uD)(z, g) = ) &o 11
ut(z) = u'(x,e) = ug(x) + Ny (€> T (3.118)
Especificamente, vamos provar que
|u — “0||H3([0,1]) = (9(\/5) (3.119)

onde H'(92) é o espago das fungdes de L?(92) (fungdes de quadrado integravel) cujas
derivadas de primeira ordem também sao de L?((Q2).
Demonstracao:

Primeiro, utilizando a expansao assintética (3.118), vamos provar que

|u® — U(l)”Hg([o,l]) = O(\/E)- (3.120)

Substituindo a assintética (3.118) no problema original (3.90) temos, para cada
e >0,

( u®
% <as(g;)ddx ) — f(z) - F(z,¢), z € (0,1)

du®
W] =0, |a 0, zel” )
[u'™] , Ha(az) da:ﬂ , T E

L uW(0,6) =uM(1,6) =0

(3.121)

em que F é erro de tomar ") como solugéo de (3.1).
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Subtraindo (3.121) de (3.90) temos, para cada ¢ > 0,

@ (J(@%@f _ u<”>) = Fze), v € (0,1),

d
[ — u] =0, |[a€<x>@<u5 - u“)ﬂ =0, zeT", (3.122)

uf(0) — uM(0,¢) =0,
u€

(1) —u(L,e) =0,

\

Utilizaremos o principio do maximo generalizado para equacgdes elipticas, dado por

Teorema 3. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Sejau € H} (), Q C R?, a solugao
generalizada do problema

u’aQ =0.

{ o (AU@) ou ) + 2 @) + B2+ Ay = fa)+ 259 o o,

(3.123)
Os coeficientes A;; satisfazem condigoes de simetria A;j(x) = Aj;(xz) e positividade
Agj(x)nm; > kmimi¥n € RY, onde k é uma constante positiva. Para esta solugdo a
seguinte estimativa é valida:

ull gy < e <Hf||L2(Q) +> Hfz'||L2(Q>> : (3.124)
=1
onde ¢ > 0 é uma constante. Para simplificacdo, adotou-se a notacao de Einstein para
a soma por indices repetidos em um termo.

Ao aplicarmos o Teorema 3 em (3.122), teremos a estimativa

[ — ™| 1oy < €llF 2o, (3.125)

onde ¢ > 0 € uma constante. Assim, para estimar |[u° — u(1)||H3([071D € necessario
obtermos uma expressao para F(z,¢) a partir da equagao do problema (3.121), ou
seja,

()
F(z,e) = f(x) — 4 {as(x)d ] . (3.126)
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Considerando o problema (3.121) a equacao (3.97) passa a ser

0 =5 (%) - 5 («nF) - 51 (a0 G ) + s
S a(@/)% +a% {a(y)a% N1(y)%)] + f(z)
Y [a(y)g% <N1(y)%)] : (3.127)

Sendo assim, apds manipulagdes temos

3u
F(z,e) = —5a(y)N1(y)%. (3.128)

1
Lembrando ||u||%. = [ w*dx, de (3.128) seguimos que
L2([0,1]) 0

1 2
HFH%2([0,1]):52/ (a(y)Nl(y)W> dz. (3.129)
0

Notamos que

(&(y)f\h(y)%>2 =

Assumindo que u, € L3([0, 1]), tem-se pelo Teorema 2, que existe A; > 0 tal que

d3u0

(y)Nl(y)W il

e ) . (3.130)

- (\a@)wy)r

d3U0
—F| <A (3.131)

Logo, de (3.130) e (3.131), segue que

d*ug ’ 2 2 2 2
(el | 0| ) < ANt = ) Vi) (3132
e de (3.129) e (3.132), temos que
1

P10y = 242 [ N (3.139)

Assumindo que Ny, a € ([0,7']), pelo Teorema 2 temos que existem B;,By > 0
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tais que, para todo z € [0,], temos

w (2)] =5,
9

a (f)] < B,. (3.134)

€

Tomando B = max{Bj, B2} seguindo de (3.133) que

1
: 1
11720 = 52A§B4/0 do = A{B'_ = eAjB". (3.135)

Consequentemente,
1P| 22 0. < VEAI B (3.136)

Portanto, de (3.136) com ¢ = A, B? segue que

[u® = u || 1oy = O(VE). (3.137)

De forma analoga obtemos que

||U(1) - U0||H§([0,1}) = O(\/E) (3.138)

Entao, de (3.137) e (3.138), e usando desigualdade triangular, temos

[|u — U0||H3([0,1]) = flu® — uW +ul® — Uo||Hg([o,1}),
< = u® gy o, + e = wollmy o (3.139)
= 0(Ve) + O(Ve),
= 0(Ve),
de onde concluimos que
[|u® — U0||H01([0,1]) = O(\/E), (3.140)

ou seja, uy € uma boa aproximacgao para u° quando ¢ — 0. O

3.24 Exemplo

Na figura 15 apresentamos um exemplo ilustrativo do fato de que u® — uy e u) —
up quando ¢ | 0. Sejam o sumidouro unitario uniformemente distribuido f(z) = —1, e
a condutividade térmica

a(y):{ ar, y € (0,0.5—68) U (0.5+4,1), @.141)

as, y € (0.5—19,0.5+9),

coma, > 0,r = 1,2ed € (0,0.05) . Este caso representa um compdsito con-
dutivo bifasico com fases constituintes homogéneas. Aqui I' = {0.5 — §,0.5 + ¢}.
A condutividade efetiva correspondente é @ = <a_1>_1 = (cia;' + cpa;!') onde
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e=1 e= 12 =14
3.1 ER 3.1

] AL ] ]
. Y 0 -T00ugt

1.9 1.9 18

0.06 0.06 0.06

A\ A
0.03 0.03 / 0.03 ,"'.' \ / \ ."IIIII". / \
of \ .-"I \ ."|l IIII. / II".
II". / II'I. / \ .l'il L/
0.03 -0.03 008 v.’ \ U,’ 'I"-.'“ 'I"'.ff

N1[5|'.f;:]
=
[=

008—37 04 08 08 1 %57 o5s o8 o8 1 %5z 0+ 08 08 1
0.06 0.06 0.06
0.04 0.04 0.04
=2
0 0 1]
0 02 04 08 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 08 08 1
X E X

Figura 15: Exemplo equacao eliptica continuo por partes com contato perfeito

co = 20 = 1 — ¢;com ¢, a concentracao da fase r . A solugao do problema homo-
(1l —x)

geneizado € ug(z) = ST enquanto a solucao do problema local é
a

Ay,y € (0,0.5 —9),
Nl(y): (Z—:(A—l—l)—l)y—l—B,yE (0.5—(5,0.54—5), (3.142)

onde A e B sao obtidos das condi¢coes de contato. De uy, e N; dados em (3.142)
se obtemos a solugdo assintotica u") do problema original. A solucdo exata u. do
problema original obtemos de maneira analoga a Ny, ou seja, resolvendo em cada
intervalo e obtemos as constantes de integracao a partir das condi¢coes de contato e
de contorno. Os resultados apresentados na Figura 15, foram obtidos considerando
a1 =2,a,=3€0=0.25.

Na Figura 15, apresentamos na primeira linha temos coeficientes constitutivo a°
(e-periddico e rapidamente oscilante para « pequeno) e efetivo a, o coeficiente efetivo
gue permanece o mesmo independente do ¢ e temos 0 a° que a medida que ¢ —
0 ele oscila rapidamente. Na segunda linha temos a solugao do problema local V;
correspondente para valores decrescentes de ¢ (evidenciando sua periodicidade). Na
terceira linha a solugéo do problema homogeneizado u,, a SAF truncada em vV e a
solugao do problema original «#, vemos que quando ¢ = 1 as ug, ! e «* ainda séo
distinguiveis a medida que ¢ — 0 como no exemplo com ¢ = ;11 as 3 solucgodes ja se
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tornam indistinguiveis (evidenciando a proximidade entre elas quando ¢ decresce).

3.3 Comparacao caso continuo com o caso continuo por partes
com contato perfeito

O objetivo desta secao é mostrar dois casos com a mesma propriedade efetiva,
a saber, um compdsito bifasico e um material funcionalmente graduado, ambos com
microestrutura periddica. O estudo é realizado no contexto da termostatica unidimen-
sional, isto €, dado um meio heterogéneo unidimensional em equilibrio térmico, estu-
dar a distribuicao estacionaria de um campo de temperatura sobre ele nos casos em
qgue a condutividade térmica é constante por partes com contato perfeito e continua-
mente diferenciavel, respectivamente. Apresentamos um exemplo ilustrativo do fato
de que v — wuy e uY) — ug quando ¢ — 0T e a comparagao dos casos continuo e
continuo por partes com contato perfeito(chamado de discreto na Figura 16) conside-
rando f(z) = —1.

O caso do continuo com contato perfeito € um compdsito condutivo bifasico com
fases constituintes homogéneas. A condutividade térmica é

(3.143)

ar, y € (0,0.5—0)U (0.5+4,1)
aly) = {

s, Y € (05 — 5, 0.5+ 5)

coma, >0,r =1,2,ed € (0,0.5). Aqui, o conjunto de descontinuidades de a(y) na
célula basica é ' = {0.5 — 4,0.5 + ¢}. A condutividade efetiva correspondente é

a1 Q2

-1
0= (a’l(y)yl _ (ﬁ + 0_2) ’ (3.144)
onde ¢, = 26 = 1 — ¢; com ¢, a concentragao da fase r. A solugao do problema local é

Ay, y € (0,0.5 =)

Ni(y) = (
Aly—1), y € (0.5 —9,1)

%(A+1)—1>y+B, y € (0.5-26,05+0) (3.145)
2

onde A e B sao obtidos das condicdes de contato. De uq e N; dados acima se obtém a
solugdo assintética v do problema original. A solucéo exata u° do problema original
se obtém de maneira analoga a Ny, ou seja, resolvendo em cada intervalo e obtendo
as constantes de integracao a partir das condigoes de contato e de contorno. Em

. . V15 -3
particular, considera-se que a; = 1.25,a, = 0.7 § = ——.
O caso continuo corresponde a um meio condutivo funcionalmente graduado com
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. I 1 ~ .
a condutividade térmica a(y) = 1 + 1 cos(2my) . A solu¢do do problema local é

e calculou-se a integral numericamente para cada y. Em ambos os casos condutivi-

V15

(3.146)

dade efetiva correspondente € a =

Na Figura 16, apresentamos, para ambos os casos, 0 comportamento da condutivi-
dade «°(x) (primeira linha), da fungéo local N, (g) (segunda linha), e da solucao ug do

problema homogeneizado juntamente com a solugao assintética u'" (z, £) do problema

_ L 1
original (terceira linha), para valores decrescentes de ¢ (¢ = 1, 3 e 1 para as colunas

. X ~
1, 2 e 3, respectivamente). Observamos que, quando ¢ decresce, a°(z) e N; (—) sao
£
rapidamente oscilantes e periédicos como esperado, e que uY) — w,.

e=1 =12 e=1/4
1.3 1.3 1.3
—a° (discreto)
1.15 — &° (continuo) 1.15 1.15
« —— 2 (efetivo) < <
=< 1 x 1 = 1
‘o ‘o ‘o
0.85 0.85 0.85
0.7 0.7 0.7
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X X
e=1 e=1/2 e=1/4
0.07 0.07 0.07
JR— N1 (caso discreto)
0.035[| — N, (caso continuo) 0.035 0.035
z T T
X 0 = 0 = 0
z z =
-0.035 -0.035 -0.035
-0'070 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -0'070 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0'070 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X X
e=1 e=1/2 e=1/4
0.14 0.14 0.14
@ 0.105 < 0.105 @ 0.105
x x x
S 007 = . S 007 S 007
= —u'" (caso discreto) = =
= 0.035 —u® (caso continuo) = 0.035 5~ 0.035
—u,
0 ] 0
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 16: Comparacdo dos modelos continuo e continuo por partes com contato
perfeito(discreto) para equacao do eliptica
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3.4 Caso Continuo por Partes com Contato Imperfeito

3.4.1 Formulacao do Problema

Para cada ¢ fixo, 0 < ¢ < 1, consideramos o seguinte problema de valores de
contorno para a equacao de calor estacionaria com campo de temperatura u°:

% [aa(x)ﬁf} = f(x), € (0, 1)\[*
~ 1] = ai0) g

@) =4 wreh (3.147)
g, T € QQ

, xel*

du®
€ =0, zel”
UF|omo = Py, U |p—1 = ha, x € (0,1)

\

onde u° € o campo de temperatura, a°(x) = a (g) é a condutividade térmica, fungao
e-periédica, rapidamente oscilante, continuamente diferenciavel por partes, positiva e
limitada; f € a fonte de calor, I'* € o conjunto de pontos de descontinuidades de a°(z)

que correspondem as interfaces entre as constituintes, [-].cr- € 0 salto ao redor de

cada descontinuidade de «°(z), a condutancia interfacial 5° = p estabelece a propor-

. ] 6 . Ve
cionalidade entre o salto da temperatura e o fluxo de calor nos pontos de ['* em si é
continuo nestes pontos.

3.4.2 Meétodo de Homogeneizacao Assintotica

A aplicacao do Método de Homogeneizagcao Assintotica ocorre de maneira seme-
lhante do que ja foi visto até aqui nos casos continuo e continuo por partes com con-
tato perfeito. Assim, somente falta aplicarmos as condi¢des de contato imperfeito dado
pela equacao (3.147),, que diferem do caso com contato perfeito,

)
[w],—y, = [[u@)]]y:yl = [uo(2)],—,, +€° [wl,—,, +e [ua],—,, = % (al(y)dzx ) . (3.148)

Assim, aplicando a regra da cadeia (3.4)

du? o [dug  Ouy dug  Ouy 5 OUs
= — 4+ — —_— 4+ — — 14
dx g(dx+8y)+€(dx+ay>+€ oz’ (3.149)

assim, obtemos a condigao de contato imperfeito

du® € dug  Ouy g2 dug  Ouy 5 OUs 3
i —Bal(y) (E—l-a—y) +Ea1(y) (%—f—a—y) + & %4-0(6 ) (3150)
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Temos que ug(x) é continua, entao [uy(z)] = 0. Substituindo (3.150) em (3.148) e
agrupando por poténcias de ¢, temos que
du. ou
al (y) _0 + _1 = _B [[ul]]y:yl ?
dx dy
(3.151)
8u1 81&2 o
a1(y) (% + 8_y> = —B[ua],,, -
Teremos entao os seguintes problemas recorrentes,
( 0 8u1 0 duo
— — ) == — \D
o (005 ) =5 (a)2) . ve 0.0
duy 8u1>
a — +— | =-Bw],_, ,8>0
| o) (G 5 ) = Bl 0 1o
3u1 dUO .
lon (5 + )], -
L ule,yG(O,l),
e
( 0 3u2 0 dUO (9u1 0 8u1
— ) =—-= — 4+ )| - = — D\D
o (0052 ) =5 |t (52 + 5| - 55 (aG) + £ ve 0.0,
6’u1 8u2
— 2 ) == r
i) (G + 52 ) = -l yer.
8U2 8u1 .
|[a(y) (8_y + %”] =0,yel,
L quo,yG(O,l).
(3.153)
Temos que para cada z fixo, como dito antes tornamos as derivadas parciais em deri-
vadas ordinarias, os problemas (3.152) e (3.153) sé@o da forma
( d dN dF
- | = — DA\
o a5 = R + % e O,
dN
— = F =0
lwG -rw] -, o154
dN
a(y)d—y - =—-6[N],_,,,8>0,
| N(0) =0,

visto que N;(y) € a solugdo 1-periodica procurada. O Lema 3 a seguir fornece

uma condicdo necessaria e suficiente para a existéncia e unicidade de solugoes
periddicas da sequéncia de problemas que resulta da aplicagcdo do MHA.

1-

Lema 3. (ALVAREZ-BORGES et al., 2018) Sejam a(y), Fy(y) e F\(y) diferencidveis por

partes, com a(y) 1-periodica, positiva e limitada. Entdo (3.154) temos solugdo N (

y)
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1-periodica se e somente se (F,) = 0. Tal solugdo é unica salvo uma constante aditiva,
talque N = N +C, N(0) =0

Demonstracao: Necessidade: Seja N(y) solucao 1-periddica de (3.154) escrita como

d dN
o (a(y)@ - Fl(y)) = Fy(y). (3.155)

Aplicando o operador de valor médio em ambos os lados de (3.155), levando em
conta que F;(y) é 1-periodica, temos que

<% (a(@% - F1<y>)> — (Ry(w)). (3.156)

Considerando a 1-periodicidade de a(y), N(y) e Fi(y) junto com a equagao (3.154),
no lado esquerdo de (3.156), sigamos que

di a(y)il—N—Fl(y) = (y)C;—N—Fl(y) y:1+
Y y y Y0

> [ - Ao

yel’

. = a(0) (il—];[

Portanto de (3.156) e (3.157) temos (Fy(y)) = 0.
Suficiéncia: Seja Fy(y) tal que (Fy(y)) = 0. Sejam y ¢ ' e T', 0 conjunto de pontos de
descontinuidades de a(y) menores que y. Assim, de integrar (3.155) temos

"Rs)ds = [ L (a2 pis)) ds
| [ (e

— a5 - F)+ X [ - Fiw] + 6. (@158

dN
dy

dN

= a(1) 0

— a(0)

y=1

aN —0. (3.157)
dy y=1 y=0

dy Yy=uy1 dy
em que
N
Cy = Fi(0) — a(0) (3.159)
dy =0

€ uma constante aditiva. Assim, levando em conta (3.154),, de (3.158) sigamos que

C;_]yv _ ﬁ (/Oy Fo(s)ds + Fi(y) + 01) . (3.160)

Integrando (3.160) temos que

Ny)+ YN - N(0) = /Oy ai) </0t Fo(s)ds + Fi(t) + 01> dt+ o (3.161)

Yy=y1 (t
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e N(0) = 0, obtemos

1
Sabendo que [N],-,, = 3 (a(y)d—y - F1(y))
yely

N(y) = /Oy % (/Ot Fo(s)ds + Fy(t) + 01) dt +Cy+ % (a(y)% _ Fl(y))

Y=y

(3.162)
Para N(y) ser 1-periddica, impomos que N(y + 1) — N(y) = 0. Logo,

0= N(y+1)=N(y) = /yw1 ai) (/Ot Fo(s)ds + Fi(t) + 01> dt++ (a(y)cg—]yv _ Fl(y))

(t B yer,
(3.163)
Assim,
Ci=—a <$ (/Ot Fo(s)ds + Fl(t))> + % G@)% - Fl(y)> L Ge

emaqued=(a'(t)) . O

A aplicacao do Lema 3 nos problemas (3.152) e (3.153) ocorre de maneira se-
melhante do que para o caso continuo por partes com contato perfeito. Aplicando o
Lema 3 em (3.152), tal que Fy(y) = 0 entdo (F,) = 0, obtemos que existe solugao 1-
periddica de u, em relacdo a variavel y e utilizando separacao de variaveis, supomos
que u; = N, (y)%, sabendo que % =# 0 . Fazendo as devidas manipulagdes, como
feito em (3.40)-(3.42), temos a equacao do problema local. Substituindo nas condi¢oes
de contato imperfeito complementando o problema (3.43), temos o chamado problema
local

(d dN1\  da(y)
d_y (a(y)d—y) - - dy y Y € (O’ 1)\F

q AN dN1(y) _ (3.165)
BN, =G o), o) (T2 1)) =0

Aplicando o Lema 3 em (3.165), considerando N = Ny, Fp = 0e I} = —a(y)
podemos verificar a existéncia de solucao 1-periddica de N;. Levando em conta a
1-periodicidade de a(y) e sabendo que a(y) > 0, conseguindo assim a solugao do
problema local N,(y), logo substituindo N;(y) em wu;, e assim, substituindo uy € u; no
problema (3.153) podemos encontrar u,. Fazendo manipulagdes e aplicando o Lema
3, sabendo que N = us,

d*u 0%u d*u 0? du
Fo=—aty) (T + g ) +10) = =al) | G2+ 5 (emi )| + @)
Puo (4N

— a2 (G 1) + 10
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eF = a(y)%, logo para obtermos que (F;) = 0 fazemos os passos de (3.57)-(3.58),
obtendo a mesma equacao do problema homogeneizado dada por (3.59). Logo, a
exigéncia para a existéncia e unicidade da solugao u, esta realizada. Considerando

d2
0s passos de (3.61)-(3.67), supondo que us(z,y) = NQ(y)WUQO, tendo em mente que
2
Czuzo = 0, temos entao o segundo problema local
Xz

( d dNs d
M (a@)d—y) =~ 2 M), v € 0.0\
B[Nl = al(y)% T a(y)Ni(y),

o) (222 + M) =0,

y=mn

(3.166)

Assim, aplicando o Lema 3 em (3.114), utilizando N = Ny, F} = —a(y)Ni1(y) e
Fy, = 0, entdo temos solugdes de N,(y) 1-periddicas Atentando para os passos de
(3.42)-(3.53), pelo célculo da média da condi¢gao do Lema 3 obtemos N, (y)

y .
vl = [ (1) 55 - ) ) ds (3.167)
0 a(s)
Assim, uy(z,y) sera
dQUO Y a
walog) = 2 [ () o = Nito)) . (3.168)
Portanto, a partir das equacao para u;(z,y) € us(z,y) a SAF pode ser escrita como
uf () =~ u®(z,¢) = up(x) + eV (E) dug +&2N, (E) d2u0' (3.169)
’ e/ dx e/ dx?

Construimos entdo a expansao assintética u(?, sendo esta uma boa aproximacao
da solucao exata u© do problema original.



4 HOMOGENEIZACAO DE MEIOS UNIDIMENSIONAIS M-
CROPERIODICOS PARA A EQUACAO PARABOLICA

4.1 Caso Continuo

4.1.1 Formulagao do problema

Nesta secao abordamos que o problema da conducao do calor em um meio unidi-
mensional micro-heterogéneo e peridédico com capacidade calorifica unitaria. O pro-
blema consiste em encontrar a temperatura u° duas vezes continuamente diferenciavel
na variavel espacial z € [0,1] e uma vez continuamente diferencidvel na variavel
temporal t € R,, sendo ¢, 0 < ¢ < 1 e continuamente diferenciavel o parametro
geométrico que caracteriza a micro-heterogeneidade do meio. Tal fenémeno fisico é
modelado por

e e
0811 B (% (Ga(x,t)aal;) = f(z,t), (z,t) € (0,1) x RY
u®(x,0) = v(x), x € (0,1)
u(0,t) =u(1,¢) =0, t € RY,

(4.1)

onde v € C?([0,1]), v(0) = v(1) = 0, é a distribui¢ao inicial da temperatura e f € uma
fungao continua que representa a fonte de calor. A condutividade térmica G° € uma
funcao e-periddica em =z, positiva, limitada, e continuamente diferenciavel.

4.1.2 Método de Homogeneizacao Assintotica

Consideramos a seguinte expansao assintotica da solugcao do problema:

U(2)<l’,t7€> = UO(.T,y,t) + Eul(xay7t) + €2u2($,y,t), Y= g (42)
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Substituindo u® (4.2) em (4.1), temos que

ou® 9 [ ou®
o (C@n%) - ren = o), 4.3
2(u + euy + €%u )—g Gy t)2 (uo +euy + %uz) | — f(z,t) = O(e), (4.4)
ot 0 1 2 o ) ox 0 1 2 ) ) .
8U0 E)ul 26102 _ 8 8u0 8%1 28162 _ o
5% o TS o {G( 1) (8x teg T 8x>} f(z,t) = O(¢).(4.5)

Empregando a regra da cadeia (3.4) e agrupando por poténcias de ¢, obtemos uma
igualdade assintotica

0 ou 0 ou, Ou 0 ou
iy (cwny) v {5y [ewn (55 + 52 + 5 (cw0 5y )}
0 ou ouy 0 Oou;  Ous ou
s s [own (G2 + 5 )] oy [own (G2 + 5) |+ -1} =
(4.6)

que, para ser satisfeita, os coeficientes de =2, =~ e £” devem ser nulos, de onde:

—9 . 0 8u0 i
g <G(y,t)a—y) =0 (4.7)
2D (an®) D () 2 (g 2t
=gy (G(y,t) ay) == (G(y,t) 8y) o (G(y,t) (91:) (4.8)
0 Ous 0 ou ouq 0 ouq ou
gy (c0nGy) =5 |own (G4 57) | - 5 (cwa 3y )+ 5 -1
(4.9)

Tais equacgdes sao complementadas por condigcdes que resultam de substituir a
assintética «? nas condigbes de contorno e iniciais do problema (4.1), isto &,

u?(0,t,€) = ug(0,0,t) + cuy (0,0,1) + £2uy(0,0,t) = 0, (4.10)
1 1 1

u?(1,t,e) = ug (1, —,t> + cuq (1, —,t) + e%uy <1, —,t) ~ 0, (4.11)
5 5 3

assim
1
UO(0,0,t) = Up (1, g,t) = 0, (412)
1
ul(0,0,t) = U1 (1,g,t> :0, (413)
1
uz(0,0,t) = U2 (1,g,t> :O, (414)



e da condic¢ao inicial
u?(x,0,e) = ug (x, z, 0> + euy (a:, z, 0) + e%uy (x, E, 0> ~ v(r),
9 g 9
logo temos que
o (.5.0) =
» 57 -
(. 0)
g
Uo (m L O) =0.
g
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(4.15)

(4.16)
(4.17)
(4.18)

Obtemos uy, u; € us, respectivamente, das equacgodes (4.7)-(4.9) juntamente com as
condicOes alcancadas de (4.10), (4.11) e (4.15) estabelecendo assim uma sequéncia

de problemas, dadas por

Ve

3162 o 0 8ug 8u1 0 8u1
2y <G(y,t) o) s [G(y,t) (aa: y )} o (G(y,t) 8x) +

(4.19)

(4.20)

-/

(4.21)

O problema (4.19) de u, podemos seguir do mesmo modo feito em (3.31)-(3.37)
obtém-se a independéncia da variavel local y do primeiro termo da assintotica, ou seja,

U,()(le,y7t) = Uo(ﬂf,t).

(4.22)
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Utilizando (4.22) no problema (4.20), para obtermos u;, temos que

0 oupy 0 Ouyg
5 (cwn%e) =4 (cwn). (4.29)
Empregando o Lema 1 em (4.23) com a = G(y,t), temos que N = u; e F =
_8% (G(y,t)%). Deste modo, a equacao (4.23) pode admitir uma solugao u; 1-
periodica com respeito a y, se e somente se, <8% (G(y, t)%)> = 0. Assim,
0 Juyg 1o dug
— — )=/ = — = 4.24
(5 (cw0%2)) = [ (cwne) an—o (4.24)

sabendo que G(1) — G(0) = 0. Logo, temos que (4.20) realmente admite uma solugao
uy 1-periddica com respeito a y. No entanto, consideramos que u; pela linearidade do
operador seja da forma

. auo
Entao substituindo (4.25) em (4.23) temos que
0 8N1(y,t) auO o
3 (G(y,t) B +Gyt) ) 5> =0. (4.26)
Conforme a hipétese, atribui-se % # 0 para do =z € (0,1), entdo teremos a
equacao do problema local
0 ON1(y, 1) B
o (G(y,t) By + G(y,t) ) =0. (4.27)

Complementado com a unicidade N,(0,t) = 0, teremos o problema local:

{ 2 (a@m)w) = 960D o), t>0

dy dy dy (4.28)
N,(0,£) =0, t > 0.

Resolvendo de forma semelhante da feita no problema (3.43) para o problema
(4.28), temos que

1

G(t) = (G (y, 1))

€ o chamado coeficiente efetivo e que

Ny, ) = /0 ’ < G(ét)t - 1) ds. (4.30)

(4.29)




59

Portanto, a solugao u, sera

Oug [Y e
w (z,y,t) = ax“/o (G(éti) — 1) ds. (4.31)

Substituindo u, e u; no problema para encontrar u, (4.21) fica

8 8u2 N 82U0 aNl (y, t) 82160
5 20 Ou (4.32)
0
—a—y(G(y,t)Nl(y,t)) > T o0 — f(z,1)
~ N ~
note que G(t) = G(y, t)%yy’t) + G(y, t) entdo
0 8u2 o 82’&0 0 82u0 3u0
= — - = N — 0429 . (4.
o (cwn%2) = -0 5% - SN G + 50 - fwn. @3
. - 82’&0
Aplicando o Lema 2 em (4.33), utlizando N = u, € F = —G(t) o
g(G(y, t)Ni(y,t ))%u; - % — f(z,t), segue que a condigao necessaria e suficiente
Y

para que exista u, solucao 1-periddica é que

~ . 0%u 9, 0?u 8u
0 < G()aﬁ“—a—y(G(y,t)Nl(y,t)) A

L ).

G() 8:152 > - <0%(G(y’t)Nl(y’t))% > ’ <%> - e, (4.34)
a% t))> %2“0 é(t)%%“ = f.t) |
t),

LAl %—ﬂ

Up

72

0

2
~G(t

pois G(y,t) e N1(y,t) sao 1-perioddicos com respeito a y e ¢, entdo obtemos a equacao
homogeneizada

8 Ug 8u0 .
52 = fl,1). (4.35)

Complementando com as condigoes (4.12) (4.16) atualizadas por (4.22), produz o
problema homogeneizado

~G(1)

{ G1) Gl a“°—f<g; t), z € (0,1), t >0, (4.36)
uo(0, t) uo(1, t) 0, up(z,0) = p(x).

Considerando a equacao (4.33) e (4.35) para encontrar u, € substituindo no pro-
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blema (4.21), obtemos

0 aUQ A 82U0 0 821143 8N1 (y,t) 821L0
oy (G(y’t>a_y> = G(t)w - a—y(G(%t)Nﬂyi)) 9z G<y’t)8—y 92

0
Ox? 82t ot ,
A 0 Up 0 Up
(G(1) = Gly,1) 55 — (G — Gy 1) 5
- (G oM. )2
a Y, 1\Y, 8x2
82u0
(4.37)
Supomos que
(@9.8) = Naly ) 212 (4.39
U2\, Y, - 2\Y, 8$2 . .
E entao (4.37) passa a ser
0 0N2(y,t) 82UO _ 0 82U0
o (cw ™) T8 - - G om0 G, o
0 8N2(y,t) 82’&0 . )
. 62U0 ~
Considerando que 92 # 0, temos entao o segundo problema local
— |Gy, t) [ —=Z< + Ny(y,t) )| =0,
6y[ (y )( o + Ni(y, 1) (4.40)
N2(07 t) = 07
aplicando o Lema 2 para verificarmos a existéncia de solugdo 1-periédica, onde
N = Ny(y,t) e F = —%(G(y,t)Nl(y,t)). Levando em consideragdo, 0s passos

de (3.42)-(3.53), pelo calculo da média da condicao do lema obtemos a constante

o~

K3 = (Ni(y, 1)) G(t). Logo, N(y) sera

Ny.t) = [ <<N1<y,t>> o - N1<s,t>> is. (4.41)

Assim, us(z,y,t) sera

sy 1) = 5 / ’ (<N1<y,t>> foi) - N1<s,t>> ds. (4.42)
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Portanto, a partir das equagao para u,(z, y,t) e us(z, y, t) a SAF pode ser escrita como

) Ot (4.43)

u(z,t,e) = up(z,t) + Ny (—,t e
T

82
: x) U

2
N (-,t .
el € ox?

4.1.3 Proximidade entre as solucoes

Podemos estabelecer uma relagao de proximidade entre a solugao do problema
original u© e a solucao do problema homogeneizado u, para avaliar quao boa
aproximagao é u, de «* quando ¢ — 0. Especificamente, vamos provar que para
todo 7' > 0 fixo, cumprimos

[ — woll 0,11 xo,77) = O(VE), (4.44)

onde H'(Q) é o espaco das funcdes de L?(2) (funcdes de quadrado integravel) cujas
derivadas de primeira ordem também sao de L?().
Demonstracao:

Vamos considerar a expansao assintotica de primeira ordem do problema (4.1)

) _ A
u(x,t,e) = up(z, t) + Ny <€’t> o (4.45)
Substituindo (4.45) em (4.1) temos, para cada ¢ > 0, que
oV 9 [ ou® i
= o (G0 %) = Fe - Pt 0 € 0.0) xR »
u(z,0,2) = v(), = € (0,1) (449
u(l)(O,t,e) = u(l)(l,t,g) =0, te R}
em que F(z,t,¢) é erro de v em (4.1). Subtraindo (4.46) de (4.1) temos
0 0 0
Iy - 68 A 5 e (1) _ *
8t(u ut) 5 (G (a:,t)ax(u u )) F(x,t¢),(z,t) € (0,1) x RY
uf(z,0) —uM(z,0,6) = 0, = € (0,1),
u(0,t) — uM(0,¢,e) = w*(1,t) —uM(1,t,6) = 0, t € R%.
(4.47)

Utilizaremos o principio do maximo generalizado para equagdes parabdlicas.

Teorema 4. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Seja u € H} (2 x (0,T)), Q@ C R4,
solugao generalizada do problema
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ou 0 ou
Ofi(x,t)
8ZL'Z‘ ’

S(z,t)

ou
Qxi
U‘C‘)Q =0,t € (O,T),

u(a:,O) :¢($), 77/} € H&(Q)7

!  +Bi(z.1) + Az, t)u = f(x,t) +

v el t e (0,T)  (4.48)

\

onde S(x,t) > Sy > 0, tal que, S, e uma constante. Os coeficientes A;; satisfazem
condigdes de simetria A;;(z) = A;;(x) e positividade A;;(x)nim; > rknimi, Vn € RY, onde
k > 0 é uma constante.

Para esta solugdo a seguinte estimativa é valida:

ul| g2 @x o) < e(T) (\W(fﬂ)\\L?(Q)Hme(Qx(o,T)) + Z HfiHLZ(Qx(o,T))) : (4.49)
=1

onde ¢ depende de T'.

Ao aplicarmos o Teorema 4 em (4.47) temos, para cada 7" > 0,

lu® = el ga ooy < CDNF (@5t €)| 2 (0.11xp0.17), (4.50)

em que ¢(7T') é uma constante. Teremos de (4.46) uma expressao para F(z,t,¢)

R ou® 9]
o (@0 %) = 1) = S + eunle0) - fo)
0 0
- a_x <G(y7 t)%(U()(I, t) + euy (13, Y, t))
0 0 Oug
- e (wle.0 + M0 5e)]
0 8u0
# 41 (e + M52 - s
(4.51)
. . oy o 8N1 (y, t)
aplicando a regra da cadeia, sabendo que G(y,t) = G(y,t)+ G(y, t)a—y, obtemos
ou® 9 i ouV Ouyg 0%y Py
% 92 (G (,t)—- ) —fla,t) = 5= +eNily )55 = eGly, )Ny, ) 5
~ Ouy O d%uq

(4.52)
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No entanto, para obtermos u, considerando (4.9)

0 dug 0 ouy 0 ouy Oup
0 =5 (6w0%2) - 2 (605 ) - 5 (GG ) - flan + 52,
. 0 8u0 0 0 8u0
— o (cwn52) - o [cwog (Mo G2 | - e
0 0 Juyg Oug
~ oy |:G(y7t>£ (Nl(y’t)%ﬂ t o
0 0%ug IN:(y, t) O*ug 8 ) Ouy
. 0 82U0 -~ 82U0 8U0
= _a_y(G(yat)Nl(yat))W - G(1) 902 flz,t) + TR
(4.53)
E entao, de (4.53), temos
(9u0 . 0 82u0 -~ 82u0
—f(x,t) + el 8_y(G(y’ t)M(Z/J))W + G(t)w> (4.54)

substituindo (4.54) para simplificar a equacao (4.52)

gu) 9 (. au(l) 82 DPug

ou seja,
82 83U0

F(I,t,é‘) = _5N1(y7 )ata +8G(y7 )Nl(y’ )ax

(4.56)

Assim, utilizamos a norma L?

T 1
llull L2(o,yx[0,77) = \// / u?dzxdt, (4.57)
0 0

para estimar ||u — u/ ||L2(01}X[0T Substituindo « de (4.57) por F(x,t,¢) de (4.56),
sabendo que y = g temos que

83UQ 82u0 2
19t onon == [ [ (G005 - Nty )52 ) . (450)

Reparemos que

, 2
8510 82u0

(Gomm 05 - M0 55

83u 82160

) - 'G(Zl;t)Nl(yat>aT; - Nl 055,

< (164N (.1

200 2
gtaz ) :
(4.59)

Assumindo que uy(-,t) € C3([0,1]) para todo ¢t € [0,7] e que uy(z,-) € CL([0,T])

ABug
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temos, pelo teorema 2, que existe constantes A;, A, > 0 tais que

83u0

ox3

82U0

<
<A, ‘ otox

< As. (4.60)

Seguindo A = max{A;, A2} e substituindo (4.60) em (4.59), temos por consequéncia

33u0
Ere + [N (y, t)|

% ) < A(|G(y, N1 (y, )] + [Ny (g, 1)])?
= A*(G(y,t)Ni(y, 1) + Ni(y. 1))

= A2NP(y, t)(G(y, t) + 1)

(|G<y,t>zv1<y,t>|

(4.61)
Assim, substituindo (4.61) em (4.58), com y = g
T 1
IENZ 20 xpry < 52142/ / Ny, t)(G(y, t) 4+ 1)*dxdt
0 {0 . . (4.62)
_ 242 2 (4 o 2
.y T/O N (€,t> (G(E,t) +1)2d.

Veja agora que, sendo N;,G € C'([0,7']), pelo Teorema 2, temos que existem
constantes By, B, > 0 tais que, para todo = € [0,7],

‘Nl (§t>) < B, ‘G (gt)‘ < B,. (4.63)

Seja B = max{ B, By} e substituindo (4.63) em (4.62), temos que

: 1
IF 122 0.1yx 0.0 < €2AB'T /0 dx = €2AQB4TE =cA*B'T. (4.64)

Assim,
1F || z20.1x 017 < VEAB*VT. (4.65)

E entao, a partir da equacao (4.50) temos que
|u® — U(l)HHg([o,l}x[o,T]) < c(T)||F(,t,8)|| 220, 1yx[0,1) < VEABVT, (4.66)
onde ¢(T) = +/T, para algum T > 0. Entao,
[|u® — U(l)HHg([o,l])x([o,T}) = O(\/E) (4.67)
Podemos mostrar de modo analogo que

||U(1) - U0||Hg([o,1}x[o,T]) = O(\/E) (4.68)
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A partir desses resultados e da desigualdade triangular teremos

v = wollmy o<y < 1w = u |z qoagxpory + e = woll 3 o.11x0.17)
— O(VE)+O(VE) (4.69)
= O(Ve)

o qual prova a relacao de proximidade (4.44), ou seja, u, € uma boa aproximacao para
u® quando ¢ — 01. O

4.1.4 Exemplo
Na figura 17 apresentamos um exemplo ilustrativo do fato de que u") — u,. Sejam

. s . o V15
o sumidouro unitario uniformemente distribuido f(z,t) = x(1—x)e "+ — -€a condu-

tividade térmica G(y,t) = ¢”* (1 + Zcoswa). A condutividade efetiva correspondente

LA 15 ~ . .
é G(t) = 1 ¢ . A solugdo do problema homogeneizado é uy(z,t) = z(1 — z)é,

enquanto a solucao do problema local €

15 [Y ds
Ni(y,t) = - 4.70
1y, t) 4 /0 (1+i00327rs) Y ( )
e a expansao assintotica
V15 [ ds x
Wz, t,e) = x(1 — x)e / — =] (1—2z)€. 4.71
u(z,te) =x(l—x)e +5< T )y (U7 Teos2ms) < (1—2x)e (4.71)

Utilizamos ¢ e ¢ fixos comt =5e e = L.

Na Figura 17, apresentamos na primeira coluna temos coeficientes constitutivo
G(y,t) (e-periodico e rapidamente oscilante para « pequeno) e efetivo G. Na segunda
coluna a solugdo do problema homogeneizado v, e a SAF truncada em (Y. Na ter-
ceira coluna temos a solugao do problema local N; correspondente para valores de-
crescentes de ¢ (evidenciando sua periodicidade) e vemos que as u, e v a medida
que ¢ — 0 como no exemplo com ¢ = : as solugdes ja se tornam indistinguiveis
(evidenciando a proximidade entre elas quando ¢ decresce).
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Figura 17: Exemplo caso continuo para equacao parabolica

4.2 Caso Continuo por Partes com Contato Perfeito

4.2.1 Formulacao do Problema

Nesta secao, abordamos o problema da conducao do calor em um meio unidimen-
sional micro-heterogéneo e periddico com capacidade calorifica unitaria. O problema
consiste em encontrar a temperatura «° duas vezes continuamente diferenciavel na
variavel espacial = € [0,1] e uma vez continuamente diferenciavel na variavel tempo-
ralt € R, ,sendo ¢, 0 < ¢ < 1, 0 parametro geométrico que caracteriza a micro-
heterogeneidade do meio. Tal fendmeno fisico € modelado por

( ou® 0 Out
ot - % [ae(x7t)a—x:| = f(l‘,t), (l’,t) & (071) X Ri
-0, [ewnfe] = o woerxm 472
[ v*(2,0) = v(z), z € (0,1), ui(0,1) = uf(1,1) = 0, t € R,

onde v € C*([0,1]), v(0) = v(1) = 0, é a distribuicdo inicial da temperatura. Aqui, a
condutividade térmica G* é uma fungao e-periddica em x, positiva, limitada, e conti-
nuamente diferenciavel salvo em um numero finito de descontinuidades reunidas em
I'=. Ainda, f € uma funcéo continua que representa a fonte de calor, e [-] representa o
salto ao redor de = € I'*. Note que as duas condi¢oes de salto nulo em (4.72) indicam
a continuidade da temperatura e do fluxo de calor sobre todo o dominio.
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4.2.2 Meétodo de Homogeneizacao Assintotica

A aplicacdo do Método de Homogeneizagao Assintotica ocorre de maneira seme-
Ihante que para a equacao eliptica no caso continuo dado pela equacao (4.1). Iremos
propor uma expansao assintotica da SAF do problema, equivalente a (4.2), ou seja,

w ()~ ul? (2, €) = up(w,y, t) + eur (2, y, 1) + *us(, y, 1), y = w/e. (4.73)

Na substituicdo de u® no problema (4.72), utilizamos a regra da cadeia 3.4 e ob-
temos a independéncia da variavel local y do primeiro termo da assintotica, ou seja,
u(z,y,t) = u(z,t). Agrupando por poténcias de ¢ o resultado da substituicido de u(?
em (4.72) obtém-se uma igualdade assintética que, para ser satisfeita, os coeficientes
de ! e ¥ devem ser nulos da mesma maneira feita em (4.8) e (4.9) e, também aplica-
mos as condi¢des de contorno e iniciais, como feito em (4.10)-(4.18), entao somente
nos falta aplicar nas condi¢oes de contato do problema (4.72),

[u®] =& [ua] + € [us] + O(?), (4.74)

e

HG(y,t) d;f)ﬂ =¢&° |[G’(y,t) (% + %)ﬂ +e HG(y,t) (% + %—?)ﬂ +0(g?), (4.75)

que, para ser satisfeita, os coeficientes de <° e = devem ser nulos, de onde:

e : [ui] =0, |[G(y, t) (% + %—?)ﬂ =0, (4.76)
e [us] =0, |[G(y,t) (% + %)ﬂ = 0. (4.77)

Obtemos u; e uy, respectivamente, das equacoes (4.8), (4.11) e (4.76) e, (4.9), (4.15)
e (4.77), estabelecendo assim uma sequéncia de problemas, dadas por

( 0 8u1 . 0 E)uo

[m] =0, HGW (% - %)ﬂ -0 (4.78)
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8u2 . 0 8’&0 8’&1 0 8u1 8u0
ay> = or [G(y’t) (83: * ayﬂ dy (G@’t) ax) o )

(4.79)
Assim, de aplicar o Lema 2 em (4.78), tendo que a = G(y,t) e Fy = 0, entdo (Fy) =

0 obtemos a existéncia e unicidade solucao 1-periddica de u; em relagao a variavel y
8u0
——, sabendo

ox
0 . .
que % = 0 encontramos entao a equacao do problema local. Complementando com
as condicoes de contato perfeito,

a (G@,t)aNl—(y’t)) = _9CWD (00T, >0,

e utilizando separagao de variaveis, supomos que u;(z,y,t) = Ny(y,t)

y Ay Ay
[Ny, )] = 0, HG(y,t) (%yy’t) + 1)“ —0,yel, t>0, (4.80)

0= Ny (0,t) = Ny(1,¢), t > 0.

Aplicando o Lema 2 em (4.80), considerando Fy, = 0 = (Fp) = 0, assim pode-
mos verificar a existéncia de solugdo 1-periddica de N;(y,t). Levando em conta a
1-periodicidade de G(y, t) e sabendo que G(y,t) > 0, conseguindo assim a solu¢do do
problema local N, (y, ),

Ny, ) = /0 ’ ( Gcét)t) _ 1) ds, (4.81)
logo substituindo N, (y,t) em uy,
g [V G(t)
uy(z,y,t) = e /0 (G’(s,t) — 1) ds. (4.82)

Assim, substituindo uq € u; no problema (4.79) podemos agora encontrar u,. Fa-
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zendo manipulagdes e aplicando o Lema 2, sabendo que N = us,

. 82U0 82u1 8U0
FOZ _G(y>t> (8x2 2_'_ axay 2+ ot —f(l',t),
- 0 U 0 aUO auO
— 6.0 | G+ oo (G0 | + 52 - s
. dQUQ 8N1 (y, t) 8u0

0 - -
e F1 = G(y, t)%, logo para obtermos que (Fp) = 0 segue que a condi¢gao necessaria
x
e suficiente para que exista u, solugao 1-periddica é que

~ 0% 0 Puy  Ou
0 = (G5 - G OMm G+ G- ),

— <@(t)%2;20> - <%(G(y,t)N1(y,t))%> + <%> — (f(z,1)),
—_ <(%(G(y,t)]\f1(y,t))> O uy @(t)% + % — f(=,1),
G | Duo

(4.83)

or?
7t)7

pois G(y,t) e N1(y,t) sdo 1-periddicos com respeito a y e ¢, obtendo a mesma equacao
do problema homogeneizado dada por (4.36). Logo, a exigéncia para a existéncia e
unicidade da solugao u, esta realizada, entao a equagao para u, é simplificada para

d D o 0uy

— )— ) = —— )Ny (y,t : 4.84
5 (C00%2) == Comimn s (4.84)
32u0
5 0x?’
tendo em mente que u;’ # 0, complementando com as condigdes de contato per-
feito, temos entdao o segundo problema local

Considerando os passos de (3.61)-(3.67), supondo que us(x,y,t) = Na(y,t)
2

(2 [G(y,t) (MQ—W + Nl(y,t))] —0, ye(0,1\T, ¢ >0,

y oy
[[NQ(y>t)]] = 07 I[G(yat) (aNg—(;/%t) + Nl(y>t)>ﬂ = 07 Yy € Fa t> 07

Ny(0,t) =0, t > 0.

(4.85)

\

Assim, aplicando o Lema 2 em (3.114), utilizando N = N, F; = —G(y,t)N1(y,t)
e Fy = 0, entdo temos que cumprimos a exigéncia para a existéncia e unicidade de
solugdes de N,(y,t) 1-periddicas. Atentando para os passos de (3.42)-(3.53), pelo
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calculo da média da condigao do Lema 2 obtemos N, (y, t)

NQ(y7t) = /Oy <<N1(y7t)> % - Nl(svt)> ds. (486)
Assim, uy(z,y,t) sera
w@w%JgﬁlyQwa»agﬁ—waﬁd& (4.87)

Portanto, a partir das equacgao para u;(z,y) € us(z,y) a SAF pode ser escrita como

82
12N, (g t) 87“20. (4.88)

r )\ Ou
uf(z) =~ u®(x,e,t) = ug(x,t) + eNy (g,t> 8_:(:0

4.2.3 Proximidade entre as solucoes

Podemos estabelecer uma relacdo de proximidade entre a solucao do problema
original v e a solugdao do problema homogeneizado u, para avaliar quao boa
aproximacao é u, de u® quando ¢ — 0. Especificamente, vamos provar que para
todo 7" > 0 fixo, cumprimos

Ju® — u0||H3([0,1]x[0,T]) = O(\/g)v (4.89)

onde H'(92) é o espago das fungdes de L?(92) (fungdes de quadrado integravel) cujas
derivadas de primeira ordem também sao de L?(1Q2).

Substituindo a expansao assintética (4.88) truncada em u(Y)(z, ¢) no problema ori-
ginal (4.72) temos, para cada ¢ > 0,

(- ou) o[ . ou®)
ot oz {G (05
ou

M7 = €
[ut”] =0, HG (x,t) 5 ﬂ

| «V(2,0,e) =v(x), 2 € (0,1),  uM(0,t,e) =uV(1,t,e) =0, t € R

= flat)—Flat,e), (a.t) € (0,1) x B}

(4.90)

— 0, (z,1) €T° x R"

onde F é o erro de tomar «(Y) como solugéo de (4.72). Subtraindo (4.90) de (4.72)
temos
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(0 0 0
o — Oy € (0 (1) — *
815( u') % [G (x,t)ax (u® —u )] F(x,te),(x,t) € (0,1) x R

[vf —«M] =0, HGa(x,t)(,%(ue — u(l))ﬂ = 0, (z,t) eI xR%

uf(z,0) —uM(z,0,6) = 0, z€(0,1),
[ w(0,1) — uD(0,t,¢) = u(1,t) —uP(1,t,e) = 0, t R

(4.91)
Ao aplicarmos o Teorema 4 em (4.91) temos, para cada T > 0,

lu® — u™M |l ooy < ATIF 2 o.ax o), (4.92)

onde ¢(T") € uma constante.

Teremos de (4.90) uma expressao para F(z,t,c), como obtemos em (4.51) aplica-
a-Zvl (ya t)
Ay
tanto, para obtermos u, considerando (4.9), fazendo as devidas manipulagées como

em (4.52)-(4.54), temos

mos a regra da cadeia (3.4), sabendo que G(t) = G(y,t) + G(y, 1) . No en-

2 3

0 0
ﬂ + 5G(y7t)Nl(y7t) -

F(I’,t,i‘:) = _6N1(y’t)atagj a_gj?’

(4.93)
Assim, utilizamos a norma L? dada por (4.57) para estimar |[u® — u™|| 2(0.11x[0.77)-
Substituindo « de (4.57) por F(z,t,c) de (4.93), sabendo que y = z, seguindo os
mesmos passos de (4.58) e (4.59), assumindo que u(-,t) € L3(]0, 1]? para todo t €
[0, 7] e que ug(z, ) € L*([0,T]) temos, pelo teorema 2, que existe constantes A;, Ay > 0
tais que
Ay 0%ug
ox3 otox
Seguindo A = max{A;, A2} e os passos de (4.61)-(4.62). Veja agora que, sendo
N, G € L'([0,71]), pelo Teorema 2, temos que existem constantes B;, B, > 0 tais
que, para todo z € [0,e7!],

SAla ‘

< As. (4.94)

‘Nl (§t>) < By, (G <§t>‘ < B,. (4.95)

Seja B = max{Bi, By} e seguindo da mesma maneira que (4.64)-(4.66), temos
que
[|u® — U(l)HHg([o,l])x([o,T}) = O(\/E) (4.96)

Podemos mostrar de modo analogo que

1™ = woll g2 0,11 x 0.7y = O(VE). (4.97)
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A partir desses resultados e da desigualdade triangular teremos

lu® = woll ooy < 11w = |l oagxposry + I1ut — woll ma o.11x 0.7y
= 0(Ve) +0(Ve), (4.98)
= O(\/g)7

o qual prova a relacao de proximidade (4.44), ou seja, u, € uma boa aproximacao para
u® quando ¢ — 01. O



5 HOMOGENEIZACAO DE MEIOS UNIDIMENSIONAIS M-
CROPERIODICOS PARA A EQUACAO HIPERBOLICA

5.1 Caso Continuo

5.1.1 Formulacao do Problema

O problema consiste em encontrar o deslocamento vertical v de uma corda
elastica tensionada, o qual esta localizado na posicao = no instante de tempo ¢ sob a
acao de uma forga f(x,t) e densidade de massa unitaria. Assume-se que o0s extremos
da corda estao fixos. Para cada ¢ fixo, 0 < ¢ < 1, o fenGmeno da vibragao vertical da
corda € descrito pela seguinte equacgao hiperbdlica, chamada de equacao da onda,

(0%t 0 [ . dus

u®(0,t) =u(1,t) = 0,t>0
= wv(x), x € (0,1)

)
(x,0) = q(x), x€(0,1), t>0

\ ot

onde J, f, v e ¢, sao funcoes diferenciaveis, que representam a densidade de massa,

a forga do corpo, e os deslocamentos e velocidades iniciais, J(z,t) = J (E,t> e
£

e-periédica, positiva e limitada, e ainda, devem ser satisfeitas as condigées de compa-

tibilidade v(0) = v(1) = 0.

5.1.2 Meétodo de Homogeneizacao Assintotica

Consideramos a seguinte expansao assintotica da solugao do problema:

U(Q)(J}7t75) = UO(I’, y7t) + <<57~Ll($a yat) + 62“2(‘%’7 Ys t)) Y= E (52)
€
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Substituindo u® (5.2) em (5.1), temos

Pu® ou®
g~ o (0% ) - fan) = 0C) 53
o2 , ) B ,
g (U0 T ewn +etuz) — = | (y, 1) 5 (uo + ur + e*us) | — f(x,1) = O(e), (5.4)
0%y 0%uy ,Puy 0 Oug ouy 5 Oy B
2 o TS o {J(y’t) (89& e TF (%)] —/=06). (39

Empregando a regra da cadeia (3.4) e agrupando por poténcias de ¢, obtemos uma
igualdade assintotica

0 ou 0 ou ou 0 ou
-2 Y 0 —1 Y 1 0 v 0
g (g ) = g o (5 < 50)) = 3 (P05 |

0 Ouy  Ou 0 ou;  Ou 0%u
o) Y 0 1 v 1 2 0 . _
+€ {356 {J@’t) (31‘ "oy ﬂ "oy {J@’t) (31‘ "oy ﬂ T f} Ote),
(5.6)
que, para ser satisfeita, os coeficientes de =72, e~ e £” devem ser nulos, de onde:

—2 . 8 8U0 -
0 ouy 0 0 0 0
et oy {J(y,t)a—Z} =5 {J(y,t)aiyo} ~ oy {J(?J,t)%} (5.8)

8 (9uQ 8 8u0 8u1 8 5’u1 82u0
O Iy t) | == [Ty, ) [ =+ =— )| —= | (g, )= —f (5.9
s g 52| = o [ (G 50 )] - 5 [0 5]+ G- 69)
Tais equacgdes sao complementadas por condigcdes que resultam de substituir a
assintética «? nas condigbes de contorno e iniciais do problema (5.1), isto &,

u?(0,t,€) = ug(0,0,t) + cuy (0,0, 1) + £2uy(0,0,t) = 0, (5.10)
u?(1,t,€) = ug <1, %,t) +euq | 1, %,t) + %, <1, é,t) ~ 0, (5.11)
@) _ - il 2 L) ~
u(x,0,e) = ug <x, €’0> + ey (w, 5’0> + Uy <x, 5’0> v(x) (5.12)
ou® Oug x oy x 5 OUs T
-0 = - -z = - ~ A
g (x,0,¢) ey (x, 5’0> +e Y <x, g,0) +e ; (m, 6,0) q(z) (5.13)

assim

el U (x, g,o> = v(x), (5.14)
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( 1
ul(0,0,t) = Uz <1, g,t) = O,
! u (2,2,0) = 0. (5.15)
ouy T
| G (m20) =0
( 1
UQ(0,0,t) = U9 <1, g,t) = O,
¢? uz (2,,0) =0, (5.16)
Ouy T
\ W <.7?, 6,0) 0

Obtemos ug, u; € us, respectivamente, das equacgoes (5.7)-(5.9) juntamente com
as condicoes alcancadas (5.14)-(5.16) estabelecendo a SAF.

O problema, que se forma a partir das equacodes (5.7) e (5.14), de uy podemos
seguir do mesmo modo feito em (3.31)-(3.37) obtendo a independéncia da variavel
local y do primeiro termo da assintética, ou seja,

up(z,y,t) = up(z,t). (5.17)

Utilizando (5.17) no problema (5.8) para obtermos u;, temos

0 8u1 . 0 8UQ
By (J(%t)a—y) = "oy (J(y,t) 8:1:) : (5.18)
0 8u0
Empregando o Lema 1 em (5.18), temos que N = u; e F = ~ay J(y’t)% :

Deste modo, a equacgao (5.18) pode admitir uma solugdo u; 1-periédica com respeito

0 8u0
m ha ThNN — . L
a y, se e somente se, <ay (J(y,t) o )> 0. Logo,

sabendo que J(1,t) — J(0,t) = 0. Logo, temos que (5.18) realmente admite uma
solugao u; 1-periédica com respeito a y. No entanto, consideramos que u; pela linea-
ridade do operador seja da forma

0
uie,y,t) = Ny, ) 52 (5.20)

Entao substituindo (5.20) em (5.18) temos que

.ﬁ(ﬂ%w@£@2+J@ﬁ)@@—0 (5.21)
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L - 0 ~
Conforme a hipdtese, atribuimos o # 0 para do = € (0,1), entdo teremos a

0
equacao do problema local ’

a 8]\/vl (y7 t) _
o (J(y, t) By + J(y,t) | =0. (5.22)
Complementado com a unicidade N,(0) = 0, teremos o problema local:

{ 9 (J(y,t)aNl—(y’t)) = —w(y’t), y€ (0,1),t>0

dy y dy (5.23)

Resolvendo de forma semelhante da feita no problema (3.43) para o problema
(5.23), temos que

J(t) = (J (g, 1)) (5.24)

€ o chamado coeficiente efetivo e que

IO
Ni(y,t) _/O (J(s,t) — 1) ds. (5.25)
Portanto, a solugao u, sera
COug U T
uy(z,y,t) = pe /o (J(s,t) 1) ds. (5.26)

Substituindo u( e u; no problema para encontrar u, (5.9) fica

2 2
2 (10052 ) = —Iwn G - s PO

dy dy 5 0x? . 8y82u@x2 (5.27)
0 0
_@(J(yvt)Nl(yvt))W—i_ BrE — f(z,1),

note que J = J(y,t)a]\g;y) + J(y,t) entdo

0 3u2 . = 82u0 0 (92u0 82u0

o (10:052) =T 5% - £ oM T + S - fen. 629

. o -~ 82U0
Aplicando o Lema 1 em (5.28), utilizando N = wu, e F = _J<t)W -
g(J( t)Ny( t))%Jr il — f(z,t), segue que a condi¢cao necessaria e suficiente
(93/ Y, 1\Y, o2 o2 y V) g q g
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para que exista u, solucao 1-perioddica € que

~ 0% 9, Duy  O%u
0 = (=I5 - 0N )5+ TR s,

J(
022) (2

_ /T 82U0 8211,0 _ T

_ <Ja J; )Nl(y;)>>0 232+< i)~ V) (5.29)
:_<(9_ t)N1(y, 1) UO_ uo uo_f( b

_ _J(t) aat;) f(ill',t)

pois J(y,t) e Ni(y,t) sdo 1-periddicos com respeito a y € entdo obtemos a equagao
do problema homogeneizado

02U0 02u0

~T0) 5 + S = ). (5.30)

Temos que uq € a solugéo do problema homogeneizado

82’&0 ~ 62u0

uo(w,0) = v(x), F(2,0) = glx).x € (0,1) (5-81)
U()(O,t) = Uo(l, t) = O,t c Ri

Considerando a equagao (5.28) e (5.30) para encontrar u, € substituindo no pro-
blema (5.9), obtemos

0 8u2 . o~ 82u0 0 82u0 8N1 (y, t) 82UO
o (10:052) = +T0%% - SN0 5 - g0 P S
82U0 82u0 82U0
B T T 2
(= 0"y ~ 0%y
= (Tt = w.0) St — (T = Iw.0) 55
2
Uo
0 *ug
(5.32)
Supomos que
821,&0
u2<$,y,t) NQ(y7t) (533)
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2
Considerando que %;20 = 0, temos entao o segundo problema local
— | J(y,t) | —=+ Ni(y,t) ) | =0,
8y{ v >( dy wt) (5.34)
Ny(0) =0,
aplicando o Lema 1 para verificarmos a existéncia de solugdo 1-periodica, onde
N = Ny(y,t) e FF = —(,%(J(y,t)]\fl(y,t)). Levando em consideragao, os passos

de (3.42)-(3.53), pelo calculo da média da condigao do lema obtemos a constante

~

K3 = (N1(y, 1)) J(t). Logo,

w0 = [ (000 7 Nigs) ) (5.35)
2\Y, - o 1\Y, J(S7t) 1S, S. .
Assim,
Py [V J(t)
u2(x7y) - Ox2 /0 <<N1<y>t)> J(S,t) - Nl(sat) ds. (536)
Portanto, a partir das equagao para u(x, y,t) € us(z, y, t) a SAF pode ser escrita como
® _ T Py g (F ) L
u (x,t ) = up(x,t) + Ny (€,t> pe +e° Ny <€,t) T2 (5.37)

5.1.3 Proximidade entre as solucoes

Podemos estabelecer uma relacao de proximidade entre a solucao do problema
original v e a solugcdao do problema homogeneizado u, para avaliar quao boa
aproximacgao é u, de v quando ¢ — 0". Especificamente, provar que para todo 7" > 0
fixo, cumprimos

[0 = ol 13 0,1 10,77) = O(VE), (5.38)

onde H'(92) é o espago das fungdes de L?(92) (fungdes de quadrado integravel) cujas
derivadas de primeira ordem também sao de L?((Q2).
Demonstracao:

Vamos considerar a expansao assintotica de primeira ordem do problema (5.1)

Ouo
ox

uM (z,t,€) = ugp(x,t) + Ny (£>
£

(5.39)

Substituindo (5.39) em (5.1) temos, para cada ¢ > 0, que
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(%Y 9  oulW .
W_£<J (l’) 6x )—f(xat)_F(x7t75)7 (x7t)€(071)XR+
u(z,0,6) = v(z), v € (0,1),
u(0,t,e) =uV(1,t,e) =0, € R},
0

\ au(l)(:c,o,é) =q(x), x € (0,1),t € R}

(5.40)

em que F(z,t,¢) é erro de v em (5.1). Subtraindo (5.40) de (5.1) temos

(O (e O 1) .
@(U —u ) ax J( )ax(u —u ) :F<$,t,€),(I,t)€(0,1)XR+

uf(z,0) —uM(z,0,6) =0, 2 € (0,1),

u(0,t) — uM(0,t,¢) = uf(1,t) —uM(1,t,6) =0, t € R

0 *
\ a(u(l)(x,O) —uM(2,0,6)) =0, x € (0,1), t € R

(5.41)
Temos entao que enunciar o Principio do maximo para equagdes hiperbdlicas, as-
sim

Teorema 5. (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) Sejau € H} (2 x (0,T)), Q2 C R% a
solucao generalizada do problema

( 0%u ou 0 ou ou
g _ A LA B, i
R(x,t) 5 + S(x, >6t o (Aw(m)a% + Z](m,t)u> + Z(x’t)axi

+A(x, t)u = f(z,t) +
u’aQ:O,If c (O,T),
u(@,0) = u(x),vn € Hy(Q),

( (?)u(“f 0) = ¥a(z), ¥ € L*(Q),

r e O\t e (0,7T)
Oz; (5.42)

onde R(x,t) > Ry > 0, S(x,t) > Sy > 0, tais que, Ry, e Sy sdo constantes. Os
coeficientes A;; satisfazem condi¢cées de simetria A;;(x) = Aji(x) Aij(x)nm; > ki,
Vn € R onde r > 0 é uma constante. Para esta solu¢cdo a seguinte estimativa é
valida:

[ull g2 @x o) < o(T) (Wl( Maz@) + 2 (2)|L2@) + [ fll22@x0.1)
(5.43)
+Z (IlszLz ax(0) + Mmax | fillz2 )) :

onde ¢ depende de T'.
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Ao aplicarmos o Teorema 5 em (5.41) temos, para cada T > 0,

lu* =« gpo.uxory < CDNF (@t €)| L2 (0.11x(0.70)- (5.44)

em que ¢(7T') é uma constante. Teremos de (5.40) uma expressao para F(z,t,¢)

o o [ ou™ 0?
T~ o (0% ) 1) = Sl + et ~ S0
0 0
- % J(y7 t)%(U()(JZ, t) + €u1(1‘, Y, t))
0 0 Oy
= |70 (1wl M0 52 )
(92 3u0
+ 22 (o) + a0 52) — 1o
(5.45)
~ N
aplicando a regra da cadeia (3.4), sabendo que J = J(y,t) + J(v, t)aa—yl, obtemos
oV 9 [ ouM 0%y Py FPug
s~ g (0% ) st = T N — TN ) S
~ uy 0 *ug
(5.46)
No entanto, para obtermos u, considerando (5.9)
. 0 8u0 0 8%1 0 8u1 82u0
0 =- J(y,t)% ~ <J(y’t>8_y> "oy <J(Z/,t) 8:1:) — flz,t) + 552
. 0 8u0 0 0 aU()
" ‘](yat)% 9 [J(y’t)ﬁ_yz(Nl(y’t)ﬁ_x)} f(z,t)
0 0 Ouyg 0%ug
~ oy [J(y’”a_x (Nl(%t)%)} +oa 2 2 2
. 82U0 ONl(y,t) 0 Uo 0 Uo 0 Uo
0 0“uy  ~, . 0%ug 0%ug
= —a—y(J(yi)M(y,t))W - J(t)w fz,t) + o2
(5.47)
E entao, de (5.47), temos
Puy 0 Puy =, 0%y

substituindo (5.48) para simplificar a equacao (5.46)

Pu® 9 ou 3 3

- - 0 U o 0 Uo
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ou seja,
83 03U0

F(Iatag):_gNl(y7 )a 28 +€J(ya )Nl(yv )ax .

(5.50)

Assim, utilizamos a norma L?

T 1
||U||L2([O,1]><[O,T]) = \// / uzde‘dt7 (551)
0 0

para estimar [[u® — u™|| £2(0.11x (0.7 - §
Substituindo u de (5.51) por F(x,t, <) de (5.50), sabendo que y = = temos que

83U0 83110 2
|1 F(z,t 8)||L2([o1x[0T = ¢’ t) N1 (y, )(9x3 —N1(y,t)m dzdt.

(5.52)
Reparemos que
83UO 83’&0 2 . 83U0 8311,0 2
83 8 Uo
< <|J<y,t>zv1<y,t>\ AT BN \ sul)
(5.53)

Assumindo que u(-,t) € C3([0,1]) para todo ¢ € [0,7] e que uy(z,-) € C'([0,T])
temos, pelo Teorema de 2, que existe constantes A;, A, > 0 tais que

33u0

ox3

83’&0

0t20x

S A17 '

< As. (5.54)

Veja agora que, sendo N;, G € C*([0,e7']), pelo Teorema 2, temos que existem cons-
tantes B, B, > 0 tais que, para todo = € [0,7!],

X s
‘Nl (g,t)’ < B, ‘J(g,tﬂ < B,. (5.55)
Seguindo A = max{A;, A;} € B = max{Bj, B} substituindo (5.54) e (5.55) em (5.53),
temos por consequéncia

3

8 Uo
(17603300, 5

) < A([J(y, t) N1 (y, t)| + [ N1 (y, £)])°
= A*(J(y,t)Ni(y,t) + Ni(y,t))?
- A2N12(y7 t)(‘](yv t) + 1)2
= A’B*

1.0 |

(5.56)
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Assim, substituindo (5.56) em (5.52), com y = g e para todo x € [0,71],

1
”FH%Q([OJ]X[QTD §€2A2B4T/0 dx

< 2AB'TY (5:57)
B €
< eA’B'T
Obtemos que
IF N 22 o< (o.17) < VEABAVT, (5.58)

em que A e B sao constantes cuja existéncia € garantida pelo Teorema 2. Logo, como
1 F|| £2(j0.1)x[0,r7) = O() temos que

|u® — u(l)HHg([o,u)x([o,T}) = 0(Ve). (5.59)

Podemos mostrar de modo analogo que

Hu(l) - U(O)HHol([o,ux[o,T]) = O0(Ve). (5.60)
A partir desses resultados e da desigualdade triangular teremos

e = woll ooy < 1 = u e oxpoir + et = wollmyqoaxioy
= 0(e) + O(5) (5.61)
= 09

o qual prova a relagao de proximidade (5.38), ou seja, u, € uma boa aproximacao para
uf quando ¢ — 01. O

5.2 Caso Continuo por Partes com Contato Perfeito

5.2.1 Formulacao do Problema

Temos o problema da equacdao da onda em um meio unidimensional micro-
heterogéneo e microperiodico. O problema consiste em encontrar o deslocamento
u(z,t), sendo ¢, 0 < ¢ < 1, o parametro geomeétrico que caracteriza a micro-
heterogeneidade do meio. Tal fenémeno fisico € modelado por
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( 0*ue 0 | .. ou® o\ e
o [T@05E] = w0, o e 0.0 xR
ou®
[v] = O, |[J5(x,t)6—ﬂ =0, (z,t) e " xR}
o (5.62)
u (0,t) = w(1,¢t) =0, t € R}
us(:zc,()) = U(ZL‘), S ( )
ou® .
| 5 (@ = ¢(z), z€(0,1), t e R}

onde J, f,v e ¢, sao fungdes diferenciaveis, que representam a densidade de massa,
a propriedade elastica da corda, a forga do corpo, e os deslocamentos e velocidades
iniciais, J¢(x,t) é e-periddica, positiva e limitada, e ainda, devem ser satisfeitas as
condigbes de compatibilidade v(0) = v(1) = 0. Aqui, J¢ € uma fungao continuamente
diferenciavel por partes e e-perioddica em x, positiva e limitada. O simbolo [-] repre-
senta o salto da fungao ao redor dos pontos de descontinuidades de J¢ reunidos em
Ie.

5.2.2 Meétodo de Homogeneizacao Assintotica

A aplicacao do MHA ocorre de maneira similar do aplicado no caso continuo para
a equacao da onda(hiperbdlica) dado pela equacao (5.1). Vamos considerar uma
expansao assintotica de segunda ordem, como feito em (5.2), da SAF do problema.
Na substituicdo de «® no problema (5.62), utilizamos a regra da cadeia dada por
(3.4), obtemos que ug(x,y,t) = uo(x,t), ou seja, uo nao depende de y. Agrupamos por
poténcias de ¢ o resultado da substituicdo de «(* em (5.62) obtemos uma igualdade
assintética que, para ser satisfeita, os coeficientes de ¢! e < devem ser nulos, entao
teremos as equacgoes dadas por (5.15) e (5.16), que serao complementadas com o
resultado de substituir «(?) nas condi¢bes de contato perfeito, ou seja,

[[u@)]] = &% [u1] + ¢ [uz] + O(?), (5.63)
e
du® 0 Ooug  Ouy Oouy  Ousy )
HJ(y,t) dr ﬂ =€ ﬂJ(y t) <8_ZL‘ + a—y>ﬂ +e |[J(y,t) <a— + a—y)ﬂ +O(€ ), (564)
que, para ser satisfeita, os coeficientes de <° e ¢ devem ser nulos, de onde:
0 0
sl =0, o (G2 +50)] =o. (5.65)
s:@ﬂzo,%H%ﬂ(%“+Q@)ﬂ:0 (5.66)




84

Obtemos u, e usy, respectivamente, e estabelecendo assim uma sequéncia de proble-

mas, dadas por
( 0 8U1 . 0 Uo
3y {J(yat)a—y} = "oy [J(yat)_x:|

d
[ta] =0, ﬂJ(y,t) (% + %—?)ﬂ =0
u1(0,0,t) = uy (1,%,75) =0, (5.67)

. Ot

ot
k (5.68)

Assim, de aplicar o Lema 2 em (5.67), tendo que a = J(y,t) e Fy, = 0, entdo (F,) =0

obtemos a existéncia e unicidade solugao 1-periddica de u; em relagdo a variavel y e
o ~ . s . 8u0

utilizando separagao de variaveis, supomos que u; (z,y,t) = Ni(y, t)%, sabendo que

ou - ~
8_0 =# 0 encontramos entao a equagao do problema local. Complementando com as

Xz
condic¢oes de contato perfeito,

(0 (J(%t)@]\fl(y,t)) __9J(y.1)

, y € (0, DAL, £>0,

3_y dy dy
[N:(y. )] =0, HJ(y,t) <‘9Ng—(yy’t) n 1)ﬂ L0 yeT. t>0, (5.69)

L 0= N,(0,8) = Ny(1,¢), ¢ > 0.

Aplicando o Lema 2 em (4.80), considerando F, = 0 = (F,) = 0, assim pode-
mos verificar a existéncia de solugao 1-peridédica de N;(y,t). Levando em conta a
1-periodicidade de J(y,t) e sabendo que J(y,t) > 0, conseguindo assim a solu¢do do

problema local N, (y, 1),
_ [0
Ni(y,t) —/0 (J(s,t) 1> ds, (5.70)
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logo substituindo N, (y,t) em uy,

COu [V T(@)
ui(x,y,t) = ar J, (J(s,t) — 1) ds. (5.71)

Assim, substituindo ug € u; no problema (4.79) podemos agora encontrar u,. Fa-
zendo manipulagdes e aplicando o Lema 2, sabendo que N = us,

82u0 (92u1 82u0

o= —J(y,t) (8:62 - 8x8y) + o — f(z,t)
— I PQUO N 0? (auONl(y,t)ﬂ N Pug f@t)

0x?  Ox0y \ Ox ot?
d*uy [ ON;(y,t 0*u
= —J(y,1) dgg,f ( g(yy ) + 1) + at20 — f(x,t)

0 - .
e k= J(y, t)%, logo para obtermos que (F;) = 0 segue que a condigao necessaria
e suficiente para que exista u, solugao 1-periddica é que

82U0 82U0 82U0

0 = (=TG5 - S ON ) + T~ ).

= <A(t) %2;”> - <%(J(y,t)zv1(y,t))%> + <a;;ﬁ°> = (f(z,1)),

(5.72)

pois J(y,t) e N1(y,t) sdo 1-periddicos com respeito a y e ¢, obtendo a mesma equacao
do problema homogeneizado dada por (5.30). Logo, a exigéncia para a existéncia e
unicidade da solucao u, esta realizada, entao a equacao para u, & simplificada, como
feito em (5.32), para

62’&0

0 OJuy 0
5 (10:052) = - Lutomen G (5.79)

2
0 Uo
0x?’

# 0, complementando com as condigdes de contato per-

Considerando os passos de (3.61)-(3.67), supondo que us(x,y,t) = Na(y,t)

82’&0

Ox?

tendo em mente que
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feito, temos entao o segundo problema local

o (PR v )| =0 ve 0. e,

dy oy
[[NQ(y,t>]] =0, |[J(y,t) <8N28—(yy’t) + Nl(y’t))ﬂ =0, y¢€ L, t>0, (574)

Ny(0,t) =0, t > 0.

Assim, aplicando o Lema 2 em (3.114), utilizando N = N,, F} = —J(y,t)N1(y, 1)
e Fy = 0, entdo temos que cumprimo-nos a exigéncia para a existéncia e unicidade
de solugdes de N, (y,t) 1-periddicas. Atentando para os passos de (3.42)-(3.53), pelo
calculo da média da condigado do Lema 2 obtemos N,(y, t)

Na t)—/y M) 2O e ds (5.75)
2\Y, o 1\Y, J(S7t) 1\, . .
Assim, uy(z,y,t) sera
62u0 Y j
up(®,y) = 53 /0 ((Nl(%t)) T Nl(&@) ds. (5.76)
Portanto, a partir das equacgao para u; (z,y) e us(z,y) a SAF pode ser escrita como
uf(z) =~ u®(x,e,t) = up(x,t) + eNy (f t> 9o + 2N, <E t) %. (5.77)
T ’ e /) Oz e /) Ox?

5.2.3 Proximidade entre as solucoes

Podemos estabelecer uma relagdo de proximidade entre a solugao do problema
original v* e a solugdao do problema homogeneizado w, para avaliar quao boa
aproximacgao é u, de u® quando ¢ — 0. Especificamente, vamos provar que para
todo T > 0 fixo, cumprimos

Ju® — UO||H5([0,1]x[0,T]) = O(\/g)v (5.78)

onde H'(€2) é o espago das fungdes de L?(92) (fungdes de quadrado integravel) cujas
derivadas de primeira ordem também sao de L?(1Q2).

Demonstracao:

Substituindo a assintdtica (5.77) truncada em «") no problema original (5.62) te-
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mos, para cada ¢ > 0,

(%D 9 ou)
— = | JF - - F 1) x R}
BTe 5 {J (z,1) e } f(z,t) (w,t,€), (x,t) € (0,1) x RY
(3 811/(1) 1> *
[u] =0, HJ (2,6~ ﬂ =0, (z,t) € T° x R} (5.79)
ouM

uM (z,0,¢) = v(x), ; (2,0,6) = q(x), v € (0,1),t € RY
uM(0,t,e) =uV(1,t,e) =0,t € R*

\

onde F é erro de tomar u") como solugéo de (5.62). Subtraindo (5.79) de (5.62) temos

2
9w =ty - 2 [Jff(:c, ) - M] — Fle.t,e),(n.1) € (0,1) X K

Jus - u(l)]] =0, |[J5(x,t)(%(u5 - u(l))ﬂ =0, (z,t) e " xR}
uf (z,0) —uM(z,0,6) = 0,2 € (0,1)

ou® ou™

el - = 1) x R*

(915 (ZIZ’,O) 015 (27,0,5) 07 ($7t) € (Ov ) X +

us (0, 1) — u(l)(O,t,g) = u(1,t) — u(l)(17t,g> =0, teR}

\

(5.80)
Ao aplicarmos o Teorema 5 em (5.80) temos, para cada 7" > 0,

lu® = u |l ouxiory < ATIF 2 o.ax o), (5.81)

onde ¢(T) € uma constante.
Provamos que, fazendo os mesmos passos da proximidade no continuo dados por
(5.45)-(5.57), temos que

||F||L2([0,1])><([0,T]) S EABQ\/T, (582)

onde A e B sao constantes cuja existéncia é garantida pelo Teorema 2. Logo, como
1P| z2j0.1)x[0.r7) = O(y/€) temos que

[u = w1 0.1y x (0.7 = O(VE).- (5.83)
Podemos mostrar de modo analogo que

[u® = ol g2 0,17x 0.7y = O(VE). (5.84)
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A partir desses resultados e da desigualdade triangular teremos

g
lu® = woll myqoxiomy < 1t =u iy oo, my HIH® =0l g3 g0, 1110,71

= O(v2) + O(5). (5.85)
— 0(/2),

o qual prova a relagao de proximidade (5.80), ou seja, u, € uma boa aproximagao para
u® quando ¢ — 0.



6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Nesta dissertacao aplicamos o método de homogeneizacao assintética a proble-
mas unidimensionais, provamos a proximidade entre a solugdes exata <, assintotica
formal «(! e a solugdo do problema homogeneizado u, para os casos eliptico, pa-
rabdlico e hiperbdlico para o caso continuo e continuo por partes com contato perfeito
e com contato imperfeito(somente para o caso eliptico). Através disso mostramos que
o método é realmente eficaz, pelo fato de que v* — uy e u” — v, quando ¢ — 0.
No Capitulo 2 damos uma breve introdugao para comegarmos a aplicacao do MHA
nas equagoes. No Capitulo 3 tivemos a equacao eliptica aplicamos o MHA, no caso
continuo e continuo por partes e provamos a proximidade das solug¢des do problema
original u¢, homogeneizado u, e da SAF u(?. Ainda comparamos o caso continuo com
o continuo por partes com contato perfeito a partir de um exemplo ilustrativo. Tivemos
o inicio da aplicacao do MHA na equacao eliptica com contato imperfeito.

No Capitulo 4 aplicamos o MHA na equacao parabdlica para o caso continuo e
continuo por partes com contato perfeito, ambas com a demonstragao da proximi-
dade e um exemplo para o caso continuo.

No Capitulo 5 tivemos a aplicacao do MHA na equacao hiperbdlica também nos casos
continuo e continuo por partes e suas demonstracoes da proximidade.

Os trabalhos futuros se darao de aplicar o MHA, provar € ilustrar a proximidade das
solucdes para os casos parabdlico e hiperbdlico para os casos com contato imperfeito
afim de se obter modelos o0 mais realistas possivel.

Os resultados contidos nesta dissertacao foram apresentados/publicados em di-
versos eventos da area. Sao estes:

e Homogeneizagao assintotica de um problema de valor de contorno para a
equacdo do calor estacionaria unidimensional com coeficientes descontinuos e
periodicos
Apresentado e publicado no XXIV Congresso de Iniciagao Cientifica - 21 a 26 de
setembro de 2015, UFPel - Pelotas/RS

Disponivel em: http://cti.ufpel.edu.br/siepe/arquivos/2015/CE_02563.
pdf
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Sobre a condugao do calor em um meio microperiodico

Apresentado no IV Coloquio de Matematica da Regido Sul - 02 a 06 de maio de
2016, FURG - Rio Grande/RS

Disponivel em: http://www.sbm.org.br/coloquio-sul-4/

Homogeneizagdo assintdtica

Apresentado e publicado no XXII Encontro Regional de estudantes de ma-
tematica do Sul (Erematsul) - 21 a 23 de julho de 2016, Uniandrade - Curitiba/PR

Disponivel em: https://www.dropbox.com/s/k61y3g23bbuintm/CC_
02897969032-vers\%C3\%A30\%20identificada.pdf?d1=0
Homogeneizacao assintotica de um problema para equacao do calor unidimen-
sional com coeficiente microperiodico continuo por partes
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