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RESUMO

TUMELERO, Fernanda. Solucao das Equacoes da Cinética Pontual de Néutrons
com e sem Retroalimentacao de Temperatura pelo Método da Aproximacao
Polinomial. 2015. 106 f. Dissertacdo (Mestrado em Modelagem Matematica)
— Programa de Pés-Graduacao em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e
Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2015.

Nesta dissertacdo, apresenta-se a solugdo das Equagbes da Cinética Pontual
de Néutrons aplicando o Método da Aproximacao Polinomial. Para a resolugao
consideram-se um e seis grupos de precursores de néutrons atrasados com e sem
efeitos de temperatura para reatividades do tipo: constante, rampa, quadratica,
senoidal, zig-zag e fonte pulsada. O objetivo deste trabalho é apresentar resultados
precisos com baixo custo computacional através de um método de estrutura hibrida
relativamente simples. A ideia principal € expandir a densidade de néutrons, a
concentracao de precursores de néutrons atrasados e a temperatura como séries de
poténcias considerando a reatividade como uma fungao constante em um intervalo de
tempo relativamente pequeno, em torno de um ponto ordinario. No primeiro intervalo
de tempo aplicam-se as condicoes iniciais do problema e utiliza-se a continuacao
analitica para determinar as solugbes dos préximos intervalos. Com a aplicagao
do Método da Aproximagao Polinomial, é possivel superar o problema de rigidez
das equacoes. Compara-se o método com diferentes tipos de aproximacodes (linear,
quadratica e cubica). Os resultados obtidos através das simulagdes numéricas com
aproximacao linear sdo comparados aos encontrados na literatura. Desenvolve-se
o controle do erro local através do Estimador de Lagrange utilizando o Teorema do
Enésimo Resto e realiza-se o calculo do erro global baseando-se no Teorema da
Estabilidade e critério de Lipschitz. Além disso, efetua-se a analise da convergéncia
e inclui-se uma perturbacao tanto na reatividade, como na condicao inicial, com o
intuito de estudar o comportamento do sistema.

Palavras-chave: Cinética Pontual de Néutrons, Método da Aproximagao Polinomial,
Continuacao Analitica, Efeitos de Temperatura.



ABSTRACT

TUMELERQO, Fernanda. Solution of the Neutron Point Kinetics Equations with and
without Temperature Feedback by Polynomial Approach Method. 2015. 106 f.
Dissertacao (Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pdés-Graduacao
em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal
de Pelotas, Pelotas, 2015.

In this dissertation, we report a solution to solve the Neutron Point Kinetics Equations
applying the Polynomial Approach Method. For the solution, we consider one and
six groups of delayed neutron precursors with and without temperature feedback
effects, and for the following types of reactivity: constant, ramp, quadratic, sinusoidal,
zig-zag and pulsed source. The objective of this work is to present accurate results
with low computational cost using a simple method of hybrid structure. The main
idea is to expand the neutron density, delayed neutron precursor concentrations and
temperature as a power series considering the reactivity as an arbitrary function of
time in a relatively short time interval around an ordinary point. In the first interval
one applies the initial conditions of the problem and the analytical continuation is
used to determine the solutions of the next intervals. With the application of the
Polynomial Approximation Method it is possible to overcome the stiffness problem of
the equations. We compare the method with different types of approaches (linear,
quadratic and cubic). The results obtained by numerical simulations with linear
approximation are compared with results in the literature. We develop the control of
the local error by Lagrange Estimator using the Rest Theorem and we perform the
calculation of the global error based on the Stability Estimate and Lipschitz criterion.
Furthermore, we perform convergence analysis and a perturbation is included in both
reactivity as in the initial condition, in order to study the system behavior.

Keywords: Point Kinetics Equations, Polynomial Approximation Method, Analytic Con-
tinuation, Temperature Feedback.
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1 INTRODUCAO

A energia nuclear tem um espacgo importante na matriz energética mundial devido
a crescente demanda de energia e as inumeras vantagens proporcionadas. Dentre as
mais relevantes, vale destacar a sua aplicacao na area da medicina e industria com
a producao de radioisétopos por reatores de pesquisa. Além disso, os reatores nu-
cleares de poténcia, que geram energia elétrica, utilizam pouco material para produzir
grandes quantidades de energia e atendem aos objetivos do Protocolo de Kyoto por
nao emitir dioxido de carbono (CO,), provocando pouco ou quase nenhum impacto
sobre a biosfera.

Para suprir este aumento do consumo de energia elétrica, evitando impactos am-
bientais causados pelo emprego de combustiveis fésseis, &€ de suma importancia pro-
mover estudos no campo da fisica de reatores nucleares. Uma das questdes im-
prescindiveis & dispor de seguranca e controle dos reatores. Para tanto, necessita-se
compreender todos os parametros que envolvem as reagdes no nucleo do reator para
entao constituir um balanco entre as perdas e produgdes de néutrons.

A Equacao de Transporte de Boltzmann dependente do tempo que leva em conta
além dos néutrons prontos também os néutrons atrasados (DUDERSTADT; HAMIL-
TON, 1976) (KEEPIN; COX, 1960) define de forma integra a populagao de néutrons,
mas possui 0 obstaculo de ser uma equacao de dificil resolugdo devido ao nimero
de variaveis independentes que definem o problema. Uma aproximacao usada € a
Equacao de Difusao de Néutrons que é adequada quando ocorrem mudancas espa-
ciais e temporais na distribuicdo de néutrons, porém possui certa complexidade na
resolucao com tratamento analitico puro. As Equacdes da Cinética Pontual sdo mo-
delos aproximativos mais simples que determinam o comportamento da amplitude do
fluxo de néutrons com o tempo, admitindo total separabilidade no tempo e espaco,
na qual a forma espacial do fluxo de néutrons é conhecida, tornando essas equagdes
dependentes unicamente do tempo (PETERSEN, 2011).

As Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons sado de grande importancia na fisica
de reatores, pois possibilitam uma previsdao da poténcia do reator em tempo real, for-
necendo informagodes sobre a dinamica do reator quando, por exemplo, ocorre o ajuste
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das barras de controle no nucleo do reator durante a partida ou desligamento. Essas
equacodes levam em conta néutrons prontos emitidos imediatamente ap0s a fissdo (na
ordem de 10~* a 10~° segundos') e néutrons atrasados provenientes do decaimento
radioativo dos produtos de fissdo (na ordem de 10~* a 10 segundos?). Isso confere a
caracteristica de rigidez (stiffness) para as equacgoes, tornando-as de dificil resolugcao
e exigindo, ao resolver numericamente, incrementos bastante pequenos no passo de
tempo.

Deste modo, muitos trabalhos vém sendo publicados sobre as Equacgbes da
Cinética Pontual de Néutrons, através de abordagens analiticas, numéricas e hibridas.
Dentre os inumeros estudos sao citados alguns trabalhos: (CHAO; ATTARDT, 1985)
desenvolveram o Método do Confinamento da Rigidez que desacopla a rigidez das
equacoes diferenciais para precursores e confina para uma de néutrons prontos que
pode ser resolvida analiticamente; (VILHENA, 1988) realiza a inversao numérica das
equacdes matriciais de ordem elevada, juntamente com o método de expansao em
série de Taylor; o Método Generalizado de Runge-Kutta de Quarta Ordem foi utilizado
por (SANCHEZ, 1989) para solucionar o problema de rigidez por ser um método A-
estavel; (ABOANBER; NAHLA, 2002a) (ABOANBER; NAHLA, 2002b) elaboraram o
Método da Inversao Analitica baseado nas aproximacdes de Padé com um tratamento
explicito das raizes da férmula de Inhour e a inversdo analitica aplicada permite a in-
versao rapida dos polindmios da matriz de Cinética Pontual considerando efeitos de
retroalimentacao de temperatura; o Algoritmo CORE de (QUINTERO-LEYVA, 2008)
usa transformada de Laplace e Teorema de expansao de Heaviside com as raizes da
equacao de Inhour; em (NAHLA, 2008) apresenta-se o Método Exponencial Analitico
Generalizado que baseia-se nos autovalores e autovetores da matriz dos coeficientes;
no Método Numérico Integral de (LI et al., 2009) utilizando a Melhor Fungcao Base
(BBF) é feita a integracdo exata nas equagbes para a densidade de néutrons em
cada passo de tempo, e a rigidez é superada pela formulacao totalmente implicita;
em (TASHAKOR; JAHANFARNIA; HASHEMI-TILEHNOEE, 2010) é feita uma solugao
numérica que considera efeitos de feedback de temperatura com um grupo de pre-
cursores de néutrons atrasados; (NAHLA, 2011) apresenta o método New Analy-
tic Method (NAM) baseado nas raizes da Equagao de Inhour usando o Método da
Eliminacdo Gaussiana para resolver as Equacgdes da Cinética Pontual de Néutrons
com reatividades do tipo constante, rampa e retroalimentacao de temperatura; o
Método da Decomposicao de (PETERSEN et al., 2011a) para reatividade dependente
do tempo € um método analitico que separa a matriz dos coeficientes em duas, uma
com a dependéncia temporal e a outra com as constantes, transformando as equacoes
em um conjunto de problemas recursivos semelhantes as equagoes com reatividade
constante; (ABOANBER; NAHLA; AL-MALKI, 2012) utilizam o método Analytical Per-

'Escalas de tempo para um reator térmico.
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turbation para um grupo de precursores de néutrons atrasados com retroalimentacao
de temperatura baseado em aproximagdes com pequenos parametros para a densi-
dade de néutrons; em (GANAPOL, 2009) (GANAPOL; PICCA, 2010) (GANAPOL et al.,
2012) apresenta-se a Técnica de Alta Precisao baseada na aproximagao constante
por partes (KINARD; ALLEN, 2004) e a alta precisao é alcangada pela introducao de
uma submalha para a avaliagdo numérica das integrais, corrigindo o termo fonte; (GA-
NAPOL, 2013) realiza um procedimento numérico que usa o método de Euler implicito
e o esquema de Diferencgas Finitas; (PICCA; FURFARO; GANAPOL, 2013) desenvol-
vem a Aproximacao Constante por Partes Melhorado (EPCA) baseada em (KINARD;
ALLEN, 2004), mas com a vantagem que possibilita, através de um ciclo iterativo, a
correcao do pressuposto basico do método PCA; no Método ITS2 de (SILVA et al.,
2014) aplicou-se o procedimento semelhante a (PETERSEN, 2011), mas a solugao
€ nao progressiva no tempo, pode ser determinada sem a dependéncia de tempos
anteriores.

No presente trabalho, obtém-se a solugdao das Equacgbes da Cinética Pontual
de Néutrons utilizando o Método da Aproximagao Polinomial em conjunto com a
continuacao analitica. Consideram-se um e seis grupos de precursores de néutrons
atrasados com e sem efeitos de retroalimentacao de temperatura para reatividades do
tipo: constante, rampa, quadratica, zig-zag, senoidal e fonte pulsada. O método con-
siste em expandir as variaveis em séries de poténcias, procurando uma solugcao em
torno de um ponto ordinario t,. Desta maneira, encontra-se a relagao de recorréncia
para geragao dos coeficientes da série. Considerando a reatividade como uma fungao
constante em um pequeno intervalo de tempo, aplica-se a condic¢ao inicial no primeiro
intervalo e a continuacao analitica para os proximos, ou seja, a solugcao encontrada
em cada intervalo de tempo € a condicao inicial para o seguinte. No decorrer desse
trabalho, determina-se o erro local através do estimador de Lagrange utilizando o Teo-
rema do Enésimo Resto e realiza-se o controle do erro global baseando-se no critério
de Lipschitz e no Teorema da Estabilidade. Além disso, efetua-se a analise da con-
vergéncia e inclui-se uma perturbagao tanto na reatividade, como na condicao inicial,
com o intuito de estudar o comportamento do sistema. Neste contexto, vale destacar
gue recentemente (CEOLIN, 2014) apresenta as solugdes baseadas na expansao em
série de Taylor da Equacao de Difusao de Néutrons estacionaria em geometria unidi-
mensional cartesiana multi-regiao, considerando o modelo de multigrupos de energia,
e das Equagoes Cinéticas de Difusao incluindo os néutrons atrasados.

A presente dissertagcdao esta organizada da seguinte maneira: no capitulo 2,
apresentam-se conceitos de fisica de reatores juntamente com a derivacao das
Equagdes da Cinética Pontual de Néutrons, a ser estudada nos capitulos poste-
riores, através da Equacao de Difusdao de Néutrons. No capitulo 3, mostra-se o
desenvolvimento do Método da Aproximacao Polinomial aplicado nas Equagdes da
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Cinética Pontual de Néutrons com e sem efeitos de temperatura, controle do erro lo-
cal e global, passo adaptativo de tempo, analise de convergéncia e perturbacdo. No
capitulo 4, expbem-se e analisam-se os resultados obtidos com simulacées numéricas
e comparam-se com resultados disponiveis na literatura, para um e seis grupos de
precursores com e sem efeitos de retroalimentacao de temperatura e reatividades do
tipo: constante, rampa, quadratico, zig-zag, senoidal e fonte pulsada. Além disso,
apresentam-se resultados incluindo uma perturbagao na condicao inicial e na reati-
vidade. No capitulo 5, apresentam-se as conclusdes e perspectivas para trabalhos
futuros.



2 CINETICA DE REATORES NUCLEARES

Esta secao trata-se de uma andlise detalhada sobre a distribuigdo de néutrons no
reator, identificando como as varias reacoes nucleares acontecem. Os néutrons po-
dem penetrar/interagir em qualquer nucleo por serem eletricamente neutros, sofrendo
varios tipos de reagcdes dentro do reator nuclear que envolvem perdas e producdes,
compondo um balango. Desta maneira, € construida a equacdo de balanco de
néutrons, considerando efeitos de fuga e isétopos fissionaveis, com a finalidade de
descrever fendmenos de criticalidade em sistemas multiplicativos de dimensdes fini-
tas (LEWIS, 2008).

Considerando um volume arbitrario V' de area de superficie S localizado no interior
de um reator, deve-se examina-lo para determinar como a populagao de néutrons
varia. Para tanto, & necessario conhecer a velocidade com que os néutrons se movem
e suas interacoes com outros nucleos presentes no reator. Primeiramente, utilizando
a teoria estatistica na qual a média dos valores sao calculados, define-se a densidade
de néutrons para descrever a distribuicao dos néutrons no reator:

Numero esperado de néutrons
em d3r na posigao r, em dE =n(r, B, t)dr. (1)
com energia E e no instante ¢

A representacao estatistica completa da densidade exige sete variaveis, trés para
as coordenadas espaciais, representadas pelo vetor r (indicando a posi¢cao), duas
angulares (direcao do movimento), uma para a energia cinética (velocidade) e uma
temporal (instante de observagao).

Cabe ressaltar, que quando os néutrons sao produzidos, possuem energia cinética
elevada (aproximadamente 1 até 10 MeV) e, devido a esse fato, sdo definidos como
néutrons rapidos. Através do processo de moderagao, no qual cedem energia ao meio
devido as colisdes, atingem energias intermediarias (em torno de 1 até 1000 keV),
passando a serem chamados de néutrons intermediarios. Quando alcangam ener-
gias baixas proximas a energia térmica (aproximadamente 0,025 eV), denominam-se
néutrons térmicos (DUDERSTADT; HAMILTON, 1976).
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Para determinar a probabilidade na qual um néutron vai atingir um ndcleo e causar
uma reacgao nuclear utiliza-se o conceito de se¢ao de choque macroscopica (X), que
€ a area de alvo total disponivel de todos 0s nucleos contidos em uma unidade de
volume, e a velocidade de néutrons (v), ou seja:

[ Frequéncia ] _ W(E)S(r E.1) @)

da interacao

Multiplicando a frequéncia da interacdo pela densidade de néutrons pode-se
definir a densidade da taxa de interacao como:

[ Densidade da | _ F(r, B,t)d*tdE = v(E)S(r, E, t)n(r, B, t)d°rdE. (3)

taxa de interacao

Na teoria da difusao, outra grandeza importante € o fluxo escalar, que é obtido pela
multiplicagao da densidade de néutrons pela sua velocidade, presente na equagao
acima. Entao:

Fluxo escalar
de néutrons

] = ®(r, E,t) = v(E)n(r, E,t). (4)

Por estimar a taxa na qual varios tipos de reacées ocorrem entre néutrons e
nucleos por unidade de volume, através da multiplicacdo do fluxo pela secao de
chogue macroscépica correspondente, € mais adequado utilizar o fluxo de néutrons.
Vale destacar que neste presente trabalho, admite-se que o fluxo escalar de néutrons
leva em consideragao néutrons em todas as diregdes. Portanto, pode-se reescrever a
Equacao (3) como:

F(r,E,t)d°rdE = (v, B, 1)®(r, E, t)d’rdE. (5)

Diante disso, constroi-se uma equacao para o fluxo de néutrons utilizando a ideia
de que a variagao do numero de néutrons com o passar do tempo, no volume definido,
vai ser determinada pela diferenga entre a producao e a perda de néutrons por volume
unitario:

Producao
emV

(6)

do numero de

Taxa de variacao [
néutrons em V

Perdas
emV

A producao no volume V € constituida por fontes de néutrons (por exemplo a
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fissao), néutrons que entram pela superficie S do volume V e néutrons de diferen-
tes energias que sofrem colisdes de espalhamento para dentro do intervalo de ener-
gia de interesse. Ja as perdas sao advindas da saida dos néutrons através da su-
perficie S do volume V' e de colisdes, que removem um néutron através da interacao
de absorcao e através do espalhamento de néutrons com energia E para outras ener-
gias. A contribuicdo sobre toda a superficie S comumente € tratada em apenas um
termo, denotado perda por fuga, no qual sdo computados os néutrons saindo sub-
traindo os que estao entrando pela superficie (DUDERSTADT; HAMILTON, 1976).
Diante desses conceitos, a equacao de balango de néutrons deve ter a forma:

Taxa de variacao
, Perda por Perda por Fonte de
do numero de - - ~ + A
. fuga absorgao néutrons
néutrons em V
[ Espalhamentode | [ Espalhamento de |
néutrons para néutrons para
— | foradointervalo | + | dentrodointervalo |. (7)
de energia de energia
EeE+dE | | EeE+dE

Portanto, a taxa de variagcado do numero de néutrons em V deve representar o
numero de néutrons na posic¢ao r, no instante ¢ e com energia no intervalo £ e E+dE.
Essa variacao é nula no caso estacionario (sistema critico). Assim, integrando essa
guantidade no volume definido, obtém-se:

Taxa de variacao
do nimero de =% [/ n(r,E,t)d?’r} dE. (8)
néutrons em V' v

Utilizando a Equacao (4), pode-se reescrever a taxa de variagao do numero de
néutrons em V' como:

% UV n(r, E,t)d?’r] dE = % UV ﬁ@(r,E,t)d?’r} dE =
{ /V U(g) a‘b(gf ’t)dﬂ dE, 9)

onde v(E) é a velocidade de néutrons e ®(r, £, t) é o fluxo escalar de néutrons.

A fuga, como mencionado anteriormente, representa a taxa de néutrons difun-
dindo, ou seja, entrando ou saindo de um pequeno volume arbitrario sem a ocorréncia
de interagOes, na posicao r, no instante ¢ e energia no intervalo £ e £ + dE. Sendo
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J(r, E,t) a densidade de corrente de néutrons que esté relacionada a um elemento de
superficie, logo V - J(r, E, t) relaciona-se ao seu volume. Para obter todos os termos
da equacao de balanco integradas sobre o volume V' utiliza-se o Teorema de Gauss,
obtendo-se:

[ Perda por] - [/ J(r, E,t)dS} dF = [/ V-J(r,E,t)d?’r} dE. (10)

fuga S 1%

Para relacionar a densidade de corrente com o gradiente espacial do fluxo escalar
de néutrons, emprega-se a aproximacao estabelecida pela Lei de Fick. Apesar dessa
teoria se tratar de uma aproximacao, apresenta resultados satisfatérios em calculos
globais em fisica de reatores. Sua origem, na realidade, se deu para solucionar o
problema da difusao quimica, onde mostra-se que um soluto sofre difusao de uma
regiao de maior concentragao para uma regiao de menor concentragao. Pode-se dizer
também que a taxa do fluxo do soluto é proporcional ao gradiente da concentragao
do soluto em sentido oposto (LAMARSH, 1966). Desta maneira, assume-se que 0S
néutrons tem um comportamento similar: se o fluxo de néutrons € maior em uma
parte do reator nuclear, ocorre difusdao para uma regidao de menor densidade. Uma
das aproximacoes feitas para se chegar ao modelo de difusao € considerar a taxa de
variacao da densidade de corrente muito mais lenta que a frequéncia de colisao, ou
seja, 3% << vX. Entao, considerando a Lei de Fick:

J(r,E t) = —D(r, E,t)VO(r, E,t), (11)

onde D(r, E,t) é o coeficiente de Difusao, que pode ser representado pela seguinte
relacao:

1

DINEt)=——
(K, E,1) 35, (r, B, t)’

(12)

onde X,.(r, E,t) € a segdo de choque macroscopica de transporte, que pode ser
definida como ¥, = X1 — i3, onde [z € 0 cosseno do angulo médio de espalhamento.
Entdo, a secdao de choque macroscopica de transporte se reduz a secao de choque
total, pois para espalhamento isotrépico i = 0. Deste modo, obtém-se:

Perda por
[ P ] =— U V-D(r,E,t)VO(r, E, t)d’r| dE. (13)
fuga v
Ja a absorgao é definida como a taxa de néutrons absorvidos na posigao r, tempo
t e energia entre £ e E + dE em um elemento de volume V':
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[ Perda pf”] — [/ (1, B, )0(r, E, 1)d°r| dE, (14)

absorcao v

onde X,(r, E,t) é a segao de choque macroscopica de absor¢ao, que representa a

probabilidade por unidade de percurso para um néutron sofrer a reacao de absorcgao.
Define-se a fonte de néutrons como a taxa de néutrons produzidos na posi¢ao r,

tempo t e energiaentre F e £ + dE.

Fonte de] _ [ / Q(r,E,t)d?’r] iE. (15)
Vv

néutrons

A fonte de néutrons também pode ser escrita separando-se em dois termos, um
gue representa as fissées e outro, uma fonte externa:

Q(r, 1) = y(E) / VS, B OB, B ) AE + Quu(F, B 1), (16)

onde vX(r, E',t)®(r, E’,t) € a taxa de producdo de néutrons por fissdo, x(E) é a pro-
babilidade que um néutron pronto apresente energia entre £ e E + dE como resultado
de uma fissdo, v € o numero médio de néutrons produzidos por fissdo, ¥,(r, E',t) é a
sessao de choque macroscopica de fissao e Q..«(r, F, t) € a fonte externa.

Como o espalhamento € uma colisdo mecanica do néutron com o nucleo, sua
energia pode mudar, ou seja, 0 néutron pode ser removido do seu intervalo de energia
ou ainda, espalhado para o mesmo intervalo (LAMARSH, 1966). Entao, representa-se
o espalhamento de néutrons para fora do intervalo de energia £ e F + dE como a
taxa de néutrons espalhados para energias diferentes da quantidade £ e F + dF na
posicao r, instante ¢t e energia entre £ e E + dFE.

[ Espalhamento de |
néutrons para
foradointervalo | = [/ Y. (r, E,t)®(r, E, t)d’r| dE, (17)
de energia v
EeFE+dE

onde X, (r, £, t) € a se¢ao de choque macroscopica de espalhamento, que representa
a probabilidade por unidade de percurso para um néutron sofrer espalhamento para
energias diferentes do intervalo F e E + dE.

Em seguida, estabelece-se o espalhamento de néutrons para dentro da energia £
e F + dFE como a taxa de néutrons espalhados para o intervalo £ e E + dE na posicao
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r, instante ¢ e energia entre £’ e E' + dE'.

[ Espalhamento de |
néutrons para
dentro do intervalo | = [/ /Es(r,E’ — E.)®(r, B t)dE'd°r| dE.  (18)
de energia v
EeFE+dE

Substituindo as Equagodes (9), (13), (14), (16), (17) e (18) na Equagao de balanco
(7), obtém-se:

1 0%(r, E,t)
3 Rt AR v _
/Vd r{v( - V- D(r,E,)VO(r, E,t) + Sr(r, E,t)0(r, E, 1)

/ (B — B, )®(r, B, 1)dE — y(E) / VS (r B OO (r, B 1)dE

+Qeut (T, E,t)} dE =0, (19)

onde Xr(r, E t) = X.(r, E t) + X4(r, E,t), que representa a se¢ao de choque ma-
croscopica total.

Portanto, o integrando é nulo pois o volume V foi escolhido arbitrariamente. Assim,
a equacao da difusao dependente do tempo pode ser escrita como:

1 09(r, E,t)
v(E) ot

=V . -D(r, E,t)NO(r,E,t) — Xp(r, E,t)P(r, E, t)+

/ S,(r E' — E,t)0(r, E',t)dE' + x(E) / VS (kB )O(r, B 1)dE' + Quu(F, B, ). (20)

2.1 Importancia dos néutrons atrasados

Nem todos néutrons sdo gerados simultaneamente com a fissdo, ha os néutrons
atrasados que surgem apds a fissao nuclear, quando ha a origem de fragmentos
instaveis que decaem e os emitem. Esses nuclideos que sofrem decaimento séo cha-
mados precursores de néutrons atrasados. Quando esses néutrons surgem, possuem
energia baixa (aproximadamente 0,5 MeV enquanto que os néutrons prontos gerados
na fissdo possuem aproximadamente 2 MeV) e percorrem uma distancia mais curta
comparados aos néutrons rapidos, o que gera uma menor probabilidade de fuga do
nucleo do reator. Outro fator importante a ser destacado, € que possuem uma probabi-
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lidade menor de provocar fissoes rapidas do que os néutrons rapidos por sua energia
estar abaixo do minimo necessario para essa reagao. Vale destacar, que a fissao por
bombardeamento com néutrons acontece se um desses néutrons for absorvido pelo
nucleo e a soma da energia cinética do néutron com a energia de ligacao do nucleo
for maior que o limiar de energia para a fissao.

O modelo proposto na se¢ao anterior ainda néo inclui a contribuicao dos néutrons
atrasados para a geragao de néutrons no reator nuclear. Apesar de representar me-
nos que 1% da populacao total de néutrons no reator, eles exercem um papel muito
importante no controle do nucleo, pois mudam drasticamente o comportamento do
sistema.

Em estudos de fisica de reatores, percebeu-se que os fragmentos instaveis que
emitem néutrons atrasados podem ser reunidos em seis grupos de acordo com as es-
calas de tempo (meias-vidas) que os conferem propriedades semelhantes. Portanto,
cada grupo i é caracterizado pelos seguintes parametros nucleares:

e (3;: fracao de néutrons atrasados no grupo i;

e )\;: constante de decaimento radioativo do grupo i de precursores.

Para relacionar um e seis grupos de precursores de néutrons atrasados, pode-se
6

utilizar a relagéo de equivaléncia ( + = Zl )

Primeiramente analisa-se a variagéc;Ha concentracao dos precursores de néutrons
atrasados no reator, ap6s inclui-se no termo que representa as fissdes a contribuicao
desses néutrons na Equacao da Difusdo Dependente do Tempo (20).

Define-se a concentracao dos precursores de néutrons atrasados como:

Numero esperado dos i-ésimos
precursores em d3r
em torno de r que sempre
emitem um néutron atrasado

= Cy(r, t)d’r, (21)

parai = 1: 1. A expressao que determina a variagao da concentragcao de emissores
de néutrons atrasados C;(r,t) em uma posig¢ao r e instante ¢, deve incluir perda e
produgao:

Numero esperado Numero de
/ oC;(r t)d3r _ de precursores sendo B precursores (22)
% ot produzidos em V/ decaindoem V' |’
no instante ¢ no instante ¢

para i = 1 : I. A produgao dos precursores ocorre através da fissdo, que pode
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ser contabilizada pela multiplicacdo da fracdo de néutrons atrasados pela taxa de
produgao de néutrons por fissao:

Numero esperado
de precursores sendo
produzidos em V
no instante ¢

_ / [ / BuSi(r, B O0(r, E )dE | P, (23)
1%

parai = 1 : I. Ja a perda € ocasionada pelo decaimento radioativo, que pode ser
determinada pela multiplicacdo da concentracdo do precursor C;(r, t) e sua constante
de decaimento \; correspondente:

Numero de
precursores
decaindo em V
no instante ¢

- / [Ci(r,t)/\i]dSr, (24)
|4

parai = 1: I. Substituindo as Equacdes (23) e (24) na Equacao (22):

/d%[ac’é(;’t) —/ﬁiyzf(r, E' t)®(r, E' t)dE" + \;C;(r,t)|= 0, (25)
14

parai = 1: I. Deste modo, o integrando € nulo pois o volume foi escolhido arbitraria-
mente. Assim, a equacao que expressa a variacao da concentracao dos precursores
em um reator nuclear é dada por:

- [ B B B dE - ACitr.o), (26)

parai=1:1.

Agora, acrescenta-se na Equacao (20) a contribuicdo dos néutrons atrasados.
Primeiramente, o ndmero de precursores de néutrons atrasados que decaem e
contribuem para a fissao:

Producao dos
néutrons atrasados

] = Z Fi(B)NCi(r 1), (27)

parai =1 : I, onde f;(E) representa a probabilidade de um néutron atrasado apre-
sentar energia entre £ e E + dE como resultado do decaimento do i-ésimo emissor.
Em seguida, define-se o nimero de néutrons produzidos pela fissdo subtraido da
contribuicao dos néutrons oriundos de decaimentos dos produtos de fissao, ou seja,
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somente os néutrons prontos:

Producao dos
néutrons prontos

] = /(1 — B)X(EWSs(r, E', 1) ®(r, B t)dE'. (28)

Portanto, a Equacao da Difusao Dependente do Tempo, acrescentando-se a
contribuicdo dos néutrons atrasados, pode ser escrita como:

1 00(r, E.t)
v(E) ot

=V -D(r,E,t)VO(r, E t) — Sp(r, E,t)P(r, E, 1)+
/(1 — B)X(E)WwSs(r, E' t)®(r, E' t)dE' + /Es(r,E’ — B, 1)®(r, E' t)dE'

+Zfz(E))‘zCz(rvt) +Q6xt(r7Eat)7 (29)

parai=1:1.

Para a resolugao das Equacdes (26) e (29) é necessario conhecer as condi¢des
iniciais e de contorno espacial. Sabendo que o nlcleo do reator é heterogéneo, ou
seja, apresenta regides distintas (combustivel, barras de controle, refrigerante, entre
outros), € preciso também impor uma condi¢ao de continuidade entre as interfaces de
regioes distintas para o fluxo e para a corrente de néutrons.

2.2 As Equacoes da Cinética Pontual de Néutrons

A Equacao (29) para o fluxo escalar de néutrons pode ser de dificil resolugao tanto
analiticamente como numericamente, causada pela dependéncia de espaco, energia
e tempo dos parametros nucleares. Devido a este fato, faz-se simplificacdes espaci-
ais visando facilitar sua resolugao, proporcionando, assim, prever o comportamento,
suficientemente preciso para situagoes praticas, da populacao de néutrons no reator
nuclear em funcao do tempo.

Em situacdes reais, a razdo entre o fluxo em um instante ¢;(®(r, £,t;)) e outro
instante t5(®(r, E, t2)) € semelhante para toda posi¢éo e energia. Assim, considera-se
que o formato do fluxo escalar em relagao a variavel energia e distribuicao espacial
mantém-se constante durante um determinado intervalo de tempo.

Desta forma, levando em consideracao que o reator deve compor um balanco em
que as perdas e a producao tenham valores semelhantes o que significa que nao
existe nenhuma perturbacao grande (devido a fatores internos ou externos no reator),
pode-se assumir que em um transiente:
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O(r, E,t)  Uo(r, E)n(t), (30)

onde ¥ (r, E) é a funcdo forma. Vale destacar que a funcéao forma é estimada con-
forme a geometria e composi¢cao do nucleo do reator.
Logo:

O comportamento de um reator nuclear em que a densidade varia com o tempo
pode ser determinado pelas Equacgdes da Cinética Pontual de Néutrons. Para isso,
€ necessario que a funcao forma seja estimada, reduzindo o problema a encontrar a
densidade de néutrons dependente do tempo.

Desta forma, para encontrar as Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons sao
feitas as simplificagcbes que seguem. Primeiramente, integra-se as Equacdes dos
precursores de néutrons atrasados (26) em d°r:

8815/ d3r_//ﬁzu2f r,E t)®(r ,E’,t)dE’d3r—)\i/Ci(r,t)d?’r, (32)

parai=1:1.
Integrando a Equacéao (29) em espaco e energia obtém-se:

0 1 3. 3
a//U—E r, E,t)dEdr = //v v, E )V, E, ) dEdr

//ET(r, E,t)®(r, E, ) dEd3r+// [(1 - EWX(r, E',t)®(r, E' t)dE'|dEd’r
/ / / E' — E,t)®(r, E' t)dE' dEd®r + / / Z Fi(E)NCi(r, t)dEdr
+//Qext(r, E t)dEd’r, (33)

parai=1: I, mas como:

[ x(B)dE =1,
[ fi(E)dE =1, (34)
[S4(6, B — B OdE = Sp(r, E' 1) — Su(r, B 1),

parai =1: I, reescreve-se a Equacao (33) como:
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at// r,E,t) dEd3r_//V D(r, E,t)VO(r, B, t)dEd*r—

Sr(r, E, 1)®(r, B, t)dEd*r + (1 — B)WwXs(r, E' t)®(r, E' t)dE d°r
f

+ / / Sr(r, B )O(r, B t)dE d*r — / / r,E t)dE'dr

+/Z>\i(]i(r,t)d3r+//Qm(r, E t)dEd’r, (35)

para i = 1 : I. Simplificando e rearranjando os termos, tem-se:

P EtdEd3r_// (r, E,t)VO(r, E,t) + (vX4(r, B t)—

Ya(r, B, 1)®(r, E,t)]dEdSr—//Bny(r,E,t)(I)(r,E,t)dEd3r

+/Z>\i0i(l‘,t)d3r+//Qm(r,E,t)dEd3r, (36)

parai = 1 : I. A partir dessa equacao, pode-se identificar a quantidade que repre-
senta o niumero de néutrons no reator nuclear em um instante ¢, ou seja, define-se a

densidade de néutrons como:
/ / r,E,t)dEd. (37)

Como explicado anteriormente, é necessario que a funcao forma seja estimada,
entao supondo:

(38)

Substituindo ®(r, E, t) por #2450 nas EquagGes 32 e 36 e notando que:

/ / E)dEd*r = / / (r, E,t)dEd’r, (39)

e ainda lembrando da definicao (37), pode-se concluir que:

/ / E)dEd*r = 1, (40)



31

para todo ¢. Desta maneira, a funcao forma nao é separavel em espaco, energia e
tempo, além de ser proporcional ao fluxo.

Tendo em vista posteriores alteracées na derivacao das Equacoes da Cinética
Pontual, introduz-se novas definigoes:

[ Ci(r, t)dPr
[ 55 %(r, E)dEd?r’

Ci(t) = (41)

para i = 1 : I, como sendo a populagdo total no instante ¢ do i-ésimo precursor de
néutrons atrasados e:

[ [ Qeat(r, E,t)dEd5r
ffv(lE)\IJO , E)dEd3r’

Q1) = (42)

como sendo a fonte total no instante .

Desta forma, para reescrever as equagodes integradas utilizando os parametros
cinéticos, é necessario definir a reatividade. Para tanto, & imprescindivel lembrar que
o processo multiplicativo de reacées em cadeia nao sé pode aumentar o nimero
de néutrons, como também reduzi-lo ou manté-lo. Assim, a razao entre o niumero
de néutrons de uma geracao pelo da geracao anterior € chamado de fator de
multiplicacédo (k.;s) € € o que determina o comportamento da densidade de néutrons
no reator nuclear em fungao do tempo. Para uma reagcdo em cadeia ser estacionaria
(sistema critico) o k.;; deve ser exatamente igual a um, isto pode ser observado na
Figura 1.

O  CGiritico
+  Subcritico
) Supercritico

nit)

Figura 1: Densidade de néutrons para os sistemas critico, subcritico e supercritico.
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O fator de multiplicacao efetivo pode se afastar da criticalidade e essa distancia
pode ser medida pela reatividade, que € a taxa liquida instantanea de producao de
néutrons dividida pela taxa de producao instantanea devido a fissdo. A reatividade
pode assumir trés casos: p(t) < 0, em que o sistema € subcritico (0 nimero de
fissdes e a populacdo de uma geragao € menor que a geragao anterior); p(t) = 0,
em que o sistema € critico (0 numero de fissdes e a populagdo de uma geragao é
igual a geracao anterior); e p(t) > 0, em que o sistema é supercritico (0 nUmero de
fissoes e a populacdo de uma geracao € maior que a geracao anterior). Dentro do
caso supercritico existem ainda outras trés possibilidades: subpronto-critico (quando
p(t) < B), pronto-critico (quando p(t) = ) e superpronto-critico (quando p(t) > ). A
reatividade pode estar relacionada a varios parametros, entre os quais, por exemplo,
a temperatura que tem como consequéncia a inser¢ao de um termo nao linear nas
Equacdes da Cinética Pontual para solucionar o sistema. Sao empregadas varias uni-
dades para representa-la apesar de ser adimensional, como mostrado na Tabela 1.

Tabela 1: Unidades e reatividade correspondente.
Unidade Reatividade correspondente

1% 0,01
1AK 0,0001

1$ 3

1lc 0,01%
1pcm 0,00001

Diante desses conceitos, define-se a reatividade como:

o= LIV DOCEOVI(EE) + (058 B, = Su(6 ) Vo(r ENdEDT
B [ [vSs(r, E,t)U(r, E)dEd3r ‘
Outro parametro cinético a ser definido € o tempo médio de geracao, que é o
tempo de vida dos néutrons prontos entre o seu surgimento e seu subsequente
desaparecimento no reator nuclear, da seguinte maneira:

| 55 o(r, E)dEd®r
Alt) , (44)
ff’jzf ‘Ifo( E)dEd3r
e por fim, as fracdes de néutrons atrasados:
3

ffyxf ' E, t Yo (r, E)dEd3r ’
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parai = 1: I. Fazendo as seguintes divisoes:

p(t) [ [IV-D(r,E, )VU(r,E) + (yzf( I E,t) — (v, E, 1)Uy (r, E)|dEdPr

O [ =5 Uo(r. E)dE®T . (47)
e.
Zijﬁi(t) ffZ@-yzf(r, E. t)Uo(r, EYdEd®r
Aty I s E)dEd3r
[ Busr, E,t)\lfo(r, E)dEdr us)

[ 35 %(r EydEdr

para i = 1 : I, levando-se em consideracao as definicoes (41) e (42), obtém-se as
Equacoes da Cinética Pontual de Néutrons:

do;it) _ p(t)A?t)ﬁ ® ) + Z NCi(1) + Q)

n(t) — XCi(t), (49)

parai=1:1.

Essas equagdes constituem um conjunto de 7 + 1 equagdes diferenciais ordinarias
acopladas. Para o modelo e analises realizadas nesta dissertacdao, admite-se a
aproximacao 3(t) = 5 e A(t) = A, ou seja, ndo se alteram significativamente em
um espago curto de tempo e, portanto, sao consideradas constantes. Consequente-
mente, somente a reatividade e a fonte externa modificam a populacao de néutrons e
de precursores com o passar do tempo. A dependéncia da reatividade do tempo esta
relacionada a varias propriedades, tais como o histérico de poténcia, temperatura,
entre outros.

Para a obtencdao de uma solucao Unica do problema, sao aplicadas as seguintes
condicdes iniciais:

n(0) = no,
OZ(O> - )\BZAn07

parai=1:1.
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As Equacodes da Cinética Pontual sdo modelos matematicos relativamente simples
mas apurados para representar as situagdes dinamicas em um reator nuclear. Essas
situacoes podem envolver, por exemplo, o ligamento, controle e desligamento do re-
ator, permitindo entao prever o que pode acontecer com insercao de reatividades de
diferentes tipos. Embora no sistema de Equacgdes (49) nao apareca explicitamente a
poténcia nuclear (P(t)), ela esta relacionada com a densidade de néutrons. Sem perda
de generalidade, pode-se substitur n(¢) por P(t) quando a poténcia for a variavel mais
conveniente a ser avaliada.

O obstaculo em solucionar as Equacdes (49) esta no fato de serem um problema
de rigidez (stifness). A causa que explica essa dificuldade é a grande diferenca entre
os tempos de vidas dos néutrons prontos e atrasados, pois 0s néutrons atrasados
apresentam um tempo de vida de no minimo mil vezes maior que os néutrons prontos.

2.3 Equacoes da Cinética Pontual de Neéutrons com
Retroalimentacao de Temperatura

Em geral, utiliza-se a reatividade p(¢t) como uma funcéo exclusivamente depen-
dente do tempo fornecida para a resolucdo das Equacdes da Cinética Pontual de
Néutrons, mas existem efeitos da temperatura 7' do nucleo do reator que também
influenciam sua variagcao. O mecanismo de retroalimentacao (feedback) de tempera-
tura pode ser entendido como um efeito fisico em que a populagao de néutrons sofre
efeitos da temperatura.

A temperatura do reator geralmente é descrita em funcdo da densidade de
néutrons. Assim, o sistema de Equacdes da Cinética definido em (49), incluindo o
efeito de feedback de temperatura, € ampliado por uma equacao que determina a
taxa de variacao de temperatura, definida por:

dT(t)

onde H é a constante de proporcionalidade entre densidade de néutrons e tempera-
tura, ou seja, representa um parametro ligado a influéncia da mudanca de fluxo de
calor na taxa de variacao de temperatura. Deste modo, a variagao de temperatura e a
densidade de néutrons estao relacionadas de forma linear.

Como o reator € composto por regides heterogéneas, existe a temperatura do com-
bustivel, do moderador e do refrigerante, por exemplo. Para determinar a distribuicao
de temperatura durante uma operacao de um reator nuclear sao realizados calculos
detalhados de engenharia, que envolvem transferéncia de calor e fluxo de fluidos e
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a partir dessas temperaturas sao feitas médias. Mudancas na temperatura desses
componentes, portanto, conduzem a variagoes na reatividade, que determinam o co-
eficiente de temperatura de reatividade («).

Assumindo-se que a temperatura é independente da posicao, ou seja, o nlcleo é
caracterizado por uma temperatura unica uniforme, pode-se entao definir a relagao:

_ op(t,T)

5T (52)

«

Se o coeficiente « for positivo, 0 aumento da temperatura causa um aumento na
reatividade, aumentando a densidade de néutrons, que por sua vez conduz a um
aumento na temperatura novamente, e assim por diante. Nesse caso, os reatores sao
instaveis em relagdo a mudancas na temperatura. Se, por sua vez, o coeficiente for
negativo, o0 aumento na temperatura reduz a reatividade, diminuindo a densidade de
néutrons, que por fim tende a retornar a temperatura a seu valor inicial. Os reatores
com coeficientes negativos sdo estaveis com relagao a temperatura.

Desta forma, a variacao da reatividade com a temperatura, considerando uma
perturbacao de primeira ordem, pode ser expressa pela expressao:

p(t,T) = po — a[T(t) = T(0)], (53)

onde p, é a reatividade inicial. Substituindo (53) em (49), desconsiderando a fonte
externa, obtém-se:

dn(t o — a|T'(t) —T(0)] —
dg) _ P [ ()A (0)] 5n(t)+;)\i0i(t),
dC:;;t) - @”(t) AiCi(1), (54)
T _ gy,

para: = 1: I, com as seguintes condi¢des iniciais:

n(0) = no,
Ci(0) = 5o, (55)
7(0) = To,

parai=1:1.
Portanto, o sistema se torna nao linear devido ao produto da temperatura pela
densidade de néutrons na primeira equacgao do sistema (54).



3 METODOLOGIA DE SOLUCAO DAS EQUACOES DA
CINETICA PONTUAL DE NEUTRONS

Muitos autores (EL_TOKHY; MAHMOUD, 2014) (HAMADA; ABOANBER, 2008)
(NAHLA, 2011) (CHEN et al., 2013) (LEITE; PALMA; VILHENA, 2013) (GANAPOL,
2013) destacam que o sistema de Equacoes da Cinética Pontual de Néutrons continua
sendo objeto de estudo pela sua importancia na fisica de reatores. Deste modo, conti-
nuam sendo desenvolvidos e aprimorados métodos tanto analiticos como numéricos.
Neste capitulo, sera apresentada a construcao da solucao das Equacdes da Cinética
Pontual de Néutrons com e sem efeitos de retroalimentacao de temperatura, com seis
grupos de precursores de néutrons atrasados, através do Método da Aproximagao
Polinomial (PAM) usando a expansao em séries de poténcias em conjunto com a
continuagao analitica.

3.1 O Método da Aproximacao Polinomial

Encontrar uma solugao em forma de séries de poténcias € uma forma conveniente
e util devido ao fato de que, dentro de seu intervalo de convergéncia, se compor-
tam semelhantemente a polinémios, sendo faceis de manipular tanto analiticamente
como numericamente. Além disso, uma solugao obtida utilizando-se fun¢des elemen-
tares, como exponenciais ou trigonométricas por exemplo, necessita de uma série de
poténcias (série de Taylor) para calcula-la numericamente ou representa-la grafica-
mente em um computador.

Para procurar a solucao através do Método da Aproximacao Polinomial, parte-se
do problema de valor inicial dado pelas Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons
com seis grupos de precursores de néutrons atrasados, dadas por (49) desconside-
rando a fonte externa e considerando que somente a reatividade varie com o tempo e
outros parametros cinéticos sejam constantes:
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parai=1:6.

Para aplicar o Método da Aproximacao Polinomial, expande-se a densidade de
néutrons e a concentracao dos precursores de néutrons atrasados em séries de
poténcias em torno de um ponto ordinario t,, centrado em um intervalo I,, supondo
que as séries convergem no intervalo |t — ¢y| < e, para algum ¢ > 0. Portanto, a
solucao procurada tem a forma:

n(t) = ag+ a1 (t —to) +as(t —to)* + ... +a.(t —to)" + ... = > a,(t —to)",
Ci(t) = big+bia(t —to) + bia(t —to)* + ... + b (t —to)"

i bir(t —to)", (58)
r=0

parai=1:6.

Para substituir em (56), precisa-se também da derivada da solugdo em forma
de séries de poténcias que pode ser obtida diferenciando-se (58) termo a termo,
obtendo-se:

P — ) 4 2a5(t — to) + o+ At — 1) T A = D Tt —to)

dt
r=1 (59)

T
—d%t(t) - bi,l + 2bl72(t - to) + + Tbm«(t — to)r_l + ces — 21 Tbiﬂ"@ - to)r_l,

para i = 1 : 6. Substituindo (58) e (59) em (56), tém-se:

0 0 6 0
SSrap(t —to) ™t — (ZBE) S a,(t —to) — SN D bt —to)" =0,
r=1 i=1  r=0 (60)

o0

Sorbi(t—to) =B S an(t — 1)+ A Y biy(t —to)" =0,
r=0

r=1 r=0

parai=1":6.
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Com o intuito de combinar as duas séries, reescrevem-se as séries derivadas
para que tenham o mesmo termo geral, mudando o indice do somatério através da
substituicao de r por r + 1 e iniciando o somatério em zero:

o0

S (r + Dapaa(t — to)” — (25-2)

NgE

6 o0
ar(t —1t0)" — > Ni D0 bin(t —t9)" =0,
i=1 r=0

S o 5 (61)
Z (’I" + 1)bi77~+1(t — to)r — % z ar(t — to)r + >\z Z bi,r(t — to)r = O,
r=0 r=0 r=0

parai = 1 : 6. Para a Equacao (61) ser satisfeita para todo ¢ € necessario que o
coeficiente de cada poténcia de t seja nulo, desta forma, podemos concluir que:

6
(7“ + 1)ar+1 - (p(t)T_ﬁ)ar - Z Aibi,r = 07
=1

(62)
(7’ + 1)bi,r+1 - %ar + )\ibi,r = 07
parai = 1: 6. Isolando-se o termo de maior indice em cada equagao obtém-se:
6
m%ar + Z )\ibz’,r
=1
Qr - )
o (r+1)
Big — \:b.
Y u’ 63
,r+1 (T + 1) ( )

parai = 1 : 6. As expressdes dadas em (63) sao conhecidas como relacao de re-
corréncia, seus coeficientes sucessivos podem ser calculados um a um escrevendo-
se a relagao de recorréncia primeiro para r» = 0, depois para » = 1 e assim por diante.
Os coeficientes ag e b; o s80 encontrados aplicando-se as condigoes iniciais dadas por
(57) em (58) truncando as séries conforme desejado.

A ideia para resolver as Equacdes da Cinética Pontual de Néutrons pelo Método
da Aproximagao Polinomial em torno de um ponto ¢, é considerar a reatividade como
uma fungao constante em um intervalo relativamente pequeno de tempo (aproximagao
constante da reatividade) em conjunto com a continuagao analitica. Ou seja, a solugcao
em torno de um ponto ¢, em um intervalo I, = [0,2At], onde At =t — t, € 0 passo
de tempo escolhido, é a condigao inicial para o préximo intervalo e assim por diante.
Cabe ressaltar que escolhe-se a reatividade p(t) = po em cada ponto central de I,.

Admitindo que a densidade e concentragao dos precursores de néutrons atrasados
sao, por exemplo, uma aproximacao linear local em torno de t, para I, as séries (58)
tornam-se:

n(t) = ag + Cll(t — to),
Ci(t) = big+ bii(t —to),
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parai=1:6,com a; e b;; determinados pela férmula de recorréncia (63) para r = 0,
ou seja:

6
_ p®)-B
= ==—ap+ Aibio,

3] A Qo Z; 0 (65)

_ B
bi,l = 700 — )\ibi,Oa

parai=1:6.
Entao, pode-se reescrever (64) como:

6
’I”L(Zf) & Qo + (—p(tl)x_ﬂ&o + Z )\ibi,o) (t — to),
=1

Ci(t) 2 big + (Zag — Nibig) (t — to),

(66)

onde i = 1 : 6, para o intervalo I, em torno de ¢,. Aplicando a condigao inicial dada
por (57) encontram-se os coeficientes a, e b; o resolvendo o sistema linear. Utilizando
a mesma ideia, pode-se encontrar a solucao para todos intervalos I,,; em torno de
to (pertencente a este intervalo) usando como condigao inicial a solugao no intervalo
anterior, ou seja, fazendo uso da continuacao analitica.

Considerando agora os efeitos de temperatura, parte-se das equacodes (54) e
aplica-se o PAM. A expansao em séries de poténcias para a densidade e concentragao
de precursores de néutrons atrasados € a mesma apresentada em (58), ja para a
temperatura, tem-se:

T(t) = co + 1(t — to) + et — to)2 + .. + ot — to)" + . = iocr(t —t). (67)

Diferenciando (67), encontra-se:

O — ¢ 4 25t —to) + oo +1Co(t —to) ™ 4. = > rep(t —to) . (68)

r=1

Substituindo (58), (59), (67) e (68) em (54) e combinando as trés séries com o
mesmo termo geral, obtém-se:

o0

20(7" 1)@y (t — to)r — (22T O0-F) anr(t — to)"

00 6 00 B
+S Dot —to)" D ar(t —to)" — DA D byt —to)" =0, (69)
r=0 i=1 r=0

r=0
oo

>+ Dersalt o) — H 3 anlt = to) =0,

r=0
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parai=1:6.

O desenvolvimento da metodologia para a concentragao de precursores de
néutrons atrasados € a mesma apresentada anteriormente e, por isso, ndo sera re-
petida.

Da mesma forma, para as equagdes serem satisfeitas para todo ¢ € necessario
que o coeficiente de cada poténcia de ¢ seja nulo. Assim, isolando os termos de
maior indice de cada equacao, a relacao de recorréncia, considerando os efeitos de
feedback de temperatura, torna-se:

P 6
(0oL OBY g, — & 5™ coap g+ 0 Nibs,
k=0 =1

a/r+1 - (T‘ + 1) 9
Bi
Big — \.b:
S A Ur i z,r’ 7
e (70
_ Ha,
CT‘-‘rl - (T + 1)7

parai = 1 : 6, onde E cra,_j, surge do terceiro termo da Equacao (69) através da

propriedade de multlpllcagao de séries infinitas.
Neste caso, quando considera-se uma aproximacao linear local em torno de ¢, em
Iy, tém-se:

n(t) = a0+a1(t—t0)
Ci(t) = bio + bia(t —to), (71)
T(t) = Co—f—Cl(t—t()),

parai = 1: 6, com ay, b;; € ¢; determinados pela relacdo de recorréncia (70) para
r = 0. Entao, pode-se reescrever (71) como:

6
n(t) = ag + ((W)@o — Scoao + ; Aibio) (t — to),

Cz(t) = bi,O + (%ao — )\zbz,O)(t — to),
T(t) = Co + Hao(t — to),

(72)

ondei = 1: 6, para o intervalo I, em torno de t,. Aplicando as condi¢oes iniciais dadas
por (55), encontram-se os coeficientes pela resolugéo do sistema. Cabe destacar, que
o sistema torna-se nao linear pelo produto cyag. Assim, com a continuagao analitica
determinam-se os préximos coeficientes, como explicado anteriormente. Na Figura
2 apresenta-se um fluxograma onde sao exibidas as principais etapas do Método da
Aproximagao Polinomial.



41

1 grupo de precursores de
Equacoes da néutrons atrasados
Cinética Pontual 6 grupos de precursoresde

de Néutrons néutrons atrasados

Solucao
encontradaeé
aplicadano
proximo intervalo
de tempo como
condig¢aoinicial.
Considerara Sem Constante (4 casos)
Procurara Reatividade Retroalimen- Rampa
solugioem Constante em tagio de Quadratica
torno de um um pequeno Temperatura “Zig Zag
ponto ordinario intervalo de Com e :
tempo Retroalimen- S Gy )
tacao de Fonte Pulsada |
Temperatura Constante (6 casos)

Expandir em
séries de
poténcias

Figura 2: Fluxograma do Método da Aproximacao Polinomial.

3.2 Controle do Erro e Convergéncia

3.2.1 Erro Local

Esta subsecao tem por objetivo determinar o controle do erro local do Método de
Aproximagao Polinomial para estimar o erro de truncamento das séries de poténcias
na solucdo das Equacgdes da Cinética Pontual de Néutrons. A analise sera feita para
a densidade de néutrons, pois para o caso da concentracao e temperatura o desen-
volvimento € analogo.

Considera-se um polinbmio f(¢) para a aproximagao da densidade em torno de
um ponto tq, de modo que n(t) = f(t). Entao, representa-se o polindmio por séries de
poténcias como:

f(t) = a0+ ar(t — to) + as(t —to)” + ... (73)

Para determinar os coeficientes a, em termos de f, primeiramente considera-se
t =ty na Equacao (73), obtendo:

f(to) = ao.

Diferenciando a Equacao (73) termo a termo, tem-se:

F'(t) = a1 + 2as(t — to) + 3as(t — to)> + ... (74)

e entao substituindo ¢t = ¢ty na Equacgao (74):
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f/(to) = dai.
Agora diferenciando a Equacao (74):
f”(t) = 2(1,2 +2- 3&3(t — to) +3- 4&4(t — lf())2 + ... (75)
e de novo substituindo t = ty:
f”(to) = 2@2.
Aplicando o mesmo procedimento novamente, a Equacao (75) torna-se:
f"(t) =2-3a3 +2-3-4day(t —to) +3-4-5a5(t —to)* + ... (76)
e substituindo ¢ = ¢, na Equacgao (76):
fﬂl(to) =2 3&3 = 3!@3.
Continuando a diferenciar e substituir ¢t = t,, obtém-se:
fft)=2-3-4-...-ra, =rla,. (77)
Isolando o coeficiente a,, encontra-se:

fT(to)_

r!

Ay =

(78)

Desta forma, considera-se f(t) com grau r para a aproximac¢do da densidade
em torno de um ponto t,, de modo que n(t) = f(¢t). Portanto, se f(t) puder ser
diferenciado r vezes em t,, encontra-se o enésimo polinémio de Taylor para f(t) em
torno de t, como sendo:

T(t) =Y f(to) (t —to)* = f(to) + f/it!‘)) (t —to) + f”2(fo) (t—to)* + ...

L2200 — t)". (79)
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Em geral, f(¢) é a soma da sua série de Taylor se:

F(t) = lim T,(t).

r—00

Denotando para o erro da aproximagao f(t) ~ 7,(t), de modo que represente a
diferenga entre f(t) e seu enésimo polinémio de Taylor, ou seja:

Ro(t) = F(t) = To(t) = F(t) = S L0 ¢ g (80)

A fungao R.(t) é denominada enésimo resto da série de Taylor de f(¢). Se
lim R,(t) = 0, logo:

lim T,(t) = lim [f(t) — R,(t)] = f(t) — lim R.(t) = f(t). (81)

r—00 r—00 r—00

Assim sendo, a ideia é obter uma cota para R,(t) utilizando o Teorema da Esti-
mativa do Resto para dar uma indicagéo da precisdo da aproximacgao f(t) ~ T.(t)
(BURDEN; FAIRES, 2008).

Se a fungao f(t) tem derivada de ordem r+ 1 continua em um intervalo I, contendo
0 ponto t,, entdo existe M = maxc; |f""!(¢)|. Portanto, tem-se um majorante para o
erro de truncamento pois:

) < MVt e I (82)
Logo, pode-se concluir que:
M
R (1)] < m“ — to[", (83)

onde M é o Estimador de Lagrange. O método é de ordem p se existir uma constante
C' de modo que:

le)| < Ot — tolP, (84)

onde ¢; € o erro local, e C' depende das derivadas da fungcao que define a equacao
diferencial.
Obtendo-se uma apropriada cota superior para um erro prescrito, ou seja, se M for
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uma cota superior para | f"*!(¢)| num intervalo I, que contenha o ponto t,, obtém-se:

M
le] < mﬁ — 1|t <&, (85)

onde r € o numero de termos do enésimo polindmio de Taylor e £ é a precisao pres-
crita.

Sem perda de generalidade, assumindo que a densidade e concentragao de
néutrons atrasados sao uma aproximacao linear local (r = 1) em torno de um ponto
to, tem-se:

M
] < §|f —to]* < ¢, (86)

com |f"(t)] < M para todo ¢t no intervalo [.. Admitindo |t — ¢y = At, pode-se
reescrever a Equacao (85) como:

M
< - r+1 <
eparar=1:
ol < XA < (88)

(2)!

Uma vez conhecido o estimador M pode-se controlar o erro local pela diminui¢cao
do At ou aumentando a ordem da aproximacao r para satisfazer um erro prescrito.
Assim, conhecida a fungao reatividade p(¢) e assumindo uma aproximacao constante
p(t) = po para cada intervalo I,, pode-se utilizar a formula de Inhour (DUDERSTADT;
HAMILTON, 1976) para estimar uma cota superior M para todo ¢ em um intervalo I,
dada por:

n(t) = -0 et _ P (89)

3.2.2 Controle Adaptativo do Passo de Tempo

Com a intencao de conservar o erro local de truncamento aproximadamente o
mesmo ao longo de todo o intervalo de tempo, pode-se modificar o tamanho do passo
de tempo (At) de forma adaptativa. O objetivo consiste em ajustar o tamanho do passo
conforme avanca-se no tempo sem ter que utilizar mais passos do que o necessario,
otimizando o tempo computacional, e ao mesmo tempo, garantindo o controle da pre-
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cisdo. Desta maneira, a Equacao (87) deve ser satisfeita ajustando o tamanho do
passo de tempo através de uma precisao prescrita (£) fixada.

O ajuste adaptativo pode ser realizado calculando a diferenca entre os valores
da solugao por uma aproximacao linear e quadratica em cada passo de tempo, por
exemplo. Deste modo, tem-se a estimativa do erro de truncamento local (e;) ao se
utilizar o método original (aproximacao linear). Se o erro estimado for diferente da
tolerancia prescrita, entao deve-se ajustar o tamanho do passo e repetir os calculos.
Outra maneira possivel seria calcular a diferenca entre os valores provenientes da
solugcao do método (pela aproximacao desejada) e de uma solugao exata proveniente
da literatura. Assim, utilizando-se uma aproximacao linear, por exemplo, o erro de
truncamento local é proporcional a At?, de modo que, para satisfazer a tolerancia
prescrita ¢ precisa-se multiplicar o passo de tempo antigo por um fator \/% Com
este procedimento em cada passo de tempo, mantém-se o erro de truncamento local
aproximadamente o mesmo ao longo de todo processo.

3.2.3 Erro Global

O avancgo com os valores calculados ao invés da solugao exata em cada passo de
tempo do Método da Aproximacao Polinomial em conjunto com a continuagao analitica
gera erros que vao se propagando no decorrer das iteracdes. Para fazer uma analise
da propagacao do erro faz-se uma analogia com o teorema de estabilidade que rela-
ciona o erro global com o erro local e a constante de Lipschitz.

Para equacgoes diferenciais stiff localmente Lipschitz continuas com a constante
de Lipschitz [, a diferenca entre as solucbes exatas (v) e as provenientes do método
(u) € controlada pela estimativa de estabilidade, desde que 1l < 1, dada por (HAIRER;
LUBICH, 2012):

|t — . (90)

[Unt1 — Vpga] <

1 —hl

A estimativa de estabilidade pode ser combinada com o estudo da propagacao do
erro, utilizando o argumento de Leque de Lady Windermere (Lady Windermere’s Fan)
(HAIRER; LUBICH, 2012), como mostra a Figura 3. Cada passo de tempo do método
empregado é representado por uma seta, iniciando em diferentes tempos, e as barras
verticais representam os erros locais, que se propagam ao longo das iteragcoes e sao
controladas utilizando repetidamente a estimativa de estabilidade. Assim, chega-se
ao erro global, que representa o soma da propagacao dos erros locais, que pode ser
representada por:

g = Yn — Y(tn), (91)
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onde ¢, representa o erro global, y,, a solugdo do método e y(t,,) a solugéo exata.

Yo ¢

exact solution

Ys. ; .
' ' numerical method
to t ta i3 .- in

Exact solution = Solucao exata
Numerical method = Método numérico

Fonte: HAIRER & LUBICH, 2012, p.4
Figura 3: Leque de Lady Windermere mostrando a propagagao dos erros locais.

O primeiro erro local |d;| (distancia entre a solugdo exata e do método) tem a
contribuicdo para o erro global ¢, limitada por (=) _1|d1|, ou seja, aplica-se n — 1
vezes a estimativa de estabilidade a partir de y; e y(¢;), pois nao existe erro no ponto
yo. Deste modo, a contribui¢do do segundo erro local |d,| limita-se por (=) *2yd2|, e
assim sucessivamente para os proximos passos de tempo. Entao, utilizando a férmula
para o erro local dada por (87), o erro global € limitado por:

Ll <S (ﬁ)j\elr - [%] el (92

]:O 1—hl

3.2.4 Analise de Convergéncia

As séries de poténcias tornam-se polinbmios quando seus coeficientes sao nulos
a partir de certa ordem, ou seja, pode-se entender essas séries como generalizagoes
de polinémios. Do mesmo modo que um polinbmio define uma fungao de variavel real
em R, as séries de poténcias descrevem uma funcado no subconjunto de R onde a
série & convergente, onde a soma da série no ponto determinado define a fungao em
cada ponto.

A convergéncia da série de poténcias Z a,(t — to)" depende da distancia entre
|t — to]. Quando essa distancia € suﬂmentemente proxima de zero a série converge

(quando ¢ = t, 0 valor da série é a, € sempre convergente). Entao se a série converge
no seu centro, a série € dita convergente se existe outro ponto ¢; # t, 0 qual também
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converge, conforme Lema de Abel? (REMMERT, 1991). Vale destacar que assume-
se x = t — to, assim o calculo do raio de convergéncia de > a.(t — ty)" reduz-se ao
r=0
calculo do raio de convergéncia de > a,2”.Também para simplificacdo, sem perda de
r=0

o0
generalidade, escreve-se > a,x" ao invés de >_ a,x".
r=0

Lema de Convergéncia 3.2.1 (Abel) Supor que para a série de poténcias > a,x"

existem numeros reais positivos s e M tais que |a.|s” < M para todo r. Entao, essa
série de poténcias é normalmente convergente no disco aberto B,.

Corolario 3.2.2 Se a série _ a,.x" converge parat, #+ 0, entdo converge normalmente
no disco aberto By,.

Desta maneira, a medida que a distancia |t — ¢y| aumentar, mais lenta sera a con-
vergéncia até que a partir de uma determinada distancia R (raio de convergéncia) a
série ira divergir.

Teorema 3.2.3 (Convergéncia das séries de poténcias) Assumindo > a,z" ser
uma série de poténcia e denotando por R o supremo de todo numero real = > 0 para
qual |a,.|z" é uma sequéncia limitada, entdo:

1. A série converge normalmente no disco aberto Bpr;
2. A série diverge em cada ponto w € C|Bx.

A quantidade R € [0,00] citada no Teorema de Convergéncia das séries de
poténcia &€ chamada de raio de convergéncia e o conjunto By o disco de convergéncia.

Para determinar de uma maneira direta o raio de convergéncia de uma série de
poténcias, pode-se utilizar Formula de Cauchy-Hadamard?.

A Formula de Cauchy-Hadamard 3.2.4 O raio de convergéncia da série de
poténcias Y a.(t — to)" €:

1
lim+/|a, |
Porém, a férmula de Cauchy-Hadamard nao é sempre adequada para o calculo
do raio de convergéncia de séries de poténcia, pois ndo diz nada a respeito da con-
vergéncia sobre o circulo de convergéncia. Assim, seria necessario a utilizagao de
outro teste para descobrir o comportamento sobre o circulo.

2A prova do Lema de Convergéncia de Abel pode ser vista em (REMMERT, 1991).
3A prova da Férmula de Cauchy-Hadamard pode ser vista em (REMMERT, 1991).
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Critério 3.2.5 (Critério da Razao) Tomando > a.(t — ty)” como uma série de
poténcias com raio de convergéncia R e a, # 0 para todo, mas finitamente muitos
valores de r, entao:

la.|

lm 7 < R < Tmort?, (94)
Qr41 |a7”‘

Portanto, onde o limite existir R = lim J*L.

Desta maneira, o dominio de convergéncia da série de poténcias de ¢ — t, pode ser
obtido a partir do dominio de convergéncia da série de poténcias de x. Se R = +oo,
o dominio de convergéncia é R, quando R = 0 é {p e para 0 < R < +oco 0 dominio
de convergéncia contém |ty — R, t, + R[ e esta contido em [t, — R, tq + R]. Em outras
palavras, |t — to| < R define o circulo de convergéncia absoluta, se |t — ty| > R a série
diverge e quando |t — to| = R a convergéncia é indefinida.

Porém, obter expressoes para os coeficientes a,, b, € ¢, em funcao de r pode se
tornar complicado, se nao impossivel. Por outro lado, pode-se encontrar o intervalo de

convergéncia da solucao da série utilizando o seguinte teorema:

Teorema 3.2.6 Set, for um ponto ordinario da equagéo diferencial P(t)y' + Q(t)y = 0,
ou seja, p = Q(t)/P(t) for analitica em t, (tiver uma expansdo em série de Taylor em

torno desse ponto), entdo a solugédo geral seray = > a,.(t — ty)". Além disso, o raio

r=0
00

de convergéncia da série y = > a,(t — to)" € pelo menos tao grande quanto o raio de
convergéncia da série para Q(Tt_)(}P(t).

Para o caso em estudo, P(t) = 1, logo p = Q(t) é analitica em t,. Assim, o raio
de convergéncia da série de poténcias € no minimo da ordem da série para Q(t).
Portanto, conhecendo a funcao reatividade é possivel calcular o raio de convergéncia
da fungao Q(t) e, consequentemente, da solu¢do y em torno de ¢, para cada intervalo.

Teorema 3.2.7 (Diferenciacao e integracao formal termo a termo) Se a  série
Sa.(t — ty)" tem raio de convergéncia R, entao a série > ra.(t — ty)""' e
Si(r + 1)7ta,(t — to)""! advindas da diferenciagdo e integragdo termo a termo,
respectivamente, também possuem o raio de convergéncia R.

Sendo assim, y e ' tem 0 mesmo raio de convergéncia R e, portanto, Q(t)/P(t)
tem raio equivalente. Além disso, reelembrando da Equacao (82), pode-se assegurar
qgue a série converge uniformemente através do Critério Majorante de Weierstrass,
apresentado em (REMMERT, 1991) juntamente com a sua demonstragao.

Critério 3.2.8 (Critério Majorante (ou teste M) de Weierstrass) ° Assumindo
fr + X — C ser uma sequéncia de fungées, A um subconjunto ndo vazio de X e

50 Critério Majorante de Weierstrass e sua demonstracdo podem ser vistos em (REMMERT, 1991).
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suponha que existe uma sequéncia de numeros reais M, > 0 tal que:

|frla < M, paratodor e Ne > M, < oc. (95)

Entéo a série Y f. converge uniformemente em A.

3.3 Analise Perturbativa

Nesta secao, analisa-se o comportamento da solugao das Equacdes da Cinética
Pontual de Néutrons via Método da Aproximacgao Polinomial incluindo perturbagdes na
condicao inicial e na reatividade. O objetivo desta analise é verificar a estabilidade do
método diante dessas perturbacdes no sistema.

Nesta dissertacao, abrangem-se reatividades que caracterizam o sistema de
equacoOes diferenciais em lineares e nao-lineares. Nos sistemas lineares uma
perturbacao deve provocar nas suas variaveis perturbacoes proporcionais. Quando
aplicam-se duas perturbacoes distintas ao mesmo tempo, elas comportam-se como se
fossem aplicadas independentemente, de modo que a soma das reagoes individuais
de cada perturbacao é a resposta do sistema. Ja para os sistemas nao lineares, uma
pequena perturbacao pode acarretar em uma grande reagao na resposta, ou seja, as
perturbacoes aplicadas nao resultam em reacdes proporcionais e perturbacoes distin-
tas aplicadas ao sistema geram resultados totalmente inesperados e imprevisiveis, e
nao aditivos como no caso linear.

A perturbagao é inserida na forma de uma fungao randdémica presente no Software
Scilab (http://www.scilab.org/)em cada passo de tempo. A fungao “rand” € um gerador
de numeros randémicos que apresenta valores entre 0 e 1. Para que as perturbacoes
tenham tanto valores positivos como negativos, soma-se um fator de —0,5 a fungao
rand”, assumindo assim valores entre —0,5 e 0, 5. Deste modo, a perturbagao é dada
por:

0 = 7(rand(ty) — 0,5), (96)

onde a constante 7 controla a ordem de grandeza da perturbagéo, por exemplo, 10~2.

Primeiramente, introduz-se um disturbio gerado dentro do sistema (perturbacao
interna) que tende a afetar o valor da variavel de saida. Desta forma, as Equacdes da
Cinética Pontual de Néutrons com perturbacao na reatividade tem a forma:

dn(t) _ (p(t) +9) — Bn(t) + Z A Ci(t)

dt A
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= In(t) — NCi(t), (97)

onde i = 1 : 6. Da mesma forma, as Equacoes da Cinética Pontual de Néutrons com
retroalimentacao de temperatura incluindo uma perturbacao na reatividade sao dadas
por:

dn(t) _ [po—a(T(t) =T(0))+d] -8
) _ - (0 + SACH),
i) B,
A = Bty - i, (98)
%%Q:Hmm

onde:=1:6.
Ja para a perturbacao na condicao inicial para a densidade de néutrons considera-
se:

’I’L(O) =no + e

onde ~ é a perturbacdo na condigao inicial em cm 3.

Os resultados para a densidade em e¢m~3 com perturbacao, tanto para o caso li-
near como o nao-linear, serao apresentados no proximo capitulo juntamente com as
solucdes nao perturbadas.



4 RESULTADOS

Neste capitulo, apresentam-se os resultados numéricos para a metodologia pro-
posta e descrita no Capitulo 3 e comparam-se com os existentes na literatura. Os
resultados sao obtidos para um e seis grupos de precursores de néutrons atrasados,
com e sem efeitos de retroalimentacao de temperatura e reatividades do tipo: cons-
tante, rampa, quadratico, zig-zag, senoidal e fonte pulsada. Além disso, exibem-se
as solucdes das Equacgdes da Cinética Pontual de Néutrons (ECPN) incluindo uma
perturbacao na condicao inicial e na reatividade.

Para cada caso de reatividade estudado sao apresentados graficos e tabelas com
os resultados obtidos para a densidade de néutrons, bem como 0s seus respectivos
tempos computacionais. Para mostrar que aumentando a ordem da aproximacao e
diminuindo o passo de tempo a solugcao deve melhorar, realiza-se para um caso de
cada tipo de reatividade o erro relativo entre a aproximacao quadratica e linear e en-
tre a aproximacgao cubica e quadratica, diminuindo-se o passo de tempo. Também
apresentam-se os erros de truncamento local e global para cada caso.

Os parametros cinéticos utilizados encontram-se na Tabela 2, Tabela 3, Tabela 4
e Tabela 5. Considera-se a densidade de néutrons inicial como ny = 1 cm™ e a
concentragdo de néutrons atrasados C;(0) = )\[jiA parai = 1 : 6. O software em-
pregado para implementacao do algoritmo foi o SciLab 5.5.1 (http://www.scilab.org/)
em um computador com as seguintes configuracdes: Intel(R) Core(TM) i7-4930k CPU
3.40GHz, 16GB de RAM, Sistema operacional de 64 bits, processador com base em
xX64.

4.1 Insercao de Reatividade Constante

No primeiro caso, usando os parametros cinéticos apresentados na Tabela 2,
resolvem-se as ECPN pelo Método da Aproximacao Polinomial (PAM) para insercao
de reatividade constante. Consideram-se quatro valores constantes de reatividade,
dois deles subcriticos (p = —18 e p = —0,553) e outros dois supercriticos (subpronto-
critico: p = 0,55 e pronto-critico: p = 13). Os resultados obtidos sdao comparados com



Tabela 2: Parametros cinéticos para um reator térmico | com A = 5 - 10~ %s.

v Bi Ai(s™h)
1 0,000285  0,0127
2 0,0015975 0,0317
3 0,001410 0,115
4 0,0030525 0,311
5 0,00096 1,40
6  0,000195 3,87
B =10,0075

Tabela 3: Parametros cinéticos para um reator térmico Il com A =2 - 107 5s.

{ Bi Ai(s™)
1 0,000266 0,0127
2 0,001491 0,0317
3 0,001316 0,115
4 0,002849 0,311
5 0,000896 1,40
6 0,000182 3,87
8 = 0,007

Tabela 4: Parametros cinéticos para um reator com A = 3 - 10 °s.

? f; )\i(S_l)
1 0,000214 0,0124
2 0,001423 0,0305
3 0,001247 0,111
4 0,002568 0,301
) 0,000748 1,14
6 0,000273 3,01
6 =0,006473

Tabela 5: Parametros cinéticos para um reator térmico lll com A = 5 - 107 5s.

i Bi Ai(s™)
1 0,00021 0,0124
2 0,00141 0,0305
3 000127 0,111
4 0,00255 0,301
) 0,00074 1,13
6 0,00027 3,00

B =0,00645
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o método Backward Euler Finite Diference (BEFD) presente em (GANAPOL, 2013).

Para o primeiro caso de reatividade, apresentam-se respectivamente na Tabela 6
e 7 os resultados para a densidade de néutrons em cm =2 e tempo computacional em
s para insercao de reatividade constante p = —15, com At = 0,001s fixo variando as
aproximacoes e com At adaptativo com aproximacao linear. Comparando-se a Tabela
6 com a Tabela 8, nota-se que ao diminuir o passo de tempo (utilizando aproximagao
linear) obtém-se um maior aumento da precisdo do que ao aumentar a ordem da
aproximacao e fixar o passo de tempo. Por exemplo, utilizando como passo de tempo
At = 0,0001s e aproximacgao linear, o tempo computacional requerido é de 74,642s e
apresenta erro relativo de 1,57- 10~ comparado ao método BEFD, enquanto que, utili-
zando aproximadamente o mesmo tempo computacional o erro relativo é de 9,3 - 1073
empregando-se uma aproximacao de décima sexta ordem (com At = 0,001s). Por-
tanto, opta-se neste trabalho por fixar a aproximacgao e variar o tamanho do passo
de tempo. Outra possibilidade, fixando o tipo de aproximacao, seria usar o passo de
tempo adaptativo. Porém, ao analisar a Tabela 7 é evidente que o tempo computaci-
onal aumenta significativamente. Isso se justifica pelo fato de que o esforco compu-
tacional é maior ao ter que avaliar em cada iteragao a precisao utilizando a estrutura
seletiva if e else. Apesar do controle adaptativo do passo de tempo controlar os erros
gerados conforme a precisao prescrita, o esforco computacional prejudica a obtencao
dos resultados. Diante disso, emprega-se para todos casos de reatividade a serem
apresentados uma aproximacao linear variando o passo de tempo.

A Figura 4 mostra os resultados para reatividade constante p = —15, com
aproximacao linear, quadratica e cubica. Percebe-se que as trés aproximacgdes re-
presentam bem as solugdes quando comparadas ao método BEFD, mas € importante
destacar que a aproximacao linear tem uma melhor performance computacional, como
mencionado anteriormente. Na Figura 5 apresenta-se a solu¢ao para a reatividade
p = —0,503, na Figura 6 para p = 0,50 e, para finalizar o caso constante, na Figura 7
para p = 1.

Utilizando como passo de tempo At = 0,001s e At = 0,0001s, na Tabela 8 exibe-se
a densidade de néutrons em c¢m~—? até 100s, para todos os casos constantes citados,
e na Tabela 9 apresentam-se seus correspondentes tempos computacionais.

De acordo com os graficos e tabelas pode-se perceber que o método PAM
aproxima-se satisfatoriamente dos resultados do método BEFD. No subcaso da re-
atividade subcritica p = —1/5 0 maior desvio relativo ocorre em 0, 1s, para At = 0,001s
¢ de aproximadamente 4, 24-107° e para At = 0,0001s € de 4,24-10~". Para o subcaso
subcritico p = —0,55 o maior desvio relativo ocorre em 0, 1s, com At = 0,001s é de
1,88-1075 e com At = 0,0001s é de 1,88-10~". Ja para a reatividade subpronto-critica,
0 maior desvio relativo acontece também no primeiro instante, com At = 0,001s é
de 4,41 - 1075 e com At = 0,0001s é de 4,44 - 10-%. Por fim, para o caso pronto-
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critico, o maior desvio relativo com At = 0,001s € de 2,85 - 10~* e com At = 0,0001s
é de 2,85 - 1075, ambos ocorrendo no instante 100s. Pode-se perceber pela Tabela 8
que para varios instantes de tempo considerados, para os dois passos de tempo, a
solugcao via PAM é a mesma que a encontrada na literatura. Cabe ressaltar que os
desvios relativos foram calculados em relacao aos resultados da literatura.

Nota-se que o tempo computacional para cada subcaso de reatividade constante
€ aproximadamente o mesmo. Ao diminuir o passo de tempo, percebe-se que ha
um aumento de uma ordem de grandeza no tempo computacional, com excec¢ao do
primeiro instante de tempo.

A Tabela 10 mostra os erros relativos entre as aproximacdes cubica (AC),
quadratica (AQ) e linear (AL) com diferentes passos de tempo para o caso p = —15.
Observando os erros relativos entre as aproximagodes linear e quadratica, pode-se no-
tar que conforme reduz-se o passo de tempo em uma ordem de grandeza, o maior
erro também diminui uma ordem. Ja para o erro relativo entre as aproximacoes cubica
e quadratica, ha uma reducao de duas ordens de grandeza a cada diminuicao do At.

Na Tabela 11 apresentam-se, com a utilizacao de diferentes A¢, 0 maior erro co-
metido localmente pelo Estimador de Lagrange e o erro global através do teorema
da estabilidade juntamente com a constante de Lipschitz. Analisando esta Tabela,
pode-se perceber que o maior erro local diminui em duas ordens de grandeza ao re-
duzir o passo de tempo de At = 0,01s para At = 0,001s e de At = 0,001s para
At = 0,0001s. Ja o erro global diminui uma ordem de grandeza ao reduzir 0 passo
de tempo de At = 0,01s para At = 0,001s e trés ordens de grandeza de At = 0,001s
para At = 0,0001s.

4.2 Insercao de Reatividade Rampa

Para o segundo caso, utilizando os parametros cinéticos apresentados na Tabela
3, considera-se agora uma insergao de reatividade linear p(t) = at, onde a = 0, 1$.
Usando como passo de tempo At = 0,001s e At = 0,0001s, comparam-se 0s resul-
tados obtidos em cm = com o método BEFD mostrados na Figura 8 e Tabela 12 até
11s.

Analisando os graficos e tabelas da reatividade rampa pode-se concluir que os
resultados encontrados assemelham-se com o método BEFD. Para At = 0,001s, 0
maior desvio relativo ocorrido é de 6,36 - 1073, enquanto que, para At = 0,0001s é de
6,33 - 107°, ambos ocorrem no instante 11s.

Percebe-se que o tempo computacional em segundos, presente na Tabela 13 para
este caso, aumenta uma ordem de grandeza ao diminuir At = 0,001s para At =
0,0001s em todos instantes.

A Tabela 14 mostra os erros relativos entre as aproximacoes cubica, quadratica
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Tabela 6: Densidade de néutrons em cm 3 e tempo computacional em s para insercao
de reatividade constante p = —1/5 com At = 0,001s fixo e variando as aproximagoes.

Aproximagao t(s) PAM Tempo
At =0,001s Computacional (s)

0,1 0,520542216 0,017

Linear 1 0,433333435 0,091
10 0,236110650 0,809

100 0,028667642 7,759

0,1 0,520618135 0,047

Quadratica 1 0,433695421 0, 1564
10 0,236987638 1,373

100 0,028930492 20,014

0,1 0,520607350 0,051

Cubica 1 0,433699011 0,188
10 0,236996513 1,716

100 0,028933165 23,634

0,1 0,520607353 0,067

42 ordem 1 0,433699036 0,249
10 0,236996579 2,137

100 0,028933185 27,174

Tabela 7: Densidade de néutrons em cm 3 e tempo computacional em s para insergao
de reatividade constante p = —15 com At adaptativo.

Precisao prescrita (&) 1(s) PAM Tempo
At =0,001s Computacional (s)
0,1 0,520554552 0,078
1074 1 0,433333486 0,593
10 0,236110747 7,728
100 0,028667690 283,079
0,1 0,520623067 0,219
107° 1 0,433327170 2,182
10 0,236111127 42,592

100  0,028667650 2304, 305
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Tabela 8: Densidade de néutrons em ¢m 3 para insergao de reatividade constante.

Reatividade {(s) PAM PAM BEFD
At = 0,001s At = 0,0001s
0,1 0,520542216 0,520564066 0, 5205642866
p=—16 1 0,433333435 0,433333445 0,4333334453
10 0,236110650 0,236110651 0,2361106508
100 0,028667642 0,028667642 0,02866764245
0,1 0,698912114 0,698925094 0, 6989252256
p=-—0,503 1 0,607053557 0,607053566 0,6070535656
10 0,396077690 0,396077691 0, 3960776907
100 0,071582854 0,071582854 0,07158285444
0,1 1,533119402 1,533112714 1,533112646
p=20,508 1 2,511494396 2,511494293 2,511494291
10 14,21502549 14,21502524 14, 21502524
100 80061449, 33 80061435,76 80061435, 62
0,1 2,515769054 2,515766171 2,515766141
0,5 10,3625526 10, 362534 10, 36253381
p=1p3 1 32,1836363 32,1835419 32, 18354095
10 3247071362 3246979823 3246978898
100 2,597224141E + 89 2,59649204E + 89 2,596484646F + 89
1.4 PAM - Aproximagao Linear
— = PAM - Aproximagdo Quadratica
=== PAM- Aproximagao Cubica
09 % BEFD
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g
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e --*G
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Figura 4: Densidade de néutrons para aproximacao linear, quadratica e cubica utili-
zando PAM com p = —15.
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Figura 7: Densidade de néutrons para reatividade constante com p = 153 de 0 a 10
segundos.

Tabela 9: Tempo computacional para insercao de reatividade constante.
Reatividade t(s) Tempo Computacional (s) Tempo Computacional (s)

At =0,001s At =0,0001s

0,1 0,017 0,082

p=—18 1 0,091 0,756
10 0,809 7,516

100 7,759 74,642

0,1 0,016 0,083

p=-0,53 1 0,083 0,755
10 0,758 7,475

100 7,467 74, 556

0,1 0,016 0,082

p=0,58 1 0,084 0,753
10 0,76 7,505

100 7,569 74,955

0,1 0,017 0,082

0,5 0,049 0,407

p=183 1 0,089 0,807
10 0,757 7,735

100 7,86 74,647
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e linear com diferentes passos de tempo. Ao examinar os erros relativos entre as
aproximacoes linear e quadratica, pode-se perceber que a redugao do passo de tempo
de At = 0,01s para At = 0,001s gera uma diminuicdo de aproximadamente 82% no
maior erro cometido, enquanto que, ao reduzir de At = 0,001s para At = 0,0001s dimi-
nui uma ordem de grandeza. Ao passo que, para o erro relativo entre as aproximagoes
cubica e quadratica, ha uma redugao de uma ordem de grandeza de At = 0,01s para
At = 0,001s e duas ordens de At = 0,001s para At = 0,0001s.

A Tabela 15 apresenta os erros locais e globais para a reatividade do tipo rampa.
Nota-se que o maior erro local diminui duas ordens de grandeza a cada vez que se
reduz o passo de tempo. O erro global diminui uma ordem de grandeza de At = 0,01s
para At = 0,001s, enquanto que, diminui duas ordens de At = 0,001s para At =
0,0001s.

4.3 Insercao de Reatividade Quadratica

Neste tipo de reatividade, resolvem-se as ECPN pelo PAM para uma reatividade
do tipo rampa quadratica, dada por:

p(t) = at + bt?, (99)

onde a e b sao constantes arbitrarias.

Os parametros nucleares estao presentes na Tabela 2 com A = 1-10~* e ilustra-se
na Figura 9 a resposta para a densidade de néutrons em cm =3 até 1,2s, estabele-
cendo um parametro fixo b = 0,003 e assumindo trés valores para a: —b/10, 0 e
b/10. Para a reatividade deste caso, nao foram encontrados resultados numéricos na
literatura e, por isso, apresenta-se apenas o grafico. O ajuste do parametro a pode
controlar o crescimento da densidade de néutrons, que fisicamente pode representar
o movimento das barras de controle dada pela variagao da reatividade com o tempo
(PETERSEN, 2011).

Apresenta-se o tempo computacional com a« = —b/10 na Tabela 16. Constata-se,
com excecao do instante 1s, que ocorre um aumento de uma ordem de grandeza ao
diminuir At em também uma ordem.

A Tabela 17 apresenta os maiores erros relativos cometidos entre as aproximagoes
cubica (AC), quadratica (AQ) e linear (AL) com diferentes passos de tempo e conside-
rando a = —b/10 para o caso de reatividade quadratica. Analisando os erros relativos
entre as aproximagodes linear e quadratica, observa-se que a redugao de cada passo
de tempo diminui uma ordem de grandeza no maior erro, enquanto que para o erro
relativo entre as aproximacgoes cubica e quadratica, ha uma redugao de duas ordens.

Na Tabela 18 encontram-se os valores dos erros locais e globais variando At e
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Tabela 10: Erros relativos entre as aproximacgoes cubica, quadratica e linear com dife-
rentes passos de tempo para o caso p = —14.
Erro Relativo Passo de tempo Maior erro
At =0,01s 0, 089242595
A4 AL At =0,001s  0,009085556
At =0,0001s  0,000910118
At =0,01s 0,009702389
) At = 0,001s 0, 000092392
At =0,0001s  0,000000919

Tabela 11: Erro global e maior erro local variando At para o caso de reatividade p =

—18.
At(s) Maior Erro Local Erro Global
0,01 0, 016668450 0,031350880
0,001 0,000218351 0,003754346

0,0001 0,000002243 0,000003218

+ BEFD +
— PAM
40

35 4
30
25

20+

Densidade de M2utrans

Figura 8: Densidade de néutrons para reatividade rampa de 0 a 8 segundos.



Tabela 12: Densidade de néutrons em cm 3 para inser¢ao de reatividade rampa com

p=0,15t
t(s) PAM PAM BEFD
At =0,001s At =0,0001s
2 1,33820001 1, 33820005 1, 338200050
4 2,22844174 2,228441895 2,228441897
6 5,582051378 5,582052438 5, 582052449
8 4278626619 4278629544 42,78629573

10 451210, 9822

451164,0975

451163, 6239

11  1,803607722E +16 1,792327126E + 16 1,792213607E + 16

Tabela 13: Tempo computacional para insercao de reatividade rampa.
t(s) Tempo Computacional (s) Tempo Computacional (s)

At = 0,001s At = 0,0001s
2 0,218 1,701
4 0,405 3,432
6 0,53 4,93
8 0,702 6,365
10 0,858 7,675
11 0,951 8,283

Tabela 14: Erros relativos entre as aproximacgoes cubica, quadratica e linear com dife-

rentes passos de tempo para a reatividade do tipo rampa.
Erro Relativo Passo de tempo Maior erro

At=0,01s  0,803356488

AL AL At=0,001s  0,145239270
At =0,0001s  0,015713840

At=0,0ls  0,721724830

4049 At=0,00ls  0,010826184
At =0,0001s  0,000107540

Tabela 15: Erro global e maior erro local variando At para o caso de reatividade rampa.

At(s) Maior Erro Local Erro Global
0,01 0,000319267 0, 000512296
0,001 0,000006430 0,000010628

0,000000114

0,0001 0, 000000064
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assumindo « = —b/10. No caso de reatividade quadratica, percebe-se que tanto o
maior erro local quanto o erro global diminuem duas ordens de grandeza ao reduzir
o passo de tempo. Outro fato que pode ser destacado é que o erro global, para este
caso, é da mesma ordem de grandeza do maior erro local para todos passos de tempo.

4.4 Insercao de Reatividade Zig-Zag

No quarto caso, resolvem-se as ECPN com reatividade do tipo zig-zag, dada por:

0,0075t, 0<¢<0,5,
—0,0075(t — 0,5) +0,00375, 0,5<t<1,

p(t) = (100)
0,0075(t— 1), 1<t<1,5,

0,00375, 1, 5¢.

Utilizando-se os parametros cinéticos da Tabela 2 e com passo de tempo At =
0,001s e At = 0,0001s, comparam-se os resultados com o método Enhanced Pie-
cewise Constant Approximation (EPCA) apresentado em (PICCA; FURFARO; GANA-
POL, 2013) e apresenta-se a densidade de néutrons em cm =2 até 100s na Figura 10 e
na Tabela 19. Na Tabela 20 sao exibidos os respectivos tempos computacionais para
este caso de reatividade.

Ao observar os gréaficos e tabelas deste caso de reatividade, pode-se notar que os
resultados encontrados aproximam-se satisfatoriamente com o método EPCA. Para
At = 0,001s, 0 maior desvio relativo é de 1,91-107% e para At = 0,0001s éde 1,90-1078,
ambos ocorrem no instante 1, 5s.

Analisando o tempo computacional requerido para execugao do método PAM, nota-
se um aumento de uma ordem de grandeza, para todos instantes de tempo, ao diminuir
At =0,001s para At = 0,0001s.

Na Tabela 21 encontram-se 0s maiores erros relativos entre as aproximacgoes
cubica, quadratica e linear com diferentes passos de tempo para o caso zig-zag. Ana-
lisando os erros relativos entre as aproximacgdes linear e quadratica, pode-se perceber
que a reducao do passo de tempo, tanto de At = 0,01s para At = 0,001s quanto de
At = 0,001s para At = 0,0001s, reduz em uma ordem de grandeza o maior erro. Para
o erro relativo entre as aproximagdes cubica e quadratica, ha uma reducao de aproxi-
madamente duas ordens de grandeza de At = 0,01s para At = 0,001s e trés ordens
de At =0,001s para At = 0,0001s.

Na Tabela 22 apresentam-se os erros locais e globais com diferentes passos de
tempo. Nota-se que o maior erro local e o erro global diminuem em duas ordens de
grandeza ao reduzir o passo de tempo. Assim como no caso anterior, o erro global
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Figura 9: Densidade de néutrons para reatividade quadratica p(t) = at + bt>.

Tabela 16: Tempo computacional para insercao de reatividade quadratica.

t(s)

Tempo Computacional (s)

Tempo Computacional (s)

At = 0,001s At = 0,0001s
0,5 0,071 0,438
1 0,125 0,872
1,2 0,141 1,299

Tabela 17: Erros relativos entre as aproximacgodes cubica, quadratica e linear com dife-
rentes passos de tempo para o caso de reatividade quadratica.
Erro Relativo Passo de tempo  Maior erro

At =0,0ls  0,046000579
AL AL At =0,001s  0,004915708
At =0,0001s  0,000494769

At=0,0ls  0,011076842

AC-A4Q At=0,00ls  0,000109025
At =0,0001s  0,000001088

Tabela 18: Erro global e maior erro local variando At para o caso de reatividade

quadratica.

At(s) Maior Erro Local Erro Global

0,01 0,000047831 0,000083048
0,001 0,000000483 0,000000848
0,0001 0, 000000005 0, 000000008
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possui a mesma ordem de grandeza do maior erro local cometido em todos passos de
tempo.

4.5 Insercao de Reatividade Senoidal

Para o quinto caso, considera-se a reatividade senoidal primeiramente para um
grupo de precursores de néutrons atrasados em um reator rapido, com 5 = 0, 0079,
A = 0,077/s, tempo médio de geragdo A = 10~ %s e reatividade p(t) = posen(nt/T),
onde py = 0,0053333 e o periodo é T' = 50s. O passo de tempo usado para o PAM foi
At = 0,001s e At = 0,0001s. Os resultados para a densidade de néutrons em cm =3
até 100s sdo comparados com o método BEFD e apresentados na Figura 11 e Tabela
283.

Os graficos e tabelas do caso senoidal com um grupo de precursores apresentam
resultados satisfatérios comparados com o método BEFD de (GANAPOL, 2013). Para
At = 0,001s, o maior desvio relativo foi de aproximadamente 2,43 - 10~® ocorrido no
instante 40s e para At = 0,0001s foi de aproximadamente 9, 68 - 10~° no instante 10s.
Em varios instantes de tempo, com At = 0,0001s, a solugao € a mesma da presente
na literatura.

Analisando o tempo computacional presente na Tabela 25, nota-se que o tempo
computacional requerido aumenta uma ordem de grandeza para todos instantes ao
reduzir o passo de tempo.

Posteriormente, usam-se os parametros cinéticos da Tabela 4, com seis grupos
de precursores de néutrons atrasados e uma insergao periédica de reatividade p(t) =
posen(t) , onde p, = 0,00073. A densidade de néutrons em c¢m 3 até 10s, com passo
de tempo At = 0,001s e At = 0,0001s, € apresentada na Figura 12 comparada ao
Método da Decomposigao presente em (PETERSEN et al., 2011a). A Tabela 24 exibe
os resultados para este subcaso senoidal.

Examinando os graficos e tabelas do subcaso senoidal com 6 grupos de precur-
sores, nota-se que os resultados obtidos aproximam-se satisfatoriamente com os da
literatura (Método da Decomposicao). Tanto para At = 0,001s como At = 0,0001s,
0 maior desvio relativo ocorre no instante 5s e é de aproximadamente 1,82 - 107°.
Portanto, a reducao do passo de tempo neste caso nao altera significativamente a
precisao da solugao.

Observando os tempos computacionais apresentados na Tabela 25, percebe-se
que o tempo requerido para execu¢dao do método PAM aumenta em uma ordem de
grandeza ao diminuir At em também uma ordem. Vale destacar que é o caso que
apresenta um custo computacional maior para reatividade dependente do tempo ao
diminuir o passo de tempo.

A Tabela 26 mostra os erros relativos entre as aproximacoes cubica, quadratica
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Figura 10: Densidade de néutrons para reatividade zig-zag de 0 a 2 segundos.

65

Tabela 19: Densidade de néutrons em cm 2 para insergao de reatividade zig-zag.

i(s) PAM PAM EPCA
At =0,001s At = 0,0001s

0,5 1,72141948  1,721422393 1,721422422
1 1,211125799  1,211127399 1,211127415

1,5 1,892222531 1,892226104 1,892226140
2 2,521600093 2,521600526 2,521600530
10 12,04710289 12,04710533  12,04710535

100 68155565,88 68155568,86 68155568, 88

Tabela 20: Tempo computacional para insergao de reatividade zig-zag.

t(s)

Tempo Computacional (s)

Tempo Computacional (s)

At = 0,001s At = 0,0001s
0,5 0,367 1,89
1 0,414 3,718
1,5 0,592 5,597
2 0,771 7,49
10 3,738 36,834
100 37,046 370, 341
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e linear. Observando os erros relativos entre as aproximacgoes linear e quadratica,
nota-se que o erro relativo reduz uma ordem de grandeza a cada vez que se diminui
0 passo de tempo. Ja para o erro relativo entre as aproximacoes cubica e quadratica,
ha uma reducao de duas ordens de grandeza a cada vez que se diminui 0 passo de
tempo em uma grandeza.

Na Tabela 27 encontram-se os maiores erros locais e 0s erros globais com dife-
rentes passos de tempo para o caso senoidal com seis grupos de precursores de
néutrons atrasados. Percebe-se que o maior erro local € o erro global diminuem em
duas ordens de grandeza a cada redugao do passo de tempo. Novamente, como nos
casos estudados anteriormente, o maior erro local e o erro global possuem a mesma
ordem de grandeza.

4.6 Insercao de Reatividade Fonte Pulsada

Para o sexto caso de reatividade do tipo fonte pulsada, considera-se um grupo
de precursores de néutrons atrasados em um reator térmico com S = 0,006502,
A=0,077/s, A =5-10"*s e a reatividade dada por:

(101)

4Bexp(—2t%), t < 1s,
p(t) =
0, t>1s.

Utiliza-se para o PAM os passos de tempo At = 0,001s e At = 0,0001s. A Figura 13
e a Tabela 28 mostram os resultados obtidos para a densidade de néutrons em cm =3
até 3s comparados com o método BEFD e na Tabela 29 seus respectivos tempos
computacionais para cada passo de tempo.

De acordo com os graficos e tabelas percebe-se que o método PAM aproxima-se
bem dos resultados do método BEFD, porém, dos casos sem efeitos de temperatura,
€ 0 que apresenta maior discrepancia. Para At = 0,001s, observa-se que a densidade
de néutrons apresenta, no instante 0, 8s, 0 maior desvio relativo com o valor de 6,03 -
103 e utilizando At = 0,0001s é de aproximadamente 6,00 - 107°.

Percebe-se que no tempo computacional, com excegao do instante de tempo 3s,
ha um aumento de uma ordem de grandeza ao diminuir o passo de tempo.

Na Tabela 30 exibem-se os erros relativos entre as aproximagdes cubica,
quadratica e linear com diferentes passos de tempo para a reatividade fonte pulsada.
Examinando os erros relativos entre as aproximacoes linear e quadratica, nota-se
que a cada reducao do At ocorre uma diminuicao de duas ordens de grandeza no
maior erro. Ja para o erro relativo entre as aproximacgdes cubica e quadratica, ha uma
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Tabela 21: Erros relativos entre as aproximacoes cubica, quadratica e linear com dife-
rentes passos de tempo para a reatividade zig-zag.
Erro Relativo Passo de tempo  Maior erro
At =0,01s 0,439237618
A%—QAL At = 0,001s 0, 055905478
At =0,0001s  0,005733256
At =0,01s 0,015680954
ACTAQ At = 0,001s 0, 000156244
At =0,0001s  0,000000779

Tabela 22: Erro global e maior erro local variando At para o caso de reatividade zig-
zag.

At(s) Maior Erro Local Erro Global

0,01 0,001906287 0,002740367
0,001 0,000019077 0,000036149
0,0001 0,000000191 0, 000000307
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Figura 11: Densidade de néutrons para reatividade senoidal p(t) =

0,0053333sen(rt/50).
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Figura 12: Densidade de néutrons para reatividade senoidal p(t) = 0,00073sen(t).

Tabela 23: Densidade de néutrons em cm 3 para insercao de reatividade senoidal com
um grupo de precursores de néutrons atrasados.

Reatividade  1(s) PAM PAM BEFD
At =0,001s At = 0,0001s
10 2,065383514 2,065383517  2,065383519
20 8,854133922 8,854133918 8,854133921
30 40,64354318 40,64354225 40, 64354222
40 61,35607666 61,35607515 61, 35607517
p=10,0053333 50 46,10628843 46,10628771  46,10628770
sen(7t/50) 60 29,12634891 29,1263484 29, 12634840
70 18,95177077 18,95177043 18,95177042
80 13,93829237 13,93829211 13,93829211
90 12,53353428 12,53353406 12, 53353406
100 15,44816539 15,44816514 15,44816514
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Tabela 24: Densidade de néutrons em cm 3 para insergao de reatividade senoidal com
seis grupos de precursores de néutrons atrasados.

Reatividade t(s) PAM PAM Decomposicao
At =0,001s At =0,0001s
1 1,123940559 1,123940509 1,12394
2 1,168889665 1,16888959 1,16884
3 1,07448471 1,074484703 1,07442
4 0,953829252 0,953829290 0,95380
p=0,00073sen(t) 5 0,907353445 0,907353490 0,90737
6 0,961539546 0,961539576 0,96158
7 1,087458937 1,087458911 1,08749
8 1,171671353 1,171671274 1,17164
9 1,111304463 1,111304437 1,11124
10 0,984680291 0,984680323 0, 98464

Tabela 25: Tempo computacional para insergao de reatividade senoidal.

Reatividade t(s) Tempo Computacional (s) Tempo Computacional (s)
At = 0,001s At = 0,0001s
10 0,343 3,089
20 0,64 5,912
30 0,952 8,611
40 1,28 11,232
p = 0,0053333 50 1,575 14,071
sen(mt/50) 60 1,872 16,614
70 2,199 19,172
80 2,481 22,121
90 2,808 24,617
100 3,104 27,081
1 0,433 3,929
2 0,777 8, 346
3 1,171 13,149
4 1,61 18,403
p=0,00073sen(t) 5 1,966 24,303
6 2,315 30,513
7 2,727 37,374
8 3,116 45,024
9 3,519 52,96
10 3,957 61,35
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reducao de duas ordens de grandeza diminuindo At = 0,01s para At = 0,001s e trés
ordens de grandeza de At = 0,001s para A = 0,0001s.

Os erros locais e global nao foram calculados para este caso, pois entende-se que
a formula de Inhour, utilizada como solugao exata, talvez nao descreva corretamente
este tipo de reatividade.

4.7 Perturbacao na Reatividade

Para fins de analise do comportamento da solucdo perturba-se a reatividade. As
respostas das densidades de néutrons com e sem perturbagao em cm =3 sdo mostra-
das nas Figuras 14, 15, 16, 17, 18 e 19. Em todos os casos a serem apresentados,
utiliza-se como passo de tempo At = 0,0001s. As reatividades do tipo constante,
rampa, quadratica, zig-zag, senoidal com 6 grupos de precursores e fonte pulsada,
respectivamente, incluindo a perturbacao sao dadas por:

p=—18+4, (102)
p(t) = 0,18t + 6, (103)
p(t) = at + bt* + 6, (104)
0,0075t +4, 0<t<0,5,
—0,0075(t — 0,5) + 0,00375 + 48, 0,5<t<1,
1) = €=05) (105)
0,0075(t — 1) +0, 1<t<1,5,
0,00375 + 6, 1, 5¢.
p(t) = 0,0073sen(t) + 4, (106)
4Bexp(—2t2) + 6, t < ls,
o(t) = { (=2¢) (107)
0446, t>l1s.

onde § = 7(rand(ty) — 0,5) e assume-se 7 = 1072, Para o caso de reatividade fonte
pulsada ilustrado pela Figura 19 sao exibidas duas realiza¢des para o sistema pertur-
bado com o intuito de mostrar que ocorrem perturbacdes acima e abaixo da solucao
do PAM nao-perturbado.

A fim de estudar o comportamento da densidade de néutrons com perturbagao,
varia-se 0 tamanho dos passos de tempo e apresentam-se na Tabela 31 os valores da
variancia das solugdes perturbadas em relacao a solucdo do PAM. Vale destacar que
sao feitas cinco realizagGes das solugdes perturbadas para calcular a variancia e que
utiliza-se 7 = 1072 para o caso constante e 7 = 1073 para os demais casos. Na Tabela
32 mostram-se os erros relativos entre as solugoes nao-perturbadas e perturbadas,
com 7 = 1073 para as reatividades citadas acima. Observa-se que conforme diminui-
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Tabela 26: Erros relativos entre as aproximagdes cubica, quadratica e linear com di-
ferentes passos de tempo para o caso de reatividade senoidal com seis grupos de
precursores de néutrons atrasados.

Erro Relativo Passo de tempo

Maior erro

At =0,01s 0, 505896657
AL AL At=0,001s  0,063889668
At =0,000ls  0,006536384
At =0,01s 0,430730713
ACAQ At = 0,001s 0, 004683636
At =0,0001s  0,000046283

Tabela 27: Erro global e maior erro local variando At para o caso de reatividade se-

noidal com seis grupos de precursores de néutrons atrasados.
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At(s) Maior Erro Local

Erro Global

0,01 0,000303845
0,001 0,000004463
0,0001 0, 000000045

0,000462596
0, 000008631
0, 000000070
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+

Figura 13: Densidade de néutrons para reatividade fonte pulsada.



Tabela 28: Densidade de néutrons em c¢m 3 para insergédo de reatividade fonte pul-

sada.

t(s)

PAM
At = 0,001s

PAM

At = 0,0001s

BEFD

0,5
0,8
1
2
3

9435058, 395
170498868, 5
108160353, 8
4863184,473
4862969, 315

9380592, 423
169487791,0
107519618, 5
4834396, 081
4834182, 039

9380044, 272
169477616, 1
107513170, 4
4834106, 369
4833892, 339

Tabela 29: Tempo computacional para insergao de reatividade fonte pulsada.
t(s) Tempo Computacional (s) Tempo Computacional (s)

At =0,001s At = 0,0001s
0,5 0,047 0,188
0,8 0,05 0,282
1 0,062 0,348
2 0,087 0,663
3 0,123 0,964

Tabela 30: Erros relativos entre as aproximacoes cubica, quadratica e linear com dife-
rentes passos de tempo para o caso de reatividade fonte pulsada.
Erro Relativo Passo de tempo Maior erro

At =0,01s 0, 238308784

A%—QAL At = 0,001s 0, 009043944
At =0,000ls  0,000089984

At =0,01s 0,108201118

AC-4Q At = 0,001s 0,001597606

At = 0,0001s

0,000001560
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se 0 passo de tempo, o erro relativo entre as solucdes perturbadas e nao-perturbadas
e o valor da variancia também diminui, ou seja, um menor passo de tempo controla
com mais eficiéncia as perturbagdes incluidas no sistema. O método PAM mostra-se
estavel as perturbacoes incluidas na reatividade, nao divergindo com a progressao
das iteracoes.

4.8 Perturbacao na Condicao Inicial

Para analisar o comportamento da solu¢cao do PAM, perturba-se a condigao inicial.
Utiliza-se como ilustracao o caso senoidal com 6 grupos de precursores de néutrons
atrasados. Na Figura 20 apresentam-se as densidades de néutrons em c¢m ™3 com os
seguintes valores para a condicao inicial: no = 1, ng = 1,01, ng = 1,05, ng = 1,1,
no = 0,99, ng = 0,95 e ng = 0,9. Em todas simulagoes utiliza-se como passo de tempo
At = 0,0001s.

4.9 Insercao de Reatividade Constante com Retroalimentacao de
Temperatura

Neste caso, resolvem-se as ECPN considerando os efeitos de retroalimentacao de
temperatura. Primeiramente, considera-se um grupo de precursores de néutrons atra-
sados com os seguintes parametros cinéticos: 3 = 0,0065, A = 107*e A = 0,07741s7L.
Admitindo a densidade inicial no = 10 ¢m ™3, a temperatura inicial 7, = 300K, cons-
tante de proporcionalidade entre temperatura e densidade de néutrons H = 0, 05MLWS
e coeficiente de temperatura da reatividade o« = 5- 107°K ! sédo estudados trés ca-
sos subcriticos: py = 0,258, po = 0,55, po = 0,758. Os resultados encontrados sao
comparados ao método Analytical Pertubation presente em (ABOANBER; NAHLA; AL-
MALKI, 2012).

As solugoes para a densidade de néutrons em cm~—3 sdo mostradas nas Figuras
21, 22, 23 e na Tabela 33. Observa-se que os resultados sao precisos comparados ao
método Analytical Perturbation. Para insercao de reatividade constante p, = 0,258, 0
maior desvio relativo ocorre no instante 115s, para At = 0,001s € de 6,09 - 1075 e para
At = 0,0001s é de 5,62 - 1075. Para o caso p, = 0,5/, 0 maior desvio em relagao ao
método da literatura para At = 0,001s é de 1, 73-10~%, enquanto que para At = 0,0001s
éde2,11-107%, ambos no instante 147s. Por fim, para a reatividade p, = 0, 753, 0 maior
desvio ocorre no Ultimo instante de tempo, utilizando-se At = 0,001s éde 1,84-10"% e
para At = 0,0001s é de 1,95 -1073.

O tempo computacional para os trés casos subcriticos de reatividade dependente
do tempo e temperatura sao apresentados na Tabela 34. Nota-se que para os trés
casos o0 tempo de execucao é aproximadamente 0 mesmo para 0s mesmos instantes
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Figura 15: Densidade de néutrons com e sem perturbagao na reatividade do tipo
rampa.



Densidade de MEutrans

24n

224

75

| — Solugao sem perturbacao

Solugao com perturbagao

T T
01 02 03 04 06 06 07 08B 09 1 14 2
Tempa

Figura 16: Densidade de néutrons com e sem perturbagao na reatividade do tipo

quadratica.

Densidade de NEutrans

264

244

—— Solugao sem perturbacao
Solugdo com perturbagao

Figura 17: Densidade de néutrons com e sem perturbacao na reatividade do tipo zig-

zag.



76

—— Solugdo sem perturbagao
—— Solugdo com perturbagdo

2
2
5
=124
@
-
Q
B 117
5=}
o
)
o
0.9
0.8
UT T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 [ 7 g 9 10
Tempo

Figura 18: Densidade de néutrons com e sem perturbagao na reatividade do tipo
senoidal com 6 grupos de precursores.
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Figura 19: Densidade de néutrons com e sem perturbagao na reatividade do tipo fonte
pulsada.



Tabela 31: Variancia entre as solugdes perturbadas e nao-perturbadas.
Reatividade At(s) Variancia

0,01 0,007123474
Constante (p = —13) 0,001  0,002504951
0,0001  0,001281068
0,01 150, 5499258
Rampa 0,001  12,51383315
0,0001  1,954420755
0,01 0, 466520886
Quadratica 0,001 0,443411726
0,0001  0,427750580
0,01 0,005764137
Zig-Zag 0,001 0,001194258
0,0001  0,000073805
0,01 0,019039469
Senoidal 0,001 0,002739065
0,0001  0,000364706

0,01  1,60387D + 15

Fonte Pulsada 0,001 5,36023D + 12

0,0001 1,64040D + 12

Tabela 32: Erros relativos entre as solugées nao-perturbadas e perturbadas.
Reatividade At(s) Erro Relativo

0,01 0,079969609
Constante (p = —18) 0,001  0,066024328
0,0001  0,043545677
0,01 0,401990267
Rampa 0,001 0,139054403
0,0001  0,055313195
0,01 0,145195153
Quadratica 0,001 0,044186332
0,0001  0,023436942
0,01 0,137926853
Zig-Zag 0,001 0,068589737
0,0001  0,009785104
0,01 0, 144815155
Senoidal 0,001 0,068589737
0,0001  0,026092893
0,01 0, 766055823
Fonte Pulsada 0,001  0,141525404
0,0001  0,073579326
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de tempo. Vale destacar também, que ao diminuir At o tempo computacional aumenta
em duas ordens de grandeza, com exceg¢ao do instante 60s que aumenta uma ordem
para os trés casos.

Na Tabela 35 e Figura 24 exibe-se a temperatura em K variando com o tempo
em comparacao ao mesmo método da literatura. Percebe-se que os resultados para
a temperatura aproximam-se satisfatoriamente do método comparado. Para o caso
po = 0,253, 0 maior desvio relativo para At = 0,001s € de 9,07-10~7 (no instante 100s),
enguanto que utilizando At = 0,0001s é de 2,30-10° (no instante 115s). Com insergao
de reatividade p, = 0,53, 0 maior desvio relativo para At = 0,001s é de 1,02 - 1075,
ao passo que empregando At = 0,0001s é de 5,66 - 10-%, ambos no instante 40s. Ja
para p, = 0, 753, utilizando-se At = 0,001s 0 maior desvio relativo é de 2,18 - 1073 (no
instante 30s), enquanto que para At = 0,0001s é de 9,95 - 10~¢ (no instante 20s).

A Tabela 36 e Figura 25 apresentam a relacao entre a reatividade e tempo com as
reatividades iniciais py = 0,255, po = 0,55 € py = 0,755 juntamente com os resultados
do método Analytical Perturbation. O comportamento da reatividade assemelha-se
satisfatoriamente ao método da literatura. Utilizando-se py = 0,253, 0 maior desvio
relativo para At = 0,001s € de 3,66 - 10~* (no instante 50s) e para At = 0,0001s é de
5,96 - 1075 (no instante 40s). Para reatividade p, = 0,53, 0 maior desvio ocorre no
instante 50s, sendo 2,13 - 1072 com At = 0,001s e 8,51 - 1073 com At = 0,0001s. Ja
para py = 0,753, 0 maior desvio com At = 0,001s € de 6,41 -10~* e para At = 0,0001s
éde9,73-107°, ambos no instante 40s.

Posteriormente, utilizam-se os parametros cinéticos listados na Tabela 5 para seis
grupos de precursores de néutrons atrasados. Considera-se a densidade inicial de
néutrons 1em 3, a temperatura inicial 7, = 300K, constante de proporcionalidade entre
temperatura e densidade de néutrons H = 2,5-10~°+/— e coeficiente de temperatura
da reatividade o = 1K~!. Para todos subcasos de reatividade constante (p, = 15,
po = 1,508 € po = 2/3) comparam-se os resultados encontrados para a densidade de
néutrons em c¢m 2 até 100s com o método BEFD e o New Analytic Method (NAM)
apresentado em (NAHLA, 2011). Utiliza-se como passo de tempo para o PAM At =
0,001s, At =0,0001s e At = 0,00001s.

Como ilustracao, na Figura 26 mostram-se os resultados para p = 15. Na Tabela
37 exibe-se a densidade de néutrons ao longo do tempo para os casos constantes
com retroalimentacdo de temperatura py = 15 e pg = 1,58 e, na Tabela 38, para o
caso py = 25. Na Tabela 39, apresentam-se os tempos computacionais para os trés
casos citados. Ja na Figura 27, mostram-se os resultados para a temperatura para os
trés casos citados.

Observando os graficos e tabelas da densidade de néutrons deste caso de rea-
tividade, pode-se concluir que as solugdes obtidas pelo método PAM aproximam-se
satisfatoriamente com os métodos BEFD e NAM. Para At = 0,001s, percebe-se que
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Figura 20: Densidade de néutrons com e sem perturbacao na condicao inicial para

reatividade senoidal.

Densidade de Neutrons
=
]

—PAM
4 Analytical Perturbation

Figura 21: Densidade de néutrons para insercao de reatividade constante py = 0,254

com retroalimentacao de temperatura.



80

35
—PAM
+ Analytical Perturbation

Densidade de Neutrans

—
o]
P

0 20 40 50 B0 100 120 140 160
Tempa

Figura 22: Densidade de néutrons para insergao de reatividade constante py = 0,54
com retroalimentacao de temperatura.
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Figura 23: Densidade de néutrons para insercao de reatividade constante py = 0,750
com retroalimentagao de temperatura.
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Tabela 33: Densidade de néutrons em cm 2 para insercao de reatividades constantes
subcriticas.

Reatividade t(s) PAM PAM Analytical Perturbation
At =0,001s At = 0,0001s

10 11,91711484  11,9170007 11,916985
20 13,36619499 13,36601248 13, 365992
30 14,15544672 14,15521427 14,155193
40  14,24992764  14,24967395 14,249636
50 13,74368496 13,74343815 13, 743366

po=0,253 60 12,79876379 12, 79854436 12, 798441
70 11,58783008 11,58764903 11,587518
80 10,25914776  10,25900805 10, 258853
90 8,923230865 8,923130121 8,922945
100 7,653218738 7,653151687 7,652932
110 6,491492754  6,491453071 6,491133
115 5,958084114 5,958055738 5,957721
10 18,19580822 18,19540128 18, 195046
20 26,72726413  26,72634029 26, 725939
30 31,89623743  31,89502829 31,894813
40  32,59731539  32,59620455 32, 596224
50 30,10272969 30,10192 30, 102094
60 26,08091925 26,08042949 26, 080507
70 21,69756617  21,69733299 21, 697222

po = 0,583 80 17,57803775 17,577983 17,577644
90 13,98830846 13,988364 13, 987887
100 10,99492883 10, 995046 10,994473
110 8,566996173 8,5671418 8,566497
120 6,633474614 6,6336272 6,632902
130 5,112938625 5,1130857 5,112373
140 3,927728178 3,927863 3,927128
147 3,260690369  3,260814625 3,260127
10  47,699105 47,694727 47,691231
20  71,461774 71,456131 71,455316
30  66,182445 66,179683 66, 179999
40  53,153664 53,152884 53, 153026
50  40,454076 40,454277 40, 453927
60  30,020263 30,020875 30, 020056
70  21,975056 21,975786 21, 974528

po=0,753 80 15,95632 15,95703 15,955435
90  11,527386 11,528017 11,526410
100  8,3002166 8,3007505 8,298697
110  5,96322413 5,9636789 5,962025
120 4,2777492 4,2781005 4,276512
130  3,0654285 3,0657063 3,063066
140  2,1950663 2,1952834 2,193659
150  1,5710115 1,5711798 1,568125
153  1,4209065 1,4210622 1,418485




Tabela 34: Tempo Computacional para insercao de reatividade constante.

Reatividade t(s) Tempo Tempo
Computacional (s) Computacional (s)
At =0,001s At =0,0001s
10 0,593 28,657
20 1,7 109,73
30 3,182 242, 456
40 5,242 428,752
50 7,831 664,842
po=0,253 60 11,03 958,466
70 14,726 1307,189
80 18,814 1730,105
90 23,462 2205,017
100 28,673 2981, 48
110 34,382 3451, 37
115 37,455 3760, 561
10 0,577 28,658
20 1,623 109, 387
30 3,229 242,581
40 5,242 427,94
50 7,956 666,916
60 10,936 956,609
70 14,71 1311,728
po = 0,583 80 18,783 1728, 467
90 23,525 2203, 363
100 28,626 2780, 627
110 34,491 3743,989
120 40,685 4523,79
130 47,518 4957, 345
140 54,678 5768,234
147 60,232 6526,004
10 0,702 28,72
20 1,701 109,528
30 3,182 245,828
40 5,242 485,722
50 7,971 669,709
60 11,793 956,391
70 14,664 1320, 589
po=0,753 80 18,782 1926, 65
90 23,837 2608, 433
100 28,829 2834,322
110 34,382 3427, 861
120 40,856 4122,089
130 47,69 5576,316
140 54,725 6596, 1
150 62,634 7017, 45

153 73,164 7478,856




Tabela 35: Temperatura em K para insercao de reatividade constante.

Reatividade {(s) PAM PAM Analytical Perturbation
At =0,001s At =0,0001s
10  305,4922796  305,4922401 305, 492219
20 311,8377967 311,8376826 311, 837653
30 318,7476008 318,7473819 318, 747375
40  325,876707  325,8763653 325, 876708
50 332,8970354 332,8965675 332, 896942
po=0,253 60 339,5472368 339,5466517 339, 547050
70 345,6516143 345, 6509288 345,651356
80 351,1156607 351,1148951 351,115344
90 355,9097677 355,9089421 355,909445
100 360,0500474 360,0491801 360, 049753
110 363,5811592  363,5802655 363, 581103
115 365,136672  365,1357698 365, 136628
10 306,9532514 306,9531453 306, 952849
20 318,2567203 318,2562809 318, 255655
30 333,1015553 333,1005662 333, 099883
40  349,3942159  349,3926335 349, 390656
50 365,1651627 365,1630962 365, 161749
60 379,2457455  379,2433558 379, 242696
70 391,1889211  391,186354 391, 186282
po = 0,543 80  400,9892481 400, 98661 400, 987074
90 408,8563249 408,85369 408, 854429
100 415,0774601 415,07487 415,075780
110 419,9457002 419,94318 419, 944209
120 423,7269061 423,72446 423, 725630
130 426,6479796 426,64561 426, 646742
140 428,8956765 428,89338 428, 894540
147 430,1501451  430,1478901 430, 148962
10  313,33873 313,33788 313, 336018
20  344,81265 344,80891 344, 805479
30  379,88152 379,87568 379, 873244
40  409,79417 409, 7875 409, 786287
50  433,11917 433,11238 433,112263
60  450,63432 450,62775 450, 628466
70  463,53974 463,53352 463,534940
po=0,758 80 = 472,94738 472,94152 472,943463
90  479,76071 479,75518 479,757136
100  484,67462 484,66938 484,672014
110  488,20888 488,20389 488, 205908
120 490,7461 490,74131 490, 743231
130  492,56523 492,56059 492, 564088
140  493,86833 493,86382 493, 865788
150 494,8012 494,79678 494, 800892
153  495,02541 495,02101 495,024410
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Figura 24: Temperatura para insercao de reatividade constante p, = 0,255, po = 0,50
e po = 0,753 com retroalimentacao de temperatura.
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Figura 25: Reatividade para inser¢ao de reatividade p, = 0,250, po = 0,58 €pg = 0,750
com retroalimentagao de temperatura.



Tabela 36: Valor da reatividade ($) para insercao de reatividade constante.

Reatividade t(s) PAM PAM Analytical Perturbation
At =0,001s At =0,0001s

10  0,207751695  0,207751999 0,207752
20  0,158940025  0,158940903 0, 158941
30 0,105787686  0,105789370 0,105789
40  0,050948407  0,050951036 0,050948
50 —0,003054118 —0,003050519 —0,003053

po=0,253 60 —0,054209514 —0,054205013 —0,054208
70  —0,101166264 —0,101160991 —0,101164
80 —0,143197390 —0,143191500 —0,143195
90 —0,180075136 —0,180068786 —0,180073
100 —0,211923441 —0,211916770 —0,211921
110 —0,239085840 —0,239078965 —0, 239085
115 —0,251051323 —0,251044383 —-0,251051
10  0,446513451  0,446514267 0,446517
20 0,359563690  0,359567070 0, 359572
30  0,245372651  0,245380260 0, 245386
40  0,120044493  0,120056666 0,120072
50 —0,001270482 —0,001254586 —0,001244
60 —0,109582658 —0,109564276 —0, 109559
70  —0,201453239 —0,201433492 —-0,201433

po=0,58 80 —0,276840370 —0,2768201 —0, 276824
90 —0,337356345 —0,3373361 —0, 337342
100 —0,385211232 —0,3851913 —0, 385198
110 —0,422659232 —0,4226398 —0, 422648
120 —0,451745431 —0,4517266 —0,451736
130 —0,474215228  —0,4741970 —0, 474206
140 —0,491505204  —0,4914875 —0,491496
147 —0,501154962 —0,501137616 —0,501146
10 0,6473944 0,6474010 0,647415
20 0,4052873 0,4053161 0,405342
30 0,1355268 0,1355717 0, 135590
40  —0,0945706 —0,0945192 —0,094510
50  —0,2739936 —0,2739414 —0, 273940
60  —0,4087256 —0,4086750 —0, 408680
70  —0,5079980 —0,5079501 —0,507961

po=0,78 80  —0,5803645 —0,5803194 —0,580334
90  —0,6327747 —0,6327322 —0, 632747
100 —0,6705740 —0,6705337 —0,670554
110 —0,6977606 —0,6977222 —0,697738
120  —0,7172777 —0, 7172408 —0, 717256
130  —0,731271 —0,7312353 -0, 731262
140  —0,7412948 —0,7412601 —0, 741275
150  —0,7484708 —0,7484368 —0, 748468
153  —0,7501954 —0,7501616 —0,750188
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a densidade de néutrons (coluna 3 da Tabela 39), comparadas com o método BEFD
(coluna 6), para os subcasos py = 13, po = 1,556 € py = 23 apresentam o maior desvio
relativo no instante 10s e com o valorde 1,97-107%, 3,18-10"% e 9,91- 103, respectiva-
mente. Enquanto que, comparando-se com o método NAM (coluna 7), 0 maior desvio
relativo para cada caso é de 9,66 - 10~* (no instante 60s), 9,01 - 10~ (no instante 10s)
e 2,62 - 1072 (no instante 10s). Com At = 0,0001s (coluna 4), considerando a ordem
das reatividades como citadas anteriormente e em comparagao com o método BEFD
(coluna 6), os maiores desvios relativos ocorrem no instante 10s e sdo 1,93 - 107°,
3,09-107* e 9,52-10~*. Comparando-se com o método NAM (coluna 7) sdo 8,46-10~*
(no instante 60s), 6,15 - 1073 (no instante 10s) e 1,75 - 1072 (no instante 10s). Para o
menor passo de tempo utilizado, At = 0,00001s (coluna 5), comparando-se a densi-
dade de néutrons com o método BEFD (coluna 6), os maiores erros relativos sao de
1,40-107° (no instante 50s), 2,83 - 10~° (no instante 10s) € 9,22 - 10~° (no instante 10s),
respectivamente. Ja para os erros relativos em relacao ao método NAM (coluna 7), os
valores sdo 8,34 - 10~* (no instante 60s), 5,87 - 102 (no instante 10s) e 1,68 - 1072 (no
instante 10s). Portanto, para todos subcasos e passos de tempo, o PAM aproxima-se
melhor ao método BEFD.

Nota-se que o tempo computacional para cada subcaso de reatividade constante
com retroalimentacao de temperatura é aproximadamente o mesmo. Com excecgao do
instante 10s do caso py = 13, em todos tempos dos trés subcasos ocorre um aumento
de uma ordem de grandeza ao reduzir o0 passo de tempo.

A Tabela 40 mostra os erros relativos entre as aproximagdes cubica, quadratica e
linear com diferentes passos de tempo para o caso de insercao de reatividade cons-
tante p = 15 com retroalimentacao de temperatura. Ao examinar os erros relativos
entre as aproximagoes linear e quadratica, observa-se que a cada reducao do passo
de tempo ocorre uma diminuicao de uma ordem de grandeza no maior erro. Ao passo
que, para o erro relativo entre as aproximacoes cubica e quadratica, ha uma reducao
de uma ordem de grandeza de At = 0,01s para At = 0,001s e tanto de At = 0,001s
para At = 0,0001s como de At = 0,0001s para At = 0,00001s diminui duas ordens de
grandeza.
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Figura 26: Densidade de néutrons para insercao de reatividade constante p, = 15
com retroalimentacao de temperatura.
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4.10 Insercao de Reatividade Rampa com Retroalimentacao de
Temperatura

Para este caso, utilizando os parametros cinéticos apresentados na Tabela 5,
considera-se agora uma insergao de reatividade rampa po(t,7) = at, onde a = 0, 1$.
Considera-se a densidade inicial de néutrons 1cm =3, a temperatura inicial T, = 300K,
constante de proporcionalidade entre temperatura e densidade de néutrons H =
2,5 - 10‘6MLWS e coeficiente de temperatura da reatividade o« = 1K~!. Usando como
passo de tempo At = 0,001s e At = 0,0001s, apresentam-se os resultados para a
densidade de néutrons em cm 3 na Tabela 41 e Figura 28. Ja os resultados para a
temperatura sao apresentados na Figura 29.

O tempo computacional para execucao do algoritmo com reatividade rampa com
feedback de temperatura é exibido na Tabela 42. Para todos instantes de tempo, ao
reduzir o passo de tempo At, ocorre um aumento de uma ordem de grandeza no
tempo computacional.

Os erros relativos entre as solucoes através das aproximacoes linear, quadratica e
cubica via PAM sao apresentados na Tabela 43. Nota-se que o erro relativo entre as
aproximacoes quadratica e linear diminui 41% ao reduzir At = 0,01s para At = 0,001s,
enquanto que de At = 0,001s para At = 0,0001s diminui uma ordem de grandeza. Ja
para o erro relativo entre as aproximagdes cubica e quadratica diminui duas ordens de
grandeza ao reduzir At = 0,01s para At = 0,001s, ao passo que de At = 0,001s para
At = 0,0001s diminui uma ordem.

4.11 Perturbacao na Reatividade Dependente do Tempo e Tempe-
ratura

Com o intuito de estudar o comportamento da solugdo no caso nao-linear,
perturba-se a reatividade dependente do tempo e da temperatura. Apresentam-se
as respostas das densidades de néutrons com e sem perturbagcdo em c¢m =3 para os
casos com feedback de temperatura constante com um e seis grupos de precursores
de néutrons atrasados e rampa nas Figuras 30, 31 e 32, respectivamente. Para
o caso de reatividade constante p = 15, a densidade de néutrons esta em escala
logaritmica para melhor visualizagdao. Para a temperatura, as Figuras 33, 34 e 35
mostram a resposta para as solug¢oes perturbadas em K na mesma ordem dos casos
de reatividade citados anteriormente. Para cada grafico, exibe-se o resultado da
densidade de néutrons utilizando diferentes constantes que controlam a ordem de
grandeza da perturbacao, assumindo os valores 7 = 0,001 e 7 = 0,01. Em todos
0S casos a serem apresentados, utiliza-se como passo de tempo At = 0,001s. As
reatividades do tipo constante (com um e seis grupos de precursores) e rampa,
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Tabela 39: Tempo computacional para insercao de reatividade constante (p, = 15,
po = 1,55 € py = 2/3) com retroalimentacao de temperatura.

Reatividade {(s) Tempo Tempo Tempo
Computacional (s) Computacional (s) Computacional (s)
At = 0,001s At = 0,0001s At = 0,00001s

10 1,014 9,189 86,097

20 2,028 17,768 170, 399

30 2,979 26, 302 255, 372

40 3,9 34,6 339, 878

po =173 50 4,805 43,212 425,008
60 5,913 51,823 511,026

70 6,537 60, 154 594, 595

80 7,316 68,531 679,194

90 8,221 76,986 764,276

100 9,703 85,738 849, 53

10 0,999 8,908 85,379

20 1,965 17,487 170, 649

30 2,995 26,099 258,074

40 3,9 34, 366 347,201

po=1,53 50 4,727 42,775 425,221
60 5,678 51,495 510, 246

70 6,412 60, 294 595,172

80 7,191 68,703 680, 395

90 8,128 77,157 764,464

100 8,783 85,676 850,218

10 0,983 8,846 84,677

20 1,965 17,55 174,721

30 2,902 25,74 255,216

40 3,728 33,867 349,922

po =206 50 4,618 42,245 425,350
60 5,538 50,716 509, 747

70 6,053 60, 138 594, 907

80 7,192 67,611 678,383

90 7,925 75,738 764,636

100 8,908 84,929 851,224
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Figura 27: Temperatura para insercao de reatividade constante (po = 15, po = 1,55 €
po = 2/3) com retroalimentagao de temperatura.

Tabela 40: Erros relativos entre as aproximagdes cubica, quadratica e linear com di-
ferentes passos de tempo para o caso de insercao de reatividade constante p, = 15

com retroalimentagao de temperatura.

Erro Relativo Passo de tempo Maior erro
At =0,01s 0,239046827

A%;QAL At = 0,001s 0, 028521294

At =0,0001s 0,002990526

At = 0,00001s 0,000308674

At =0,01s 0, 029873594

AC-4Q At=0,00ls  0,003317462

At =0,0001s  0,000036259

At = 0,00001s

0, 000000398




Tabela 41: Densidade de néutrons em cm ™2 para insercdo de reatividade rampa

po(t,T) = 0,15t com retroalimentagao de temperatura.
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t(s) PAM PAM
At =0,001s At =0,0001s
10 1,23233279 1,232336594
20 1,839780096 1, 839792458
30  3,506632315 3, 506689305
40  9,645959249 9, 646464001
50 47,77909357 47,79289787
60 632, 1399974 634, 8313436
70 35367, 98244 46813, 36091
80 340512, 7037 2536349, 603
90  594577,0056 5662386, 424
100 772027, 7938 7687086, 98
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% 300 000
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Figura 28: Densidade de néutrons para inser¢ao de reatividade rampa po(t,7) = 0, 15t
com retroalimentagao de temperatura.
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Figura 29: Temperatura para inser¢cao de reatividade rampa py(t) = 0,15t com
retroalimentacao de temperatura.

Tabela 42: Tempo computacional para insercao de reatividade rampa com
retroalimentacao de temperatura.

t(s) Tempo Tempo
Computacional (s) Computacional (s)
At = 0,001s At = 0,0001s

10 3,246 31,635
20 6, 44 63,406
30 9,745 95,03

40 12,851 126,506
50 16, 398 158, 351
60 19, 391 190, 048
70 22,21 221, 587
80 25,599 247,385
90 28, 818 253,105

100 30, 265 274,826
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respectivamente, incluindo a perturbacao sao dadas por:

p=0,258+0, (108)
p=18+9, (109)
p(t, T) = 0,158t + 6, (110)

onde § = 7(rand(ty) — 0,5).

Para analisar o comportamento da densidade de néutrons com perturbacao no sis-
tema nao-linear, varia-se o tamanho dos passos de tempo e apresentam-se na Tabela
44 os valores da variancia e na Tabela 45, os erros relativos das solugdes perturba-
das em relagao a solugcao do PAM. Vale destacar que foram feitas cinco realiza¢oes
das solugdes perturbadas para realizar os calculos citados e que utilizou-se 7 = 107
Pode-se notar que mesmo diminuindo o passo de tempo a variancia e os erros re-
lativos ndo diminuem, pois perturbagdes inseridas em sistemas nao-lineares tém re-
sultados imprevisiveis, ou seja, uma pequena perturbacao pode gerar reacoes des-
controladas. Deste modo, nada pode-se afirmar sobre o controle da perturbacao
através da diminuicdo do passo de tempo, pois como as perturbagdes sao geradas
aleatoriamente, ora uma perturbagao gerada utilizando At = 0,001s € maior que outra
perturbagao com At = 0,01s, ora € menor.

4.12 Perturbacao na Condicao Inicial para os Casos com
Retroalimentacao de Temperatura

Nesta secao, perturba-se a condicao inicial para analisar o comportamento da
solugdo do PAM no caso nao-linear. Utiliza-se como ilustracdo o caso constante
po = 0,255 com 1 grupo de precursor de néutrons atrasados € o caso rampa. Na
Figura 36 apresenta-se as densidade de néutrons em c¢m =2 do caso constante com
0S seguintes valores para a condicao inicial: ng = 11, ng = 10,5, ng = 10, nyg = 9,5 €
no = 9. Ja na Figura 37 apresenta-se as densidade de néutrons em ¢m =2 para o caso
rampa com 0s seguintes valores para a condicao inicial: no = 0,1, ng = 0,5, ng = 1,
no = 1,5 e ng = 2. Em todas simulagoes utiliza-se como passo de tempo At = 0, 01s.
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Tabela 43: Erros relativos entre as aproximagdes cubica, quadratica e linear com dife-
rentes passos de tempo para o caso de inser¢ao de reatividade rampa po(t,7) = 0, 15t
com retroalimentacao de temperatura.

Erro Relativo Passo de tempo Maior erro

At =0,01s 0,187199916

A4 AL At=0,00ls  0,110371216

At =0,0001s  0,097729766

At =0,01s 0, 100650260

ACAQ At = 0,001s 0,002271412

At =0,0001s 0,000245990
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Figura 30: Densidade de néutrons com e sem perturbacao na reatividade constante
po = 0,254 com retroalimentacao de temperatura.

Tabela 44: Variancia entre as solugoes perturbadas e nao-perturbadas.

Reatividade At(s) Variancia

0,01 240, 0889684

Constante (pp = 0,2583) 0,001 19524, 37852
0,0001 39906429

0,01 22235673, 46

Constante (pg = 15) 0,001 3023706683

0,0001 1,64040D + 12

0,01 421656, 5294

Rampa 0,001 4178750, 384

0,0001 63369366, 66
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Figura 31: Densidade de néutrons com e sem perturbacao na reatividade constante
po = 15 com retroalimentacao de temperatura.
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Figura 32: Densidade de néutrons com e sem perturbacdo na reatividade rampa
pO(t7T) = 07 161:
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Figura 33: Resposta da temperatura com e sem perturbagao na reatividade constante
po = 0,253 com retroalimentagcao de temperatura.
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Figura 34: Resposta da temperatura com e sem perturbagao na reatividade constante
po = 15 com retroalimentacao de temperatura.
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Figura 35: Resposta da temperatura com e sem perturbagao na reatividade rampa

p0<t7 T) = 07 1ﬂt

Tabela 45: Erros relativos entre as solu¢des nao-perturbadas e perturbadas.

Reatividade At(s) Erro Relativo

0,01 0,6411726
Constante (pp = 0,255) 0,001 12, 899263
0,0001 408, 029

0,01  112,975294
Constante (pp = 18) 0,001 5254, 887482
0,0001 3297, 550237

0,01  0,019778195
Rampa 0,001  0,009423560
0,0001  0,003298765
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Figura 36: Densidade de néutrons com e sem perturbacao na condicao inicial para
reatividade constante com retroalimentagao de temperatura.
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Figura 37: Densidade de néutrons com e sem perturbagcado na condig¢ao inicial para
reatividade rampa com retroalimentagcao de temperatura.



5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesta dissertacao, apresenta-se a solucdo das Equacdes da Cinética Pontual
de Néutrons pelo Método da Aproximacao Polinomial com e sem retroalimentacao
de temperatura, considerando-se insercoes de reatividades constante, rampa,
quadratica, senoidal, zig-zag e fonte pulsada. A simplicidade deste método junta-
mente com a incomum superagao direta do problema de rigidez, causada pela grande
diferenca dos tempos médios de vida dos néutrons prontos e atrasados, faz o PAM
uma boa opcao para solucionar as ECPN com as mais usuais reatividades.

Percebe-se com as simulagdes numéricas, quando comparadas com os resultados
presentes na literatura, que o PAM possibilita obter resultados precisos usando apenas
uma ordem de aproximacao linear, o que resulta em um reduzido tempo computacional
comparado a aproximacoes de maiores ordens. Além disso, 0 método apresentado
gera resultados com tempo computacional menor do que o tempo real, ideal para
situacdes de controle e operacao do reator nuclear. Cabe ressaltar também, que
em nosso conhecimento, os trabalhos presentes na literatura nao exibem o tempo
necessario para execugao de seus métodos.

Para as Equacoes de Cinética Pontual de Néutrons sem retroalimentacao de tem-
peratura, o Estimador de Lagrange assegura o controle do erro local, enquanto que
o teorema da estabilidade que relaciona o erro global com o local e a constante de
Lipschitz para analisar a propagacao do erro, permite ter o conhecimento de como os
erros, uma vez gerados, sao propagados por todas iteracdes. Além disso, este tipo
de controle de erro permite ao algoritmo uma maleabilidade para adaptar o passo de
tempo de acordo com o0 maximo erro admitido. Conforme os resultados apresentados
no Capitulo 4, pode-se concluir que na maioria dos casos, o erro local e global pos-
suem a mesma ordem de grandeza. Isto se justifica pelo fato de que o método gera o
maior erro local ao superar a curva abrupta da rigidez, enquanto que nos outros ins-
tantes de tempo os erros locais cometidos sao de ordens de grandeza muito menores.
Além disso, realizou-se um estudo da convergéncia para o sistema sem feedback de
temperatura.

Os testes da resposta do sistema a perturbagdes mostraram que, utilizando PAM
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e a continuacao analitica, conforme as iteragcdes progridem a solugcao nao diverge,
sugerindo a estabilidade do método.

Conforme ilustrado nas tabelas do Capitulo 4, observa-se que quando diminui-se
0 passo de tempo a solugao aproxima-se as presentes na literatura, bem como os
erros locais e globais, evidenciando a consisténcia da solugao. Além disso, 0s erros
relativos entre as aproximacgoes cubica, quadratica e linear mostram que aumentando-
se a ordem da aproximacgao das séries de poténcias e diminuindo o passo de tempo,
a solucao fica mais precisa, reforcando a ideia de convergéncia para a solucao exata
tanto para o caso linear, como o nao linear.

Como perspectivas futuras, pretende-se implementar a programacao em lingua-
gem C e C++ com o intuito de obter um melhor desempenho computacional reduzindo
o tempo de execucgao e disponibilizar uma interface mais interativa com o usuario a
fim de possibilitar uma ferramenta computacional para uso de testes e validagcoes com
relacdo as equagoes de cinética.

Almeja-se utilizar o método PAM nas Equacgdes da Cinética Espacial de Néutrons
com e sem efeitos de Temperatura, que descreve o comportamento da populagao
de néutrons em tempo e espacgo. Pode-se aplicar nas Equacoes da Cinética Espa-
cial, por exemplo, as transformadas integrais nas dimensdes espaciais para recair
em equagles diferenciais ordinarias com a mesma estrutura das ECPN estudadas,
que podem ser resolvidas pelo Método de Aproximacao Polinomial. Além disso, tem-
se em vista aplicar a Decomposicao (PETERSEN et al., 2011a) em conjunto com a
Aproximacao Polinomial para reatividades dependentes do tempo. A ideia consiste
em ao invés de aproximar a reatividade em cada passo do tempo, decompor a reati-
vidade numa parte constante mais uma dependente do tempo. Assim, a parte depen-
dente do tempo poderia ser inserida como um termo fonte e corrigida apds nas demais
iteragoes. Outra possibilidade seria utilizar a Decomposicao para atualizar os coefici-
entes da expansao do PAM, evitando a propagacao de erros. Porém, a utilizacao
desse método implica em desacoplar o sistema nao linear (efeitos de temperatura)
com seis grupos de precursores de néutrons atrasados, 0 que tornaria o procedi-
mento bastante complexo, pois necessita-se o conhecimento do comportamento da
nao linearidade (multiplicacao da densidade pela temperatura). Essa ideia foi aplicada
por (SILVA, 2011) para um grupo de precursores de néutrons atrasados.

Atualmente tém sido realizadas manipulagdes complexas, como por exemplo em
(GANAPOL, 2013);(NAHLA, 2011);(PICCA; FURFARO; GANAPOL, 2013), para resol-
ver cinética (pontual e espacial) de forma precisa. A metodologia de resolugao pro-
posta mostra que ndo & necessario nem pratico utilizar um método numérico de dificil
implementagao computacional. O método apresentado é simples, eficiente e preciso
para resolver as ECPN, além de superar o problema de rigidez com e sem efeitos de
temperatura. Também vale destacar que, em nosso conhecimento, o PAM é um dos
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poucos métodos que fornecem uma solucdo com representacao em forma analitica
para ECPN com efeitos de temperatura para seis grupos de energia com controle do
erro local e global e analise de convergéncia. Portanto, este trabalho demonstrou
a viabilidade do Método da Aproximagao Polinomial para a solugao das Equacoes da
Cinética Pontual de Néutrons através da obtencao de resultados precisos para simular
o0 comportamento de um reator nuclear.



104

REFERENCIAS

ABOANBER, A. E.; NAHLA, A. A. Generalization of the analytical inversion method for
the solution of the point kinetics equations. Journal of Physics A: Mathematical and
General, v.35, p.3245-3263, 2002a.

ABOANBER, A. E.; NAHLA, A. A. Solution of the point kinetics equations in the pre-
sence of Newtonian temperature feedback by Padé approximations via the analytical
inversion method. Journal of Physics A: Mathematical and General, v.35, p.9609—
9627, 2002b.

ABOANBER, A. E.; NAHLA, A. A.; AL-MALKI, F. A. Stability of the analytical pertur-
bation for nonlinear coupled kinetics equations. In: INTERNATIONAL CONFERENCE
ON MATHEMATICS, TRENDS AND DEVELOPMENT ICMTD12, 2012. Anais. .. 2012.
p.MCI-01.

BURDEN, R. L.; FAIRES, J. D. Analise Numeérica. Cengage Learning, Sao Paulo,
2008.

CEOLIN, C. A equacao unidimensional de difusao de néutrons com modelo mul-
tigrupo de energia e meio heterogéneo: avaliagao do fluxo para problemas esta-
cionarios e de cinética. 2014. Tese de Doutorado — UFRGS, Porto Alegre/RS.

CHAQ, Y.; ATTARDT, A. A resolution of the stiffness problem of reactor kinetics. Nu-
clear Science and Engineering, v.90, p.44—46, 1985.

CHEN, W.; HAO, J.; CHEN, L.; LI, H. Solution of Point Reactor Neutron Kinetics Equa-
tions with Temperature Feedback by Singularly Perturbed Method. Science and Tech-
nology of Nuclear Installations, v.2013, p.6 paginas, 2013.

DUDERSTADT, J.; HAMILTON, L. Nuclear Reactor Analysis. John Wiley & Sons,
New York, 1976.

EL_TOKHY, M.; MAHMOUD, I. I. Parameter analysis of the neutron point kinetics equa-
tions with feedback temperature effects. Annals of Nuclear Energy, v.68, p.228-233,
2014.



105

GANAPOL, B. D. The refined way to solve the reactor point kinetics equations for
imposed reactivity insertions. Nuclear Technology and Radiation Protection, v.24,
p.157-166, 2009.

GANAPOL, B. D. A highly accurate algorithm for the solution of the point kinetics equa-
tions. Annals of Nuclear Energy, v.62, p.564-571, 2013.

GANAPOL, B. D.; PICCA, P. A highly accurate benchmark for reactor point kinetics
with feedback. In: 2010. Anais... The 17th Pacific Basin Nuclear Conference: 17th
PBNC: Cancun: México, 2010.

GANAPOL, B. D.; PICCA, P,; PREVITI, A.; MOSTACCI, D. The Solution of the Point
Kinetics Equations via Convergence Acceleration Taylor Series (CATS). In: THE 17TH
PACIFIC BASIN NUCLEAR CONFERENCE, 17TH PBNC, CANCUN, MéXICO, 2012.
Anais. .. International Conference on the Physics of Reactors: PHYSOR 2012: Knox-
ville: USA, 2012.

HAIRER, E.; LUBICH, C. Numerical solution of ordinary differential equations. The
Princeton Companion to Applied Mathematics, 2012. p.15 paginas.

HAMADA, Y. M.; ABOANBER, A. E. Generalized Runge-Kutta method for two- and
three- dimensional space-time diffusion equation. Annals of Nuclear Energy, v.241,
p.1024-1040, 2008.

KEEPIN, G. R.; COX, C. W. General solution of the reactor kinetics equations. Nuclear
Science and Engineering, v.8, p.670-690, 1960.

KINARD, M.; ALLEN, K. E. J. Efficient numerical solution of the point kinetics equations
in nuclear reactor dynamics. Annals of Nuclear Energy, v.31, p.1039-1051, 2004.

LAMARSH, J. R. Introduction to Nuclear Reactor Theory. Wesley publishing com-
pany, New York, 1966.

LEITE, S. Q. B.; PALMA, D. A. P; VILHENA, M. T. B. Analytical representation of the
solution of the point reactor kinetics equations with adaptive time step. Progress in
Nuclear Energy, v.70, p.112-118, 2013.

LEWIS, E. E. Fundamentals of Nuclear Reactor Physics. Elsevier's Science and
Technology, Oxford, 2008.

LI, H.; CHEN, W.; LUO, L.; ZHU, Q. A new integral method for solving the point reactor
neutron kinetics equations. Annals of Nuclear Energy, v.36, p.427-432, 2009.



106

NAHLA, A. A. Generalization of the analytical exponential model to solve the point kine-
tics equations of Be- and D,O-moderated reactors. Nuclear Engineering and Design,
v.238, p.2648-2653, 2008.

NAHLA, A. A. An efficient technique for the point reactor kinetics equations with New-
tonian temperature feedback effects. Annals of Nuclear Energy, v.38, p.2810-2817,
2011.

PETERSEN, C. Z. Solucao Analitica das equacoes da Cinética Pontual e Espacial
da Teoria de Difusao de Néutrons pelas técnicas da GITT e Decomposi¢ao. 2011.
Tese de Doutorado — UFRGS, Porto Alegre/RS.

PETERSEN, C. Z.; DULLA, S.; VILHENA, M. T. B.; RAVETTO, P. An analytical solu-
tion of the point kinetics equations with time-variable reactivity by the decomposition
method. Progress in Nuclear Energy, v.53, p.1091-1094, 2011a.

PICCA, P.; FURFARO, R.; GANAPOL, B. A highly accurate technique for the solution
of the non-linear point kinetics equations. Annals of Nuclear Energy, v.58, p.43-53,
2013.

QUINTERO-LEYVA, B. CORE: a numerical algorithm to solve the point kinetics equa-
tions. Annals of Nuclear Energy, v.35, p.2136—2138, 2008.

REMMERT, R. Theory of complex functions. Springer-Verlag New York Inc., New
York, 1991. Traduzido por Ribert B. Burckel.

SANCHEZ, J. On the numerical solution of the point reactor kinetics equations by ge-
neralized Runge-Kutta methods. Nuclear Science and Engineering, v.103, p.94—-99,
1989.

SILVA, J. J. A. Cinética Pontual com Realimentacao de Temperatura considerando
um grupo de precursores de néutrons atrasados. 2011. Dissertagao de Mestrado
— UFRGS, Porto Alegre/RS.

SILVA, M. W.; LEITE, S. B.; VILHENA, M. T.; BODMANN, B. E. J. On an analytical
representation for the solution of the neutron point kinetics equation free of stiffness.
Annals of Nuclear Energy, v.71, p.97-102, 2014.

TASHAKOR, S.; JAHANFARNIA, G.; HASHEMI-TILEHNOEE, M. Numerical solution
of the point reactor kinetics equations with fuel burn-up and temperature feedback.
Annals of Nuclear Energy, v.37, p.265-269, 2010.

VILHENA, M. T. M. B. de. Estudo de difusao de néutrons e calor dependente do
tempo num reator nuclear a leito fluidizado. 1988. Tese de Doutorado — UFRGS,
Porto Alegre/RS.



