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RESUMO

BRUM LAUZ, Jonathan. Otimizacao topoldgica baseada em confiabilidade
simultanea a distribuicao de atuadores piezoelétricos. 2018. 107 f. Dissertacao
(Mestrado em Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduagcdo em Modela-
gem Matematica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2018.

O objetivo deste trabalho é integrar a analise de confiabilidade em um problema
de otimizacao de topologia com localizagdo de atuadores piezoelétricos. O novo
modelo, no qual se introduz restricdes de confiabilidade em uma formulacao de oti-
mizacao de topologia deterministica, é chamado de Otimizagdo Topolégica Baseada
em Confiabilidade. Varias aplicacbes mostram a importancia dessa integracao. Neste
problema, o controle é estético e a otimizacao topoldgica é feita pela minimizagdo da
flexibilidade. A analise de sensibilidades para a obtencado das equacdes de equilibrio
e das derivadas da funcao objetivo com relacdo as variaveis de projeto é desenvolvida
para cada etapa. Para obter os resultados numéricos, os modelos estruturais foram
discretizados utilizando o Método de Elementos Finitos, e um algoritmo apropriado
foi implementado em um software. E apresentada uma metodologia para o Critério
Otimo (OC), onde esta metodologia é considerada inovadora. O OC proposto
mostrou-se vantajoso em termos de convergéncia, o que reduziu significativamente
o tempo computacional das simulagcdes. As simulacbées numéricas mostram que
a metodologia utilizada neste trabalho pode produzir uma topologia estrutural bem
definida, indicando o melhor posicionamento para atuadores sujeito a indices de
confiabilidade.

Palavras-chave: Otimizacdo topoldgica, materiais piezoelétricos, confiabilidade, pro-
jeto simultaneo.



ABSTRACT

BRUM LAUZ, Jonathan. Topology optimization problem with the location of
piezoelectric actuators reliability-based. 2018. 107 f. Dissertacdo (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Programa de Pds-Graduagcdo em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

The objective of this work is to integrate reliability analysis into topology optimiza-
tion problem with the location of piezoelectric actuators. The new model, in which we
introduce reliability constraints into a deterministic topology optimization formulation,
is called Reliability-Based Topology Optimization. Several applications show the im-
portance of this integration. In this problem, is used a static control and the topology
optimization is done by minimizing the flexibility. The sensitivity analysis to obtain equi-
librium equations and the derivatives of the objective function with respect to the project
variables is developed at each stage. To obtain the numerical results, the structural
models were discretized using the Finite Element Method, and an appropriate algo-
rithm was implemented in a software. A methodology was introduced for the Optimality
Criteria (OC), which is considered an innovative method. The proposed OC showed
advantageous in terms of convergence, which means a significantly decrease of the
computational simulations time. The numerical simulations show that the methodology
used in this work can produce a well-defined structural topology, indicating the best
positioning for actuators subjected to reliability indexes.

Keywords: Topology optimization, piezoelectric materials, reliability, simultaneous
project.
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material

dominio fixo estendido de projeto também chamado de dominio
viavel

regido onde ha presenca de material em um dominio fixo esten-
dido

regido do dominio fixo estendido correspondente a um elemento
finito

operador variagcao
operador gradiente

operador de derivacao parcial
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1 INTRODUCAO

1.1 Descricao motivacional

No passado, os projetos nas industrias eram, em geral, desenvolvidos com célculos
estruturais rudimentares, baseando-se fundamentalmente em experiéncias anteriores.
Apés a etapa de projetos eram entao realizados os testes e validacdes experimentais.
Porém, o crescente e incessante avanco tecnoldgico ndo sé gerou um crescimento
econ6mico acelerado e competitividade visivel entre as empresas, como também a
busca por melhores processos de produgao e otimizagao dos produtos. Assim, se ele-
vou o padrao tecnolégico ao mesmo tempo em que se diminuiu o custo, possibilitando
gue o produto final tenha menor custo de producao e também avaliando a seguranca
utilizando a analise de confiabilidade.

Segundo HAFTKA; GURDAL; KAMAT (1992), a importancia em projeto de estru-
turas de peso minimo foi reconhecida pela industria aeroespacial, onde projetos de
estrutura de aeronave sdo geralmente controlados mais por peso do que por consi-
deracdes de custo. Em outras industrias que lidam com sistemas de engenharia civil,
mecanica ou automotiva, o custo pode ser a principal consideracdo, embora 0 peso
do sistema afete seu custo e desempenho. A crescente escassez de matérias-primas
e o rapido esgotamento de nossas fontes convencionais de energia estdo sendo tra-
duzidas em uma demanda por estruturas leves, eficientes e de baixo custo.

O uso eficiente dos materiais € importante em diversos contextos. Citam-se os
exemplos apontados por BENDSQE; SIGMUND (2003), onde afirmam que as indus-
trias aeroespaciais e grandes empresas automotivas aplicam dimensionamento e oti-
mizacao da forma ao projeto de estruturas e elementos mecanicos e que a otimizagéao
da forma € também utilizada no projeto de dispositivos eletromagnéticos, eletroquimi-
cos e acusticos. Em consequéncia de sua aplicacao, tem-se observado, nas ultimas
décadas, uma grande quantidade de trabalhos na area de otimizacao estrutural. Isto
foi estimulado principalmente pelo sucesso do método de distribuicdo de material para
a geracao de topologias 6timas de elementos estruturais, esse método leva o nome
de otimizacao topoldgica.
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A otimizagao topoldgica € um processo iterativo que, na sua formulacao classica,
permite projetar a topologia 6tima de estruturas segundo um determinado critério de
custo de carater mecanico, por exemplo, rigidez maxima ou volume minimo. Basica-
mente, 0 método de otimizacao topoldgica distribui 0 material no interior de um domi-
nio fixo de forma a maximizar ou minimizar uma funcao de custo especificada. Isto é
feito, segundo BENDSQE; SIGMUND (2003), considerando que cada ponto do domi-
nio pode variar de vazio (ndo ha presenca de material), até solido (total presenca de
material) podendo assumir densidades intermediarias entre vazio e sélido, de acordo
com um modelo definido.

Neste projeto sdo inseridos atuadores piezoelétricos, com o objetivo de encontrar
um posicionamento ideal para os mesmos, em funcdo das deformacgdes estruturais.
Estes materiais sdo amplamente utilizados em controle, especialmente em projetos
que envolvem a dindmica das estruturas. Em particular, mecanismos piezoelétricos
sdo geralmente usados como atuadores para o controle de vibracbes em estrutu-
ras flexiveis. Em termos da localizagdo ideal para a colocacdo desses mecanismos,
busca-se os locais nas estruturas com maior deformacao, apds aplicado um carrega-
mento. Este problema da localizacado destes atuadores pode ser analisado de forma
estatica, uma vez que as deformacgdes sao calculadas apds a aplicacdo de carrega-
mentos estruturais. Um projeto de engenharia levando em conta o projeto estrutural
simultaneamente com a determinacdo da localizacdo ideal dos atuadores pode ser
realizado através da otimizacao topolégica.

Varios projetos da area de engenharia atingiram o aperfeicoamento no decorrer
dos anos devido a evolucdo e a experiéncia adquirida na solucéo de certos proble-
mas. Na concepcao de um novo projeto, objetiva-se obter o étimo, onde geralmente
se busca o menor peso e custo de fabricacao, e isto s6 se torna possivel utilizando
ferramentas computacionais, métodos numéricos como o de elementos finitos e méto-
dos de otimizacao. Outro objetivo que se busca com a otimizacdo de uma estrutura é
0 menor consumo de matéria prima, consequéncia também da pressao para a conser-
vagao dos recursos naturais. O controle, por sua vez, é outro fator a ser considerado
em muitos projetos que possuem como caracteristica um certo movimento vibratério
em sua dinamica de funcionamento. Assim, além da necessidade de otimizacdo do
material, busca-se também o controle das vibracdes desta estrutura. DIAZ; KIKUCHI
(1992); KANG; WANG; WANG (2009) apontam que um exemplo tipico é o de elevar
a menor frequéncia da vibracdo de uma estrutura, obedecendo a uma restricdo de
volume. MOLTER et al. (2013) apresentam uma metodologia de projeto de topologia
para estruturas com controle ativo da vibragdo. Outros trabalhos, como os de DO-
NOSO; SIGMUND (2009), SILVEIRA; FONSECA; SANTOS (2014), MOLTER; FON-
SECA; FERNANDEZ (2016) e FERNANDEZ; MOLTER; BOTELHO (2017), buscam
um posicionando otimizado para atuadores na estrutura, que possam ser utilizados
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como controladores em projetos de controle de vibragdes.

J& a analise de confiabilidade estrutural foi posterior ao processo de otimizacao,
onde, por diversas vezes falhas em estruturas geram analises posteriores e nos novos
projetos sao corrigidos estes problemas de falhas. Dentre os trabalhos que integram
confiabilidade em estruturas pode-se citar os de KHARMANDA et al. (2004), AM; LIND
(1974), PANTOJA (2012) e JALALPOUR; GUEST; IGUSA (2013), onde estes traba-
lhos buscam associar a probabilidade de falha de projetos a um indice de confiabili-
dade. Por fim, tem-se a otimizacao topoldgica de estruturas simultanea a localizacao
de atuadores, considerando indices de confiabilidade estrutural. Projetos de estrutu-
ras otimizadas e controladas sédo de grande importancia na indlstria, para a fabricacéo
de materiais mais leves tendo menor custo. A confiabilidade estrutural funciona como
uma ferramenta que permite ao engenheiro quantificar as incertezas nas variaveis do
seu projeto, auxiliando na tomada de decisbées. Considerando a inser¢ao de confiabi-
lidade no processo de otimizagao topoldgica, o problema de otimizagao, o numero de
variaveis para analise aumenta. Este novo método € denominado Otimizacao Topolé-
gica com Confiabilidade (RBTO') (KHARMANDA et al., 2004), e é baseado na solugéo
simultanea da otimizacao e confiabilidade estrutural.

1.2 Apresentacao de importantes contribuicoes

Uma importante contribuicdo no avango da otimizagao estrutural veio com o tra-
balho de MICHELL (1904), sobre a otimizagao de trelicas, com base em MAXWELL
(1870), onde foi introduzido para barras. Pela complexidade dos mesmos, estes tra-
balhos ndo foram seguidos, apés um longo periodo de tempo, quando surgem 0s
computadores. A partir dos anos 60 foram desenvolvidas as ferramentas matematicas
basicas para a otimizacdo com computadores: simulacao estrutural pelo método dos
elementos finitos (MEF), andlise de sensibilidade numérica e algoritmos eficientes de
programagdo matematica. As aplicagdes foram a engenharia aerondutica, mas rapi-
damente se disseminou para a mecanica, civil, nuclear, quimica, naval, entre outras
(GUILHERME, 2006). Na década de 80 aparecem 0s primeiros softwares comerci-
ais de otimizacdo estrutural e alguns softwares de elementos finitos passam a incluir
modulos de otimizagdo. Assim, se inicia o desenvolvimento na area académica do
método de otimizagao topoldgica.

Segundo BENDSWE e SIGMUND (2003), o objetivo da otimizacao topoldgica €
encontrar a forma ideal de uma estrutura dentro de uma regido especificada. As Unicas
guantidades conhecidas no problema sao as cargas aplicadas, as possiveis condicdes
de suporte, o volume da estrutura a ser construida e possivelmente algumas restricées
adicionais de projeto, como a localizagao e o tamanho dos furos prescritos ou areas

TEm inglés, Reability-Based Topology Optimization.
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sélidas. Nesse problema, o tamanho fisico, a forma e a conectividade da estrutura séo
desconhecidos (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

Sendo a otimizagao topoldgica o objeto de estudo, ela surgiu como ferramenta que
substitui tentativas a um projeto otimizado sujeito a restricdes, que visa a reducao de
custos e deformacéo em relacao ao préprio projeto. A questdo central que surge com
a aplicagdo deste método de otimizacao € distribuir o material na estrutura satisfa-
zendo os critérios de projeto mecanico. O MEF é um dos métodos possiveis para a
discretizacdo dos problemas de otimizacao topoldgica, sendo adotado nesta disserta-
céo para a implementagcdo computacional e resolu¢do dos problemas apresentados.
Por isso, 0 MEF é abordado nesta secao e frequentemente citado em outros capitulos.

Neste trabalho também sao discutidos estudos e problematicas, voltados ao uso
de materiais piezoelétricos como atuadores e sensores, e ainda a localizagao 6tima
dos atuadores e sensores nas estruturas topologicamente otimizadas (FERNANDEZ,
2015). Atuadores piezoelétricos podem representar uma melhor escolha em relacao
a outros atuadores, para estruturas menores, pois geram uma forga de acionamento
maior e apresentam tempos de resposta rapidos, o que é ideal para deslocamentos
pequenos (SUN et al., 2004; MOLTER et al., 2010). Mesmo que a escolha do atu-
ador esteja bem definida e justificada, a melhor localizagdo para estes atuadores na
estrutura ndo é dbvia e tem uma influéncia significante no desempenho do sistema
(OU; KIKUCHI, 1996; KUMAR; NARAYANAN, 2008; DONOSO; SIGMUND, 2009; SIL-
VEIRA; FONSECA; SANTOS, 2014).

Um dos objetivos deste trabalho estd na proposta da metodologia baseada no cri-
tério 6timo (OC?) para resolver o problema simultaneo de otimizacdo da topologia
estrutural e posicionamento ideal para atuadores piezelétricos. Serdao desenvolvidos
detalhadamente as expressdes matematicas utilizadas na implementagcdo numérica e
o algoritmo de otimizacdo baseado no OC para variaveis de projeto ndo-piezelétricas
e piezoelétricas baseado no cédigo Matlab fornecido em (SIGMUND, 2001).

Projetos integrados de otimizagédo de forma ou topolégica com posicionamento de
atuadores piezoelétricos sédo discutidos em diversos trabalhos (DONOSO; SIGMUND,
2009; SILVEIRA, 2012; FERNANDEZ; MOLTER; BOTELHO, 2017). Por outro lado,
a integracao da otimizagao topolégica com a confiabilidade estrutural € apresentada
em varios trabalhos (SILVA et al., 2010; PANTOJA, 2012; YI; ZHU; GONG, 2016) que
utilizam diferentes metodologias na busca por estruturas mais confiaveis, com menor
peso e que preservem suas caracteristicas mecanicas.

A confiabilidade estrutural é uma ferramenta adicional que permite quantificar as
incertezas nas variaveis do projeto, ou seja, auxilia o projetista (engenheiro) estru-
tural, na tomada de decisées com mais seguranca (SAGRILO, 1994). Uma revisao
geral sobre incertezas em projetos estruturais, envolvendo otimizacao, confiabilidade

2Em inglés, Optimality Criteria.
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e robustez (no sentido de resolver uma ampla variedade de problemas em diferentes
condicdes) é feita no trabalho de LELIEVRE et al. (2016).

Segundo KHARMANDA et al. (2004), um método baseado em confiabilidade é a
Otimizagéo de Projeto Baseada em Confiabilidade (RBDO?), o qual permite que estru-
turas sejam projetadas com maior seguranca. Para o modelo RBDO, o acoplamento
entre modelagem geométrica, simulagédo mecénica, andlises de confiabilidade e méto-
dos de otimizacao leva a tempos de computagao muito longos e a fraca estabilidade de
convergéncia. Tradicionalmente, a solucdo do modelo RBDO é conseguida através da
alternancia de iterag6es de confiabilidade e otimizacao (abordagem sequencial). Esta
abordagem leva a baixa eficiéncia numérica, o que é desvantajoso para aplicacoes de
engenharia em estruturas reais (KHARMANDA et al., 2004).

No campo do RBDO, existem varios trabalhos que estudaram essa abordagem
no problema de otimizacdo (STEVENSON, 1967; CHENG; LI; CAl, 1998; AGARWAL,
2004; YI; ZHU; GONG, 2016). Ao aplicar esta abordagem a otimizacao topolégica,
0 problema torna-se grande porque o tempo computacional aumentara significativa-
mente e a andlise de confiabilidade em cada iteragcdo do procedimento de otimizagéo
topoldgica representarqd uma tarefa muito complexa. Assim, define-se uma estraté-
gia diferente, o que implica num acoplamento entre a analise de confiabilidade e o
problema de topologia étima, sem aumentar o tempo computacional, que € o RBTO
(KHARMANDA et al., 2004). Uma vantagem no modelo RBTO em termos de tempo
computacional, é que, comparado ao método RBDO, é de baixo custo, uma vez que
esta inserido no processo de otimizagédo deterministica. Este método consiste em de-
terminar as variaveis aleatérias, em processo separado da otimizacao deterministica,
mediante indices de confiabilidade. Uma vez obtidos os valores das variaveis aleato-
rias, elas serdo tomadas como entradas para o processo de otimizagdo deterministica.

1.3 Objetivos e organizacao do trabalho

O objetivo geral deste trabalho é implementar, junto ao problema de otimizacao
topolégica simultanea a localizagdo de atuadores piezoelétricos, a andlise de confia-
bilidade.

Como objetivos especificos tem-se:

e aplicar uma metodologia que leve em conta a otimizagao estrutural baseada em
indices de confiabilidade;

e apresentar simulacbes computacionais de estruturas otimizadas para diferentes
indices de confiabilidade estrutural;

SEm inglés, Reability-Based Design Optimization.
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e considerar o meio continuo do dominio, discretizar o dominio por elementos fini-
tos e utilizar a metodologia do Critério Otimo;

e propor uma metodologia OC diferenciada, baseada em abordagens conhecidas.

e integrar a confiabilidade estrutural na otimizacao topol6gica que considere o po-
sicionamento de atuadores piezoelétricos, com diferentes formas de engaste,
carregamento e indices de confiabilidade;

e apresentar simulagées computacionais de estruturas otimizadas, com distribui-
cao de atuadores piezoelétricos.

e integrar otimizacao topoldgica, distribuicdo de atuadores piezoelétricos e confi-
abilidade estrutural num unico projeto, apresentando simulacdes que mostrem
resultados da metodologia empregada.

Este trabalho esta organizado de forma a integrar a confiabilidade na otimizacao
topoldgica com a distribuicdo de atuadores piezoelétricos. Para modelar e solucionar
esse problema foi estudado o MEF, método de otimizagao topoldgica, piezoeletrici-
dade e o0 equacionamento das relagdes constitutivas e propriedades dos materiais
piezoelétricos, métodos de otimizagao, confiabilidade estrutural e algumas linguagens
de programagcao para implementacao computacional. O trabalho esta organizado nos
capitulos que seguem abaixo.

O segundo capitulo baseia-se na descricdo do método de otimizagao topoldgica.
Este capitulo aborda os seguintes assuntos: 0 modelo material, 0 método das densi-
dades, o problema de minima flexibilidade, que servira como base na formulacao dos
problemas para os capitulos quatro e cinco, a condi¢cdo de otimalidade e problemas
NUMEricos.

O terceiro capitulo mostra uma metodologia para se aplicar a confiabilidade na
otimizag&o topoldgica, onde se apresentam os indices de confiabilidade integrados ao
problema. Neste capitulo sdo apresentados alguns exemplos de otimizacao topolbgica
considerando indices de confiabilidade.

O quarto capitulo traz a otimizacao topoldgica simultanea a distribuicao de atuado-
res piezoelétricos, onde formula-se o problema no meio continuo e faz-se a discretiza-
¢ao via MEF. Utiliza-se o problema discreto para a minimiza¢ao da flexibilidade. Neste
capitulo sera apresentado em detalhes o OC utilizado neste trabalho, o que € uma das
partes inovadoras desta pesquisa. Ainda sao apresentadas simula¢cdes computacio-
nais da metodologia de otimizacao topolédgica simultdnea a distribuicdo de atuadores
piezoelétricos.

No quinto capitulo sdo apresentados os resultados das simulagdes da metodologia
proposta para a otimizacao topolégica simultdnea a distribuicdo de atuadores piezo-
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elétricos, considerando indices de confiabilidade, o que é a outra parte inovadora do
trabalho.



2 METODO DE OTIMIZACAO TOPOLOGICA

Neste capitulo, sdo apresentados alguns conceitos basicos sobre o método de oti-
mizacao topoldgica, onde se apresenta de forma resumida a formulacéo do problema
de otimizacao topoldgica e aspectos da implementacao computacional da metodologia
apresentada.

2.1 Introducao

A otimizacdo estrutural busca uma melhor distribuicdo de material dentro de um
conjunto de solugdes que satisfagcam as restricdes impostas. A solugao para proble-
mas de otimizagao estrutural pode ser obtida de trés diferentes maneiras: a otimizagéao
paramétrica, a otimizacdo de forma e a otimizacao topoldgica, conforme mostrado na
Figura 1.

= AN
» XXX~ (XTI
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Figura 1: Tipos de otimizac&o estrutural. (a) Otimizagdo paramétrica de uma estrutura

de trelicas, (b) otimizacdo de forma e (c) otimizacéo topoldgica. O dominio inicial

€ mostrado do lado esquerdo e a solucao 6tima € mostrada do lado direito. Fonte:
Adaptado de BENDSQE; SIGMUND (2003), p. 2.

A otimizacao denominada paramétrica nao altera a forma da estrutura, apenas
as suas dimensoes, é assumida uma forma pré-definida para a estrutura e séo es-
colhidas, como variaveis de projeto, algumas medidas que caracterizam a geometria
dessa estrutura. Na otimizacao de forma, os contornos externos da estrutura podem
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ser parametrizados por curvas splines e os parametros dessas curvas constituem as
variaveis de projeto. Por fim, a otimizacdo topologica consiste em se encontrar a
distribuicao étima de material no interior da estrutura que minimize a flexibilidade, con-
siderando a restricao de material. As variaveis de projeto sdo variaveis que indicam a
distribuicao de material em cada ponto no dominio. Essa abordagem é a mais gené-
rica em relacao as anteriores, pois a quantidade de material removido € crescente na
ordem apresentada das abordagens, sendo a otimizacao topolégica a que resulta na
maior remocao de material da estrutura (BENDSJE; SIGMUND, 2003).

Especificamente sobre a otimizagéo topoldgica, este método visa solucionar o pro-
blema de distribuicdo de uma dada quantidade de material em um dominio de projeto
fixo, sujeito a carregamentos e suportes de tal forma que certa funcéo objetivo atinja
seu extremo. Um exemplo tipico € o problema de minimizacéo da flexibilidade (equi-
valente ao problema de maxima rigidez) com restricado de volume (BENDSJE; SIG-
MUND, 2003). As variaveis de projeto estdo relacionadas a distribuicao de material
no dominio. E importante notar que o dominio de projeto é discretizado a fim de que
o problema de otimizacao topoldgica possa ser resolvido por meios computacionais.
Uma abordagem tipica para tal discretizacao utiliza o MEF, visto que a forma pela qual
se aproxima a distribuicdo do material no dominio pode fazer com que a formulacao
dependa da discretizagédo é boa, pois sédo utilziadas formas regulares (KENO-TUNG;
OLHOFF, 1982). Com a discretizagao, cada ponto do dominio pode assumir um va-
lor de densidade dentro de um intervalo que a restringe, possibilitando a auséncia de
material (vazio, representado pela cor branca) até a total presenca de material (sélido,
representado pela cor preta), assumindo densidades intermediarias (representadas
por uma escala de cinza) (BENDSQE; KIKUCHI, 1988; BENDSQJE; SIGMUND, 2003).
Nesta configuracao, as regides da estrutura menos exigidas em termos de esforcos
mecanicos indicam necessidade de menos material originando, assim, os buracos (re-
gides de densidades proximas de zero) e/ou contornos menos densos no interior da
estrutura.

No método de otimizagao topoldgica, o resultado final da distribuicdo de material
é chamado de topologia 6tima. A topologia 6tima pode ser compreendida como o
dominio constituido de material sélido, caracterizada pela presenca de buracos, com
contornos bem definidos.

2.2 Conceitos basicos

Nesta secao séo apresentados dois conceitos fundamentais nos quais se baseia o
método de otimizacao topoldgica: o dominio fixo estendido e o modelo material.



30

2.2.1 Dominio fixo estendido

O dominio fixo estendido gera uma regiao de trabalho estendido (£2) em torno da
regido onde se espera que a topologia 6tima (2,) se encontre, possibilitando que o pro-
cesso de otimizacdo adicione ou retire material dentro desta regido pré-determinada.
Trata-se, em outras palavras, do dominio no qual o algoritmo de otimizacao topoldgica
deve encontrar a estrutura 6tima. Este dominio esta limitado pelos pontos de apoio da
estrutura e pelos pontos de aplicacdo de carregamento, como mostra a Figura 2.

O processo de otimizacao topoldgica consiste, entdo, em determinar os espacos
sem material (vazios) e a conectividade da estrutura através da remocéo de material
no dominio fixo estendido. A obtencao da forma 6tima € influenciada pelas condicoes
de contorno, dadas pelos engastes, apoios e carregamentos, e pela quantidade de
material utilizado. Diferente da otimiza¢ao de forma, na otimizacao topolédgica a malha
de elementos finitos do dominio nao se altera durante o processo, sendo alterada
somente a distribuicdo de material nos elementos.

1!

Q2

/

¥

Figura 2: Representacdo de um dominio desconhecido €2 e uma topologia 6tima €.
Fonte: Silveira (2012), p. 27.

2.2.2 Modelo material

No método de otimizagao topoldgica geralmente dois tipos de regides (com ou sem
presenca de material) sdo utilizados para determinar a topologia 6tima da estrutura.
A distribuicdo de material pode ser definida como um problema de otimizacao de pa-
rametros discretos ou um problema do tipo booleano, sendo 0 a auséncia de material
e 1 a total presengca de material. Sendo assim, uma funcédo caracteristica x(z), que
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indica a fase sélida, € definida em cada ponto = do dominio €2 da seguinte maneira:

1, sex €y,
x() = ' (1)
0, sex € Q\Qy,

sendo (2, a regido onde ha presenca de material, inserida no dominio 2.

Para materiais isotropicos e considerando um dos materiais como vazio, certa
propriedade material constitutiva (como, por exemplo, o mddulo de elasticidade
(BENDSYE; KIKUCHI, 1988; BENDSQE; SIGMUND, 2003)) pode ser escrita na
forma:

Y(x) = x(2)Y?, (2)

onde Y é a propriedade do material base a ser distribuido.

O modelo material dado genericamente por (2) é, entdo, uma equagéo que define
a mistura em microescala de dois materiais, sendo um deles vazio, permitindo que a
topologia étima tenha densidade 0 ou 1 em todos os pontos.

Em muitas aplicagdes, a topologia étima de uma estrutura pode ser construida uni-
camente de uma variagdo macroscépica de um material e vazio, o que significa que
a densidade da estrutura é dada por uma parametrizagao inteira do tipo 0 ou 1, resul-
tando em uma topologia em preto e branco. Infelizmente, esta classe de problemas
de otimizacao de projetos é mal-posta (BENDSQE; SIGMUND, 1999), de modo que
sequéncias minimizantes do problema podem convergir para fora do espacgo de solu-
cbes admissiveis, ou nem mesmo convergir. Segundo BENDSJE; SIGMUND (1999),
a abordagem mais comumente utilizada para contornar estas situagdes € a de substi-
tuir as variaveis inteiras por variaveis continuas e em seguida introduzir alguma forma
de penalizacéo que leve a solugao para valores proximos de 0 e 1. Uma parte-chave
dos métodos caracterizados por este tipo de abordagem é a introdugéo de uma fun-
cao de interpolacao que expressa quantidades fisicas variaveis (a rigidez do material
ou o custo, por exemplo) como uma funcao de variaveis continuas. Dentre alguns
métodos, 0 método de homogeneizagcédo e o método das densidades tém destaque na
literatura que trata dos problemas de otimizacao topoldgica. Neste trabalho, aplica-se
0 segundo método, descrito a seguir.

2.3 Meétodo das densidades

O modelo material SIMP' consiste em uma expressio matematica, que estabelece
o valor da propriedade do material em cada ponto do dominio através de uma fungao
pseudodensidade p(x) (que é considerada a variavel de projeto) e a propriedade ba-
sica do material a ser distribuido. Este modelo material é utilizado em larga escala

TEm inglés, Simple Isotropic Material with Penalization.
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na literatura, devido a sua facilidade de implementacao e por ndo aumentar o nimero
de variaveis do problema. Este modelo material pode ser expresso da seguinte forma
(BENDSQE; SIGMUND, 1999, 2003):

c(x) = p(x)Pc, (3)

de modoquep > 1,0 < p(z) < 1ex €, péum expoente de penalizagdo, ¢ é o
tensor de rigidez elastica do material base isotrépico. No SIMP, o tensor de rigidez
elastica do material ¢(x) em cada ponto do dominio varia com a pseudodensidade p,
enquanto que o coeficiente de Poisson ° ndo depende de p.

No SIMP, escolheremos usar p > 1 para que as densidades intermediarias se-
jam desfavoraveis no sentido de que a rigidez obtida seja pequena em comparacao
com o custo (volume) do material. Em outras palavras, especificar p > 1 torna “néo
econOmico” ter densidades intermediarias no projeto ideal. Assim, a penalizacao é
alcancada sem o uso de nenhum esquema explicito de penalizacédo. Para problemas
em que a restricdo de volume esta ativa, a experiéncia mostra que a otimizagao re-
almente resulta em tais projetos, para p suficientemente grande (para obter projetos
verdadeiros “0-1”, normalmente é necessario p > 3) (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

BENDSQE; SIGMUND (1999) mostram que o expoente de penalizagéo p deve sa-
tisfazer as condigdes:

2 4
p > max{—l_yo,—1+yo} em 2D, (4)
1—-2° 3120
> 1 = m 3D
p = max{ 57—5y0’21—2y0}e 3D, )

no caso em que o tensor corresponda a um material compaésito construido a partir de
vazio e o material dado. Além disso, as estimativas apresentadas em (4) e (5) séo
validas apenas para materiais isotrépicos.

2.4 Problema de minimizacao da flexibilidade

Nesta secao € descrito o problema de distribuicdo de material. Trata-se do pro-
blema de minimizagdo da flexibilidade? cuja formulagdo se da em termos de uma
funcado objetivo e sob restricbes de projeto simples, geralmente relacionadas com o
equilibrio mecéanico e o volume do corpo elastico.

O problema de minimizagao da flexibilidade esta descrito abaixo. Ele pode ser
conceitualmente um ponto de partida natural para problemas de otimizacao estrutural
de maior complexidade e também por refletir muitas das questdes fundamentais neste

2Em inglés, minimum compliance problem, expressao largamente utilizada e ja consolidada. Equi-
valente ao problema de maxima rigidez.
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campo de pesquisa.

Considere o classico problema de minimizacao da flexibilidade em elasticidade Ii-
near. Seja Q um dominio aberto e conexo com uma fronteira lipschitziana® I. A
fronteira " é dividida em duas partes, I'; e T',, referentes as fronteiras onde serao
aplicadas as cargas e especificados os deslocamentos, respectivamente. O problema
pode entdo ser formulado pela minimizagao do funcional /(u) sobre o conjunto ¥ da
forma como apresentado abaixo:

min [(u),
(u,p)€W
s.a: a(u,v,p)—1l(v)=0 Yvel, (6)

onde ¥ é o conjunto dos deslocamentos e valores das variaveis de projeto admissiveis,
dado por ¥ = U/ x B, de modo que

B = {p(a:) mensuravel : 0 < ppi, < plx) <lemQe /de = nV} :
Q

onde U é o espaco dos campos de deslocamento cineticamente admissiveis, V' é
o volume total do dominio 2 e n é a fragdo do volume que, ao ser considerada no
problema, impdem restricdes quanto ao uso do material de densidade p.

A funcao custo do problema € minimizada em relacao a variavel de projeto estru-
tural p, onde o funcional

l(u):/ﬂf-udQ—i—/Ft-udF (7)

€ o trabalho das forgas externas com u sendo o vetor de deslocamentos mecanicos, ¢
representa o vetor das forgcas de superficie e f o vetor das forgcas de corpo. Note tam-
bém que p,.;, diz respeito a densidade minima relativa a variavel de projeto estrutural.
Além disso,

a(u,v,p) = /QS(U) :c(p) = S(v)ds, (8)

€ dado pelo trabalho virtual interno de um corpo elastico em equilibrio (representado
pelo primeiro funcional), onde S(u) é o tensor de deformacgéo definido (utilizando a
notagao de Einstein) como

1
Skl = 5 (g + wig) , (9)

onde u; € a componente | do vetor u de deslocamentos mecanicos, uy; = OJuy/0x;
e r; € o eixo [ do sistema de coordenadas retangulares empregado. Os simbolos
- e : denotam as contragbes por um e dois indices, respectivamente; por exemplo,
a-b=ab;e A: B=A;B;.

3Dizemos que um aberto €2 tem fronteira lipshitziana se a mesma for de classe C*.
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O termo ¢(p) é tal que
c(p) = p(x)’e, (10)

onde ° é o tensor de rigidez elastica do material base. A equacéo (10) define o modelo
material do problema (6).

No SIMP, conforme j& comentado na segéo 2.3, o tensor de elasticidade ¢ do ma-
terial em cada ponto do dominio varia com a pseudodensidade p, enquanto que o
coeficiente de Poisson 1, relativo ao material, ndo depende de p.

A restricao de igualdade do problema (6) provém do Principio dos Trabalhos Virtu-
ais (BENDSQE; SIGMUND, 2003). As correspondentes equacodes, na forma forte, sdo
dadas por

Voolup)+ =0, emo; (1)
o(u,p)-n=t, emIly (12)
u=1(0,0,0), emTy; (13)

onde o(u,p) = c¢(p) : S(u), n € um vetor normal em I'; e ¢ € uma for¢a aplicada na
fronteira I',.

Assim sendo, o problema continuo de distribuicdo étima de material esta bem defi-
nido. A resolucao deste problema implica, claramente, em obter a topologia 6tima con-
dizente com as restricdes de suporte e de carregamento, especificadas pelas equa-
cbes (12) e (13), e restricbes de material especificada pelo conjunto B. Para este fim,
considerar-se-a:

e 0 Lagrangeano £ do problema (6);

e as derivadas da funcao objetivo e das restricbes com respeito a variavel de pro-
jeto, etapa que sera feita através do Lagrangeano;

e adiscretizacao da funcéo objetivo e das restricoes;

e a implementacdo computacional baseada na discretizacao feita na etapa ante-
rior.

Analise de sensibilidades

A andlise de sensibilidades consiste em calcular as derivadas da funcéo objetivo e
das restricoes com respeito as variaveis de projeto e resolver o problema estaciona-
rio. Tais derivadas sdo fundamentais na implementagédo computacional do problema,
pois fazem parte do codigo do otimizador que atualiza as variaveis de projeto a cada
iteracdo. Para o problema em questdo é possivel calcular as sensibilidades analiti-
camente. Para este fim, considerar-se-4 o Lagrangeano £ do problema (6) de onde
serdo obtidas as expressdes das derivadas em relagédo a variavel de projeto p, bem



35

como as equacodes de equilibrio do problema por meio das variacées em u e v, sendo
estas variaveis de estado.
O Lagrangeano L para o problema tratado nesta secao € dado por

L(u,v, p, A, N) = 1(u) — a(u, v, p) + 1(v)
+A (/ﬂ pdQ) — nv) + /Q A (p—1)dQ + /Q A2 (Pmin — p)d<2, (14)

onde v atua como um multiplicador de Lagrange para as restricoes de equilibrio, as
quais sao expressas por (11), (12) e (13), correspondendo a restricao de igualdade do
problema (6) na sua forma fraca. Além disso, p € B representa a variavel de projeto,
ambas funcdes escalares de =, A e A representam multiplicadores de Lagrange de
modo que A € R e ) representa as fungdes escalares A\;, s € L*(Q). Em (14),
denotar-se-a:

w(p) = A (/Q D) — nv) + /Q M (p— 1)d0 + /Q N (pmin — p)dEY. (15)

A fim de obter as equacdes de Euler-Lagrange do problema de otimizagao,
considera-se nos calculos abaixo uma variavel real auxiliar, denotada por &, e
ay = {ay, i € {1,2,3}} o conjunto de diregbes admissiveis em .

Variagdo em u:
A variagdo do Lagrangeano £ com respeito a variavel u na diregéo de «; é deno-
tada por §,L(u, v, p, A, \; a1). Considera-se, entdo, a igualdade

0uL(u, v, p, A, A ) =0, (16)

de onde segue que
dul(u; o) — dya(u, v, p;ay) = 0. (17)

Note que
dul(u;on) = /f-éudQ—l—/ t - oudl’
Q It

0 0
= /Qf [a—g(u—i-goq)L:OdQ—i-/Ftt- [a—g(u+£a1)]£:0df

- /f-aldQ—f—/ t - apdl, (18)
Q Tt

e também que
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dpa(u, v, p;aq) = /QS(&L) 2 c(p) : S(v)dQ

- [s ([a%(wsal)] £> () : ()9

= /QS(al) 2ce(p) S (v)dS. (19)

Considerando o Teorema da Divergéncia,

/[zV~y+Vz~y]dQ:/zy~ndP, (20)
Q r

onde z € um campo escalar, y € um campo vetorial € n € um vetor normal a superficie
I'. Utilizando a versao desta identidade para tensores de segunda ordem na primeira
integral da ultima igualdade de (19), obtem-se que

/QS(al):c(p):S(v)dQ:/F al-[c(p):S(v)]-ndF—/Qozl-V~[c(p):S(v)]dQ. (21)

Escrevendo o(v,p) = ¢(p) : S(v) em (21) e considerando os resultados de (18),
(19) e (21) na equacao (17), obtem-se

/ ay - [V-o(v,p)+ fldQ +/ ag - [o(v,p) - n—tldl' =0, (22)
Q T

para todo a; admissivel. Assim, do Lema Fundamental do Calculo de Variagées, tem-
se que

V-o(v,p)+f=0, emQ; (23)
olv,p) - n=t, emTy (24)
v=0, emT,. (25)

Variacdo em v:
A variacao do Lagrangeano £ com respeito a varidvel v na direcao de o, é denotada
por 6, L(u, v, p, A, \; az). Considera-se, entdo, a igualdade

o L(u, v, p, A, X;an) =0, (26)

de onde segue que
dul(v; a2) — ya(u, v, p; ag) = 0. (27)

Os calculos para esta variacao sdo analogos aos célculos da variagcao em u e por



isso sao omitidos neste texto. As equacodes de Euler-Lagrange obtidas séo:

V-o(u,p)+f=0, em¢;
o(u,p) - n=t, emlIly

u =0, emI,.
A partir das equagdes (23)-(25) e (28)-(30), conclui-se que
u=wv, em ).

Variagdo em p:
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(31)

A variacao do Lagrangeano £ em relacédo a variavel de projeto p na direcao de a3

é denotada por §,L(u, v, p, A, X\; a3). Considera-se, entdo, a igualdade
3, L(u,v,p, A, X;a3) =0,

de onde segue que
—d,a(u, v, p; as) + 0,w(p; az) = 0.

Note que

dpa(u,v,p;as) = [ S(u):d,(c(p);as): S(v)d

S(u) : L%(p + gag)pco] n S(v)dS

: [p(p + 5a3)p_1a300]§ o S()dQ

S(u) : [p(p)P " azc”] : S(v)dQ

I
D\:{O\D\:b\b\
wn
=

e também que
dw(p;as) = Al/éde+/)\15de—/)\25de
Q Q Q

= A1/Q L%(PJ%O@)LOCZQJF/Q/\ [%(PJrﬁ%)LOdQ
A,

= Al/Oéng+//\1043dQ—//\QOéng.
Q Q Q

£=0

<2

(34)

(35)

Considerando que v = u, da equacao (31), e os resultados de (34) e (35) na
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equacao (33), obtem-se que

/ (6% —S<U> . aC(p) : S(U) + A1 + )\1 — )\2 dQ) = 0, (36)
Q dp
para todo a3 admissivel, de modo que, do Lema Fundamental do Calculo de Variacdes,

segue que

A equacao (37) é equivalente a
—S(u): [pp" "] S(w) + A+ A — A =0, emQ. (38)
Note, contudo, que valem as seguintes condi¢cdes para \; e As:
A >0, >0, Mp—1)=0, Xa(pmin —p) =0, (39)

0 que indica que, para densidades intermediarias (pmi, < p < 1), tem-se \; = Ay = 0.
Assim, a equacéao (38) pode ser escrita como

S(u) : [pp"~1 %]+ S(u) = A (40)

A analise de sensibilidades esta completa.

As variagbes do Lagrangeano com respeito as variaveis de estado resultaram nas
equacoes de equilibrio do problema, as equagdes (23)-(25), onde v = v. A equacéo
(40) obtida pela variagdo do Lagrangeano com respeito a variavel de projeto, é fun-
damental para a atualizac&do das densidades dos elementos finitos a cada iteracao do
algoritmo de otimizacao topoldgica e por isso serdo utilizadas na forma discretizada.

2.5 Discretizacao do problema de otimizacao via MEF

A discretizacao do problema continuo de otimizacdo dado pelas equacdes (6)-(8)
consiste em dividir o dominio continuo de referéncia 2 em um namero finito de elemen-
tos 2. Aregido €2 de volume V passa a ser composta de n subdominios de volume V©.
Nesta configuracdo, o método parte de uma aproximagao para as variaveis primais no
nivel destes subdominios que sdo chamados de elementos finitos.

Em cada elemento finito 2¢ sdo definidos alguns pontos, nomeados nds, onde as
incégnitas (no caso deste problema, os deslocamentos mecéanicos) sdo determina-
das. Neste trabalho, os elementos finitos sao limitados pelas suas arestas de modo
gue € o encontro de duas arestas que da origem a um nd. Também sado nos ndés que
as condicdes geométricas e mecanicas de contorno (suportes e carregamentos) sao
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atribuidas. Sendo assim, a discretizacdo do dominio deve ser apropriada para repre-
sentar a geometria e para receber as condi¢des a ela impostas. O resultado desta
discretizacao origina o que se chama de malha de elementos finitos.

A relacéo entre as incognitas nodais de um elemento finito e as incégnitas de um
ponto arbitrario, no mesmo elemento, sdo determinadas por funcbes de interpolacao
do tipo polinomiais (COOK; MALKUS; PLESHA, 1989).

Neste trabalho, considera-se como elemento mestre Q¢ 0 elemento isoparamétrico
bilinear, também chamado elemento Q4. Para o elemento retangular cujos lados tém
comprimentro 2, com x = 0 € y = 0 no centro do elemento, fixa-se os eixos cartesi-
anos x e y de modo que sejam paralelos aos lados do elemento, conforme a Figura
3. Os noés do elemento tém, portanto, coordenadas © = +1 e y = +1. Como as
discretizacbes nesta dissertacdo sao feitas sob dominios retangulares, a malha de
elementos finitos é formada também por elementos retangulares, ndo sendo neces-
saria a abordagem que trata da transformacao geométrica das coordenadas naturais
para as coordenadas fisicas, como geralmente é explicado na teoria de elementos
finitos.

Figura 3: Elemento isoparamétrico bilinear.

Uma vez que o elemento é isoparamétrico, por definicdo, as mesmas funcdes de
forma sdo utilizadas para interpolar tanto as coordenadas quanto os deslocamentos
de um ponto dentro do elemento a partir das coordenadas e deslocamentos nodais.
Disto, garante-se a continuidade dos deslocamentos entre os elementos a partir dos
nds nos lados que estes elementos partilham. Assim, tem-se que

4
e : N.ué
ua:i — Z]:I Juzi — Pque7 (41)

ug, Z?:1 Njug,
onde u® € o vetor de deslocamentos mecanicos de um elemento finito e o indice i, nas
somas, representa um né especifico do elemento. Os termos u,, € u,, representam
os deslocamentos do né ¢ nas dire¢des horizontal e vertical, respectivamente; x; e y;
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representam as coordenadas do né i. Ademais,
1T
u = |: ue ue Ut U ué Ut Ut ué , (42)

Ny, 0O NNy 0O Ny 0 N, 0]
N,=|" ’ ’ o (43)
0 N1 0 N2 0 Ng 0 N4

onde N, é a matriz das fungdes de interpolagdo para os deslocamentos mecanicos.
As funcdes de forma N; sdo as fungdes de interpolacao de Lagrange dadas por

Ny=>(1-2)(1-vy), No=—(1+2)(1-y),

Ny=-(142z)(1+vy), Ny==(1-2)1+y). (44)

N
N

A partir das equacdes em (44), observa-se que cada N; assume um valor unitario
quando x e y assumem a coordenada do né i, mas é zero quando = € y assumem a
coordenada de qualquer outro né.

O campo de deformagdes mecanicas S¢, para cada elemento finito, pode ser es-
crito em funcédo dos deslocamentos e das derivadas das fung¢des de interpolagdo na
forma

S¢ = D,N,u’ = B,u°", (45)

onde D, é um operador diferencial tal que

d/0x 0
B, = D,N, = 0 9/dy | N.. (46)
d/0y 0/0x

Para obter a equacao matricial referente ao problema de otimizagéo, parte-se do
Principio dos Trabalhos Virtuais, de onde tem-se que

5(/ S(u):c(p):S(v)dQ—/f-udQ—/ t-udF) =0. (47)
Q Q It
Passando a variagdo em cada integral e considerando que v = u, obtem-se
/5S(u):c(p):5(u)d§2—/5f~udQ—/ ot - udl’ = 0. (48)
Q Q It

Considerando as equacgdes (41) e (45) na equacao (48) e escrevendo os demais
termos na forma matricial, a seguinte expressao € obtida:

su‘t (/ BZCOBudQe> u’ — ou’

Qe

NZfedQe — su / NTtedl® =0, (49)
Iy
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onde f¢ e t° sdo os vetores das forcas de corpo e das forgas de superficie de um
elemento finito, respectivamente.
Desta ultima igualdade, tem-se que

suc [( / BZCOBudQe) u — / NJfedQ” — / thedFe] =0. (50)
: e g

Uma vez que a variagéo du‘’ é arbitraria e diferente de zero, segue da equacao (50)
que

( / BZCOBudW) u’ — [ NIfea0e — | NItedre =o. (51)
e Qe

g

A equacao matricial na forma de elementos finitos é dada por:

K¢ u® =F¢, (52)
onde
K¢, = / Bl B, d* (53)
e
F¢ = / NTfed0e + / NTtedre (54)
e I‘g

representam a matriz de rigidez, a matriz de localizacdo e o vetor de forcas de um
elemento finito, respectivamente. Além disso, em (53), tem-se que

1 0
0

0

<

0 SO

CTI-0p

, (55)

0

o =

v
onde £° e 1’ sdo o moédulo de Young e o coeficiente de Poisson do material base
isotrépico, respectivamente.

Como cada elemento da malha é conectado aos seus elementos vizinhos através
dos nés e, assim, os deslocamentos mecanicos sao continuos de um elemento para
outro, o Principio dos Trabalhos Virtuais deve ser verificado para a estrutura com-
pleta através das matrizes globais obtidas a partir da contribuicdo de cada elemento
finito (BECKER; CAREY; ODEN, 1981; COOK; MALKUS; PLESHA, 1989). A forma da
equacao matricial global sera analoga a equac¢ao matricial elementar:

onde K, € a matriz global de rigidez, U é a deflexdo global e F,, € o vetor global de
forgas.
A formulagéo por elementos finitos esta completa e pode-se, finalmente, escrever
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o problema (6)-(8) na sua forma final discretizada. Note que, no membro esquerdo
da equagao (56), quando ambos os membros sdo pré-multiplicados por U7, ou seja,
UTK,,U = UTF, aparece a forma fraca (em notagdo matricial) do funcional de custo
dado pela equagao (7), o trabalho virtual das forcas externas. Assim, o membro es-
querdo da equacgao (56) pode ser utilizado como funcao objetivo para o problema
discretizado.

O problema de otimizacao discretizado para /N elementos pode ser escrito na forma

N
min  J(u,p) = U'K,,U = Z (pe)f K, u

e=1

N
s.a: K,U= Z(pe)pKfmue =F
e=1

N
Z pVe=nV
e=1

O<pmin§pe§ 1
e=1,2,3,...,N.

2.6 Condicoes de otimalidade

Uma abordagem classica da solu¢gao numérica de um problema de otimizacao es-
trutural discretizada € o método do critério 6timo (OC). O OC corresponde a um mé-
todo heuristico baseado na funcdo Lagrangeana (SHUKLA; MISRA, 2013) que tem
por finalidade atualizar as variaveis de projeto do problema, onde cada variavel é
atualizada de forma independente da atualizacédo das outras (BENDSQE; SIGMUND,
2003). A ideia é desenvolver um método numérico que a cada iteragao, considerando
uma topologia previamente computada e seus deslocamentos associados, atualizem
as variaveis de projeto em cada ponto (ou em cada elemento da discretizagdo) inde-
pendentemente se feitas as atualizacbes de outros pontos, baseados em condicdes
necessarias de otimalidade. Para este fim, sera considerado o problema discretizado
por elementos finitos (57).

Enuncia-se entéo, o Lagrangeano £ do problema (57)

L(p) = UK, U+ (Z peV*© — nV> + A" (K,,U-F,) (58)
+)\16 (pmzn - pe) + )\26 (pe - 1) )

onde \ é um escalar, A € um vetor e ambos sao multiplicadores de Lagrange relaciona-
dos com a restricao de volume e a equacao de equilibrio, os multiplicadores escalares
e € \qe representam as restricoes laterais inferior e superior. Se ird calcular a deri-
vada com respeito a variavel p, impondo a condigdo de estacionariedade do problema



43

de otimizagdo. Para isso, tem-se o célculo da derivada do Langrangeano a seguir para
cada elemento finito:

oL ou”t 0K ou
- —KuuU UT UUU UTKuu_ AVE
ape ape - ape " ap@ " v
0K, ou 0OF,
+AT U+Ky— — — Ao + Ao = 0. (59)
ape 8106 8,06

Como as restricoes laterais inferior e superior ndo estao ativas e a forca aplicada
nao depende das variaveis de projeto, tem-se \;. = Ao, = 0 € JF,/0p. = 0.

Entdo, reagrupando-se os termos e colocando a derivada 0U/dp. em evidéncia,
tem-se

oL

9 +U” U+ A"

Ipe dpe Ope

= QU Ky, + A Ku)

U+AVe,  (60)

como AT é arbitrario, pode-se substituir por —2U? de forma a eliminar a derivada
oU/0p., e entdo obtém-se:

oL oK
_ _UT Uy
Ipe Ipe
— —ueTa%e [PPKE, Ju + \Ve

U+ Ve

= —pp"uTKE uC + AV = 0. (61)

onde, se denotarmos,
Ge = uETKZuue, (62)

entao a equacao (61) pode ser escrita como

-1
A

=1 (63)

A equacao (63) tem sentido fisico que representa a densidade de energia de deforma-

cao, que deve ser constante ao longo do dominio do projeto. Entdo, o multiplicador de

Lagrange )\ é atualizado de forma a deixar a energia de deformagéo constante.
Utiliza-se um esquema heuristico de atualizacao para as variaveis:

-1 ¢
P = pe (pPE—VQc> = pe<BE)Cv (64)

onde ¢ € um expoente de amortecimento, que é geralmente igual a 0.5, podendo variar
de 0 a 1. O amortecimento estabiliza as itera¢gdes. Na iteracdo, quando o elemento
passa de vazio para solido introduzimos um limite de movimento da varidvel de projeto.
O método heuristico de atualizagdo de cada variavel tem o objetivo de estabilizar a
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iteragd@o, sendo formulado como

Max(pmin, pe —m) S€ foe(Be)C < Max(pmin, pe — M),
P =9 pe(Be)¢ se  MaXx(pmin, pe — M) < pe(Be)S < min(1, p. +m),
min(1, p. + m) se min(1,p. +m) < pe(B.)°,

(65)
onde m é um limite mével e B, é a condicdo de otimalidade vinda de (64). Valores
tipicos para ( e m sao 0,5 e 0, 2, respectivamente (BENDSQE; SIGMUND, 2003).

O multiplicador de Lagrange deve satisfazer a restricao de volume,

g(N) =D V(pe(\) = nV =0, (66)

entdo, pode-se atualizar o multiplicador de Lagrange de forma iterativa. Note que
a funcdo g(\) é continua monétona decrescente em relagdo ao multiplicador de La-
grange. O método da bisec¢do pode ser utilizado, pois ao fazer g(\) = 0 recai na
restricdo de volume, assim, pode-se localizar os zeros de (66), que satisfaz a restri-
cao.

Segundo BENDSQE; SIGMUND (2003), o tipo de algoritmo descrito acima foi uti-
lizado em um grande numero de estudos em projetos estruturais e estd bem esta-
belecido como um método (heuristico) efetivo para a solugdo de problemas de larga
escala. A eficiéncia do algoritmo vem do fato que cada variavel de projeto € atualizada
independentemente das outras variaveis de projeto, exceto para redimensionamentos
gue tém que acontecer para satisfazer a restricdo de volume.

Com o exposto nesta secdo e na anterior, tém-se os ingredientes basicos para
a organizacao da implementacdo computacional do procedimento de distribuicdo de
material para o projeto da topologia étima. Ainda nao foi comentado e nem mesmo
apresentado com detalhes como se da a discretizacdo do dominio fixo estendido atra-
vés do MEF, mas pode-se antecipar que esta € a primeira etapa a ser considerada no
procedimento computacional, que resolvera numericamente o problema de otimizacao
topolégica dado, por exemplo, pelo problema (6). Com isso, pode-se estabelecer, um
esquema do fluxo de célculos do procedimento computacional.

2.7 Problemas numeéricos

A otimizacao topologica pode nao ter solugdes precisas e estaveis pois segundo
SIGMUND; PETERSSON (1998) existem problemas numéricos comuns que se divi-
dem em trés categorias, sao elas:

e Tabuleiro de xadrez;
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e Dependéncia da malha;

e Minimos locais.

2.7.1 Tabuleiro de xadrez

A instabilidade do tabuleiro de xadrez refere-se ao problema da formacao de re-
gides de elementos alternados em sélidos e vazios ordenados, assim como em um
tabuleiro de xadrez, conforme ilustrado na Figura 4.

Figura 4: Instabilidade do tabuleiro de xadrez.

Acreditava-se anteriormente que esse comportamento representava regiées onde
tem-se uma microestrutura 6tima, mas artigos de DIAZ; SIGMUND (1995) e JOG; HA-
BER (1996), citados por SIGMUND; PETERSSON (1998), mostraram que o tabuleiro
de xadrez é um problema devido a modelagem numérica incorreta da rigidez. Esses
trabalhos fornecem orientacdes Uteis de escolha dos elementos estaveis e mostram
que padrdes de tabuleiro de xadrez sdo propensos a aparecer na homogeneizacao e
na abordagem SIMP.

A instabilidade de tabuleiro pode ser evitada pela utilizacdo do filtro de sensibili-
dades apresentado na Subsecao 2.7.4, este ndo permite o surgimento de regides de
elementos brancos em meio aos elementos pretos.

2.7.2 Dependéncia da malha

Segundo BENDSQE; SIGMUND (2003) esta bem estabelecido que o problema 0-1
e 0o método SIMP s&o problemas de otimizacao topoldgica sem a existéncia de solugcéo
no meio continuo. A razdo disto estd na introdugdo de mais buracos, sem mudanca
no volume estrutural, onde sera geralmente aumentado a eficiéncia da estrutura, po-
rém, no limite do processo uma variagao estrutural forma microestruturas que tem um
uso improvavel, pois apresentam caracteristicas ndo isotrdpicas e a solucéo nao es-
tara dentro da gama de solucdes originais isotropicas. BENDSJE; SIGMUND (2003)
explicam que, em implementagdes computacionais, este efeito € visto como uma ins-
tabilidade numérica onde um grande numero de buracos aparece quando uma malha
de elementos finitos mais fina é empregada, isto é, refinar a malha de elementos fini-
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tos para o dominio de referéncia conduz a geracao de mais padrdes microestruturais
internos semelhantes ao que a teoria prediz.

a)

Figura 5: Topologia étima com dependéncia do refinamento da malha para uma viga
bi-apoiada. Solu¢des para as discretizagdes com a) 2700, b) 4800 e ¢)17200 elemen-
tos. Fonte: Adaptado de BENDSQE; SIGMUND (2003), p. 30.

O tratamento para reduzir o espaco de modelos admissiveis, e consequentemente
ter um problema independente da malha é, de acordo com BENDSWJE; SIGMUND
(2003), incluir no problema alguma restricao local ou global sobre a variagdao da densi-
dade. Esta inclusao pode ser feita através da adicédo de restricbes, de forma a reduzir
0 espaco de parametros, ou através da aplicacao de filtros durante a implementacao.

2.7.3 Minimos locais

A nao convexidade da maioria dos problemas de otimizagcao topolégica leva a pos-
sibilidade de encontrar multiplos minimos locais e diferentes solucbes para a mesma
discretizagdo, quando séo utilizados diferentes parametros iniciais no algoritmo de
otimizagao (BENDSQE; SIGMUND, 2003). Para problemas ndo convexos, apenas &
possivel assegurar a convergéncia de pontos estacionarios, que ndo necessariamente
sdo minimos globais, ao contrario que ocorre em problemas convexos, em que é pos-
sivel provar a convergéncia dos algoritmos (SIGMUND; PETERSSON, 1998).

Métodos de continuagédo tém sido utilizados para tratar essa complicagdo, pois
conduzem a bons resultados. A ideia geral destes métodos € mudar gradualmente o
problema de otimizacao convexo, que permite regides de densidades intermediarias,
para o problema de otimizacéo original ndo-convexo (do tipo 0-1), em um namero de
passos. Em cada passo destes métodos, um algoritmo de otimizacdo baseado em
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gradientes é utilizado a fim de buscar a convergéncia. Contudo, ndo ha garantia de
convergéncia na utilizacdo destes métodos, o que pode acontecer, por exemplo, no
caso de problemas que apresentam muitos minimos locais para os problemas relaxa-
dos (STOLPE; SVANBERG, 2003).

2.7.4 Filtro de sensibilidades

O Filtro de Sensibilidades (SIGMUND, 1997; SIGMUND; PETERSSON, 1998;
BENDSOQE; SIGMUND, 2003) € um método puramente heuristico, mas obtém resul-
tados semelhantes aos métodos de restricdo de gradientes, por exemplo. O filtro
consiste em modificar a sensibilidade (taxa de variacado da funcéo objetivo ou restri-
cbes em relacdo a uma variavel de projeto) de um elemento finito especifico baseado
em uma media ponderada das sensibilidades de elementos vizinhos. A experiéncia
computacional tem mostrado que esta técnica € um meio eficiente de obter uma inde-
pendéncia em relagdo a malha em otimizacao topoldgica.

A técnica funciona mediante a modificacao das sensibilidades de alguma grandeza
X em relagdo a uma pseudodensidade p;, da seguinte forma:

X 1 Y 0X
- S Hip 67

onde 5)\(/8pk é a nova sensibilidade, N é o numero total de elementos na malha e o
fator de peso H; é dado por

H; = ropn — dist(k,i),  {i € N|dist(k,i) < rpmint, k=1,...,N. (68)

Nesta expressao, o operador dist(k,i) é definido como a distancia entre o centro do
elemento k e o centro de um elemento i. O fator de peso H; é zero fora da area de
filtro do elemento k. De acordo com BENDSOQE; SIGMUND (2003), € notavel que a
sensibilidade (67) converge para a sensibilidade original quando o raio de filtragem
Tmin S€ @proxima de zero e que todas as sensibilidades sao iguais quando r,,;, cresce
infinitamente.

Apesar da base tedrica do método ainda néo estar completamente compreendida,
inimeras aplicacoes dadas, por exemplo, por problemas bi e tridimensionais, proble-
mas com até vinte restricdes estruturais e também problemas envolvendo multiplas
areas de fisica, sdo baseadas neste método de filtragem, mostrando que essa € uma
ferramenta extremamente Util. Ademais, a técnica fornece resultados estaveis sob re-
finamento de malha e mantém um comprimento minimo de escala, que é controlado
pelo raio de filtragem r,,;, (BENDSQE; SIGMUND, 2003).



3 OTIMIZACAO TOPOLOGICA BASEADA EM CONFIABILI-
DADE

Um projeto de estruturas e uma predicdo de um mal funcionamento, conduzem a
verificacao de uma série de regras resultantes do conhecimento da experiéncia fisica
€ mecanica por projetistas e construtores. Essas regras geralmente condicionam ou
limitam as estruturas com respeito aos efeitos de carregamento, como tensdes e des-
locamentos. Cada regra representa um evento elementar e a ocorréncia de varios
eventos leva a um cenario de falha. O objetivo é, entao, avaliar a probabilidade de
falha correspondente as direcdes de falha. H4 uma relacédo entre a probabilidade de
falha de uma estrutura e a confiabilidade que se tem com respeito a mesma. Esta
relagéo é dada pela fungao de distribuicdo normal e sera apresentada neste capitulo.

Ja a Otimizacao Baseada em Confiabilidade (RBDO) visa definir o melhor relagéo
entre custo e seguranca. Quando se integra a confiabilidade no dimensionamento e
otimizacao de forma, da-se o nome de RBDO, onde permite-se projetar estruturas que
satisfazem requisitos de economia e seguranca (KHARMANDA et al., 2004). Quando
se integra critérios de seguranca na otimizagéo topolégica, apresenta-se um novo tipo
de otimizagdo, chamado Otimizagdo Topoldgica Baseada em Confiabilidade (RBTO)
(KHARMANDA et al., 2004). O objetivo do RBTO ¢ levar em consideragao a aleatorie-
dade das cargas aplicadas e a descricao da geometria, onde se insere um indice alvo
de confiabilidade que satisfaz uma funcéo estado limite. Uma funcao estado limite de
uma estrutura € uma fungéo estado idealizada, de forma que se for ultrapassada, a
estrutura ndo satisfaz as exigéncias estruturais ou funcionais definidas regulamentar-
mente.

PANTOJA (2012) afirma que valores alvo do indice de confiabilidade para estados
limite sdo propostos pela norma do comité JCSS (2001). Usando o modelo RBTO, ob-
temos topologias diferentes em comparag¢do com o procedimento de otimizacao topo-
l6gica deterministica. As topologias resultantes dependem dos niveis de confiabilidade
alvo. As estruturas resultantes apresentam uma melhor relacdo volume/confiabilidade
do que as deterministicas.

Neste trabalho, apresentamos a analise de confiabilidade e a importancia da sua in-
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tegracdo com o problema de otimizacao de topologia. A formulacdo do modelo RBTO
sera apresentado a seguir. O procedimento RBTO seré detalhado e serdo apresenta-
dos exemplos que mostram a aplicabilidade do novo modelo.

3.1 Importancia dos critérios de seguranca

Na otimizagéo estrutural deterministica, o projetista pretende reduzir o custo da
construgdo sem levar em conta os efeitos das incertezas quanto aos materiais, a ge-
ometria e ao carregamento. Desta forma, a configuracdo 6tima resultante pode re-
presentar um menor nivel de confiabilidade e, em seguida, levar a uma maior taxa
de falha. O equilibrio entre minimizagdo de custos e maximizagdo de confiabilidade
€ um grande desafio para o projetista. O interesse em critérios de confiabilidade na
otimizagao do projeto € melhorar o nivel de confiabilidade do sistema sem aumentar o
seu volume. Mas ao integrar a confiabilidade em problemas de otimizacao topolégica,
o interesse é fornecer ao projetista uma topologia considerando a aleatoriedade das
principais variaveis da estrutura.

No modelo RBTO, as variaveis aleatérias e de projeto nédo estao relacionadas, por-
que as variaveis de projeto sdo as densidades do material dos elementos de discreti-
zacao, enquanto as variaveis aleatorias estéo relacionadas a quantidades conhecidas.
Portanto, temos trés tipos de variaveis:

1) As variaveis projeto p da otimizacao topoldgica, que sao variaveis deterministi-
cas;

2) As variaveis aleatérias y, que representam as incertezas estruturais, identifica-
das por distribuicées de probabilidade. Essas variaveis podem ser dimensdes geomé-
tricas, caracteristicas do material ou o carregamento externo aplicado;

3) As variaveis normalizadas «, que relacionam as variaveis aleatérias e seus va-
lores médios e desvios-padrao.

3.2 Probabilidade de falha

A confiabilidade estrutural é definida como uma medida da capacidade de uma es-
trutura atender satisfatoriamente os requisitos de desempenho ao longo da sua vida
util. A confiabilidade de uma estrutura esta relacionada com o complemento da pro-
babilidade da estrutura falhar. A probabilidade de falha pode ser calculada por

Py = BG(y) < 0] = /G S0 (69)

onde P; € a probabilidade de falha, P.[.] € o operador probabilidade, fy é a fungdo
densidade de probabilidades composta pelo vetor y = {y;,...,y,}? das n variaveis
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aleatorias contidas na fungéo estado limite G(y). A fungéo de estado limite constitui a
relacdo analitica entre as resisténcias e as solicitacdes de carga, indicando para quais
combinagdes das variaveis a estrutura fica no dominio de seguranga, ou no dominio
de falha. A fungéo de estado limite é definida de maneira que G(y) = 0 separe a
regido de falha (G(y) < 0) da regido de seguranga (G(y) > 0). Estes conceitos sdo
ilustrados na Figura 6.

Espaco Fisico

Regido
de Falha &) =0

Gly) =10

Regiao de

My, F————— .
. Seguranca

My, il

Figura 6: Regibtes segura e de falha no espaco fisico, onde m,, e m,, sdo variaveis
médias.

3.2.1 A distribuicao normal

Uma variavel aleatéria continua «; tem distribuicdo normal padréo se a funcéo de
densidade de probabilidade, denotada por ¢4(z), €

¢a(x) = \/12_7Te_z22, —00 < < 00. (70)

A média da variavel aleatoria padréo € zero e a variancia é um. A Figura 7 mostra a
funcdo de densidade de probabilidade da variavel aleat6ria normal padréo.
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Figura 7: Funcao de densidade de probabilidade da variavel aleatoria normal padréo.

A fungéo de distribuicdo de «; é denotada por ®,(x) e é dada por:

@d(x):\/%_ﬂ/_x e dt. (71)

Nao hé expressao explicita para esta integral em termos de fun¢des elementares. Va-
lores podem ser obtidos a partir de tabelas que sdo dadas em livros didaticos, obtidos
a partir da integracdo numérica de (71). A maioria dos programas computacionais tém
fungdes que fornecerdo o valor de ®,(x) para todos os = com precisao suficiente para
todas as aplicacdes praticas.

Uma variavel aleatoria y; € uma distribuicdo normal se for da forma y; = m,, +o0,,a;,
onde o,, € um desvio padréo normal, —oo < m,, < oo € g,; > 0.

No espaco normalizado, a equagao (69) fica expressa como:

Py = PG(y) < 0] = PG (my + oya) < 0] = B[H () < 0], (72)

onde H («) € fungéo estado limite no espago normalizado (Figura 8) e oy € uma matriz
diagonal, onde cada componente da diagonal é 5, ..., 0y, .
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¥y Espaco Normalizado

Regiao o
de Falha Hiev) < 1)

Hia) =10

*
| i

Figura 8: Regides segura e de falha no espaco normalizado.

A transformacéo de cada variavel fisica y; para a variavel normal «; & dado por:

aj =T,(y;) e y; =T, " (o), (73)

p

onde a; = (y; — my,)/0,, € a relagéo entre a; e y;, 0 operador T,(.) € chamado de
transformacéao probabilistica. No espacgo padrao, a fungéo estado limite tem a forma:

H(a) =G(y) = 0. (74)

3.2.2 indice de confiabilidade
A probabilidade de falha é dada por:

Pr=PR[H (o) < 0] =1—4(8) = Pa(—5), (75)

onde ®,(.) é a fungéo de distribuicdo acumulada padréo e 5 € a minima distancia
da origem deste espaco a funcédo de estado limite (mostrado na Figura (8)), e que
constitui o indice de confiabilidade. O sinal negativo vem pela paridade da funcéo
¢q(z), onde 1 — &4(x) € o complementar de ¢,(x). Algumas aproximagdes utilizadas
neste trabalho, que relacionam a probabilidade de falha com o indice de confiabilidade
B, sdo dadas na Tabela 1, calculadas pelas equagdes (71) e (75).

Para um caso de uma variavel, supde-se que y € uma variavel basica e a equacgao
estado limite seja G(y) = y — yo, de modo que a seguranga € alcancada se y <
yo. Se y for uma variavel aleatéria que é aproximadamente uma distribuicdo normal,
com variavel média m, e desvio padrdo o,, pode-se escrever y = o, + m,, onde «a
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3 1 2 3 4 5 6

P 1,59 x 107 [ 2,28 x 1072 | 1,35 x 1072 | 3,17 x 107° | 2,87 x 1077 | 1,20 x 107

Tabela 1: Relac6es aproximadas entre a probabilidade de falha e o indice de confiabi-
lidade (.

corresponde a uma variavel aleatéria padrdao, com média zero e desvio padrao um.
Substituindo y em termos de « em G(y), obtém-se uma nova equacao estado limite:

H(a) = G(oya +my) = oya + my — yo, (76)
€ a seguranga é alcancada se

o< _g (77)
Oy

Agora, usa-se o fato de y e o serem aproximados pela distribuicdo normal. Assim,

a probabilidade de seguranga é dada por P.ja < (] =~ ®4(5) onde &, é a fungéo
de distribuicdo da variavel normal padrdao. Essa probabilidade geralmente é quase
uma unidade, entdo é usual citar a probabilidade de falha (ou seja, a probabilidade de
nao conseguir a seguranga), que € P.Jly > 0] = 1 — ®4(8). No método do indice de
confiabilidade 3, toma-se [ para ser uma medida de seguranca. Quanto maior o (3,
mais segura é a situacao. Se y é distribuido normalmente, tem-se a relagéo de g com

P.ly < o).

3.3 Consideracoes sobre otimizacao topoldgica e variaveis alea-
torias

Os problemas de otimizagdo de dimensionamento, forma e topologia abordam di-
ferentes aspectos de um problema de projeto estrutural. Em um problema de dimen-
sionamento tipico, o objetivo pode ser encontrar a distribuicido de espessura ideal de
uma placa linearmente eléstica. A distribuigdo 6tima da espessura minimiza (ou maxi-
miza) uma quantidade fisica, como a flexibilidade (trabalho externo), o pico de tensao,
a deflexao, etc., enquanto o equilibrio e outras restricdes sobre o estado e as variaveis
de projeto sao satisfeitas. A principal caracteristica do problema de dimensionamento
€ que o dominio do modelo de projeto e as varidveis de estado s&o conhecidas a priori
e sdo ajustadas ao longo do processo de otimizacao.

Por outro lado, em um problema de otimizacédo de forma, o objetivo € encontrar a
forma ideal desse dominio, ou seja, o problema de forma é definido em um dominio
variavel, pois a variavel de projeto neste caso é o seu contorno.

Ja a otimizagao topoldgica de estruturas envolve a determinacao de caracteristicas



54

como o numero e localizacao de furos e a conectividade do dominio.

No entanto, a integracao da analise de confiabilidade em cada etapa da otimizacao
do projeto estrutural desempenha um papel importante, considerando a variabilidade
das grandezas mais sensiveis. Essa variabilidade deve ser considerada nos proces-
sos de otimizacgao, a fim de reduzir o volume estrutural nas regides criticas e, portanto,
produzir estruturas que sdo confiaveis e econdmicas. As cargas aplicadas s&do muitas
vezes consideradas como variaveis aleatorias porque participam fortemente da falha
ou danos. Da mesma forma, a geometria e os materiais podem ser modelados como
variaveis aleatérias. O objetivo da otimizagéo topoldgica baseada em confiabilidade
€ encontrar a forma confiavel e étima de uma estrutura dentro de uma regiao espe-
cifica. No problema de otimizagdo de forma deterministica, as Unicas quantidades
conhecidas séo as cargas aplicadas, as possiveis condi¢cdes de suporte, o volume da
estrutura a ser construida e, possivelmente, algumas especificacdes de projeto adici-
onais, como a localizagédo e o tamanho dos furos prescritos. Mas o tamanho e a forma
fisica e a conectividade da estrutura sdo desconhecidas.

3.4 O problema de otimizacao topologica baseada em confiabili-
dade

Serao impostos neste projeto, critérios de seguranca, onde serdo inseridas va-
ridveis de incertezas relativas aos materiais, assim se buscara melhorar o nivel de
confiabilidade do sistema, sem que isto represente um aumento de volume. Neste
trabalho, para considerar tais incertezas, serao introduzidas as variaveis y e a, onde
y € o vetor das variaveis aleatorias que otimizara o projeto em relagao ao controle
dos parametros do sistema mecéanico e do modelo probabilistico, e a representara o
vetor das variaveis de incerteza do projeto, determinado por distribuicbes probabilis-
ticas. A fim de avaliar a probabilidade de falha com respeito a um cenario de falha
escolhido, uma fungéo estado limite é definida por H(a) como condigdo de um bom
funcionamento da estrutura. Para controlar a topologia sera introduzido o indice de
confiabilidade 5 com o vetor normalizado «. No caso em que « é uma distribuicao
normal, tem-se para cada a;:

Yij — My,

o = ——, (78)

ij

e entdo tem-se 5 = mm\/oz% +...+af+ ...+ a2 sujeito a H(a) < 0, onde y; € a
j-ésima variavel aleatéria com valor médio m,, e desvio padréo o,,, H € a fungao
estado limite e n € 0o nUmero de variaveis aleatérias.

Para simplificar o procedimento de andlise, considera-se o problema classico de
otimizacdo topoldgica apresentado no capitulo 2, onde limita-se em um dominio de
referéncia de projeto fixo, ou dominio de projeto Q,; € Q Cc R?, d = 2,3. O dominio de
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referéncia ) é escolhido de tal forma que permita a definicdo de cargas aplicadas e
condi¢des de contorno.

Pode-se definir o problema de projeto 6timo como o problema de encontrar a es-
colha étima do tensor constitutivo ¢, que € uma variavel sobre o dominio. Introduzindo
a forma bilinear de energia:

ac(u,v) = /QS(U) e(x) - S(v)ds, (79)

com as deformagbes S(u) dadas por (9) e a forma linear de carga

Z(u):/Qf-udQ—i-/F t-udl, (80)

o problema de minimizagao da flexibilidade toma a forma

min [(w),
s.a: fla) 2 B,
a. (u,v) =1(v) Yo el,
¢ € Coa. (81)

Nesta formulagéo, a equacao de equilibrio é escrita na sua forma variacional com
U denotando o espaco dos campos de deslocamento cineticamente admissiveis. I', C
I' = 002 é a parte da fronteira onde sdo especificados os deslocamentos. Além disso,
f € o vetor das forcas de corpo e ¢t é o vetor das forcas de superficie aplicadas em
I, c T' = 09 do contorno.

No problema (81), 3; é o indice de confiabilidade alvo, C,; denota o conjunto dos
tensores de rigidez elastica admissiveis. O limite de recurso de material, dado por
uma restricdo de volume, pode ser expresso na forma

/ p(x)dt=nV <V, (82)
Q

onde n € (0,1] e V é o volume do dominio considerado. O valor escolhido para n limita
o uso de material a ser utilizado para a geracao da topologia étima.

Seguindo a sequéncia do capitulo 2 sera utilizada a abordagem de discretizacédo
via elementos finitos. Onde dessa vez, além do campo de interesse no problema (81)
ser o deslocamento u e a rigidez ¢, temos a relacao entre as variaveis deterministicas
e a variavel de incertezas . Entdo, escreve-se o problema pela abordagem SIMP,
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conforme apresentado abaixo, na sua forma discretizada:

m{}n J(o,u,p) = UTF,,
KuuU = Fua

Do pVe=1V, (83)
0<pmin§pe§17
e=1,2,3,...,N.

onde U é o vetor global de deslocamentos mecénicos e F,, é o vetor global de forcgas,
Ko = Y0 K, (c.) e Ko, (c.) = pPK,, 0 indice e representa a aplicagéo no elemento
finito, sendo N o niUmero de elementos.

Estabelecido o problema basico de minimizar a flexibilidade de uma estrutura e a
sua forma discretizada, as préximas sec¢des tratam das condi¢des de otimalidade para
a variavel de projeto p (densidade) e do esquema de implementagcdo computacional
(padrado) para a resolucao do problema via método de otimizagéo topolégica, integrado
ao MEF. A implementagé&o computacional, gera problemas de instabilidades numéricas

que ja foram tratadas no capitulo 2.

3.4.1 Analise de sensibilidades

Segundo JALALPOUR; GUEST; IGUSA (2013), para avaliar a confiabilidade estru-
tural, o desempenho estrutural deve ser medido em termos de efeito de carga (tensao,
deflexao, etc) e uma funcao de estado limite ou desempenho € definida para a estru-
tura.

Neste trabalho seguiu-se a abordagem de analise de sensibilidades das variaveis
médias de KHARMANDA et al. (2004) para se obter as diregbes de falha «;. A sen-
sibilidade da fungéo objetivo .J, com respeito as variaveis medias m,, escolhidas da
geometria (numero de elementos nas direcdes = e y e volume) e carga aplicada, pode
ser calculada utilizando diferentes métodos. Um método simples € o método classico
de diferencas finitas considerando, por exemplo, uma variagao A"L";?j = 0,01. Utilizando
a aproximacao das derivadas por diferencgas finitas, tem-se: ’

o _ AJ  J(my, +Amy) — J(m,,) .

0myj Amyj Amyj

Essa metodologia € de facil implementacao, permitindo rapida obtencao das sensibili-
dades com relacdo as variaveis meédias, e servirdo para dar o sentido do gradiente da
funcao objetivo com relacdo a estas variaveis.
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3.4.2 Evolucao do indice de confiabilidade

De forma similar a metodologia utilizada para o céalculo das sensibilidades, o proce-
dimento para a obtengéo do indice de confiabilidade também esta baseado no trabalho
de KHARMANDA et al. (2004). O calculo para a atualizacao do indice de confiabili-
dade ( é feito utilizando um procedimento particular. Considerando d; a distancia
entre o estado limite (H(«)) e a origem no espag¢o normalizado, o indice § € a menor
distancia, conforme mostrado na Figura 8. A equagéo é dada por:

Durante o procedimento de otimizagc&o pode-se calcular analiticamente a derivada da
distancia d com respeito a variavel «;, onde obtem-se:

8d CYj CYj

(86)

Oa; 22:1 o? di(a)’
O vetor resultante o da equacédo (85) sera usado para estimar o vetor de variaveis
aleatdrias y, usando a equagéo (78) com o desvio padréo dado por o,, = 0,1m,, €
considerando que a; tem o sinal correspondente do gradiente 0.J/9m,,,, pois 0 mesmo
carrega o sentido da falha. Deseja-se que a restricao do problema (83) seja satisfeita,
ou seja, f — B = s, onde 0 < s, < S € Smin € atolerancia desejada. Dessa forma a
atualizacao é feita de acordo com a seguinte equacao:
od
ot = of + 0=, (87)
[9Je"
onde a € uma constante de descida de busca, enquanto que s > s,.;,, atualiza-se «a,
dividindo-se, por exemplo, o valor de a pela metade. Ao atingir a tolerancia desejada
a iteracdo finaliza.

3.4.3 Processo de otimizacao com confiabilidade

Uma vez satisfeita a restricdo (85), obtém-se os valores das variaveis aleatorias
através da equacao (78). Isso finaliza o procedimento de encontrar as novas variaveis
utilizadas como parametros no processo de minimizacao de flexibilidade. O processo
de determinacdo das variaveis aleatorias € ilustrado no fluxograma apresentado na
Figura 9.

Primeiro, propomos um conjunto de variaveis montadas no vetor m,, que sera cha-
mado de vetor variavel médio, e que diz respeito as cargas e geometria da estrutura
aplicadas. Mas, para selecionar as variaveis mais eficientes, se estuda a sensibilidade
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Entrada dos valores medios para
variaveis aleatdrias do projeto.

)

Transformar varidaveis aleatérias ¥
em varidaveis normalizadas a.

v

Calcular as sensibilidades das
variaveis comrelacéo a g.

v

Atualizar as variaveis normais a.

.

Satisfez o indice
de confiabilidade?

Saida dos valores das variaveis
aleatdrias.

'

Minimizacdo da flexibilidade 7
utilizando variaveis
deterministicas.

Figura 9: Fluxograma do processo de determinacao das variaveis aleatorias utilzadas
na otimizagéo topologica.

da funcao objetivo em relagédo as variaveis escolhidas. As variaveis selecionadas séo
montadas no vetor de variaveis aleatorias y. Em seguida, o indice de confiabilidade
€ avaliado pela restrigao de confiabilidade e o vetor normalizado resultante « é usado
para formular o vetor de variaveis aleatérias y. Finalmente, usando o vetor resultante
y, aplicamos a abordagem de otimizacdo topoldgica para obter a nova topologia, in-
cluindo indices de confiabilidade (Figura 9). Na prdxima secao serdao apresentados
exemplos, nos quais, os conjuntos de variaveis m,, y, € a sd0 dados explicitamente.

3.5 Aplicacoes

Inicialmente aborda-se um exemplo ilustrativo para melhor compreensédo do uso
de indice de confiabilidade estrutural. Considere somente uma variavel aleatéria para
forca, de acordo com a lei de distribuicdo normal. Pode-se calcular a nova configura-
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cao para a estrutura, com o indice de confiabilidade, através da variavel normalizada

F—
o= _MF (88)
or
Dado que F' = 1000N e mr = 800N, calcula-se o valor de «, com base na confiabili-

dade dada por (88) e desvio padrao o = 0, lmp, resultando em:
B=la|=2,5. (89)

Agora, considera-se uma confiabilidade alvo g, = 3, onde se obtém a probabilidade
de falha P; ~ 1 x 10~ (calculado pelo software MAPLE através da equagéo (71) e
(75)), pode-se obter um novo valor para F' calculado da equacao (88). Ou seja, se
mpr = 800N, com 0 mesmo desvio padrdo, obtém-se F = 1040N.

Podemos generalizar esse caso para todas as variaveis de projeto sobre os quais
atuara o indice de confiabilidade (forca, nUmero de elementos na dire¢do x, nUmero
de elementos na direcao y e fracdo de volume), organizadas em um vetor y. Com
base no indice de confiabilidade j3;, € um desvio padrao o,, = 0,1m,,, a atualizagéo
da variavel y; é dada na forma

y; = my, (140, 1ay). (90)

Na sequéncia serdo apresentados dois casos em que foram realizadas simulagcdes
computacionais utilizando o software MATLAB, e como base, o programa de otimi-
zacgao estrutural dado no trabalho de SIGMUND (2001) e o calculo dos indices de
confiabilidade dados no trabalho de KHARMANDA et al. (2004).

Para a simulacdo dos problemas apresentados nos casos 1 e 2, de otimizagao
topolégica baseado em confiabilidade, foram considerados os indices de confiabili-
dade alvo como 5, = 1,2,3,4,5,6 e também quando a confiabilidade ndo € considerada.
Para ambos os casos utilizou-se 60x24 elementos finitos, com 50% do volume e forga
pontual f, = —1j, localizada no canto inferior direito da viga (caso 1), como indicada
na Figura 10(a) por f, e uma forga aplicada no meio da sua extremidade livre, como
indicado na Figura 12(a) por f,,.

Na tabela 2 serdo fornecidas as sensibilidades calculadas de todos os valores mé-
dios propostos, sdo eles: my, a for¢a, m,., a quantidade de elementos na dire¢éo
horizontal, m,.;, a quantidade de elementos em na dire¢éo vertical e m,, 0 volume.
Pode-se perceber, pela tabela dos gradientes, que as variaveis médias e, € My
sa0 negativas, assim vé-se que o numero de elementos na direcao vertical e a fracao
de volume tém uma influéncia positiva no desempenho estrutural (a0 aumentar estes
dois valores, obtemos uma estrutura mais rigida). No entanto, os gradientes com rela-
cao aos valores médios my e m,,., Sao positivos, logo, aumentando esses valores, se
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aumenta o valor da funcao de custo (aumentando a flexibilidade da estrutura).

Caso 1 2
0J/8mfp 248, 55 237,19
0J/OMmpers 4,9188 4,7618
8J/8mnely —11,6678 —10,71055
dJ/Omyy — —256,14  —254,88

Tabela 2: Sensibilidades do desempenho estrutural com respeito as configuracdes
propostas.

3.5.1 Caso1

A estrutura utilizada na simulagao para este caso foi uma viga como apresentado
na figura 10(a).

N\

(@) (b)

Figura 10: (a) Viga em balancgo sujeita a carga pontual f, no canto inferior direito. (b)
Topologia 6tima deterministica correspondente ao esquema (a) onde se utilizou 60x24
elementos finitos com 50% do volume e forca f, = —1j.

Na figura 11 sdo apresentadas as seis topologias otimizadas com confiabilidade,
onde percebe-se que para cada indice, ha uma configuracéao final diferente.

Para o caso 1, os valores de saida das variaveis aleatérias y, apos atualizagao
com indice de confiabilidade 3, = 3 e desvio padrao ¢ = 0, 1m,,, obtidos pela equagéo
(90), para cada componente do vetor y, sdo: forca F = —1, 14, nimero de elementos
na diregao x = 69, numero de elementos na diregao y = 20 e fragdo de volume igual a
42,93%. A energia de deformagéo deste caso para 5, = 3 foi aproximadamente 421 e
no caso deterministico foi aproximadamente 124.

3.5.2 Caso?2

A estrutura utilizada na simulacao para este caso esté representada na figura 12(a).
Na figura 13 sdo apresentadas as topologias otimizadas com confiabilidade, onde
percebe-se que para cada indice, hd uma configuragao final diferente.
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(@) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 11: Resultados topoldgicos para diferentes indices de confiabilidade: (a) 5 = 1,
b)yp=2,(c)p=3,(d)s=4,(e) p=5e(f)=6paraocaso 1.

/)

NN\

(a) (b)

Figura 12: (a) Viga em balanco sujeita a carga pontual f, aplicada no meio da sua
extremidade livre. (b) Topologia 6tima deterministica correspondente ao esquema (a)
onde se utilizou 60x24 elementos finitos com 50% do volume e forca f, = —1j.

3.5.3 Analise dos resultados e discussoes

Pode-se observar pelas Figuras 11 e 13 que a medida que o valor do indice de
confiabilidade g, aumenta, as estruturas vao se tornando mais leves, porém a forca
que € imposta sobre as estruturas € aumentada, assim, suportando forcas maiores
em relagao a otimizagado puramente deterministica. Consequentemente, essas novas
estruturas sdo geradas com custo de energia de deformacéo maior.

Em geral, uma topologia otimizada com robustez n&o é apropriada para uso na
industria. Entao, precisa ser pés-processada usando otimizacao de forma. Além disso,
as formas resultantes diferentes das topologias baseadas em confiabilidade, podem
ser facilmente identificadas analisando as figuras 10(b) em comparagéo com a figura
da tabela 11(c) e 11(d) e a figura 12(b) comparando com as figuras 13(c).

O modelo RBTO proposto tem como objetivo considerar aleatoriedade das quanti-
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(@) (b) (

X0 X0 >

(d) (e) (f)

c)

Figura 13: Resultados topoldgicos para diferentes indices de confiabilidade: (a) 5 = 1,
b)yp=2,(c)p=3,(d)5=4,(e) B=5¢e(f) 3 =6 paraocaso 2.

dades mais importantes de uma estrutura, como a geometria e as cargas aplicadas. A
importancia do modelo RBTO é reduzir o volume das estruturas sob as mesmas condi-
cbes. Essa reducao de volume se manifesta em otimizacao deterministica do projeto,
bem como na otimizacao de forma baseada em confiabilidade. A primeira vantagem
do modelo RBTO é que as topologias 6timas resultantes sdo mais confiaveis que as
topologias deterministicas para 0 mesmo peso da estrutura (mas associadas a mai-
ores valores de flexibilidade). A segunda vantagem é que o RBTO apresenta uma
nova estratégia para gerar diferentes topologias sujeitas a diferentes niveis de confia-
bilidade alvo. Também é possivel implementar novas funcdes de estado limite para ter
em conta a aleatoriedade de flexibilidade, densidades e dimensdes dos elementos.



4 OTIMIZACAO TOPOLOGICA SIMULTANEA A DISTRIBUI-
CAO DE ATUADORES PIEZOELETRICOS

Neste capitulo sdo abordados fundamentos da piezoeletricidade no que diz res-
peito aos aspectos tedricos. A secdo 4.1 apresenta um breve historico da piezoe-
letricidade mostrando as origens e aplicagdes no meio cientifico. As propriedades
dos materiais piezoelétricos serdo revisadas na sec¢do 4.2. As equacdes constituti-
vas piezoelétricas e a descricdo dos tensores sdo dadas nas segdes 4.3 € 4.4, res-
pectivamente. Os materiais sdo considerados transversalmente isotropicos, onde a
guantidade de parametros a serem considerados diminuem significativamente.

A partir da secdo 4.5, as sec¢des tratardo da formulagao do problema de otimizagéo
topoldégica com distribuicao de atuadores piezoelétricos nas estruturas e da solucao
deste problema. O problema sera discretizado utilizando o MEF. Na busca de uma
topologia étima da estrutura e posi¢cao 6tima para atuadores piezoelétricos, sera con-
siderada a estratégia de otimizagdo do Critério Otimo (OC) e simulados dois casos
que ilustram a metodologia utilizada.

4.1 Introducao

A primeira publicagéo cientifica descrevendo o fenémeno, mais tarde denominado
como piezoeletricidade, apareceu em 1880. Foi uma co-autoria de Pierre e Jacques
Curie, que estavam conduzindo experimentos em uma variedade de cristais. Nes-
tes experimentos, eles catalogaram um numero de cristais, tais como a turmalina, o
quartzo, o topaz, o acucar de cana e o sal de Rochelle, que exibiam cargas superficiais
guando estavam mecanicamente tensionados (MOHEIMANI; FLEMING, 2006). Esta
teoria foi entdo complementada pelos trabalhos de G. Lippman', W. G. Hankel?, Lord
Kelvin e W. Voigt no inicio do século XX (PIEFORT, 2001).

Na comunidade cientifica da época, esta observacao foi considerada como uma
descoberta significante, e o termo piezoeletricidade surgiu para expressar este efeito.

'Responsavel pela dedugdo matematica do efeito piezoelétrico inverso, confirmado experimental-
mente pelos irmaos Curie em 1881.
2Introduziu o termo piezoeletricidade.
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Em virtude da palavra grega piezo significar pressionar (ou prensar, ou apertar), pie-
zoeletricidade vem a transmitir a ideia de eletricidade gerada a partir da pressao. Esta
terminologia ajudou a distinguir piezoeletricidade de outros fendmenos de interesses
relacionados na época.

De acordo com PIEFORT (2001), a primeira aplicagdo séria para materiais piezo-
elétricos apareceu durante a Primeira Guerra Mundial, na construgdo de um detector
submarino ultrassénico cujo trabalho € creditado a Paul Langevin e seus colegas na
Franca. O dispositivo foi utilizado para transmitir um sinal de alta frequéncia dentro
da agua e medir a profundidade cronometrando o eco de retorno. A invencao deles,
contudo, nao estava aperfeicoada até o final da guerra.

Apb6s 0 seu uso bem-sucedido em transdutores de sonar, cristais piezoelétricos
foram empregados em muitas aplicagdes como microfones, acelerébmetros e transdu-
tores ultrassoénicos. O desenvolvimento de materiais piezoceramicos durante e depois
da Segunda Guerra Mundial revolucionou este campo. Pesquisas significantes foram
realizadas nos Estados Unidos e em outros paises tais como o Japao e a antiga Unido
Soviética que tinham como objetivo o desenvolvimento de materiais com constantes
dielétricas muito altas para a construcao de capacitores. Materiais piezoceramicos fo-
ram descobertos a partir do resultado destas atividades e um niumero consideravel de
métodos foram concebidos para a sua producédo em larga escala.

Introduzido o conceito de piezoeletricidade e os fatos histéricos que explicam seu
surgimento e sua aplicabilidade, obtidos em MOHEIMANI; FLEMING (2006), a pré-
xima secao tem como objetivo explicar, como certas ceramicas sé&o preparadas a fim
de que o efeito piezoelétrico presente nelas alcance maior magnitude, uma vez que
esse efeito € muito pequeno em materiais naturais, levando, assim, ao desenvolvi-
mento de materiais com propriedades melhoradas.

4.2 Materiais piezoelétricos

Numa ceramica piezoelétrica, a dire¢cdo da polariza¢do entre dominios adjacentes
€ aleatéria e a ceramica nao tem polarizacao global, como mostra a Figura 14(a). Para
gue os dominios fiquem alinhados, como mostra a Figura 14(b), esta é exposta a um
forte campo elétrico continuo, geralmente abaixo de uma temperatura denominada
“temperatura de Curie”. Apos este tratamento, chamado de polarizacao, os dominios
guase alinhados com o campo expandem-se e o0 elemento ceramico dilata-se na di-
recdo do campo. O campo elétrico € entdo removido e a maioria dos dipolos estéo
presos em uma configuragdo proéxima do alinhamento (Figura 14(c)). A ceramica tem
agora, permanentemente, uma polarizacao e forma alongada. Esse aumento no com-
primento da ceramica é muito pequeno, geralmente dentro da faixa de micrémetros
(MOHEIMANI; FLEMING, 2006).
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Figura 14: Esquema ilustrativo para o processo de polarizacdo de ceramicas. Fonte:
Adaptado de MOHEIMANI; FLEMING (2006), p. 12.

As reacoes de uma ceramica piezoelétrica polarizada aos estimulos nela aplicados
podem ser explicadas, de acordo com MOHEIMANI; FLEMING (2006), pela Figura 15.
Quando a ceramica converte energia mecanica de compressao ou tragdo em energia
elétrica, o dispositivo pode ser utilizado como um sensor e o efeito piezoelétrico € dito
ser direto. A compressao ao longo da direcao de polarizagdo gera um diferencial de
potencial elétrico com a mesma polaridade que a tenséo de polariza¢ao (Figura 15(b)).
Ja atracdo ao longo da direcéao de polarizagdo gera uma mudanca de potencial elétrico
com sentido oposto ao da tenséo de polarizacao (Figura 15(c)).

A ceramica piezoelétrica pode ser utilizada como um atuador quando a energia
elétrica é convertida em energia mecanica, caracterizando o efeito piezoelétrico in-
verso. Se um diferencial de potencial elétrico de mesma polaridade que a tensao de
polarizagdo é aplicado a um elemento ceramico, na direcdo da tensédo de polariza-
¢ao, o elemento ird alongar e seu didmetro vai tornar-se menor (Figura 15(d)). Se
um diferencial de potencial elétrico de polaridade oposta a da tensao de polarizagéo
€ aplicada, a ceramica vai se tornar mais curta e mais larga (Figura 15(e)). Pode ser
observado, inclusive, movimentos de expanséo e contracdo de forma ciclica quando
um diferencial de potencial elétrico alternado é aplicado ao dispositivo piezoelétrico.

(+)

diregdo de
polarizagdo

il

—» <+
‘EEJ

g

(+)

(-)

Figura 15: Reacg&o de uma ceramica piezoelétrica a diferentes estimulos.
Adaptado de MOHEIMANI; FLEMING (2006), p. 13.

Fonte:



66

4.3 Equacoes constitutivas

Nesta secao, as equacdes que descrevem as propriedades eletromecanicas dos
materiais piezoelétricos, tais como as ceramicas citadas anteriormente, seréo introdu-
zidas com base no /IEEE® Standard on Piezoelectricity (IEEE STANDARD ON PIEZO-
ELECTRICITY, 1988) que é amplamente aceito como sendo uma boa representacéao
das propriedades destes materiais.

Salienta-se que o padréo IEEE assume que os materiais piezoelétricos apresentam
comportamento linear. Sabe-se que sob baixos campos elétricos e baixos niveis de
tensdo mecanica os materiais piezoelétricos tém, de fato, comportamento linear. Con-
tudo, eles podem apresentar consideravel ndo linearidade se operados sob um alto
campo elétrico ou alto nivel de tensdo mecéanica. Para a maioria dos casos, inclusive
para aqueles discutidos nesta dissertacao, assume-se que os transdutores piezoelé-
tricos estdo sendo operados sob baixos niveis de campo elétrico e sob baixa tenséo
mecénica (IEEE STANDARD ON PIEZOELECTRICITY, 1988).

As equacodes constitutivas que descrevem a propriedade piezoelétrica sdo basea-
das na hipé6tese que a deformacao total no transdutor € a soma da deformagao meca-
nica induzida pela tensdo mecanica e a deformagéo de atuagao controlavel causada
pela voltagem elétrica aplicada.

Nas relacbes abaixo apresentadas, as variaveis tensdo mecanica (7') e campo elé-
trico (£) sdo denominadas forgas a serem aplicadas nas ceramicas piezoelétricas e a
deformacao mecanica (S) e o deslocamento elétrico (D) sao os resultados diretos da
aplicacao dessas forcas. Assim, pode-se obter uma formulagdo mista onde as varia-
veis independentes sdo F e S e as variaveis dependentes sédo 7' e D, relacionadas
pelas equacdes constitutivas dadas por:

Tij = ¢Sk — exijBr, (91)
D; = eSu+ €,Ey, (92)

onde i,7,k,l € {1,2,3} e utiliza-se a notacdo de Einstein para a soma por indices
repetidos em um produto; 7;; s&o componentes do tensor de tensées mecanicas, Sy,
sao componentes do tensor de deformacdes mecanicas, D; sdo componentes do vetor
de deslocamento elétrico, £} s&o componentes do vetor de campo elétrico, ¢/, séo
componentes do tensor de rigidez elastica medidas sob campo elétrico constante,
e5. 80 componentes do tensor de propriedades dielétricas medidas sob deformacéao
constante e e;;,; sdo componentes do tensor de propriedades piezoelétricas.

3Sigla para Institute of Electrical and Electronics Engineers. Trata-se de uma organizagao profissio-
nal sem fins lucrativos cuja meta é promover conhecimento no campo da engenharia elétrica, eletrénica
e computagcdo. Um de seus papéis mais importantes é o estabelecimento de padrées para formatos de
computadores e dispositivos; dai a origem de suas publicagdes técnicas, de seus préprios periddicos,
padrdes e textos de membros.
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As componentes do tensor de deformagéo S, sao definidas como

1
Skl = 3 (g + wg) , (93)

onde u; € a componente [ do vetor u de deslocamentos mecéanicos, uy; = duy/Jz; € x;
€ 0 eixo [ do sistema de coordenadas retangulares empregado.

O campo elétrico, dentro do meio piezoelétrico, é derivado de um potencial elétrico
escalar, descrito pela seguinte equacgao:

Ek = _¢,k’7 (94)

onde ¢ € o potencial elétrico escalar e ¢, = 0¢/0z,. O vetor de deslocamento elétrico,
por sua vez, satisfaz a equacao de equilibrio eletrostatico sem cargas livres, ou seja,
tem-se que

D;; =0. (95)

A equacado de movimento, sem considerar for¢cas volumétricas, pode ser escrita
como:

onde p representa a densidade de massa do material e ii; = 9*u;/9t?, sendo t o tempo.

O efeito piezoelétrico ainda pode ser descrito por outros trés pares de equacdes
de modo que dentre as variaveis E, D, S e T, independente da escolha de repre-
sentacdo, duas delas serao independentes e as outras duas dependentes, desde que
as variaveis independentes sejam tomadas de modo que uma seja de natureza me-
canica (S ou T) e a outra de natureza elétrica (E ou D). Tais pares de equacdes
séo formas alternativas das equacdes constitutivas (91) e (92) (IEEE STANDARD ON
PIEZOELECTRICITY, 1988).

A notacao tensorial utilizada nas equagodes constitutivas da piezoeletricidade dadas
por (91) e (92) pode ser apresentada de forma mais compacta, através das seguintes
equacoes:

T = F:5-€"-E, (97)
D = e:S+¢é-E, (98)

el denota o tensor de terceira ordem proveniente da transposicédo do tensor e.

4.4 Descricao dos tensores de material

As grandezas envolvidas nas equacodes (97) e (98) admitem uma reducgao de in-
dices a fim de que possam ser representadas por vetores e matrizes. Tal reducéo
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€ aplicada com o intuito de facilitar o tratamento destas equacdes, dada a natureza
tensorial das mesmas, e é feita mediante a equivaléncia entre as notag¢des tensorial e

reduzida, conforme Tabela 3.

Tabela 3: Equivaléncia entre as notagdes tensorial e reduzida.

10Ukl pougq
11
22
33

23 ou 32

31 o0u 13

12 ou 21

o O~ WON =

Mais especificamente, a notagdo reduzida consiste em substituir os indices ij e kl
das equacgdes (91) e (92) por p € ¢, onde i, j, k e [ assumem os valores 1, 2 € 3, e 0S
indices p e ¢ assumem os valores 1, 2, 3, 4, 5 e 6, observando o disposto na Tabela 3.

Assim, a forma matricial das equacdes (97) e (98) é dada, respectivamente, por:

( \ r -1 / r -
E E E _E _E _E
T €11 Cr2 €13 Ciy C15 Cyg Sh €11 €21 €31
E E E _E _E _E
T Co1 Gy Coz Cyy (o5 Cop Sy €12 €22 €32 E
1
E E E _E LE _E
T3 | 631 C32 C33 C34 C35 Csp S3 | €13 €23 €33 5 (99)
T, | B B B B cE (B S. €14 €94 € °
4 41 42 43 44 C45 46 4 14 24 34 E
E [E _E _E _E _E 3
15 Cs1 Csa Cs3 Csq Cs5 Cip Ss €15 €25 €35
E E E _E E _E
e
( 3
Si
Sy
s S _S
D, €11 €12 €13 €14 €15 €16 g €1 €12 €13 Ey
3 s S S
D, = | €21 €22 €23 €24 €25 €26 g + | €5 €3 €5 Es
4 s S _S
Ds €31 €32 €33 €34 €35 €36 €31 €39 €33 Ey
Ss
\ S )

(100)

Muitas das componentes dos tensores de propriedades das equagdes acima sao
nulas ou podem ser escritas em funcao de outras componentes, dependendo da si-
metria do material. Nesta dissertacao, serdao considerados os materiais de classe de
simetria hexagonal da familia 6mm, tais como os diversos tipos de titanato-zirconato
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de chumbo (PZT), com direcao de polarizagdo no eixo z (IEEE STANDARD ON PIE-
ZOELECTRICITY, 1988).

Os materiais piezoelétricos séo, pelo menos, transversalmente isotropicos. Para
0s materiais das classes hexagonais com anisotropia na direcdo 3 e, considerando
os efeitos da simetria, € possivel reduzir as 21 propriedades do tensor elastico, as
18 propriedades do tensor piezoelétrico e as 9 propriedades do tensor dielétrico para,
5, 3 e 2 propriedades, respectivamente. Deste modo, os tensores de propriedades
elasticas c”, de propriedades piezoelétricas e e de propriedades dielétricas ¢° séo
dados, respectivamente, por:

ok s 0 0 0
kel e 0 000
F o B0 000 ’ (101)
0 0 0 ¢ 0 0
0 0 0 0 c& o0
0 0 0 0 0 k. |
com cg = 3(cfi — cby);
0 0 0 0 e5 O
e=| 0 0 0 e5 0 0], (102)
e ez ez 0 0 0
e
e, 0 0
=10 & 0 |. (103)
0 0 e

Os valores das propriedades elasticas, piezoelétricas e dielétricas dependem do
material piezoelétrico empregado.

4.5 Modelagem matematica do problema de otimizacao

Considere o classico problema de minimizacao da flexibilidade em elasticidade li-
near. Seja 2 um dominio aberto e conexo com uma fronteira lipschitiziana I". A fron-
teira I', para a parte elastica, é dividida em duas partes, I'; e I',,, referentes as frontei-
ras onde serdo aplicadas as for¢as de superficie e especificados os deslocamentos,
respectivamente. Outra divisdo da fronteira I" € considerada para a parte elétrica do
problema com I'y e Iy, onde I'y é a fronteira para especificagdo do potencial elétrico
e I', a fronteira onde ser&o aplicadas as cargas elétricas. O problema pode entdo ser
formulado pela obtencao de um valor estacionério do funcional /(u, ¢) sobre o conjunto
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Y, pois a energia potencial € convexa em u € cdncava em ¢. Assim, o problema € dado
por:

est
(U,¢, puap¢) eT l(uu ¢)7

s.a: a(u, @, uy, Gy, Pus Ps) — L (Uy, ) =0 Yu, €U, Yo, € ©,(104)

onde T =U x ® x B, x By,

B, = {pu(:v) mensuravel : 0<p, . <p,(z)<lemQe /pu(:v)dQ = an} ,
Q

By = {p¢(x) mensuravel : 0 <p, . <ps(z)<lemQe /p¢(x)dQ = 77¢V} :
Q

onde U é o espacgo dos deslocamentos cineticamente admissiveis e ® € o0 espago dos
potenciais elétricos cineticamente admissiveis.
O funcional de custo

Kw¢)=Ay“uﬂ%+At-wW—-Fﬁmﬂf+ﬁW%—%W0 (105)

representa o trabalho das forgcas externas com u sendo o vetor de deslocamentos me-
canicos e ¢ o potencial elétrico. Em (105), f € o vetor das forgas de corpo, ¢t € 0
vetor das forgas de superficie e f; € L*(I'y) € o vetor das cargas elétricas de super-
ficie, onde L*(T;) é o espago das fungdes reais cujo dominio é T, e cujo quadrado é
finito-integravel. O trabalho das forgas concentradas e o trabalho das cargas elétricas
concentradas s&o dados, respectivamente, por

k
Folw) =Y, - ulzy), (106)
j=1
onde f,, € R? Vje{l,....k}e

0(0) = ap (1), (107)
=1

onde ¢, € R, VIl € {1,...,m}, z; e z; denotam os pontos do dominio onde h4 forca e
carga elétrica concentrada. Note também que p,,,,, € py,... dizem respeito as densida-
des minimas relativas as variaveis de projeto estrutural de material ndo piezoelétrico
e de material piezoelétrico, respectivamente. Ademais, na restricdo de igualdade do
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problema (104), tem-se que

a (t, §, Uy, Gu, Pus Po) /S F(pus po) = S(uy)dS
+ [ 8 o p) - B0
+ [ B©)- cpurp) s Stw)a
- [ B@) S(pupe) Bo.)i0 (108)

representa o trabalho virtual das forgas internas com S e F na forma como foram
definidos em (93) e (94). V' é o volume total do dominio €2, n, e 7, séo fra¢cdes que,
ao serem consideradas no problema, impdem restricbes quanto ao uso de material de
densidade p, e p,, respectivamente.

O modelo material para otimizacao topolégica inclui dois materiais de densidades
distintas: um material elastico isotrépico e um material piezoelétrico, além do vazio. O
modelo (CARBONARI; SILVA; NISHIWAKI, 2007) é dado por

P (pus ps) = pu(2)? (po(x)2ch + (1 — po(a)™) cf) | (109)
e(pus Pp) = pul) py(x) ey, (110)
€ (pus o) = pul()" py(x)Pe5, (111)

onde c(pu, ps)s €(pus ps) € € (pu, ps) definem as propriedades resultantes da combi-
nacdo dos materiais conforme indicado nas equagdes acima; e’ (p,, ps), em (108),
denota e(p., py) transposto. As matrizes cl; e ¢}/ definem as propriedades elésticas do
material piezoelétrico e do material ndo piezoelétrico, enquanto que as matrizes e e ej
definem as propriedades piezoelétricas (ou propriedades de acoplamento eletromeca-
nico) e dielétricas do material piezoelétrico, respectivamente. O material piezoelétrico
€ polarizado na direcédo z e a expansao ou compressao do material € considerada na
direcdo x. Mais precisamente, em uma estrutura tridimensional, os eletrodos estdo na
frente e atras da estrutura, como mostra a Figura 16.
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Figura 16: Estrutura tridimensional onde se representa a direcao de polarizagdo em
um material piezoelétrico.

Note, analisando as equacdes (109), (110) e (111), que o material elastico iso-
tropico é obtido quando p, = 1 e p, = 0, 0 material piezoelétrico € obtido quando
pu = ps = 1, € 0 vazio é obtido quando p, = p, = 0. As constantes p;, p, € p; S80
expoentes de penalizac¢io.

Assim, modelou-se matematicamente o problema. Na busca por solugdes,
objetiva-se, portanto, obter duas respostas: a topologia 6tima condizente com as res-
tricbes de suporte e de carregamento mecanicos e elétricos e a melhor localizagao
para atuadores nesta topologia. Para este fim, considerar-se-a:

a formulagéo variacional do problema;

a discretizacao da funcao objetivo e de suas restricoes;

a analise de sensibilidades do problema discretizado;

a estratégia de otimizagéo OC.

A distribuicdo destes materiais na estrutura objetiva principalmente posicionar atu-
adores, para posteriormente utiliza-los no controle de vibragcées. No entanto, este tra-
balho se restringe ao posicionamento 6timo dos atuadores piezoelétricos em funcao
da energia de deformacgao das estruturas.

4.6 Formulacao variacional para problemas envolvendo materiais
piezoelétricos

Nesta secdo, uma formulacao variacional para um corpo piezoelétrico é apresen-
tada e o Principio de Hamilton (TZOU; TSENG, 1990) é aplicado, a fim de obter uma
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expressao variacional para o problema que se deseja resolver. Para tanto, utilizar-se-
a as ja conhecidas equacdes constitutivas do efeito piezoelétrico dadas por (MOHEI-
MANI; FLEMING, 2006).

A densidade de energia potencial de um material piezoelétrico inclui contribuicées
da densidade de energia de deformacao e da densidade de energia eletrostatica, ou
seja, contribuigdes provenientes dos deslocamentos mecanicos e dos potenciais elé-
tricos (TIERSTEN, 1967). Segundo o Principio de Hamilton, os deslocamentos me-
canicos e potenciais elétricos que realmente ocorrem no problema sdo aqueles que
satisfazem a equacéao: t

5/f(L’H+W)dt:O, (112)
to
onde t, e t; definem o intervalo de tempo, £ é o Lagrangeano e W é o trabalho virtual
das forgcas mecanicas externas e cargas elétricas aplicadas (PIEFORT, 2001).
O Lagrangeano ¢ dado, conforme Piefort (2001), por

cH:/ (lﬁuTu—H>dQ, (113)
o \2

onde #H € a entalpia elétrica, © o vetor de deslocamentos mecénicos e © = Ju/0t.
Contudo, considera-se neste trabalho um problema piezoelétrico estatico, ou seja, 0s
deslocamentos « ndo dependem do tempo t. Sendo assim, a equagao (113) assume
a forma

LH:/(—”H,)dQ. (114)
Q

A entalpia elétrica H € dada por
H=P—-E-D, (115)

onde P denota a energia potencial do sistema e é dada na forma

P:%S:TJr%E-D. (116)

Substituindo a equacao (116) na equacgao (115) e esta ultima na forma do Lagrange-
ano (114), obtem-se

2

de onde segue, pela substituicao das equacdes (97) e (98), que

cH:/(—%S:T+1E.D>dQ, (117)
Q

1
EH:/5(_SICE:S—I—S:6T~E—|—E-e:S—I—E-ES~E)dQ. (118)
Q

Obtida a expressao para o Lagrangeano Ly, falta expressar o trabalho virtual W
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devido as forcas mecanicas externas e as cargas elétricas aplicadas. Esta medida é
dada por

W:/Qf-udQ—l—/Ftt-udF—/F¢f¢¢dl“+fp(u)—qp(d)). (119)

Substituindo as equacdes (118) e (119) no Principio de Hamilton (112), obtem-se
tf 1
5/ /—(—S:CE:S+S:6T~E+E~G:S+E-ES-E)dQ
to Q 2

—i—/Qf-udQ—l—/Ftt-udF— . fodl + fp(u) —qp((b))dt:O,

de onde segue que
1 E T S
0 —<—S:c :S+S:e E+FE-e:S+FE-¢ ~E>dQ
Q2

Q Iy 'y
(121)

Note que

g/

—S:CE:S+52€T'E+E~GIS+E~€S'E>dQ

VS

1
2
—05:cP .8 —-8:cF:6S+6S:e’ E+S:el - 6E+0E-¢: S

Il
:o\
N | —

+E-e:5S+5E-65-E+E-es-6E>dQ

I
S—~— S—

<—2(5S:CE2S+25S:€T~E+2§E'€:S+2(5E'€S~E)dQ

—5S:CE:S+5S:6T~E—I—5E-6:S+5E-ES~E>dQ (122)

e N

e também que

5</Qf-ud9+/rtt-udr— F¢f¢¢dF+fp(U)—qp(¢)>

:/5f-udQ+/ (5t-udF—/ 5fs0dl + £,(0u) — q,(5¢).  (123)
Q Iy Ty
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Assim, substituindo os resultados de (122) e (123) em (121), obtem-se
/ (—55:CE:s+55:eT.E+5E-e:S+5E-eS.E)dQ
Q

+/5f-udQ+/ 5t-udF—/ 5fs0dl + f,(0u) — g,(56) = 0.
Q I T,
(124)

4.7 Discretizacao do problema de otimizacao via MEF

Na discretizacdo a ser desenvolvida, assume-se a hipétese do estado plano de
tensées mecanicas, permitindo o tratamento bidimensional do problema de otimiza-
¢éo topoldgica simultédnea a localizagdo de atuadores piezoelétricos, e considera-se o
elemento isoparamétrico bilinear, também chamado de elemento Q4. Como as discre-
tizagdes sao feitas sob dominios retangulares, a malha de elementos finitos € formada
também por elementos retangulares, ndo sendo necesséria a abordagem que trata
da transformacao geométrica das coordenadas naturais para as coordenadas fisicas,
como geralmente € explicado na teoria de elementos finitos.

O deslocamento u® e o potencial elétrico ¢°, para cada elemento finito €2¢, é aproxi-
mado pelos deslocamentos e potenciais nodais, u$ e ¢S, e por fungdes de interpolagéo.
Para esta discretizacao, a parte mecanica ja foi apresentada na secao 2.4, nas equa-
cOes (42)-(46). Entao serdo aqui apresentadas, somente as discretizacoes referentes
ao potencial e campo elétrico.

O potencial elétrico de um elemento finito é tal que

4
¢ =Y N;of = Nyo*, (125)
j=1

onde ¢° representa o vetor de potenciais elétricos nodais de um elemento finito dado
por

T
o = o5 o5 05 o1 - (126)
Além disso,
No=[ N N Ny N, ] (127)

€ a matriz das funcdes de interpolacao para os potenciais elétricos com as funcoes de
forma dadas por (44).

O campo elétrico E¢, para cada elemento finito, pode ser escrito em fungcéo dos
potenciais elétricos e das derivadas das fungdes de interpolagdo para os potenciais
elétricos na forma

E° = —DyNy¢® = —B4¢", (128)
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onde D, é um operador diferencial tal que

B, - D,N, - | /%% N, (129)
d/dy
Para obter a equacado matricial referente ao problema de otimizacao, considera-
se as equagoes (41), (45), (125) e (128) na equagao (124), obtida pelo Principio de
Hamilton na formulacao variacional do problema. Sendo assim, tem-se que

_5ueT/ BchBudQeue o (sueT/ BgeTqudQeQbe — 5¢6T ; BgeBudQeue

+6¢" | BI"BydQd” + ou [ NLEdQC + du [ NIt + ou” NLf¢
Qe Qe re

—0¢" | NEf5dl — 6" Niqp = 0, (130)

€
F¢

onde f7, f5 e q;, sdo os vetores de forgas concentradas, de cargas elétricas de super-
ficie e de cargas elétricas concentradas de um elemento finito, respectivamente.
Desta ultima igualdade, tem-se que

_5ueT

/ B7cEB,d0u® + / Ble'B4dQc¢°

—/ fo@d@@—/
e r

/ BJeB,du — / B[ c°B,dQ ¢ +
e Qe

NZ¢edre — Nng;]

e
t

_5¢6T

T ge e T el| __
NIgedr +N¢qp] =0,

s

(131)
de onde segue que

BTPB,dOu’ + | BIe’B,d0¢ = | NIfedQe + [ NTtedl® + NIfe, (132)
. u . u ¢ u u

upo
Qe re

/ Bl eB,dQu — / Blc°BydQ¢° = — | Nf5dl* — Niq.. (133)
€ € I“E
¢

As equacoes (132) e (133) podem ser escritas na forma do sistema matricial
Ko Koo | [ @ Qj

K¢ = / Bl c”B,dQ°, (135)

uu

onde
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K;, = / Ble'B4d0, (136)
Qe

K¢, = /Q e B} " B,d()°, (137)

séo, respectivamente, as matrizes de rigidez, de acoplamento piezoelétrico e de ca-
pacitancia elétrica de um elemento finito, de modo que

K, =K. (138)
O vetor de forcas e o vetor de cargas elétricas de um elemento finito sdo dados por

F¢ = / NZfeane + / N7 t°dl® + N_ £ (139)
e r

e
t

Q; = —/ N £5dl* — N o (140)
o
Na malha de elementos finitos, cada elemento € conectado aos seus elementos
vizinhos por meio dos nés de modo que os deslocamentos mecanicos e 0s poten-
ciais elétricos s&o continuos de um elemento para outro. Sendo assim, o Principio
de Hamilton deve ser verificado para a estrutura completa através das matrizes glo-
bais obtidas a partir da contribuicdo de cada elemento da malha (BECKER; CAREY;
ODEN, 1981; COOK; MALKUS; PLESHA, 1989). O sistema matricial global é dado
F.,

por
K. Ko |[[U]
Ko —Kgg ¢ Qs

onde K., K., K,s 880 as matrizes globais de rigidez, de acoplamento piezoelétrico
e de capacitancia elétrica; K, € a matriz K, transposta; U é a deflexdo global; ¢ é
vetor global de potenciais elétricos; F,, é o vetor global de for¢as e Q, é o vetor global
de cargas elétricas.

A formulacéo por elementos finitos estd completa e pode-se, finalmente, escrever
o problema (104) na sua forma final discretizada. Note que, quando a equacéao (141)
é pré-multiplicado por [U ¢] aparece a forma fraca do funcional de custo do problema

discretizado
U ¢ [K K“¢] m ~[U ¢

, (141)

F,

. 142
Q (142)
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Entao o problema discretizado é definido por

est  J(u,d, pu, py) = UTK, U+ UTK3¢0 + ¢" Ky, U — " Ky
s.a. K,,U+Ky,p=F,
KU — Kgpp = Qy
> Ve=nV (143)

> e V=V
06< Primin < Pu. <1
0 < Pgpin < Pg. <1
e=1,2,3,..,N.

Onde entado se enuncia o Lagrangeano £ do problema (143)

Llpusps) = UKy U+ UKy + 0" Ky U — 6" Ky + Ao (Z puVE — W)

e

+ A1 (Z po.VE — 77¢V> + AT (KU + Ky — F) (144)

+Ag (Kde - K¢>¢>¢ - Q¢) + Aute (pumm - pue) + Auze (pue - 1)
+Ag1e (Pmin — Pie) + Ap2e (Pp. — 1),

com )\ e \; (escalares) sao multiplicadores de Lagrange relacionados com a restricao
de volume, A; e A, (vetores) sao multiplicadores de Lagrange relacionados com a
equagéo de equilibrio e os multiplicadores escalares A ic, Auze, Agie € Apoe representam
as restrigoes laterais inferior e superior.

Seréo calculadas as derivadas com respeito as variaveis de p, e p,, impondo a
condicao de estacionariedade do problema de otimizacao. Para isso, tem-se os calcu-
los das derivadas do Langrangeano a seguir:

g—i = %KWU +U” a;;Z“U + UTKuug—Z + %—[ijqb +U” a;;z% + UK, gi

AT TR it R
+A0£u [Z pu V| + AT (aaKpZ“U + ng—i + a;;z% + Ku¢gi>

+AT (a;;i“U + ng;i - a;;j% - K¢¢§Z) , (145)
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oL ouT oK ouU aUT 0K O

= T K,U+ Uy 4 UTK,, —— . U2+ UTK g

dpy  Opy Y o, 0o Ops Hud+ Ipy vt *Ops
a¢ 70K g ouU aqu

8K O
T U Irgo T
3 o — KU+ @' Ipe U+o¢ Kyu7— s ps Kyop — ¢ ¢> ¢ Koo

Iy
K 4 U  OK, i
+Aip [§ P VE +AT< + Kz + 2+ K —¢>

Dps Mops  Opy " Opy
+AT (6K¢“U qua—U LT Ky 8¢) (146)
Ipg Opy  Opy dp

Observa-se que as derivadas de F, e Q4 em relagdo as variaveis de projeto sdo
nulas, uma vez que F, e Q, sdo consideradas constantes e também como as restri-
coes laterais inferior e superior ndo estio ativas, tem-se A, = Auz2e = Agie = Ap2e = 0.
Em seguida, serao calculados as derivadas somente com relacao a p,,, pois a derivada
e os demais processos séo similares para p;. Pondo em evidéncia as derlvadas e

§—¢ tem-se:
Pu

KUU
gpﬁ = UT@@TU + (KWU -+ UTKUU + d)Tanu + Ku¢¢ + A{Kuu + AgKmﬂ) 0
K, 0
U ¢+ (KU + UKoy — Koo — ¢" Koy + A Ky — A Ky 5¢
0K 0K 0 0K 0K
70Ky 70K ge e T s ué
U-— A LVel 4+ A U
+d) apu apu d) + 05’ u [; Pue - ! ( 3Pu * 8pu d))

0K 0K
T gurr IRy
+A; ( . U —8pu gb) ,(147)

onde, se reagruparmos os termos, tem-se

— (QUTK 20K ATK ATK ) —
8pu ( uu T ¢ ou + 1 uu + 2 qSu) apu
+ <2UTKU¢ — 2¢TK¢¢ + A{Kwﬁ - AgKQ‘)Q‘)) §¢
Pu
K 0K 0
yuT Seyg UT g —+ L pucV”
8ﬂu pu ap“ ap“ g
8K K 0K 0K
ATy NP2 g AP0 AT (148
+h 8;0u T apu ¢ a2 apu ? ap“ q,) ( )

Como AT e AT sao arbitrarios, pode-se substitui-los por —2U” e —2¢", respectiva-
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mente, e entdo obtém-se:

aal;fu = (2UTKuu + 2¢TK¢U - QUTKuu - 2¢TK¢U) g_pUu
+ (2UTK 5 — 20" Ky — 2U Ky + 20" Ky §—¢
Pu
0K K 8
Ur By g yrElug g gr ey groe WV
+ 8,0u + ¢ + d) pu ¢ ap Z Pue

Opu 8pu Opu Opu

para o qual, chega-se com algumas simplificagdes, em:

oL 70K 7 0Kup
= — -2
dpu v Opu U-2u dpu o P o,

[Z P Ve . (150)
Levando em conta os modelos de rigidez com suas penaliza¢cdes dadas nas equacdes
(109)-(111), tem-se os seguintes formatos: K¢, = ki, (pu., £s.) + Ky (Pue, Ps. ) Kby =
K2 (pu, ps)s Koy = K (pu., ps.) € K5, = K¢ (BENDSQE; SIGMUND, 2003), onde os
indices 0 nas matrizes de rigidez indicam que os materiais sdo isotrépicos. Portanto,
as derivadas com relacéo a p, e ps de cada elemento para as matrizes de rigidez da
equacao (150) sao:

Opu

IKe B 1 2 2 .
i = 2 [ BL (e + (1 (0 )) ) B |
B 9
= 2 (e / BT EB, A0+~ (9 )" (1— (po)™) / BT B, d0*
6pue Qe apue e
= P1(pu )" 7 ((06.) K + (1 — (06.)7 ) KGa) » (151)
OK¢ o { / }
up T T e
_ B (p.. )" (o, )" ¢ Byd®
o, oo | (Pu)" (Pg.) é
9
= [(pu. )" (ps.)7] | Ble BydQ
0pu, .
= pilpu)” Hpo K, (152)
oK P ‘ )
0[] i revend

— (a0 ) | BB
apu Qe

e

= p1(pu)”  (po )P Ky, (153)
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e
oK¢ 0 / T 5 5 ]
— = — Bu Ue n ePQC + (1 - pep2 Cy BudQe
s = | [ B (o + (0= (o))
9 / T E 9 / T E
_ WP (o)) | BTEBLAQ + T [(pu )P (1 — BT B, d0¢
5 e [ Bk 5o (7 (= () [
= P2(pu )P (o )" (K — Kiua) - (154)
K<, 9

= | [ Bl e B

Ipe. Ipe.
9 e
= 5] | BLTBu0
= p3(pu ) (e )PP K, (155)
K" 9
[ T S e
- 7 B )P P3SRB LA

(9
- 5 o | Bl
P3

(Pue )P (P, )72 K, (156)

e entdo verifica-se que:

oL
aIO'UIE

= —u” [pl (Pue )prl((p )kawbu (1 - (p¢e )p2>kfauU] ‘

T [p1(pu ) po )PKG, ] 0 — 07 [p1(pu)” " (po. )P K, | 0
+¢ [P1(pu)” " (po )P KGy] 0+ AoVa,
= —pilpu )" (ps)PPuT K 0+ (1= (pg, )2 )u Tk, u)
—p1(pu )P (o )P0 K, — p1(pu )" (g, ) 07K, 0
D1 (P (P, )2 @K@ + AoVe,. (157)

Utilizando as condi¢des estacionarias para p,, na equacao (150), em sua forma discre-

tizada, tem-se:

oL
apue

= _pl(pue)plil((pﬁb )p2 6Tk1i¢)uu +(1_<p¢6>p2) eTkZuu e)

—p1(pu )" (P, )P 0T K0 — pr(pu )" (s, )PP KE,
+p1(pu )" (s )? K, + AoV, =0, (158)
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onde, se,

Que (Pucs o) = —D1(pu ) ((po. )20 Ky 0 + (1 — (pg, )P )u K, u%)
—D1 (pue )pl ! (p¢e )p3 UETK2¢¢6 — D1 (pue )pl - (p¢e )p3 ¢6TK§5uue
+p1(pu )P (g, ) 9K, 8%, (159)

entdo a equacao (158) pode ser escrita como

Gu. <pue’ p¢e)
—c =1 1
Vi, , (160)

e de forma similar aos passos (147) a (157), utiliza-se as condic6es estacionarias para
pe NA equagdo, em sua forma discretizada, tem-se:

oL
Do, —p2(pu.)" (Po. ) (0K, 0" — uK, uf)
_p3(pue )pl (p¢e )pS_lueTKfL¢¢e - p3(pue )pl (p¢e )p3_1¢eTK25uue
p1(pu )" P )T T Ky + MV, =0, (161)
onde, se,
g, (pUe’ p¢e) = _p2<Pue )p1 (p¢e )pQ_I(UBkaquuue - ueTkZuuue)
_pS (pue )pl (p¢e )pd_lueTKz¢¢e - pS (pue )pl <p¢e )p3_1¢€TK;uu6
+p1(pu )" (ps )P T KG9, (162)
temos ( )
Qe \Pue s Poe
— =1. 163
Vi, (163)

As equacdes (160) e (163) tém sentido fisico que representam a densidade de
energia de deformacéo que deve ser constante ao longo do dominio do projeto. Entéao
os multiplicadores de Lagrange A\, € \; sdo atualizados de forma a deixar as energias
de deformacgédo constantes. Utiliza-se um esquema heuristico de atualizacao para as
variaveis:

¢
new qu(pue7p¢e)> ¢
== Ue = Ue Buc ’ 164
Puc’ =p ( oV, Puc(Bu.) (164)
© ¢
new q Ue ) e
et = o (2L} — g (5, (165)

onde ¢ é um coeficiente de amortecimento, que é geralmente igual a 0,5, podendo va-
riar de 0 a 1. Onde este amortecimento estabiliza as iteracdes. Na iteracao, quando o
elemento passa de vazio para soélido introduzimos um limite de movimento da variavel
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de projeto. Onde o método heuristico de atualizacdo de cada variavel, com objetivo
de estabilizar a iteracao, € formulado como:

max(puemin ) pue - m) se pue (‘Bue)C S ma‘r<pue7nin ) pue - m)?
psz - pue (BUE)C s€ max(puemin710ue - m) < pue<BUe)C < mZTL(]‘? pue + m)7

min(Lpo, +m)  se min(L py, +m) < pu,(Bu,)",
(166)

maz(pgs, . pg, —m) se  pg.(Bg, )" <max(py, -, pg, —m),
Poe = \ Po(Bs.)* se max(pg,, . ps. —m) < ps,(Bg,)* < min(1, pg, +m),
min(Lpo +m)  se min(L,ps, +m) < ps.(By, )",
(167)
onde m é um limite mével e B, e B, sdo condi¢cdes de otimalidade vindas de (164) e
(165) respectivamente.
Os multiplicadores de Lagrange devem satisfazer as restricdes de volume,

90(Mo) = Vi (pu. (No)) — 1V, (168)

91(M1) = Vi (pg. (A1) — mg V. (169)

Entdo, pode-se atualizar o multiplicador de Lagrange de forma iterativa. Note que
as funcées go(Ao) € g1(A1) sdo continuas mondtonas decrescentes em relagéo aos
multiplicadores de Lagrange. O método da bisseccao pode ser usado para localizar
os zeros de (168) e (169).

4.8 Simulacoes e resultados

Esta secdo apresenta as simulacdes e os resultados para o problema (104), cuja
forma discretizada é apresentada em (143). A metodologia proposta foi codificada no
software MATLAB e é baseada em SIGMUND (2001).

Dois casos sédo apresentados para verificar o desempenho da proposta de projeto
simultaneo descrita neste trabalho. Considera-se uma viga de 1m de comprimento
(no eixo x) por 0,4m de largura (no eixo y), cuja discretizacdo do dominio resultou
em uma malha de 1440 (60 x 24) elementos finitos bilineares, que foi considerado para
ambos os casos, diferenciando apenas em suportes e carregamentos. Cada elemento
finito isoparamétrico tem quatro nés, dois graus de liberdade mecanicos e um grau de
liberdade elétrico por no.

Para este problema, considera-se dois materiais especificos: o aluminio, material
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considerado elastico e isotrdpico, que esta relacionado a variavel de projeto p, € a
ceramica PZT5A, como material piezoelétrico, relacionado a variavel de projeto p,.
As propriedades mecénicas do aluminio (SILVEIRA; FONSECA; SANTOS, 2014) séo
apresentadas na Tabela 4. As propriedades materiais do PZT5A, obtidas de Silveira,
Fonseca e Santos (2014), sdo apresentadas na Tabela 5.

O projeto mecénico busca a otimizagao estrutural e a localizagao étima para atu-
adores, através da minimizacdo da flexibilidade do sistema. A otimizacao € feita por
meio da distribuicdo étima dos materiais elastico isotrépico e piezoelétrico, que séao
associados as variaveis de projeto estrutural, p, e p,, respectivamente. A distribuicio
do material piezoelétrico esta representada pela cor vermelha nas respostas graficas
das simulacoes feitas.

Para todos os casos, manteve-se 0os mesmos parametros de otimizagéo: o raio de
filtragem para o filtro de sensibilidades é r,,.;, = 1, 2mm e 0s expoentes de penalizacéao
do modelo material sdo p; = py = p3 = 3.

A metodologia aqui utilizada para a atualizagéo das variaveis de projeto p, € py
pode ser comparado ao método OC padrao dado por BENDSQJE; SIGMUND (2003).
Este método utiliza a bisseccao para atualizar os )\, e \;, que por sua vez, devem sa-
tisfazer as restricdes de volume (168) e (169). As variaveis de projeto sdo atualizadas
de forma heuristica conforme (166) e (167).

Tabela 4: Propriedades materiais do aluminio.

ALUMINIO
Moédulo de Young 71 x 10 N/m?
Densidade 2700 kg/m?
Coeficiente de Poisson 0,33
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Tabela 5: Propriedades materiais do PZT5A.

PZT5A
Constantes elasticas (101 N/m?)
P 12,1
ck 7,54
b 7,52
& 11,1
ck 2,11
ck 2,26
Constantes piezoelétricas (C/m?)
es1 —5,4
€33 15,8
es1 12,3
Constantes dielétricas (F/m)
€0 8,85 x 10712
€11/ €o 916
€33/ €o 830
Densidade 7750 kg/m?

Problemas eletromecanicos: em problemas caracterizados por efeitos eletromeca-
nicos, tais como os considerados nesta se¢ao, o fato de que as constantes elasticas,
as constantes dielétricas e as constantes piezoelétricas tém magnitudes muito diferen-
tes tornara a matriz de rigidez mal condicionada e levara a resultados instaveis. Além
disso, a magnitude dos graus de liberdade de deslocamento mecénico e de potencial
elétrico sdo também muito distintas.

A fim de contornar o problema de condicionamento, propbs-se o escalonamento da
unidade basica de for¢a (Ql; FANG; YAO, 1997). Trata-se de um procedimento onde
apenas se usa um multiplo da unidade de forca:

IN =1 x 10PN, (170)

onde p é um numero inteiro positivo. Com este escalonamento, os tensores constituti-
vos ¢ e €% passam a ter magnitude ¢ = 1 x 1077cF e €5 = 1 x 10P¢5, solucionando
o problema de condicionamento. O potencial elétrico ¢, por sua vez, passa a ter mag-
nitude ¢ = 1 x 10P¢, o que aproxima a magnitude dos deslocamentos mecanicos e
potenciais elétricos.

O valor do expoente p depende da magnitude dos tensores constitutivos. O
material piezoelétrico PZT5A (Tabela 5) tem propriedades elasticas da ordem de
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1 x 10'°, dielétricas da ordem de 1 x 107Y e piezoelétricas da ordem de 1 x 10°.
Considerando que os termos correspondentes nos blocos das matrizes K, K, €
K4 tenham a mesma magnitude dos tensores constitutivos correspondentes, tem-se
uma diferenca da ordem de 1 x 10! entre os termos da matriz global de modo a se
poder assumir que o numero de condicionamento sera de ordem igual. Utilizando a
equacgéo (170) com p = 9, a diferenga passa a ser 1 x 10~2’ de modo que o nlimero
de condicionamento passa a ser de ordem 1 x 10! (CARDOSO; FONSECA, 2004).

Problema no coeficiente de amortecimento. Ao elaborar o algoritmo para o es-
quema heuristico dado em (164) e (165) notou-se a presenca de valores negativos
para B, , que por sua vez, geram densidades complexas ao utilizar o coeficiente de
amortecimento diferente de 1. Para contornar tal problema foi utilizado o coeficiente
com o valor absoluto de B, e logo apods resgatado o sinal do mesmo. O esquema
utilizado para a correcao de sinal € o seguinte:

pict = sign (Bs,) po. (1Ba.|)" (171)
onde
) 1 se By, >0,
sign(By,) = (172)
-1 se By, <0.

A insercéo desta etapa no algoritmo OC pode ser vista na linha 5 e 6 do algoritmo 1.

Critério de convergéncia. O critério de convergéncia para o método de otimizacao
topologica implementado nesta dissertagcéo foi baseado no numero de iteragdes e na
mudanca do vetor de variaveis de projeto, ao longo do processo de otimizag¢éo, con-
forme SIGMUND (2001). Foi imposto um numero minimo de iteracdes a serem feitas
pelo algoritmo e também definiu-se que o algoritmo deveria parar quando a maxima
mudanca em méddulo das variaveis de projeto fosse menor do que um determinado
percentual, a saber, 3%.
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Algoritmo 1: OTIMIZADOR OC PARA pg,
Entrada: p,, , B,.;

1 Inicializacéao:

21, =0;lb=1x10%m=0,2;¢ =0,5;

enquanto /, — [, > 1 x 10~ faca

w

4 A= (I + 1o) /2

5 | pgc? = max(0,001,max(py, —m,min(1,min(ps, +m,...
6 ... sign(—=Bg,)ps. (| = B |/M)%))));

7 | segi(A\) > 0entdo

8 Iy = A

9 senao

10 ‘ ly = \i;

11 fim

12 fim
13 fim

Saida: e

4.8.1 Caso 1

Considerou-se uma viga em balanco sujeita a carga pontual f, no meio da sua
extremidade livre, como mostra a Figura 17(a). A forca é f, = —1 x 10'1j.

A Figura 17(b) mostra a topologia 6tima da viga representada em (a) paran, = 0, 5.
Este valor de n, manteve-se 0 mesmo durante todas as simulagdes. A topologia obtida
na Figura 17(b) representa a distribuicdo 6tima de material de forma a maximizar a
rigidez da estrutura. E possivel notar que ha maior concentragdo de material préximo
aos engastes da estrutura.

Para obter a melhor localizagdo para atuadores na estrutura, considerou-se dife-
rentes valores para 7, constante responsavel por impor a fracdo de volume do mate-
rial de densidade p,, relativo ao material piezoelétrico. A Figura 17(c) foi gerada com
ns = 0,02, o que corresponde a 2% de material piezoelétrico na estrutura, ou seja,
aproximadamente 29 elementos do total de elementos finitos definidos. O processo
de otimizagao indicou duas regides para atuadores, conforme mostra a Figura 17(c).
As Figuras 17(d) e 17(e) indicam as melhores posi¢cdes para alocagao de atuadores
ao se considerar maiores fragdes de volume para o material de densidade p,;. Estas
fraces de volume 7, foram de 0,05 e 0, 1, respectivamente.

Em cada caso, uma forca concentrada f, é aplicada na viga. Esta forga f, é espe-
cificada no elemento finito correspondente da malha e € um componente do vetor F,.
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Por outro lado, o vetor de cargas elétricas Q, é calculado por Q; = K, U em cada
caso (MOLTER; FONSECA; FERNANDEZ, 2016).

A convergéncia da fungdo objetivo .J pode ser analisada na Figura 18. E possivel
notar uma rapida convergéncia da funcao objetivo, logo que 30 iteracées sao compu-
tadas para o caso em que 7, = 0, 1.

im }

o
—2—

ANHNTNNN———

(e)

Figura 17: (a) Esquema para viga em balanco sujeita a carga pontual. (b) Distribuigdo
do material estrutural de densidade p, para n, = 0,5. Distribuicdo do material de
densidade p, (em vermelho) sobre a estrutura otimizada considerando (c) ns = 0,02,
(d) Ny = 0,05 e (e) Ny = 0, 1.
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[=2]

Funcéo objetivo J
i, 3]

0 50 _ _ 100 150
Namero de iteractes

Figura 18: Convergéncia da fungéo objetivo para o Caso 1 onde 74 = 0, 1.

4.8.2 Caso?2

Considerou-se uma viga em balango sujeita a carga pontual f, no seu canto
inferior direito, conforme a Figura 19(a). A forga é f, = —1 x 10'1j.

A Figura 19(b) mostra a topologia étima da viga representada em (a) paran, = 0, 5,
valor este que se manteve o mesmo durante todas as simulacdes. A topologia obtida
na Figura 19(b) representa a distribuicdo étima de material de forma a maximizar a
rigidez da estrutura.

Para obter a melhor localizagéo para atuadores na estrutura, considerou-se dife-
rentes valores para n,. A Figura 19(c) foi gerada com 7, = 0,02, ou seja, apenas 2%
de material piezoelétrico esta sendo considerado na estrutura, levando a indicagéo de
duas regides principais simultaneamente proximas aos engastes e as extremidades
da viga e de uma regido coincidente com o local de aplicagéo da forgca f,. As Figuras
19(d) e 19(e) indicam as melhores posicoes para distribuicdo do material piezoelétrico
ao se considerar maiores frages de volume para o material de densidade p,;. Estas
fraces de volume 7, foram de 0,05 e 0, 1, respectivamente.

A convergéncia da funcao objetivo J é apresentada na Figura 20. Novamente, tal
como foi no caso anterior, é possivel notar a rdpida convergéncia da funcao logo apds
a mesma quantidade de iteracbes computadas anteriormente, o que evidencia o bom
desempenho computacional da implementacgao feita.
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(e)

Figura 19: (a) Esquema para viga em balanco sujeita a carga pontual. (b) Distribuicéo
do material estrutural de densidade p, para n, = 0,5. Distribuicdo do material de
densidade p, (em vermelho) sobre a estrutura otimizada considerando (c) 1, = 0,02,
(d) Ny = 0,05 e (e) Ng = 0, 1.

x10°
o't

B

Funcéo objetivo J
o

0 50 _ 100 150
Nimero de iteracdes

Figura 20: Convergéncia da fung&o objetivo para o Caso 2 onde 1 = 0, 1.



91

Para os casos 1 e 2, pdde-se perceber que os melhores locais para posicionar atu-
adores piezoelétricos sao aqueles ao longo das partes superior e inferior da topologia
6tima, de modo que a incidéncia de material piezoelétrico varia, sendo maior préximo
aos engastes e menor a medida que se afasta do lado engastado.



5 OTIMIZACAO TOPOLOGICA COM DISTRIBUICAO DE
ATUADORES PIEZOELETRICOS CONSIDERANDO iNDICES
DE CONFIABILIDADE

Para este problema, apds considerado a insercao de material piezoelétrico, sao
levados em conta os mesmos passos desenvolvidos nas Sec¢des 3.1 a 3.3, onde para
este projeto, além dos critérios ja adotados, sera inserida uma variavel de incerteza
relativo ao material piezoelétrico. Para considerar tais incertezas, serdo introduzidas
as variaveis y e a, onde y € o vetor das variaveis aleatorias e « representara o vetor
das variaveis de incerteza do projeto, determinado por distribuicbes probabilisticas,
assim como na Seg¢ao 3.4.

A fim de avaliar a probabilidade de falha com respeito a um cenario de falha es-
colhido, uma fungéo estado limite é definida por H(a) como condi¢do de um bom
funcionamento da estrutura. Para controlar a topologia sera introduzido o indice de
confiabilidade 5 com o vetor normalizado . No caso em que a é uma distribuicao
normal, tem-se para cada «;, a equagéo (78).

Para simplificar o procedimento de analise, considera-se o problema de minimi-
zacgao de flexibilidade com a distribuicdo de atuadores piezoelétricos apresentado no
Capitulo 4 e as definigdes da Secgao 4.5, que fazem parte da modelagem do mesmo.
Onde o problema pode entéo ser formulado pela obtengdo de um valor estacionario do
funcional [(u, ¢), sobre o conjunto Y, definido para equagéo (104). Assim, o problema
€ dado por:

est
Uy @ Pus Pjr O l(u, 9),
s. a: Bla) > B,
a (U, , Uy, Gu, pus o) — L (o, pu) =0 Vu, €U, Vo, € D. (173)

Seguindo a sequéncia do capitulo 4, sera utilizada a abordagem de discretizacao
via elementos finitos. Onde, além do campo de interesse no problema (173) ser o
deslocamento u, rigidez c” e distribuicdo de atuadores piezoelétricos, temos a relagéo
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entre as variaveis deterministicas e a variavel de incertezas «, como feito no capitulo
3. Entao, o problema descrito pela abordagem SIMP, na sua forma discretizada € dado
por

est  J(a,u, ¢, pu, ps) = UTK, U + UTK 40 + ¢ Ky, U — ¢ Ky

s.a. Pla) > py,

Ko U — K90 = Qq
> pVe=nV (174)

> e V=V
0< Ptmin < Pue <1
0 < Ppin < Pp. <1
e=1,2,3 .. N.

Onde K., K., € K,; sdo as matrizes globais de rigidez, de acoplamento piezo-
elétrico e de capacitancia elétrica, respectivamente; K, é a matriz K, transposta;
U é a deflexao global; ¢ € vetor global de potenciais elétricos; F, € o vetor global de
forgas; Q, é o vetor global de cargas elétricas e p,, e p,, s&0 as densidades de cada
elemento dos materiais e ¢ € o indice elemental, sendo N 0 niUmero de elementos.

5.1 Aplicacoes

Na sequéncia serdao apresentados quatro casos em que foram realizadas simu-
lacbes computacionais utilizando o software MATLAB, e como base, o programa de
otimizacao estrutural dado no trabalho de Sigmund (2001) e o célculo dos indices de
confiabilidade dados no trabalho de KHARMANDA et al. (2004).

Para a simulagéo dos problemas apresentados nos casos 1, 2 e 3 de otimizacao to-
polégica baseado em confiabilidade, foram considerados os indices de confiabilidade
alvo como 3, = 1,2,3,4,5,6 e também quando a confiabilidade ndo é considerada. Para
os trés casos utilizou-se 60x24 elementos finitos com 50% de volume, 10% de densi-
dade de material piezoelétrico e forga pontual f, = —1 x 10"j, localizada no canto
inferior direito da viga (caso 1), como indicada na Figura 21(a) por f,, uma forca apli-
cada no meio da sua extremidade livre, como indicado na Figura 23(a) (caso 2) por
f», € um caso com mesma localizagéo de forga do caso 2, porém com restricdo de
localizacao para a densidade de material piezoelétrico (caso 3), ilustrado na Figura
25(a).

Na tabela 6 sédo fornecidas as sensibilidades calculadas de todos os valores médios
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propostos, que sdo os mesmos definidos anteriormente com o acréscimo da variavel
média m,.;,, que representa a densidade de material piezoelétrico. Pode-se perceber,
pela tabela dos gradientes, que as variaveis medias My, Myor € Myoyp, SA0 Negati-
vas, assim vé-se que o numero de elementos na direcao vertical, fracdo de volume
e densidade de atuadores piezoelétricos tém uma influéncia positiva no desempenho
estrutural (a0 aumentar estes valores, obtemos uma estrutura mais rigida). No en-
tanto, os gradientes com relacdo aos valores médios my € m,.;, Sa0 positivos, logo,
aumentando esses valores, se aumenta o valor da fungcdo de custo (aumentando a
flexibilidade da estrutura).

Caso 1 2 3
0J/omy, 3,34 x 1075 3,12x10°° 3,2x 1078
0J [/ OMmpers 317,5 280, 3 288, 3
8J/8mnely —458, 885 —431,23 —439, 24
0J /0y —2980 —2750 —2860
8J/8mvolp —170 —150 —-90

Tabela 6: Sensibilidades do desempenho estrutural com respeito as configuracdes
propostas.

5.1.1 Caso 1

A estrutura utilizada na simulacao para este caso foi uma viga como apresentado
na figura 21(a).

A\

(a) (b)

Figura 21: (a) Viga em balancgo sujeita a carga pontual f, no canto inferior direito. (b)
Topologia étima deterministica correspondente ao esquema (a), onde se utilizou 60x24
elementos finitos com 50% do volume, 10% de densidade de material piezoelétrico e
forca pontual f, = —1 x 10"].

Na figura 22 sdo apresentadas as seis topologias otimizadas com confiabilidade,
onde percebe-se que para cada indice, ha uma configuracao final diferente.

Como exemplo, temos para o caso 1, os valores de saida das variaveis aleatérias
y, apos atualizagdo com indice de confiabilidade 5, = 3 e desvio padréo o = 0,1m,,,
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X0 0N 2272\

(@) (b) (c)

DAVANIS A VANES"AWAN

(d) (e) (f)

Figura 22: Resultados topoldgicos para diferentes indices de confiabilidade, que séo:
(@p=1(0)B=2()B=3,(d)s=4,(e) 8=5e(f) 3=06paraocaso1.

obtidos pela equacéo (90), para cada componente do vetor y, sdo: for¢a f, = —1,137x
10'%, nimero de elementos na diregédo = = 68, niUmero de elementos na direcdo y = 20,
fracao de volume igual a 43, 11% e densidade de material piezoelétrico igual a 8, 18%.

5.1.2 Caso?2

A estrutura utilizada na simulacao para este caso esté representada na figura 23(a).

AMMMDMDBBDEYS.S..

(@) (b)

Figura 23: (a) Viga em balanco sujeita a carga pontual f, aplicada no meio da sua
extremidade livre. (b) Topologia 6tima deterministica correspondente ao esquema (a)
onde se utilizou 60x24 elementos finitos, com 50% do volume, 10% de densidade de
material piezoelétrico e forga pontual f, = —1 x 10'j.

Na figura 24, assim como nos passos anteriores, sdo apresentadas as topologias
otimizadas com confiabilidade.
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220 X0 50

(@) (b) (c)

2000 X0 X005

(d) (e) (f)

Figura 24: Resultados topolégicos para diferentes indices de confiabilidade: (a) 5 = 1,
(b) 3=2,(c) B=3,(d) =4, (e) B=5e (f) 3 =6 para o caso 2.

5.1.3 Caso3

A estrutura utilizada na simulagéo para este caso esta representada na figura 25(a).

(@) (b)

\\\

AN\

Figura 25: (a) Viga em balango sujeita a carga pontual f, aplicada no meio da sua
extremidade livre. Em vermelho se encontra a regido onde sera permitida a distribui-
cao de atuadores piezoelétricos. (b) Topologia 6tima deterministica correspondente
ao esquema (a) onde se utilizou 60x24 elementos finitos com 50% do volume, 10% de
densidade de material piezoelétrico e forga pontual f, = —1 x 10'j.

Na figura 26 tem-se as topologias otimizadas com confiabilidade, onde ha para
cada indice, uma configuracao final diferente, como nos casos anteriores.
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20 200 X850

(@) (b) (c)

X2X> 200 X5

(d) (e) (f)

Figura 26: Resultados topolégicos para diferentes indices de confiabilidade: (a) 5 = 1,
(b) 3=2,(c) B=3,(d) =4, (e) B=5e (f) 3 =6 para o caso 3.

5.1.4 Caso4

A estrutura utilizada na simulagéo para este caso foi uma viga com um furo, como
apresentado na figura 27(a).

O

N\

o
(@) (b)

Figura 27: (a) Viga em balango, com um furo centrado no meio (posic¢ao (30,12) e raio
8 elementos), sujeita a carga pontual f, no canto inferior direito. (b) Topologia 6tima
deterministica correspondente ao esquema (a), onde se utilizou 60x24 elementos fini-
tos com 50% do volume, 10% de densidade de material piezoelétrico e forgca pontual
fp = —1 x 10'1j.

Para este caso o indice de confiabilidade foi inserido somente para a posigéo hori-
zontal do furo, ou seja, o indice nao altera mais fragcdes de volume, nimero de elemen-
tos e forga. Portanto g se encontra num caso de uma variavel. Note que, assim como
foi escolhido a posigcdo como parametro, poderia se ter escolhido outros parametros,



98

como: posicao vertical, raio ou num caso de uma elipse, a escolha dos semieixos. O
calculo da sensibilidade é feito somente para o valor médio m,,; = 30, que indica a po-
si¢ao do furo e desvio padréo o,,s = 10%. Para este caso, obtém-se 0.J/0m,,s = —1, 1,
onde percebe-se, pelo valor do gradiente, que a variavel média m,,s tem influéncia
negativa. Assim vé-se que a posi¢ao, quanto mais a direita, menos energia gasta (ao
menos localmente).

Na figura 28 sao apresentadas as seis topologias otimizadas com confiabilidade.

X2 X2\

(@) (b) (c)

X\ X\ X\

(d) (e) (f)

Figura 28: Resultados topoldgicos para diferentes indices de confiabilidade, que séo:
(@p=1((0)8=2(c)B=3,(d)s=4,(e) B=5¢e(f) 3 =0 paraocaso 4.

Percebe-se que sendo o indice de confiabilidade  relacionado diretamente com
a posicao do furo, obtém-se uma variacao significativa de estruturas, e consequente-
mente, uma localizacao bem diferente para os atuadores piezoelétricos se comparado
com a topologia deterministica as novas geradas considerando os novos indices /.

5.2 Analise dos resultados e discussoes

Pode-se observar pelas Figuras 22, 24 e 26 que a medida que o valor do indice
de confiabilidade 8, aumenta, as estruturas vao se tornando mais leves, porém a forca
que é imposta sobre as estruturas é aumentada, assim, suportando forcas maiores
em relacdo a otimizagdo puramente deterministica. Consequentemente, essas novas
estruturas sao geradas com custo maior, porém tomando o caso 1 como exemplo, ao
comparar somente as for¢as aplicadas, para o caso deterministico ao caso = 3 que
foi dado anteriormente, o aumento na forca requerida por este indice foi de 13, 7%,
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representando um ganho estrutural.

Como foi mostrado nos casos do capitulo 3, para os casos deste capitulo também
ocorrem resultados bem diferentes se compararmos a mesma configuracao para in-
dices de confiabilidades distintas. Analisando a Figura 21(b) em comparagdo com a
Figuras 22(a) e 22(c), a Figura 23(b) comparando com a Figura 24(c), a Figura 25(b)
comparando com a Figura 26(c) e a Figura 27(b) em comparagédo com a Figuras 28(a),
28(b), 28(c) e 28(f) .



6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho foi apresentada a piezoeletricidade como uma possibilidade de uso
em materiais que sirvam como atuadores e possam ser inseridos em projetos estru-
turais. Mediante a otimizagcédo topoldgica buscou-se uma metodologia para melhor
distribuicao destes materiais nas estruturas.

Foi proposto considerar aleatoriedade nos parametros de entrada mais importantes
de um problema de otimizacéo estrutural, como a geometria e cargas. A aleatoriedade
foi integrada ao problema de otimizacao topoldgica, onde também foram apresentadas
simula¢gées numéricas para mostrar o comportamento da forma que a estrutura toma,
diante a indices de confiabilidade. Foi mostrado que a importancia da aplicacao dessa
metodologia proposta, da confiabilidade estrutural, esta na reducéo do peso da estru-
tura, para as mesmas dimensdes.

Foram apresentadas simulagées numéricas do problema de otimizacao topoldgica
simultanea a localizagdo de atuadores piezoelétricos, que mostraram a eficiéncia da
metodologia proposta.

Foi apresentada, de forma detalhada, uma metodologia para o critério 6timo, ba-
seada em trabalhos anteriores de SIGMUND (2001) e BENDSQE; SIGMUND (2003).
Considera-se esta metodologia inovadora, uma vez que nao foram identificados tra-
balhos cientificos com esta proposta. Em comparacdo a Programacéo Linear Se-
quencial, utilizada nos trabalhos de MOLTER et al. (2013) e FERNANDEZ; MOLTER,;
BOTELHO (2017), o OC proposto mostrou-se vantajoso em termos de convergéncia,
0 que reduziu significativamente o tempo computacional das simulagdes.

O objetivo do modelo apresentado foi o de obter topologias étimas mais confiaveis
gue o deterministico, gerando assim diferentes topologias para cada alvo de confiabi-
lidade desejado, onde também pode-se trabalhar com a otimizagdo de forma.

Apresentou-se a relacao entre a probabilidade de falha de uma estrutura e o in-
dice de confiabilidade, e a partir desta relacao pode-se utilizar diferentes indices de
confiabilidade de uma estrutura e indicar a probabilidade de falha, ou vice-versa.

Mostrou-se que, de fato, ao considerar indices de confiabilidade, as estruturas fo-
ram mudando sua forma e tornaram-se mais leves. No entanto, mantiveram as propri-
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edades mecanicas e puderam ser submetidas a solicitacées maiores.

Como proposta de continuidade deste trabalho pretende-se integrar a otimizacao
topoldgica com outras metodologias de andlise de confiabilidade. Isto pode ser feito
através da insercao do indice de confiabilidade no contexto da simulagdo estrutural,
e nao a parte, como foi feito neste trabalho; ou ainda, utilizando outros métodos de
andlise, como o Monte Carlo. Além disto, a otimizagéo foi feita do ponto de vista estaci-
onario, sendo que seria interessante fazé-la agora considerando a dindmica estrutural,
inclusive inserindo na modelagem o controle de vibragoes.
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