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RESUMO

FRIGHETTO FRIGHETTO, Daiane. Analise de sistemas bioléogicos com difusao
e controle populacional. 2018. 143 f. Dissertagao (Mestrado em Modelagem
Matematica) — Programa de P6s-Graduagao em Modelagem Matematica, Instituto de
Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

A utilizacdo de modelos populacionais vem crescendo nas ciéncias agrarias e
biologicas. Um dos principais interesses no estudo desses modelos é avaliar qualita-
tivamente e quantitativamente o impacto das interagoes entre diferentes populacoes
com o seu habitat ou entre elas, como: atomos ou moléculas, neurbnios, bactérias,
plantas, animais e até mesmo pragas ou individuos infectados por exemplo. Os
modelos matematicos descrevem o crescimento dessas populagdes com o propdsito
de fazer previsoes, auxiliando na tomada de decisbes caso haja necessidade da
aplicagcao de controle nesses sistemas bioldgicos. Neste trabalho, defende-se
a utilizacao do controle biolégico, que consiste na regulagcao do crescimento da
populagao através da intervengcdao humana ou por inimigos naturais, podendo ser
muito eficiente no controle de pragas € ao mesmo tempo diminui a utilizagao de
agrotdxicos, se tornando menos invasivo a natureza. Tem-se como objetivo estudar
dois modelos populacionais de reacgao-difusdo: a equacao de Fisher-Kolmogorov
para uma espécie, e o0 sistema de Lokta-Volterra modificado com difusao para duas
espécies, ambos unidimensionais, sem e com a aplicacao do controle. Esses modelos
descrevem a dispersao de individuos em que o crescimento da populacao ocorre na
forma de frente de onda, avancando em uma velocidade constante para as regioes
vazias até atingir a capacidade de suporte do meio, assim, admitindo solugao do
tipo onda viajante, o que permite a realizacdo de uma analise qualitativa da solugao
através da teoria de estabilidade e o encontro de solugbes aproximadas. A partir do
estudo realizado em ambos os modelos sem a influéncia de reguladores, aplica-se a
teoria de controle 6timo linear considerando sistemas biol6gicos que necessitam da
introducao de estratégias de controle para atingirem o equilibrio desejado ou estabili-
zarem abaixo dos niveis de danos econdmicos e/ou biologicos. Esse procedimento,
parte inovadora desse trabalho, constitui uma metodologia eficaz na aplicacao de
controle em sistemas biologicos, cujo comportamento € modelado pelas equacgoes de
reacao-difusao, que sera ilustrada através das simulagdes computacionais.

Palavras-chave: Equacdo de Fisher-Kolmogorov, Sistema de Lotka-Volterra modifi-
cado com difusdo, Solucao tipo onda viajante, Controle bioldgico.



ABSTRACT

FRIGHETTO FRIGHETTO, Daiane. Modeling of biological systems of competition
with diffusion and population control. 2018. 143 f. Dissertacao (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduagcao em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

The use of population models is increasing in agrarian and biological sciences.
One of the main interests in the study of these models is to evaluate qualitatively and
quantitatively the impact of interactions between different populations with their habi-
tat or between them, such as: atoms or molecules, neurons, bacteria, plants, animals
and even pests or infected individuals for example. Mathematical models describe the
growth of these populations for the purpose of making predictions, contribuing in the
decision making if there is need for the application of control in these biological sys-
tems. In this work, we defend the use of biological control, which consists in regulating
population growth through human intervention or natural enemies, being very efficient
in pest control and at the same time reducing the use of pesticides, becoming less
invasive to nature. The aim of this work is to study two population reaction-diffusion
models: the Fisher-Kolmogorov equation for a species, and the modified Lokta-Volterra
system with diffusion for two species, both in one dimension, with and without control.
These models describe the dispersion of individuals in which the population growth oc-
curs in the form of a wavefront, advancing at a constant velocity to the empty regions
until reaching the supporting capacity of the medium, thus, admitting a traveling wave
type solution, which allows a qualitative analysis of the solution through the theory of
stability and the finding of approximate solutions. From the study carried out on both
models without the influence of regulators, the theory of linear optimal control is ap-
plied considering biological systems that need the introduction of control strategies to
achieve the wanted balance or stabilize below economic and/or biological damages.
This procedure, an innovative part of this work, constitutes an effective methodology
in the application of control in biological systems, whose behavior is modeled by the
reaction-diffusion equation, which will be illustrated through computational simulations.

Keywords: Mathematical modeling of biological systems, Control Theory, Reaction-
Diffusion Models, Solution by traveling wave, Biological control.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao do trabalho

Nas ultimas décadas, a preocupacao com a preservacao da biodiversidade aumen-
tou significativamente devido ao crescimento exagerado de algumas populagdes’ e a
extincao de outras, contribuindo assim, para o desequilibrio do ecossistema. Em vir-
tude disso, pesquisadores vem estudando e desenvolvendo modelos matematicos ca-
pazes de representar o comportamento de determinadas espécies, levando em conta
alguns fatores, como a interagao entre as mesmas € com 0 meio onde vivem, em um
intervalo de tempo, tornando possivel prever a dinamica dessas populacoes, contri-
buindo no gerenciamento e na tomada de decisdes e, se necessario, controla-las.

O controle pode ser feito de diversas formas, entre as mais usuais, o controle
biol6gico e o controle com produtos quimicos. O controle biolégico € um mecanismo
natural que consiste na regulagao do crescimento populacional de plantas ou animais
pela intervengcao humana ou por inimigos naturais, podendo ser muito eficiente no
controle de pragas. Nesses casos, tem-se por objetivo o controle através do uso de
organismos vivos, como parasitas, predadores, patdgenos e outros concorrentes da
praga.

A escolha da estratégia de controle requer informacdes sobre a fauna e a flora exis-
tentes no ambiente, devido ao possivel dano ecoldgico que essa intervencao pode de-
sencadear momentaneamente ou futuramente. Também sdo avaliadas a viabilidade,
tanto bioldgica como financeira, da implementagao do método de controle.

A técnica de controle bioldgico é relevante do ponto de vista da sustentabilidade
pois, ao contrario do controle com produtos quimicos (pesticidas e agrotdxicos), tem
baixo custo de implementacao, além de ndo causar grandes danos ao ecossistema.
Outro ponto positivo € a contribuicdo da pratica na preservagcao do meio ambiente,
melhorando a saude e a qualidade de vida dos seres humanos.

Modelos populacionais vem sendo utilizados em diversas areas da ciéncias den-
tre as quais pode-se destacar as bioldgicas e as agrarias. E possivel descrever o

'Uma populagéo é constituida pelo conjunto de individuos de uma mesma espécie que ocupam um
territério comum e que sao capazes de interagirem entre si (PRICE, 1980).
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comportamento das populagdes interagindo no seu habitat ou com outras espécies,
através da modelagem matematica. As interacdes entre elas podem ser classificadas
dependendo da relagao existente entre as espécies e a chance de sobrevivéncia na
convivéncia em ambiente. Pode-se destacar as interagoes: negativas, que caracteri-
zam competicao direta sobre os recursos ou predacao, onde uma espécie (predador)
consume a outra espécie (presa); e positivas, como o comensalismo, onde a existéncia
de uma espécie nao afeta a outra, ou o mutualismo onde as duas espécies tém be-
neficios uma com a outra (KOT, 2001).

Esses diferentes tipos de relagées sao representados por modelos matematicos,
cuja utilizagao permite uma avaliacao qualitativa e quantitativa do impacto da interacao
em diferentes populagdes, sejam elas populagdes de atomos ou moléculas, neurénios,
bactérias, pragas ou individuos infectados. Isso ressalta ainda mais a importancia do
estudo desses modelos.

Na Biomatematica, descrever em forma de equacoes diferenciais (equagdes dife-
rencias ordinarias (EDOs) e equacoes diferencias parciais (EDPs)), o comportamento
dinamico e complexo de populagdes, resulta em questdes interessantes, tanto de na-
tureza bioldgica, quanto de natureza puramente matematica. Na maioria dos casos
obtém-se problemas nao lineares, cuja resolugcao possui um grau elevado de complexi-
dade do ponto de vista matematico. Em outros casos, consegue-se formular algumas
consideracdes sem necessariamente conhecer a solucao. Isso € possivel, por exem-
plo, realizando uma analise qualitativa do fenémeno através da teoria de estabilidade
(EDELSTEIN-KESHET, 1988; KOT, 2001) e do método da perturbacdao (KEVORKIAN;
COLE, 1981; HOLMES, 2013).

A disposicao de individuos no espaco ao longo do tempo pode ser representada
através do modelo difusivo linear, que combinado com um termo de reacao (taxa
de crescimento intrinseco e interacao entre os individuos), constitui um modelo de
reacao-difusdo. Se esse termo depende da densidade populacional e satisfaz a
lei logistica, obtém-se uma EDP nao linear conhecida como a equacao de Fisher-
Kolmogorov (FISHER, 1937; KOLMOGOROV; PETROVSKY; PISKUNOQV, 1937), que
representa a dindmica espaco-temporal de uma espécie. A mesma ideia se aplica para
um sistema biolégico com duas espécies interagindo, em que a relagao entre elas é
do tipo presa-predador e o unico alimento do predador é a presa, que cresce até um
determinado nivel. Esse modelo é chamado de sistema de Lotka-Volterra modificado
com difusao (MURRAY, 2001, 2003).

Dessa forma, a presente pesquisa reitera a importancia do estudo desses modelos
matematicos de reacao-difusao, e busca aqui analisar, de forma detalhada, as prin-
cipais caracteristicas desses sistemas sem e com a aplicacao de controle bioldgico.
Além disso, a metodologia proposta nesse trabalho é original, e através da simulagées
computacionais realizadas, mostrou-se eficaz para resolver problemas de controle po-
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pulacional. Ainda pode-se acrescentar que as estratégias de controle adotadas sao
resultados passiveis de aplicagdes em ecossistemas.

1.2 Modelos matematicos de sistemas biologicos

Segundo BASSANEZI (2002), a modelagem matematica consiste na arte de trans-
formar problemas da realidade em problemas matematicos e resolvé-los, interpre-
tando suas solugdes na linguagem do mundo real. Surge da necessidade do ser
humano em compreender os fenGmenos que o cercam, de modo que possa interferir,
ou nao, no seu processo de construcao. Alia teoria e pratica, auxiliando no entendi-
mento da realidade através de aproximacgdes e de previsdoes de tendéncias e, a partir
disso, é possivel buscar meios para agir sobre ela e transforma-la.

A modelagem matematica parte da interpretacao de observagdes de fendmenos
reais, sejam eles fisicos, quimicos ou bioldgicos, e sua codificagdo em linguagem ma-
tematica. Nesse processo, sdo selecionadas as variaveis essenciais do problema e
formulados modelos matematicos, que sao representados por uma equagao ou por
um sistema de equacodes, cujas solugdes descrevem o comportamento de um deter-
minado fendmeno (LOGAN, 2014).

A partir disso, uma etapa muito importante dentro desse processo € a validagao
dos modelos, que devem ser testados, confrontando as solucdes e previsdes obtidas
com os valores encontrados no sistema real, através dos experimentos (OTTO; DAY,
2011). Nesse momento, pode-se ainda fazer ajustes no modelo se necessario, para
gue represente com maior precisao o fendémeno estudado.

No entanto, duas questdbes muito importantes precisam ser levadas em
consideragao na elaboragcao do modelo: a representacao realistica do problema; e,
a viabilidade da sua analise do ponto de vista matematico. Ou seja, o0 modelo precisa
ser suficientemente detalhado para que retrate o problema fisico com adequada pre-
cisao e, ao mesmo tempo, deve ser suficientemente simples para que a sua resolugao
seja possivel. E importante ressaltar que sdo validas tentativas de simplificagcdes
matematicas, desde que nao comprometam caracteristicas fundamentais do modelo
(MURRAY, 2001; OTTO; DAY, 2011; LOGAN, 2014).

Devido a essas simplificacoes e as condigdes que nao sao consideradas, 0 modelo
nao representa o fendmeno de maneira exata, em toda a sua complexidade, mas
pode-se obter uma boa aproximacao do que é observado na realidade.

Para a elaboracdo do modelo, precisa-se avaliar sob quais caracteristicas sera
tratado o fend6meno e, a partir disso, determinar quais as variaveis que serao estuda-
das de forma unidimensional ou multidimensional. Ha muitas maneiras de descrever
uma situacdo real: modelos analiticos ou modelos numéricos, macroscopicos ou mi-
croscopicos, qualitativos ou quantitativos, continuos ou discretos (OTTO; DAY, 2011).
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Contudo, cada escolha determinara os recursos e ferramentas adotadas, bem como
0s objetivos do estudo.

De acordo com RAFIKOV (2002), em dinamica populacional as informacgodes
biologicas sao transformadas em hipdteses tedricas basicas que alimentam concei-
tualmente um modelo matematico, cuja finalidade € descrever a evolugao temporal do
sistema a partir de cada dado inicial.

Com base nessas premissas, na busca de um modelo que melhor se adequasse a
situacao real, por volta de 1798, Thomas Robert Malthus (1766-1834) (KOT, 2001) pre-
viu o crescimento da populagdo em progressao geométrica, criando o chamado mo-
delo de Malthus, ou também conhecido como modelo de crescimento/decrescimento
exponencial (MALTHUS, 1798). Nesse modelo, considera-se que a taxa de variacao
da populacdo em relacdo ao tempo é proporcional a populagao existente. Por-
tanto, N = N(t) determina a populagdo no instante ¢, dN/dt é a taxa de variagao
e (1/N)dN/dt € a taxa de variagao per capita dessa populagdo. Assumindo que todas
as mudangas nessa populagao resultam de nascimentos e mortes e que a taxa de
natalidade per capita r; e a taxa de mortalidade per capita d sao constantes, tem-se:

1 dN
—— =7 — 1.1
N dt (&1 d7 ( )
A diferenca entre as taxas de nascimento e mortalidade per capita, r; — d, € conhecida
como a taxa intrinseca de crescimento, denotada por a, conforme KOT (2001). Pode-
se reescrever a equacao (1.3) como:

dN
> 1.2
o aN, (1.2)

coma = r; —d. A equagado (1.2) € uma EDO linear de primeira ordem, que possui
solucao:
N(t) = Noe™, (1.3)

onde N, é a populagdo inicial, isto é, no instante inicial t = 0 tem-se N(0) = Nj .
Desse modo, conclui-se que:

e Se a > 0, a populacao cresce e continua aumentando infinitamente, conforme ¢
aumenta;

e Se a < 0, a populagao se reduzira e tendera a 0 ao longo do tempo, o que
caracteriza a extingao da espécie.

Contudo, o modelo de Malthus nao considerava fatores limitantes para esse cres-
cimento, como a falta de recursos essenciais (por exemplo, agua, alimento e espaco
vital), o que comprometia o bom funcionamento do modelo com o passar do tempo.
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Mais tarde, em 1838, o matematico Pierre Verhulst (1804-1849) (KOT, 2001),
prop6s uma generalizacdo do modelo de Malthus que leva em conta essas restrigoes
ambientais. O crescimento logistico, € um pouco mais complexo que o crescimento
exponencial, pois nele esta inserido o conceito de competicdo intraespecifica?, con-
forme (EDELSTEIN-KESHET, 1988) .

Inicialmente, a populagao apresenta um crescimento exponencial, contudo, a me-
dida que cresce a competicao intraespecifica aumenta e a taxa de crescimento per
capita diminui linearmente, e encontra-se:

%Z—]j:a(l—%). (1.4)

Essa diminuicao da taxa de crescimento per capita pode ser interpretada como
uma forma simples de regulacao dependente da densidade, e consequentemente
quando ela cai para zero, a populacdao atinge um patamar de equilibrio, chamado
de capacidade de suporte do meio, representando por K, no qual o numero de mor-
tes e nascimentos se torna constante. Pode-se acrescentar que esta correlacionada
com restricoes de espaco, meio nao propicio para o desenvolvimento da espécie e até
mesmo pela falta de alimento.

Esse modelo € conhecido como modelo de Verhulst, ou equagdo de crescimento
logistico, cuja taxa de crescimento € uma fungao quadratica dada por aN (1 — N/K)
(VERHULST, 1838, 1845). Assim tem-se:

d—N:aN(l—E). (1.5)

A equacao (1.5) € uma EDO nao linear que possui solucado analitica exata. Con-
siderando que N(0) = N, é a populagao inicial, encontra-se a solugao através do
método de separacao de variaveis ou pelo método de Bernoulli e tem-se:

NoK

N(t> = <K_N0)e—at+N0'

(1.6)

Nesse modelo, é possivel observar que quando ¢ — oo a populagdo cresce até
um determinado limite K suportavel pelo ambiente em que esta inserida, fazendo com
que o crescimento populacional estabilize ao longo do tempo.

No inicio do século XX, o fisico Alfred J.Lotka (1860-1949) (MURRAY, 2001) e 0 ma-
tematico Vito Volterra (1860-1940)(MURRAY, 2001) publicaram em 1925 e 1927, res-
pectivamente, trabalhos diferentes sobre dinamica populacional, no entanto, possuiam
a mesma modelagem. Volterra prop6s um modelo simples para a predacao de uma

2A competicdo intraespecifica é uma interagdo em ecologia de populagdes, na qual membros da
mesma espécie competem por recursos limitados (PRICE, 1980).
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espécie por outra, para explicar os niveis oscilantes das capturas de peixes no mar
Adriatico. No mesmo periodo, Lotka também publicou um modelo que represen-
tava uma reacao quimica hipotética, que poderia exibir comportamento periddico nas
concentracdes quimicas (LOTKA, 1925; VOLTERRA, 1927).

A partir de entdo, ndao s6 considera-se o crescimento de uma determinada
populagao, mas acrescenta-se ainda a interagao dessa populagao com um eventual
inimigo natural da cadeia alimentar, constituindo um modelo do tipo presa-predador.
Se z4(t) € a populagao de presas e x»(t) a do predador, no tempo ¢, entdo o modelo
de Lotka-Volterra é dado por:

% =1z (a — bxg),

d (1.7)
T2

= Tg (cpry — d)

onde a, b, ¢, € d sao constantes positivas, onde b e ¢, sao termos que medem 0s
efeitos da interacao de presas e predadores e d a taxa de mortalidade de predadores.

E possivel fazer algumas consideragdes sobre esse modelo, conforme (MURRAY,
2001):

e A presa, na auséncia de qualquer predacao, ou seja x, = 0, cresce sem limites
com crescimento malthusiano;

e O efeito da predacao é reduzir a taxa de crescimento per capita da presa por um
termo proporcional as populagdes de presas e predadores, que corresponde ao
termo —bxxs;

e Na auséncia de qualquer presa, a taxa de mortalidade do predador resulta em
uma exponencial decrescente, ou seja, 0 termo —dxs;

e A contribuicdo da presa para a taxa de crescimento dos predadores € c,z;z2, OU
seja, é proporcional a quantidade de presas disponivel, bem como ao tamanho
da populacao de predadores;

e Os termos =z, podem ser interpretados como a conversao de energia de uma
fonte para outra, onde: bz z, é a retirada de presas e c,z,z, € acumulado de
predadores.

Pode-se considerar mais de duas espécies interagindo no sistema bioldgico, e as-
sim tém-se as equagoes de Lotka-Volterra dadas pela forma geral:

dl’i - .
di = T; (ai —;bljﬂf]) Onde 1 = 1,2,...,71, (18)
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onde z; € a densidade da espécie i no tempo ¢, as presas, z; € a densidade da espécie
j no tempo ¢, os predadores, n € 0 numero de espécies interagindo no sistema, a; é a
taxa de crescimento intrinseco ou mortalidade e b;; representa as taxas de predagao
(MURRAY, 2001).

Esse modelo que retrata a interacdo entre duas ou mais espécies € composto
por EDOs nao lineares de primeira ordem, que nao possui solugao analitica exata.
E muito utilizado para descrever dinamicas nos sistemas bioldgicos, principalmente
guando duas espécies interagem, uma como presa o outra como predadora.

Nesse tipo de interagdo, nota-se a formagao de um ciclo biologico, que pode ser
descrito em quatro momentos: primeiro ha um elevado crescimento de presas; em
segundo, devido a abundancia de alimento (presas), ha uma crescimento significativo
de predadores; em terceiro, como aumentou a populagao de predadores, comega a
escassez de alimentos (aumento da taxa de mortalidade das presas); e em quarto,
devido a falta de alimento, a taxa de mortalidade do predador aumenta. E o ciclo se
reinicia, pois, com a existéncia de poucos predadores a populagao de presas volta a
crescer novamente.

Pode-se notar que no modelo de Lotka-Volterra (1.8), na auséncia de predadores,
a populagcao de presas cresce sem restricoes (infinitamente) o que nao representa
um sistema bioldgico real, pois elas enfrentardao problemas de espaco e escassez de
alimento e, consequentemente o crescimento da populacao de presas acaba sendo
limitado. Além disso, o modelo de Lotka-Volterra classico é estruturalmente instavel.
Segundo (KOT, 2001; MURRAY, 2001), uma pequena perturbacao em uma solucao
periddica leva a solucdo para outra trajetoria que pode nao estar proxima da original.

Portanto, consegue-se modificar o sistema de Lotka-Volterra (1.8) considerando o
modelo de crescimento logistico (1.5) e obtém-se:

dxq T

%‘“‘“’(1_?)_(’”’ .
W2 o),

dt

gue é o sistema de Lokta-Volterra modificado (KOT, 2001).

Contudo, ambos os modelos apresentam algumas limitagdes, pois nao descre-
vem por inteiro a complexa relagao dos individuos envolvidos no meio ambiente, uma
vez que nao consideram nenhum outro fator externo, como condicdes geografica e
climaticas, por exemplo.

Com o propésito de descrever a dinamica populacional de forma mais realistica,
considera-se, conforme encontra-se em KOT (2001) e EDELSTEIN-KESHET (1988),
além da densidade populacional no tempo continuo, o espalhamento dessas espécies
em uma regiao no espago.
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Em termos matematicos, essa situacao é descrita por EDPs, cujas solugdes sao do
tipo w(x, t), se considerarmos apenas uma dimensao, w(z, y, t) para duas dimensoes e
w(z,y, z,t) para trés dimensdes. E ainda, modelos que utilizam EDPs podem ser inde-
pendentes do tempo, mas dependentes da variavel espacial, sendo entdao chamados
de estaticos ou estacionarios. Nesse trabalho, os modelos utilizados sao dependentes
do tempo, em um regime continuo, e do espaco unidimensional.

Em dinamica populacional, as EDPs utilizadas vém do principio de conservacgao,
que é a formulacdo matematica que estabelece a taxa com a qual a quantidade de
uma grandeza varia em um certo dominio, conforme € ilustrado na figura 1.

Variacdo de Taxa de entrada Taxa de saida
densidade = (imigracdo) = (emigracdo)
populacional
Taxa de
+ Mascimento/ - Ta:u:alde
Natalidade mortalidade

Figura 1: Formulacao do principio de conservacao. Fonte: adaptado (LOGAN, 2014).

Matematicamente, a equacdo diferencial basica obtida do principio de
conservacao, que descreve localmente a relacao entre variagcdbes em densidade e
variagoes em fluxo é dada por:

ow ¢

—=—-——+F 1.10

at ~ or (1.10
para todo = e t no dominio do problema e F' € o termo fonte (EDELSTEIN-KESHET,
1988).

O termo fonte pode depender das variaveis independentes, espaco e tempo, bem
como da variavel dependente: a densidade populacional. De fato, todas as equacgdes
de crescimento vistas até entdo podem ser aplicadas nesta configuragao. Na tabela 1
estao alguns exemplos de fontes considerando diferentes tipos de crescimento.

Para um periodo suficientemente curto em que a mortalidade e a reproducao sejam
insignificantes, assume-se F' = 0 e tem-se:

ow ol
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Tabela 1: Exemplos de termos fonte (F'). Fonte: adaptado (KOT, 2001).

Sem nascimentos/6bitos, apenas fluxo: F=0
Crescimento exponencial: F =aw
Crescimento logistico: F— aw (1 _ ﬂ)
K
Crescimento logistico (com variagao espa- 7o . w(z,t)
cial nos parametros): = a(z)w(z,t) | 1 - K (z)
Equacao de Hutchinson-Wright: t—
quag g F = aw(x,t) (1 _wlzt=7) T))
K
Efeito Allee: w w

Se a populagao estiver sendo transportada sobre algum escoamento que se move
com velocidade constante ¢, entdo o fluxo ¢(z, t) sera proporcional a densidade w(x, t),
ou seja:

o(x,t) = cw(z, t), (1.12)

que representa a taxa de fluxo de transito de individuos em um determinado tempo
e espaco. Pode-se substituir a equagao (1.12) na equagao (1.11) e encontra-se a
equacao de conveccao linear:

ow ow

E—’—C%:O’ r€eR, t>0. (1.13)

O modelo se refere ao transporte de particulas, agentes quimicos, animais, entre
outros, por movimento de massa em um meio de suporte (vento, agua, sangue...)
caracterizado pelo movimento volumétrico. Assim, a distribuicado inicial da densidade
w, OU seja, a condicao inicial w(z,0) = wy(z), conserva-se ao longo do tempo, e se
translada para a direita com velocidade c. Isso significa que durante um periodo de
tempo ¢, cada individuo se move sobre uma distancia ct.

Dessa forma, a solugao da EDP de conveccgao (1.13) é dada por:

w(z,t) = wo(x — ct), (1.14)

em que = — ct € uma translacao da posicao x por uma quantidade ct para a direita de
x se ¢ > 0. Esse comportamento caracteriza o avango dos individuos em forma de
onda que viaja sem mudar a sua forma, conhecida como solu¢ao do tipo onda viajante
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(EDELSTEIN-KESHET, 1988; MURRAY, 2001; KOT, 2001; LOGAN, 2008, 2014).

Contudo, substituindo a relagcao constitutiva (1.12) na equagao de conservagao
com fonte (1.10) encontra-se uma equacgao de conveccao mais geral conhecida como
equacao de reacao-convecgao que possui a forma:

—+c—=F, z€R, t>N0. (1.15)

Pode-se considerar por exemplo, que F' seja um sumidouro da forma: F = —kw(z,1)

e tem-se:
ow ow

o or
onde k é uma constante. Considerando a condi¢ao inicial w(x,0) = wy(x) a solugao
da EDP de reacao-conveccao (1.16) € dada por:

= —kw(z,t), z€R, t>0, (1.16)

w(z,t) = wy(z — ct)e ™, (1.17)

que corresponde a uma onda viajante amortecida representando o decaimento com o
passar do tempo.

Na dinamica de populagdes, além da propagacao de individuos por advecgao e
reacao-adveccao, tem-se o transporte por difusdo. Teoria classica, fundamentada por
Adolf Eugen Fick (1829-1901), modela a movimentagao aleatéria de matéria. E cons-
tituida na relacao entre o fluxo e a densidade populacional em que se considera o
movimento no sentido da concentragcao mais alta para a mais baixa e o fluxo vai no
sentido oposto do gradiente de concentragao, ou seja, o fluxo ¢(x,t) é proporcional
ao gradiente da densidade w(x, t), dando origem a lei de Fick (EDELSTEIN-KESHET,
1988; KOT, 2001; MURRAY, 2001; LOGAN, 2014):

¢(x,t) = —D—, (1.18)

em que D é o coeficiente de difusdo e estima a intensidade que um individuo se
movimenta em um determinado meio. O sinal negativo indica que a difusao ocorre no
sentido da mais alta concentragao para a mais baixa.

Na lei de conservagao basica (1.11), substitui-se o fluxo de populagao (1.18):

ow 0 ow
T T (—D%) : (1.19)
e encontra-se a equacgao de difusao:
ow 0w
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em que D é constante. Se considerado ¢ = 0 e wy uma determinada espécie liberada
em uma posicao = = x,, a solugao € dada por:

_ _Wo [-(z—wo)?/4Dt]
w(zr,t) = ———e : 1.21
= ieDi (121)
Outro modelo que descreve a dinamica populacional é a equacao de conveccao-
difusao. Adicionando os fluxos de conservacao (1.12) e a de difusao (1.18) tem-se:
ow

o(z,t) = cw — D%, (1.22)

qgue pode ser substituida na lei de conservacao (1.11) e assim encontra-se:

ow 0 ow
o ew-DZE 1.2
ot~ ox (Cw ) ’ (1.23)

que com c e D constantes, pode ser reescrita na forma:

2
L (1.24)
conhecida como equacao de conveccao-difusao.

Pode-se ainda acrescentar, a dinamica de dispersao de populacdes, modelos que
consideram escalas de tempo no qual os individuos sao capazes de se reproduzir
caracterizando a existéncia de um termo fonte na equacao. Assim, considera-se a lei
de conservacgao basica com o termo fonte (1.10) e um fluxo difusivo (1.18), tem-se a
equacao diferencial:

a—w:DaQ—w—i-F(:ctw). (1.25)
ot Ox? Y

Se o termo fonte for F(z,t,w) = f(w), em que f(w) caracteriza a cinética de
reacao, que correspondem as taxas de nascimento e ou reprodugao (EDELSTEIN-
KESHET, 1988; MURRAY, 2001), origina o modelo de reagcao-difusao:

2
%—ZD :D%Jrf(w). (1.26)

A fungao f(w) pode conter dados como: taxas de crescimento intrinseco, imigragao

ou predacao. Para representar o crescimento exponencial, considera-se kw, € assim

tem-se a equacao da difusao-crescimento:
ow 0%w
R 1.27
ot Ox? ’ ( )

como também, pode representar a taxa de mortalidade, migragao ou colheita. Con-
siderando o termo —kw para o decrescimento exponencial, obtém-se a equacao da
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difusao-decaimento:
— =D— — kw. (1.28)

em que k é uma constante.

E ainda, o termo fonte pode ser nado linear, do tipo logistico, conforme o modelo de
Verhulst (1.5) e encontra-se a equacao de Fisher-Kolmogorov (EDELSTEIN-KESHET,
1988; KOT, 2001; MURRAY, 2001; DE VRIES et al., 2006):

— =D— +aw

ow 0*w (
ot ox?

1— %) . (1.29)

A equacao anterior foi proposta por R. A. Fisher em 1937 no trabalho FISHER
(1937), para estudar a disseminagcao de um gene em uma populagao. O crescimento
intrinseco é variavel devido ao termo a (1 — w/K) e atinge seu nivel maximo quando
w = 0 e é zero quando w = K. Essa equacao foi estudada também por KOLMOGO-
ROV; PETROVSKY; PISKUNQV (1937).

Pode-se reescrever a equagao (1.29) da seguinte forma:

2
88—2: :D%—I—w(a—bw), (1.30)
onde b = a/ K mede a competi¢cao entre os individuos da mesma espécie.

Os modelos compostos por EDPs analisados até aqui, consideravam apenas a
interagao de uma populagao especifica em um meio ao longo de um determinado inter-
valo de tempo. Pode-se ainda expandir esses conceitos para a andlise da interagao de
duas espécies entre si e com o meio. O modelo de Lotka-Volterra (1.9), que descreve
esse comportamento, possui limitagdes e nao abrange a dispersao de individuos.

Desse modo, acrescenta-se a modelagem desse sistema, a influéncia da variavel
espacial. Sera considerado que o movimento dos individuos no espaco ocorre de
forma aleatdria, que equivale considerar que as densidades populacionais obedecem
a difusao fickiana e assim, obtém-se o modelo de Lotka-Volterra modificado com di-
fusao:

ow w 0w
N = aw (1——) _bwU+D18x2’
v 9% (1.31)

que foi analisado anteriormente por DUNBAR (1986), EDELSTEIN-KESHET (1988),
KOT (2001) e MURRAY (2003). Aqui, w = w(z, t) representa as presas e v = v(z,t) 0S
predadores em fungao do tempo e do espago, K é a capacidade de suporte da presa,
a a taxa de crescimento intrinseco da populagao de presas, b e ¢, sd0 as taxas que
medem os efeitos da interacao de presas e predadores, d a taxa de mortalidade de
predadores, D, é coeficiente de difusdo das presas e D, o coeficiente de difusdo de
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predadores.

Pode-se destacar que nesse sistema, a Unica fonte de alimentacao do predador
€ a presa. Assim quando w = 0, indicando auséncia de presas, a populacao de
predadores diminui e a segunda equacao do sistema (1.31) torna-se a equacgao de
difusdo-decaimento (1.28).

Essa mesma analise pode ser feita considerando v = 0. Com a auséncia de pre-
dadores as presas tém crescimento logistico e a primeira equagao do sistema (1.31)
se reduz a equacao de Fisher-Kolmogorov (1.29) para uma espécie.

Além dos modelos apresentados anteriormente, que tém por objetivo descrever o
comportamento natural de determinadas populagées, ainda pode-se analisa-los sob a
influéncia de funcdes de controle, com o objetivo de preservar espécies ameacadas,
bem como controlar o crescimento de populacdes que sao prejudiciais a determinadas
atividades humanas como, por exemplo, inserir uma estratégia de controle em uma
lavoura para reduzir a quantidade de pragas.

Depois de mencionar os modelos anteriores e analisar algumas caracteristicas im-
portantes sobre eles, destaca-se que a equagao de Fisher-Kolmogorov, que repre-
senta a interacao de uma espécie com o meio onde vive, e o sistema de Lotka-Volterra
modificado com difusdo, que representa a interagao de duas espécies do tipo presa-
predador, sdo modelos de reagao-difusao classicos, discutidos nos principais livros de
biomatematica: HASTINGS (1977); EDELSTEIN-KESHET (1988); MURRAY (2003,
2001); KOT (2001); DE VRIES et al. (2006); OTTO; DAY (2011). Devido a isso, es-
ses modelos também serdo objetos de estudo neste trabalho, com o diferencial da
aplicacao de controle bioldgico.

A préxima secao é dedicada a uma revisao bibliografica sobre estudos importantes
da teoria de controle aplicada a sistemas bioldgicos.

1.3 Modelos bioldgicos com controle

No século XX, os primeiros problemas do controle 6timo de pragas foram consi-
derados por GOH (1969) e GOH (1980) para alguns casos particulares de modelos
presa-predador. No trabalho de RAFIKOV; MALEICO (2000) foi formulado o problema
de controle 6timo para sistemas generalizados presa-predador a fim de transferir o sis-
tema biologico do estado inicial para um estado final, em que a populagao de pragas
nao cause danos econémicos. Além disso, as funcdes de controle entram no sistema
de forma nao linear e o problema foi resolvido através da aplicacao do principio do
maximo de Pontryagin (PONTRYAGIN et al., 1962; NAIDU, 2003)

Nesses casos, as fungdes de controle sao quantidades de pragas retiradas e/ou
predadores introduzidos no biossistema, controlando-o e levando-o ao estado final
durante um curto periodo de tempo, suficientemente menor que o necessario para a
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praga causar danos, conseguindo atingir o estado de equilibrio desejado.

Assim, para manter o sistema nesse ponto de equilibrio é necessario fazer a re-
tirada de espécies de pragas e/ou introduzir inimigos naturais em determinados mo-
mentos. FELTRIN; RAFIKOV (2002) proporam uma estratégia de controle 6timo de
pragas somente através de introdugao de inimigos naturais (predadores) para um caso
particular do sistema de Lotka-Volterra, o que torna a pratica do controle biol6gico mais
viavel.

Nesse mesmo periodo, formulagcées do problema de controle 6timo de sistemas
populacionais importantes, envolvendo EDOs, foram propostas por RAFIKOV (2002),
cujo trabalho propds a aplicacao de teoria de controle étimo em dinamica populacional
para sistemas que apresentam dinamica caotica, considerando somente uma fungao
de controle. Nos trabalhos de RAFIKOV; BALTHAZAR (2003) e MOLTER; RAFIKOV
(2004) foram consideradas varias estratégias de controle 6timo em um sistema de
Lotka-Volterra de duas presas e um predador, encontrando fungoes de controle nao
lineares. Ja no trabalho de TUSSET; RAFIKOV (2003) encontrou-se o controle 6timo
linear para sistemas presa-predador generalizados.

No trabalho de RAFIKOV; BALTHAZAR (2004) foi proposto uma metodologia para
encontrar o controle 6timo linear realimentado. Nesse estudo, foram encontradas as
condicdes que garantem a aplicagdo do controle linear em sistemas nao lineares. E
importante ressaltar que na teoria de controle existem dois tipos de problemas: o
controle de malha aberta, cuja fungao de controle 6timo u(¢) € encontrada como uma
funcao do tempo que determina uma trajetéria 6tima correspondente a uma condigao
inicial do sistema, e o controle de malha fechada em que a funcao de controle 6timo
u(z,t) depende do tempo e da variavel de estado, levando o nome de controle com
realimentacao, e pode ser aplicado para qualquer condicao inicial.

Considerando ainda as ideias do trabalho de RAFIKOV; BALTHAZAR (2004), se as
variaveis do sistema sao desvios do regime desejado, o controle 6timo estabiliza o sis-
tema em torno da trajetdria desejada, minimizando o funcional que caracteriza os des-
vios quadraticos da trajetoria e do controle do regime desejado. Fatores como o valor
limiar de danos que uma praga pode causar, bem como a quantidade de predadores
para controlar o crescimento de pragas, sao obtidos na maioria das vezes através de
dados experimentais, ou fornecidos por especialistas em controle bioldgico.

Em trabalhos recentes foram aplicadas técnicas de controle nao linear no controle
biologico de pragas. Por exemplo, os trabalhos de RAFIKOV; BALTHAZAR; VON BRE-
MEN (2008) e o de MOLTER; RAFIKQOV (2014) objetivam aplicar métodos da teoria de
controle 6timo e da teoria dos sistemas dinamicos na modelagem matematica do con-
trole biolégico de pragas, formulando um problema de controle nao linear realimentado
para sistemas ndo-lineares, a fim de obter a melhor estratégia de controle somente
através da introdugdo de inimigos naturais.
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Nos artigos de EL-GOHARY; YASSEN (2001) e EL-GOHARY; AL-RUZAIZA (2002)
discute-se o problema do controle 6timo para o estado estacionario do modelo de
Lotka-Volterra. As condicoes da estabilidade assintotica do estado estacionario deste
modelo sao usadas para obter as fungoes de controle no estado 6timo. A lei de con-
trole ideal é obtida das condicées que garantem a estabilidade assintotica do estado
de equilibrio deste modelo usando a fungao de Lyapunov. Nesses trabalhos, a solugao
geral das equacoes do estado perturbado é obtida em funcao do tempo. Além disso,
o controle 6timo também é aplicado para alcancar a sincronizagao de estados de dois
sistemas idénticos do sistema de Lotka-Volterra.

Em TANG; CHEKE (2008), tem-se uma aplicacdo de controle em um sis-
tema Lotka-Volterra considerado um sistema biologico envolvendo hospedeiro-
parasitoides*. S&o discutidas estratégias de controle que mantenham o nivel de hos-
pedeiro abaixo do limite econdmico, e como resultado constatou-se que a modelagem
usada pode ajudar no desenvolvimento de estratégias de controle apropriadas e a
tomar decisdes de gerenciamento, visto que através do modelo (sistema de Lotka-
Volterra) resulta possivel prever os efeitos de invasao da praga, por exemplo.

Quanto ao controle de sistemas bioldgicos com reacao-difusao, ainda ha poucos
trabalhos que utilizam técnicas de controle especificas. Em geral, os trabalhos incluem
o controle nesses modelos somente para casos lineares, como é apresentado em
RAY (1981) e em LI; QI (2011). O desenvolvimento dessa técnica é denominada de
sistemas com distribuicao de parametros. Nessa metodologia é apresentado toda a
teoria de controle para EDPs lineares, onde se inclui fungdes de controle também
lineares.

Ja para sistemas nao lineares com reacao-difusao aplicados a sistemas bioldgicos,
pode-se destacar o trabalho de DUAN (2016), que propde um problema de controle
o6timo sob condicdes de contorno para a equacao de Fisher-Kolmogorov estendida.
No entanto, neste trabalho ndao ha uma aplicacao estabelecida, apenas a formulacao
e demonstracao de alguns teoremas da existéncia de solugdes 6timas do problema de
controle.

Neste trabalho serao utilizadas algumas técnicas de controle linear realimentado
para sistemas nao lineares, que seguem, de modo geral, as ideias de RAFIKQV;
BALTHAZAR (2004, 2005, 2008); RAFIKOV; BALTHAZAR; VON BREMEN (2008) para
aplicacao do controle.

“Parasitdides sdo seres que parasitam outros organismos impedindo-os de atingir a fase adulta de
reproducdo. Passa um importante periodo fixado a superficie ou no interior de um Gnico hospedeiro,
levando-o a 6bito (PRICE, 1980).
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1.4 Obijetivos e organizacao do trabalho

O objetivo geral desse trabalho € analisar sistemas biolégicos cujo comportamento
dinamico das populagdes envolvidas € descrito pelos modelos de reacao-difusao:
equacao de Fisher-Kolmogorov e sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao, e
através da metodologia aqui proposta de forma inédita, aplicar estratégias de controle,
a fim de levar o sistema ao equilibrio desejado e abaixo de danos econémicos e/ou
biologicos.

Os objetivos especificos sao:

e Estudar modelos classicos da biomatematica, envolvendo EDOs e EDPs, ja exis-
tentes na literatura;

e Trabalhar com técnicas de controle lineares para sistemas nao lineares aplicadas
ao controle de populacoes;

e Estudar o modelo de reacao-difusao para uma espécie (equacado de Fisher-
Kolmogorov) e para duas espécies (sistema de Lokta-Volterra modificado com
difusao) e entender o comportamento das espécies envolvidas através da analise
de estabilidade e de métodos de perturbacao.

e Aplicar técnicas de controle nos modelos de reagao-difusao, para estabilizar os
sistemas nos niveis desejados e as densidades das populagdes abaixo do niveis
de danos econdmicos e/ou biolégicos;

e Apresentar simulagées computacionais como resultado das estratégias de con-
trole, considerando aplicacoes em ecossistemas.

Estrutura da dissertacao

Esse trabalho esta organizado em nove capitulos, que em sintese sao apresen-
tados da seguinte forma: introducao, conceitos e métodos preliminares, teoria de
controle, estudo da equacao de Fisher-Kolmogorov, estratégias de controle para a
equacao de Fisher-Kolmogorov, estudo do sistema de Lotka-Volterra modificado com
difusao, estratégias de controle para o sistema de Lotka-Volterra modificado com di-
fusdo, consideragodes finais, trabalhos em andamento e perspectivas futuras. Além
disso, tém-se as referéncias bibliograficas e os anexos A, B e C.

O capitulo 1 apresenta a motivacao do trabalho retratando a importancia da
utilizagao do controle biolégico para a saude e a preservagao ambiental, bem como a
relevancia do estudo aqui realizado no ambito bioldgico e matematico. Além disso, na
segunda secao encontra-se uma revisao bibliografica da evolucdo dos modelos que
descrevem a dinamica populacional, e na terceira se¢ao, essa revisao € complemen-
tada com o desenvolvimento ao longo do tempo da teoria de controle. Além disso,
tém-se os objetivos do trabalho bem como a organizagao aqui apresentada.
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Alguns conceitos basicos, teorias e métodos utilizados no estudo da equacgao de
Fisher-Kolmogorov e do sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao sao intro-
duzidos no capitulo 2. Mais especificamente, encontram-se as ideias fundamentais e
alguns conceitos basicos da teoria de solucao por onda viajante, que é a metodologia
seguida nesse trabalho, bem como algumas aplicagdes em modelos classicos como
o de advecgao e o de difusao. Além disso, tém-se: os principais conceitos do método
da perturbagcdo bem como os problemas de perturbacao singular e regular; a teoria
de transformada finita de Fourier (TFF); e por fim faz-se uma apanhado geral do teoria
de controle 6timo e enuncia-se o principio do maximo de Pontryagin.

No capitulo 3 introduz-se alguns conceitos e definicdes da teoria de controle étimo
linear realimentado para sistemas lineares e nao lineares, bem como a técnica de
controle linear realimentado que utiliza o principio do maximo. Esse capitulo, de cunho
teorico, servira como base para as aplicacoes realizadas nos capitulos 5, 6 e 8.

No capitulo 4 apresenta-se o estudo de modelo de reacao-difusdo para uma
espécie: a equacao de Fisher-Kolmogorov, que descreve a interacdo de uma
populagdo com o meio. Considera-se a existéncia de uma onda que viaja sem mu-
dar a sua forma, que reduz a EDP para uma EDO, assim, permitindo a aplicacao da
teoria de estabilidade para uma analise qualitativa do comportamento das solugées
e possibilitando encontrar uma solugao analitica aproximada através do método da
perturbacao.

A aplicacao do controle 6timo linear realimentado no modelo de Fisher-Kolmogorov
em um sistema biolégico de plantas é mostrada no capitulo 5. Utiliza-se a teoria de
onda viajante e diferentes técnicas da teoria de controle linear realimentado, aborda-
das no capitulo 3, com o propoésito de encontrar fungdes de controle que estabilizem
o sistema bioldgico, levando-o para o equilibrio desejado.

No capitulo 6 é apresentada outra estratégia de controle para o sistema biolégico
de plantas aquaticas, que é descrito pela equacao de Fisher-Kolmogorov, conside-
rando as ideias e a aplicacao do principio do maximo de Pontryagin desenvolvidas por
COSTA et al. (2003). Nesse caso, a introducao de uma funcao de controle no sistema
é feita da mesma forma e com a mesma estrutura da funcao de controle introduzida
no modelo logistico.

No capitulo 7 apresenta-se o estudo do sistema de Lotka-Volterra com difusao,
que descreve a interacao do tipo presa-predador para duas espécies, em que a unica
fonte de alimento do predador € a presa. Aqui, também tem-se a presenca de ondas
viajantes, o que torna possivel simplificar o sistema de EDPs em um sistema de EDOs
e a aplicacao da teoria de estabilidade para uma analise qualitativa do comportamento
das solucoes.

Aplicagao de controle étimo linear realimentado no sistema de Lotka-Volterra mo-
dificado com difusao encontra-se no capitulo 8. Utiliza-se o sistema de Lotka-Volterra
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reduzido pela teoria de onda viajante, composto por EDOs, cujos procedimentos foram
realizados no capitulo 7, para aplicacao da teoria de controle 6timo linear objetivando
encontrar funcdes de controle que estabilizem o sistema bioldgico, levando o sistema
para o equilibrio desejado.

E por fim, tém-se as consideragdes finais, bem como sdo mencionados os traba-
lhos em andamento, as perspectivas futuras, as referéncias utilizadas na elaboracao
do mesmo, e os anexos. O anexo A contém a teoria de estabilidade de Lyapunov, o
anexo B dois teoremas importantes na teoria de controle utilizada, assim como suas
demonstragdes, e 0 anexo C contém uma relagao de trabalhos apresentados e publi-
cados, como um dos produtos desta pesquisa.

O organograma que segue contém uma relagao dos capitulos apresentados an-
teriormente, com os quatro eixos principais desse estudo: o primeiro é o estudo da
equacao de Fisher-Kolmogorov, o segundo € a aplicacao de estratégias de controle
o6timo linear realimentado na equacao de Fisher-Kolmogorov, o terceiro é o estudo do
sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao, e o quarto € a aplicacao de uma es-
tratégia de controle 6timo linear realimentado no sistema de Lotka-Volterra modificado
com difusao.

E possivel observar que os 3 blocos de contorno preto continuo sio os 3 primeiros
capitulos que contém a teoria, definigcdes, conceitos e técnicas que dao embasamento
no estudo da equacao de Fisher-Kolmogorov, e consequentemente, na aplicacao de
controle populacional em sistemas bioldgicos (blocos com contorno cinza claro ponti-
lhado), da mesma forma que dao suporte para o estudo do sistema de Lotka-Volterra
modificado com difusao e a aplicacao de controle populacional. Em ambos os ca-
sos, serao realizadas aplicagdbes em sistemas biolégicos (bloco com contorno preto
e cinza). E por fim, o ultimo bloco ressalta os resultados obtidos com esse estudo,
os trabalhos que estdo em andamento e enuncia os proximos passos para trabalhos
futuros.
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[ Analise de sistemas bioldgicos com difusdo e controle populacional ]

!
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Figura 2: Organograma da organizacao do trabalho.



2 PRELIMINARES: ALGUNS CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo encontra-se um breve resumo de tépicos fundamentais que
compdem a base deste trabalho. Apresentam-se algumas ideias e conceitos basicos
da teoria de solucao por onda viajante (secao 2.1), bem como alguns exemplos, e apés
isso discute-se 0 método da perturbacao (secao 2.2). Também tém-se definicdes da
transformada finita de Fourier (TFF) (secao 2.3), e por fim, aborda-se ideias funda-
mentais da teoria de controle com a formulacao do problema de controle 6timo na
forma de Mayer e a aplicacao do principio do maximo de Pontryagin (secao 2.4).

2.1 Solucao por onda viajante

A propagacao de ondas esta presente em diversas areas da ciéncia como por
exemplo em mecanica dos fluidos (ondas de agua, aerodinamica e meteorologia),
na acustica (ondas sonoras no ar e em liquidos), na mecanica de solidos (ondas de
tensao e terremotos), na fisica (éptica, eletromagnetismo, mecanica quantica), na bio-
logia (propagacgao de doengas, dispersao populacional, transmissao do sinal nervoso),
em meios porosos (dindmica das aguas subterraneas, migracao de contaminantes) e
na quimica (ondas de combustao e detonacao) (LOGAN, 2008).

Esses exemplos de fendbmenos de propagacao na forma de ondas ou frentes de
onda sao resolvidos matematicamente, considerando uma onda que nao muda de
forma e viaja com velocidade constante, o que € pouco provavel na natureza. Contudo,
essa simplificacao representa uma aproximacao daqueles problema de propagacao,
algumas vezes boa e outras vezes de forma grosseira.

Desse modo, a solugao de onda viajante € um conceito matematico, constituindo
uma solucao especial(particular) da equacao diferencial e nao é a solu¢ao da equacgao
diferencial em si.

Sob o olhar matematico, uma das grandes vantagens do método € converter uma
EDP em uma EDO ou também uma EDO em uma funcdo f, por exemplo. Nas
proximas subsecdes, serao abordadas: a metodologia para uma solugao do tipo onda
viajante, bem como exemplos da aplicacao da solucao do tipo onda viajante em EDPs
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classicas (adveccgao, onda e difusao).

2.1.1 Metodologia para uma solucao tipo onda viajante

Uma forma simples de expressar uma onda viajante através de termos ma-
tematicos é:

f(z,t) = folx — ct). (2.1)

onde interpreta-se a densidade f como a for¢a do sinal. Em ¢t = 0 a onda tem a forma
de fo(x), que é seu perfil inicial. Entao fy(x — ct) representa o perfil de onda no tempo
t, que é justamente o perfil inicial transladado para a direita ¢t unidades espaciais,
conforme pode-se observar na Figura 3. A constante ¢ representa a velocidade de
onda que nao é conhecida. Dessa forma a onda (2.1) caracteriza uma onda que viaja
para a direita com velocidade c.

£l

fo(x) fo(x-ct)

o o e W

ct

> X

Figura 3: Perfil de onda que viaja para a direita com velocidade constante c¢. Fonte:
adaptado (LOGAN, 2008).
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folx-ct)
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X - ¢t = const. - P
.-"'"H
|%, - -
-
_,.,-n"

Figura 4: Onda viajante da figura 3 representada em f, z,t. Fonte: adaptado (LOGAN,
2008).

De forma similar, se f(z,t) = fo(x + ct) tem-se uma onda que se desloca para a
esquerda com velocidade c. Esses tipos de ondas se propagam sem distorcoes ao
longo de uma linha reta x — ¢t = cte, da mesma maneira que x + ct = cte no tempo-
espago, onde cte € uma constante qualquer.

Uma questao pertinente a se considerar aqui é se existe uma solucao do tipo onda
viagjante para uma dada EDP. A resposta é positiva contanto que satisfaga algumas
condigdes. O procedimento geralmente é formulado sem considerar as condi¢des ini-
ciais, pois aqui o tempo é considerado usualmente como variante de —oc a +o, € as-
sim, a onda existe para todos os tempos. Além disso, precisa satisfazer as condi¢coes
de contorno dadas da forma:

f(—o0,t) =cte e f(4o00,t)=cte. (2.2)

A solugao por frente de onda € uma solugdo do tipo onda viajante, da forma
f(z,t) = fo(x —ct)ou f(x,t) = fo(x + ct), sujeita as condi¢des (2.2) constantes (ndo
necessariamente a mesma constante). Assume-se também que a funcao f, tem o
grau de suavidade necessario definido pela EDP (C*(R), C*(R),...), ou seja, a fungéo
fo precisa ser diferenciavel quantas vezes for a ordem da EDP.

A ideia principal € substituir a forma f(z,t) = fo(x — c¢t) na EDP e transforma-la
em uma EDO para o perfil de onda desconhecido fy(z), que € uma fungdo de uma
Unica variavel z = x — ct, interpretada como uma coordenada em movimento. Na
figura 5, € possivel observar que a fungéo f(z,t) € uma onda viajante se existe um
sistema coordenado movendo-se com velocidade constante c tal que f(z,t) = fo(2)
onde z = x — ct.
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Observador
estacionario

fo(2)

Observador
em movimento

f(x.1)

Observador
estacionario

Observador
em movimento

fo (2)

Figura 5: Onda viajante estacionaria e em movimento descritas em: a) t = 0; b) t = 1.

Fonte: adaptado (EDELSTEIN-KESHET, 1988).

Para realizar a substituicao, € necessario calcular as derivadas de f em relagao a
z através da regra da cadeia. Como por exemplo:

fir = fo(2)z = —cfy(2), (2.3)

fo = fo(2) 2 = fo(2), (2.4)

e a assim pode-se encontrar também:

Ju = CQf(;(Z), (2.5)

bem como essa ideia pode ser estendida para derivadas de ordem maiores.
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2.1.2 Exemplos de solucoes de EDPs por onda viajante

Para melhor compreensdao do método, considera-se aqui duas aplicagdes
classicas: a equacao de adveccao, a equacao de onda e a equacao de difusao.
2.1.2.1 Exemplo 1: Equacao de adveccao

A equacao de adveccgao, que é um exemplo simples de onda, € dada pela seguinte
EDP:
wy + cw, =0, (2.7)

e pode ser reduzida a uma EDO considerando w(z,t) = W(z), onde z = = — ct, € as
devidas em x e ¢ sao convertidas em derivadas ordinarias em z pela regra da cadeia:

wy=—cW'(2) e w,=W{z2). (2.8)
Substituindo (2.8) na EDP (2.7) encontra-se que a solucao é do tipo:

w(z,t) = W(z — ct), (2.9)

em que é possivel dizer que a frente de onda viaja no sentido positivo de z e satisfaz as
condigdes de contorno do método, além de W ser uma fungao diferenciavel, conforme
tem-se na figura 6.

w A

w = W(x-ct)

Figura 6: Solucao da equacao de adveccao considerando uma frente de onda que
viaja para a direita com velocidade constante c. Fonte: adaptado LOGAN (2008).

2.1.2.2 Exemplo 2: Equacao de onda

A equacao de onda € dada:

Wy — Wy = 0, (2.10)
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e pode ser escrita através de uma EDO considerando w(z,t) = W(z),onde z =z — ¢t
ou z = z + ct. Ou seja, a solugdo geral é a superposicao de ondas viajando para
a esquerda: Wi(x — ct), e ondas viajando para a direita: Wy(x + ct), ambas com
velocidade ¢, isso é:

w(z,t) = Wi(x —ct) + Wa(z + ct), (2.11)

para as funcdes W, e W, duas vezes diferenciaveis.

2.1.2.3 Exemplo 3: Equacao de difusao

A equacao de difusao linear é dada da forma:
wy = Dw,y, (2.12)

onde D é o coeficiente de difusao. Nessa EDP nao ha propagacao de frente de onda.
Isso pode ser verificado, considerando w = W (z) onde z = x — ¢t e aplicando a regra
da cadeia, obtém-se, para o perfil de onda W, a seguinte EDO:

—cW'(z) = DW'(z), com zeR, (2.13)
cuja solugao geral é dada por:
W(2) = ¢ + coe™ /P, (2.14)

em que c¢; e c; sdo constantes arbitrarias. Analisando a solugdo anterior, percebe-
se que a unica possibilidade de W (z) satisfazer as condi¢gdes de contorno em +oo €
co = 0. Assim, nao existe solucao do tipo onda viajante.

2.2 Meétodos de Perturbacao

O método de perturbacao consiste em construir a solugdo para um problema en-
volvendo um pequeno parametro ¢, seja na equacao diferencial, ou nas condigdes de
contorno ou em ambos. A principal ferramenta matematica utilizada € um expansao
assintética em relagdo a uma sequéncia assintética adequada de fungdes de .

A teoria consiste em uma colecao de métodos iterativos para a obtencao da
solugcbes aproximadas que envolvem um parametro pequeno ¢ < 1, também cha-
mado de parametro de perturbacdo. Através desse método € possivel decompor um
problema complexo em um numero infinito de problemas possiveis de serem resolvi-
dos pelos métodos classicos.

Destaca-se como uma das potencialidades do método de perturbacao é o fato de
que os primeiros termos da expansao assintética formal, suposta solugcao, sao su-
ficientes para revelar caracteristicas importantes do problema (BAKHVALOV; PANA-
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SENKO, 1989). Existem dois tipos de perturbacoes em equacodes diferenciais com o
parametro pequeno, conforme serao mencionados a seguir.

2.2.1 Problemas de perturbacao singular

Conforme KEVORKIAN; COLE (1981) e HOLMES (2013), problemas de
perturbacao singular em equacoes diferenciais sao muito comuns em aplicagoes
fisicas. Tais problemas podem ser divididos em duas grandes categorias: problemas
de pertubacao do tipo camada e problemas de perturbagao cumulativos.

Em um problema de tipo camada, o pequeno parametro multiplica um termo na
equacao diferencial que se torna grande em uma camada fina perto de um limite (por
exemplo, uma camada de limite) ou no interior (por exemplo, uma camada de choque).
Muitas vezes, esta é a derivada de maior ordem da equacao diferencial e quando ¢ —
0, tem-se uma equacao de ordem inferior que geralmente satisfaz todas as condicoes
iniciais ou de contorno prescritas.

Ja em um problema de perturbacao acumulativo, o parametro pequeno multiplica
um termo que nunca se torna grande. No entanto, seu efeito cumulativo torna-se
importante para grandes valores da variavel independente. Em algumas aplicacoes,
ambas as categorias ocorrem simultaneamente e exigem o uso combinado dos dois
problemas.

2.2.2 Problemas de perturbacao regular

Ja os problemas de perturbacao regular ocorrem quando o parametro pequeno de
perturbacao ¢ vem multiplicando derivadas de ordem inferior ou os demais termos da
equacao diferencial.

Em um problema de perturbagao regular, um procedimento direto leva a uma
representacao aproximada da solugao. A precisao dessa aproximagao nao depende
do valor da variavel independente, mas sim obtém-se uma melhor aproximagao para
valores menores de ¢ (KEVORKIAN; COLE, 1981; HOLMES, 2013).

2.3 Transformada Finita de Fourier

Baseado no trabalho de MEDRANO-BALBOA (1989) essa secao traz a teoria das
transformadas finitas de Fourier (TFF).

As transformadas finitas sao aplicadas em problemas onde o intervalo do dominio
das variaveis de interesse é finito (MEDRANO-BALBOA, 1989). Ou seja, se x for a
variavel sobre a qual se pretende aplicar uma transformada finita de Fourier, entao:
a; < x < by, onde q; € b; sao numeros finitos no espago [ e £ é o periodo da funcao
f(z), que pode ou ndo estar definida em b;, dependendo do dominio da fungéo.

Dessa forma, uma fun¢do f(x), definida em um intervalo ¢; < = < b, pode ser
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representada na forma trigonomeétrica, conhecida com série de Fourier:

—|—§:[ A, - cos <n7m> + B,, - sen <n}r/:v)]’ (2.15)

em que Ay, A, e B, sao chamados de coeficientes de Fourier. Para isso, a funcao
f(z) precisa satisfaz as condi¢des de Dirichlet (teorema da convergéncia da série de
Fourier), que diz: para uma fungéo f(z) definida em um intervalo ¢; < x < ¥;:

e ¢ injetora e continua exceto em um numero finito de descontinuidade ordinarias
dentro do periodo £;

e tem um numero finito de maximos e minimos dentro do periodo £;

e é absolutamente integravel, ou seja, a integral foﬁ | f(x)|dt converge.

Assim, a funcdo f(x) pode ser expressa em série de Fourier em termos das
fungdes cosseno para f(z) par:

AO - nm
=+> A — 2.1
onde:
Ay 5 f(x) cos <—TZT$) de, n=123,.., (2.17)
L Ja l

> nmw
xr) = Bpsen | —x |, 2.18
f(x) ; (bl ) (2.18)
onde: )
2 1
Bn:b— f(x)sen (TZ—W.ﬁ) dr, n=1,23,... . (2.19)
I Ja; l

Pode-se observar que nessas relacoes as integrais que fornecem os coeficien-
tes das séries, nas equacoes (6.43) e (6.52), respectivamente, as caracteristicas das
transformadas integrais tém como nucleos cos (%x) e sen (%x)

De fato, se estas integrais representam transformadas, entao as transformadas
inversas também estao relacionadas com as séries correspondentes. Assim, define-
se a transformada finita de Fourier-cosseno conforme segue:

by
C{f(z)} = F.(n) = f(z) cos (%ﬂ) dx, emque n=0,1,2,3,... (2.20)
ay l
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e transformada finita de Fourier-seno dada por:

nmwx

St} = Fstn) = [ fosen (5

ap

) dr, emque n=0,1,23,.... (2.21)

Comparando as relacoes (6.43) e (6.52) com as relacdes (7.36) e (2.21) é possivel
observar que:

A, = 2Fn), (2.22)
by

&zggm) (2.23)
1

A partir dessas identificacbes obtém-se, de forma imediata, as transformadas in-
versas:

o0

R = 0 = s RO+ 230 (Rmes (). @29

n=1

o0

STH(FS()} = S(e) = 1 Fs(0) + 23 (Fsm)sen (”bl)) . (225)

n=1 !

Vale ressaltar que a diferenga da transformada finita de Fourier, ou qualquer ou-
tra transformada finita, para a transformada em dominios infinitos ou semi-infinitos, &
que o dominio da variavel independente é finito e o parametro da transformada é um
namero inteiro.

Uma das propriedades da TFF-cosseno ou TFF-seno € a transformada da deri-
vada. Com ela é possivel resolver EDPs lineares cuja variavel espacial é definida em
um dominio finito. Contudo, precisa-se analisar algumas condicoes na EDP: se a deri-
vada em x é de ordem par ou impar, e se possui condicdes de contorno de ordem par
ou impar.

A transformada da derivada € apresentada da seguinte forma:

ey = (57)
. b (2.26)
EY [(—np (b—) (—1)" oD (by) — F®(a >>] ,
e @) = (1t (P2 Fem+
(M) (2.27)
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. Ab (2.28)
-y [(—m (7)) - f(2“)(az)]] ,
sy} =-um () Fel+
m—1 n 2(m—p)—1 (229)
(1= my) (-1 [(—D” (7)) earsem - o >]],

emquem =1,2,3,..., e &€ determinado a partir do grau da derivada.
A escolha da transforma finita de Fourier (seno ou cosseno) se da através da
analise do grau das condi¢des de contorno e do grau da derivada em z. Ou seja:

e Derivada em zx, de ordem par, e condigées de contorno de ordem impares, por-
tanto utiliza-se a TFF-cosseno, equagao (2.26);

e Derivada em z, de ordem impar, e condigoes de contorno de ordem par, portanto
utiliza-se a TFF-cosseno, equacao (2.27);

e Derivada em z, de ordem par, e condi¢cdes de contorno de ordem par, portanto
utiliza-se a TFF-seno, equacao (2.28);

e Derivada em x, de ordem impar, e condi¢coes de contorno de ordem impar, por-
tanto utiliza-se a TFF-seno, equacgao (2.29).

Uma das maiores utilidades das transformadas finitas consiste na sua aplicagao
a solucao de equagdes diferenciais que tenham derivadas somente de ordem par,
ou somente de ordem impar, e com o dominio limitado da variavel independente
(MEDRANO-BALBOA, 1989).

2.4 Controle 6timo e o principio de Pontryagin

Nesta secdo, encontram-se alguns conceitos basicos da teoria de controle 6timo e
do principio de Pontryagin. Foram utilizadas os livros de NAIDU (2003), FALEIROS;
YOUNEYAMA (2002) e BAUMEISTER; LEITAO (2014) para construgao deste texto.

2.4.1 Introducao a teoria de controle 6timo

O principal objetivo do controle étimo é determinar a fungao de controle que fara
com que um processo satisfaga algumas restricoes fisicas e ao mesmo tempo extre-
mize (maximize ou minimize) um critério de desempenho, ou também denominado
indice de desempenho, ou ainda funcao custo.

Através da figura 7, que representa um sistema de malha fechada, é possivel exem-
plificar que na teoria de controle 6timo interessa-se em encontrar um controle étimo
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Kistema
Enirada do
trol i
controle , P Saida .
u(t) y(t)
Estado
x(t)
Enirada de
referéncia
i — C
r(t)
Controlador

Figura 7: Configuracao de um sistema de controle moderno. Fonte: adaptado (NAIDU,
2003).

u*, em que x indica condicao 6tima, que dirigira ao sistema P do estado inicial para
o estado final, com algumas restricdes sobre os controles e os estados e, ao mesmo
tempo, extremize o critério de desempenho J dado.

O problema de controle 6timo requer:

e uma descricdo matematica, que corresponde aos modelos compostos por
equacodes e que contém as variaveis de estado;

e um critério de desempenho e€;

e a declaracao das condicoes de contorno e restricoes fisicas dos estados e/ou
controles.

2.4.1.1 Sistema
Na area de otimizagao, descreve-se um sistema por um conjunto de equagodes a
diferencas ou diferenciais.

2.4.1.2 Critério de desempenho

Na teoria de controle moderno, o problema de controle 6timo é encontrar um con-
trole que faca com que o sistema dinamico alcance um alvo, ou seja, uma variavel
de estado (ou trajetdria) e ao mesmo tempo extremize um critério de desempenho de
maneira que assume diversas formas. Essas formas para sistema de controle 6timo
serao especificadas brevemente a seguir, cada qual é proveniente de uma situagao:

e Critério de desempenho para sistema de controle 6timo para o tempo:
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Neste caso tenta-se transferir o sistema de qualquer estado inicial z(t,) para
um estado final especifico z(¢;) em um tempo minimo. A formulacdo do critério
de desempenho € dada por:

ty
J :/ dt = ty —ty = t*. (2.30)

to

Critério de desempenho para sistema de controle 6timo para combustivel:
Aqui considera-se um problema envolvendo uma espaconave. Considerando
u(t) o impulso do motor do foguete e supde-se que a magnitude |u(t)| do impulso
€ proporcional a taxa de combustivel consumido. A fim de minimizar o total de
desperdicio de combustivel, formula-se o critério de desempenho da seguinte
maneira:

J= /tf lu(t)|dt. (2.31)

to

Para varios controles, pode-se escrever como:
tf m
J— / S Bifus(t)dt, (2.32)
to =1

onde R; € um fator de ponderacao.

Critério de desempenho para sistema de controle que minimiza energia:

Neste tipo de critério de desempenho considera-se u;(t) como a corrente no
m

i—eésimo ciclo de uma rede elétrica. Entao Z us(t)r;, onde r; € a resisténcia do

=1
i—eésimo ciclo, é a poténcia total ou a taxa total de energia gasta na rede elétrica.

Entao, para minimizar o total de energia gasta, tem-se:

ty m
J = / > ul(tyridt, (2.33)
to =1
e na forma geral:
ty
J= / o (8) Ru(t) dt, (2.34)
to

onde R € uma matriz definida-positiva.

De forma similar, pode-se pensar em minimizar a integral do erro quadrado de
um sistema de rastreamento:

J= / 7 0 Q(t)dt, (2.35)

to

onde, z4(t) € o valor desejado, z,(t) € o valor atual, e z(t) = z,(t) — x4(t) é 0 erro.
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Aqui, Q € uma matriz de ponderacao que pode ser semi-definida positiva.

e Critério de desempenho para sistema de controle final: No problema de
alvo final, interessa-se em minimizar o erro entre a posicao desejada x,(t;) e
a posigdo atual z,(tf) no final da manobra ou do tempo final ¢;. O erro final é
x(ty) = x.(ty) — zq(ty). Tomando cuidado com os valores (positivo e negativo) do
erro e dos fatores de ponderacao, estrutura-se o funcional de custo:

J = xT(tf)Gx(tf), (236)

qgue € também chamado de funcao de custo final. Aqui, G € uma matriz semi-
defina positiva.

e Critério de desempenho para sistema de controle 6timo geral: Da
combinacgao das formulagdes acima, tem-se:

J =2l (t))Ga(ty) + / f (2" (1) Qx(t) + " (t) Ru(t)] dt, (2.37)

to

ou também: .,
J =S (x(ty). ty) +/ V (x(t),u(t),t)dt, (2.38)

to
onde R é uma matriz definida-positiva, e Q e G sdo matrizes semi-definidas
positivas, respectivamente. Além disso, S(j) = S (z(ty),t;) = 2T (t;)Gz(ty) €
V() =V (x(t),u(t),t) = 2T (#)Qx(t)+u’ (t) Ru(t), em que as variaveis S(j) e V(4)
sdo funcdes auxiliares. E possivel notar que as matrizes e R podem variar com
o tempo. A forma (2.37) € chamada de critério de desempenho quadratico, pois
possui 0s termos de estado e do controle.

Os problemas que surgem no controle étimo sao classificados baseados na estru-
tura do critério de desempenho .J. Pode-se destacar trés formas:

e Problema de Mayer: Se o critério de desempenho (2.38) contém a funcao de
custo final somente;

e Problema de Lagrange: Se o critério de desempenho (2.38) tem somente o
termo de custo integral;

e Problema de Bolza: Se o critério de desempenho (2.38) obtiver ambos: a
funcao de custo final e o termo de custo integral.
2.4.1.3 Restricbes

Os vetores do controle u(t) e 0 estado z(t) sao irrestritos ou limitados dependendo
das condicoes fisicas. Das consideragdes fisicas, muitas vezes tém-se controles e
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estados, assim como correntes e tensdes em circuitos elétricos, velocidade do motor,
impulso de um foguete, restrito a:

Uy <ult) <U-, e X_<a(t) <Xy, (2.39)

onde, + e — indicam os valores maximos e minimos que as variaveis podem atingir.

2.4.1.4 Declaragdo formal do sistema de controle otimo

O problema de controle 6timo consiste em encontrar a fungao de controle 6timo
u*(t), onde x indica extremo ou valor étimo, que leve o sistema linear:

sz_f — Aa(t) + Bu(t) (2.40)
para dada trajetoria x(t) que otimize ou extremize (minimize ou maximize) o critério de
desempenho (2.37), ou o0 que leve o sistema nao linear:

fl—f = f(z(t),u(t),t), (2.41)
para dada trajetéria x(t), que otimize o critério de desempenho (2.38), com algumas
restricdes nas variaveis de controle u(t) e/ou as variaveis de estado x(¢), dadas por
(2.39).

Os sistemas de controle 6timo sao estudados em basicamente trés etapas:

e Primeiro passo: Considerar o critério de desenvolvimento da forma (2.38) e uti-
lizar a teoria do calculo variacional ja conhecida para obter o étimo do funcional;

e Segundo passo: considera-se o sistema (2.40) e tenta-se encontrar a solugao
do problema para encontrar a fungao de controle u*(t), que conduzira o sistema
e ao mesmo tempo otimizara o critério de desempenho (2.37);

e Terceiro passo: as restricoes do controle e do estado (2.39) sao consideradas
juntamente com o sistema e o critério de desempenho para obter o controle
6timo.

2.4.2 O principio de Pontryagin

De forma sucinta, os sistemas de controle sdo sistemas dinamicos cuja evolucao
pode ser modificada visando algum objetivo: conduzir o sistema de um dado estado
inicial para um dado estado final, preservar, maximizar ou minimizar alguma quanti-
dade do sistema.

O principio do maximo de Pontryagin foi formulado pelo matematico russo Lev
Semenovich Pontryagin e seus alunos em 1962 (PONTRYAGIN et al., 1962). Constitui
uma condi¢cao necessaria para a estratégia de controle que maximiza ou minimiza um
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dado funcional (de determinado tipo), admitindo possiveis restricoes impostas sobre
as variaveis de estado ou de controle. Para o caso de sistemas de controle com
tempo continuo, cuja dindmica satisfaz certas hipéteses de regularidade, o principio do
maximo consiste de um conjunto de equacgdes diferenciais com condi¢des de contorno

que generaliza as equagoes de Euler-Lagrange do Calculo Variacional.

A seguir apresenta-se o principio do maximo de Pontryagin de forma resumida.
Dado o sistema (2.41), o critério de desempenho (2.38) e as condigdes de contorno:

x(to) =x0 € ty, x(ty) =x; sao livres.

Para encontrar o controle 6timo, formula-se a fungao de Pontryagin #:

H (2(t), u(t), A1), 1) = V (@(t), u(t), £) + X (0)f (z(t), u(t), 1),

minimize H com respeito a u(t) (< U) como:

H (27 (1), u" (1), A(2), 1) < H (27(1), u(t), A*(1), 1) ,

e resolva o conjunto de equagdes de estado e co-estado (2n):

dot_(OMN av (O
d — \ 0\, dt or /),

com as condi¢coes de contorno z; €:

o8 a8 r
{H—FE:LW (Stf—i- {%—)\} (SfL’f—O.

*tf

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)



3 SINTESE DA TEORIA DE CONTROLE PARA SISTEMAS
BIOLOGICOS COM REALIMENTACAO

Controle com realimentacao € um mecanismo basico pelo qual sistemas dinamicos
mantém seu equilibrio, operando de forma com que a informacao de saida do pro-
cesso é sentida antes do controlador. De natureza intuitiva, as decisoes do controle
sao tomadas apds o distlrbio ter acontecido.

Esse tipo de controle apresenta vantagens tais como o facil ajuste dos parametros
de controle. Além disso, é considerado um tipo de controle robusto, que independe
do tipo de perturbacdao. Como desvantagens, necessita que ocorra o desvio para
ser aplicado e precisa de diferentes controladores para diferentes disturbios (OGATA;
MAYA; LEONARDI, 2003).

Este capitulo € destinado a sintese da teoria de controle 6timo. Na se¢ao 3.1 serao
apresentados procedimentos para o controle de sistemas lineares, na secao 3.2 para
sistemas nao lineares e na segao 3.3 para sistemas nao lineares, aplicando o principio
do maximo.

3.1 Controle 6timo linear realimentado para sistemas lineares

O proposito da aplicagao da teoria de controle é manter o sistema o mais préximo
do ponto de equilibrio desejado, durante um intervalo de tempo de interesse, de acordo
com TUSSET; RAFIKQV (2003). O problema do controle 6timo do sistema linear:

dx

dt (3.1)
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denomina-se problema do regulador 6timo linear com funcional quadratico. Nesse
problema = € R" € o vetor do estado, u € R™ € o vetor do controle, A € R™*" € matriz
de estado, B € R™*™ & a matriz de controle, ) € R™"™ é uma matriz semi-definida
positiva e R € R™*™ é definida positiva. Tanto ) como R sao matrizes cujos valo-
res sao atribuidos empiricamente e interferem diretamente no tempo de estabilizacao
do sistema, onde n € o numero de equagdes de estado, que € igual ao nimero de
espécies, e m & o nimero de funcdes de controle. Tem-se duas possibilidades para o
tempo final:

e Se o tempo final ¢; é finito, entdo o problema (3.1) - (3.2) é chamado problema
linear- quadratico do controle otimo com horizonte finito. Neste caso, todas as
matrizes podem depender do tempo.

e Se t; é infinito, todas as matrizes séo constantes, e o problema (3.1) - (3.2) é
chamado problema linear-quadratico do controle 6timo com horizonte infinito, ou
regulador com tempo infinito ou ainda regulador linear-quadratico.

Esse problema pode ser resolvido através da Programacao Dindmica (BELLMAN,
2013). A equagao de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) para o problema (3.1) - (3.2) tem
a forma:

Miny ) [w] = 0, (3.3)
em que:
w = % + (grad v)T(A(t)z + B(t)u) + 27 Q(t)x + u” R(t)u, (3.4)
onde o vetor: 5 5 5
grad v = v Y v (3.5)

951 9w T oo |
Assim, busca-se a solucao da equacao de HJB (3.3) na forma da funcao de Lya-
punov®:
v(z,t) = %mTP(t)x, (3.6)
onde P(t) & a matriz peso que sera determinada.
Admitindo que grad v = P(t)z, da condigdo do minimo de (3.3) tem-se que g—j =0
e obtém-se o controle étimo:

u=—R(t)B'(t)P(t)x, (3.7)

onde R~! é a matriz inversa de R.

SAleksandr Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) foi matematico, mecénico e fisico. Nascido na Rus-
sia, Lyapunov é conhecido por seu desenvolvimento da teoria da estabilidade de um sistema dinémico ,
bem como por suas muitas contribuigées para a fisica matematica e a teoria da probabilidade (NAIDU,
2003).
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Pode-se entao, substituir a funcao de controle (3.7) na equacao (3.3) e, admitindo
que a matriz P(t) € simétrica, encontra-se a equagao para encontrar P(t) :
T aP(t) —1 -1
T +2A(t) = 2P(t)B(t) R~ (t)B(t)P(t) + Q(t) + P(t)B(t)R™(t)B(t)P(t) | « = 0.
(3.8)
Dessa forma, essa equacao € satisfeita para quaisquer valores de = se, e somente
se, a matriz P(t) satisfaz a equagao matricial de Riccati ©:
dP(t)

— + AT(t)P(t) + P(t)A(t) — P(t)B(t)R™ (t)BY (t)P(t) + Q(t) = 0. (3.9)

Como por definicdo v(z,t;) = 0, a condi¢éo final para a equacéo (3.9) é dada por:
P(t;) = 0. (3.10)

Para sistemas auténomos, as matrizes A, B,(Q e R sao constantes, pois A e B
representam os coeficientes que acompanham o vetor de estado x(¢) e o de controle
u(t), respectivamente. E as matrizes ) e R sdo matrizes de ponderagao:

dx
pri Az(t) + Bu(t), (8.11)
e o funcional: .
J(u) = / T (0)Qu(t) + uT (£) Ru(t) dt. (3.12)

0
Para t; — oo a fungdo v(x) ndo depende do tempo. Desse modo, a equagao (3.7)
torna-se equacao algébrica de Riccati:

AP+ PA—-PBR'B"P+Q =0. (3.13)

Da equacao (3.13), encontra-se a uma matriz simétrica positiva definida P, e a
partir de (3.7) obtém-se a lei do controle étimo:

uw=—R'BT Pz, (3.14)

qgue fornece minimo ao funcional (3.12):

(e 9]

J* = /xT(t)Qa:(t) + u” (t) Ru(t)dt, (3.15)

0

6Conde Jacopo Francesco Riccati(1676-1754) foi matematico e fisico italiano que efetuou trabalhos
sobre hidraulica que foram muito importantes para a cidade de Veneza. Considerou diversas classes
de equagoes diferenciais mas é conhecido principalmente pela Equagao de Riccati (BOYCE; DIPRIMA,
2015).
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calculado nas trajetoérias 6timas do sistema (3.11) e fornece estabilidade assintética
ao sistema (3.11) se o valor de J* é finito.

A estabilidade assintética do sistema (3.11) é assegurada através da condicao
suficiente para o minimo dada pela positividade das matrizes ) e R, ou seja:

0°H 0°H

0%?x  Oxou Q 0 316
= 0 )

PH  0*H 0o rl”Y (3.16)

orou  O%u

onde H é o Hamiltoniano do problema de controle 6timo (3.1) - (3.2).
A condicao suficiente para que o valor de J* seja finito € a controlabilidade com-
pleta para a matriz A e o vetor B, isso €, a matriz de controlabilidade:

B AB .. A"'B |, (3.17)
| }

nao pode ser singular, ou seja, devera conter n colunas linearmente independentes.
Significa que precisa ter posto completo, isto é:

posto[B AB ... An—lB}zn. (3.18)

3.2 Controle 6timo linear realimentado para sistemas nao lineares

Esta secdo é uma sintese dos trabalhos de RAFIKOV; BALTHAZAR (2004) e WYSE
(2007). Considera-se o sistema nao linear da forma (RAFIKOV; BALTHAZAR, 2004):

Z—j = A(x)z, (3.19)
em que A(x) é uma matriz com coeficientes dependentes do estado. O sistema (3.19)
pode ser reescrito como:

dx
i Az + g(z), (3.20)

em que = € R" é o vetor de estado, A € R torna-se uma matriz constante e g(x) é
um vetor de fungdes continuas contendo as partes nao lineares do sistema.
Busca-se controlar o sistema nao linear dado por (3.20) a fim de leva-lo para um
determinado ponto ou trajetéria desejada z*, assim tem-se um sistema da forma:
dx

- = Az +g(x) + U, (8.21)
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onde U é a fungao de controle e € definida por:
U = uc—|—u*7 (322)

em que u. & a parte responsavel por manter o sistema controlado na trajetéria de-
sejada e u* tem a funcdo de estabilizar o sistema em torno da trajetéria desejada.
Substituindo a fungao de controle (3.22) no sistema (3.21) e isolando «* obtém-se:
d *
ut = d_ng — Az* — g(z™), (3.23)
e u. tem a forma:
u. = Bu, (3.24)

onde B € R™*™ é uma matriz constante.
Considerando y como o desvio da trajetéria do sistema (3.21) dado por:

y=ux—a%, (3.25)

considerando os resultados para a fungao de controle (3.22), (3.23) e (3.24), e
substituindo-as no sistema (3.21), encontra-se a equagcao em desvios:

‘;_j — Az + g(z) — A" — g(a*) + Bu, (3.26)
% (x —a%)=A(x —2") + g(x) — g(2") + Bu, (3.27)
Y~ Ayt g(x) — gla") + Bu. (3.28)

No sistema (3.28), a parte nao linear pode ser reescrita da seguinte maneira:
g9(x) —g (") = G (z,27) (x —z7), (3.29)

em que G (z,z*) € uma matriz, cujos termos sao limitados, que depende de = e de x*.
Admitindo (3.29), pode-se reescrever o sistema (3.28) e assim tem-se:

Y Ayt Glaa) (e —a) + Bu (3.30)

% = Ay + G (z,2")y + Bu. (3.31)

Teorema 1 (RAFIKOV; BALTHAZAR, 2004). Se existem as matrizes definidas-
positivas () e R, em que () € uma matriz simétrica, tais que a matriz:

Q" =Q—GT (x,2") P — PG (x,27), (3.32)
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seja definida-positiva para a matriz G, entao o controle linear por realimentacao:
uw=—R BT Py, (3.33)

é d6timo, para deslocar o sistema nao linear (3.28) de qualquer estado inicial ao estado
final:
y(ty) =0, (3.34)

minimizando o funcional:
ty
J = / (v Q*y + u" Ru) dt, (3.35)
0
e a matriz simétrica P é obtida através da equacao algébrica nao linear de Riccati:
PA+ ATP - PBR'BTP+Q =0, (3.36)
onde as matrizes () € R™*" e R € R™*™ sdo constantes definidas positivas.

A demonstracao desse teorema 1 e demais detalhes encontram-se no anexo B, no
final desse trabalho.

Uma observacao importante € que a matriz A no sistema (3.21) nao é Unica, e
pode intervir na funcionalidade do controlador.

Em suma, para resolver o problema de controle enunciado pelo teorema 1, é ne-
cessario resolver a equacao algébrica linear de Riccati (3.36) a partir das matrizes
dadas A e @, e encontrando a matriz P. Dessa forma, consegue-se determinar a
funcao de controle através de (3.33) e consequentemente as trajetorias étimas, inte-
grando o sistema (3.31) e verificando se a condigcao (3.32) é satisfeita. Se a condicao
(3.32) nao for satisfeita, € preciso escolher outra matriz ) e calcular novamente a
equacao algébrica nao linear de Riccati (3.36) e os passos posteriores.

3.3 Controle nao linear realimentado utilizando o principio do
maximo

Nesta secao sera apresentada uma aplicacao da teoria de controle nao linear,
baseada no trabalho de RAFIKOV; BALTHAZAR (2005). Considera-se um modelo
geral de n populacoes interagindo, descrito pelo sistema de equacgoes:

dx;

dt
em que z;(t) & a densidade da populagao : em um instante de tempo ¢; f; (z1, 22, ..., T,)
sao funcdes continuas das variaveis ;.

=z, f; (r1,29,...,2,), onde i=12 ..n, (3.37)
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O sistema de equacgdes (3.37) descreve a dinamica populacional sem aplicacao
de controle. Considerando que U;(t) € o numero de espécies retiradas ou introduzi-
das no sistema no instante ¢, supde-se que as espécies das n; primeiras populacoes
sao retiradas do sistema e as espécies das n — n; populagées remanescentes sao
introduzidas no sistema. As equacgdes que representam a dinamica do sistema com
aplicacao de controle, podem ser escritas da seguinte maneira:

dl’i

at = (l‘l — Uz) fi (Z’l — Uy, 29 — Uy, cey Ty — Unpxnﬁ-l + Un1+17 sy T F Un) (338)
—TiUz’ se 1= 1,2,...,711,

d.flfi

i = (ZL’Z + Uz) fz (1'1 - Ula To — U27 ooy Ty — Un17$n1+1 + Un1+17 coy Tt Un) (339)

+1;U; se i:n1+l,n1+2,...,n,

onde 7; sdo constantes positivas que caracterizam a condi¢édo técnica da aplicagao do
controle.
Pelas caracteristicas do sistema, as funcdoes de controle U; satisfazem as
condicoes:
0<U; <z 1=1,2,..1nq,
0<U; t1=m+1,n+2,....n.

(3.40)

Supde-se que é desejado que o nivel de populagao retirada fique abaixo de algum
limiar para essa populacao, que tenha aumento do niumero de populacoes introduzidas
e que tenha um baixo custo na utilizacao da variavel de controle. Para isso, utiliza-se
o indice de desempenho ponderado:

i=1

onde: .
!
19127—1/ Uzdt-i-l’z, se i:1727"'7n17
0

ty (3.42)
191':7'1'/ Uldt—l’l, se i:n1+17...,n,
0

e p; sao constantes positivas que caracterizam o peso de cada tipo de controle; t = 0
é o tempo inicial e ¢; é o tempo final da aplicacdo de controle.

Minimizando o indice de desempenho (3.41), consequentemente, minimizam-se 0s
valores da funcao de controle e da populacao retirada durante o periodo da aplicacao
e também é maximizada a populagao introduzida no ponto final.

Desse modo, o problema de controle 6timo é escolher uma estratégia de controle
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admissivel, que leve o sistema (3.38) - (3.39) do estado inicial:

x(0) = xo, (3.43)

para o estado final, de tal forma que minimize o indice de desempenho (3.41).

Esse problema de otimizacao para sistemas dinamicos pode ser resolvido pela
aplicagao do principio do maximo (PONTRYAGIN et al., 1962). Por conveniéncia,
introduzem-se novas variaveis y e &;:

X = Z pivi(t), (3.44)
=1
z—U;, se i=12..n,
S v, +U; se i=n+1,n+2,..,n. (3.45)
Pode-se derivar a funcao y, obtendo-se:

d ni n

d_>t< = szfifi (&1,&2, .., &n) — Z pi&ifi (1,80, .., &) (3.46)
=1 i=n1+1

E assim, adicionam-se as equacgoes (3.46) ao sistema (3.38)-(3.39), obtendo-se
uma nova formulagao do problema de controle 6timo: escolher as variaveis de controle
admissiveis U;, que conduzirao o sistema (3.38),(3.39), (3.45), (3.46) do estado inicial
(8.43) para o estado final = (¢;) de modo que o indice de desempenho:

I=x(ty), (3.47)

seja minimizado.
Define-se entao, a funcao hamiltoniana:

H = 1o Z pidi&ifi (&1,&2, -, 6n) + Z Vi [§ifi (61,82, -, 6n) — 6imiUi] (3.48)
=1 =1
em que:
1 se +1=1,2,...,n4,
%=1 -1 se i=n 4+ 1,n 42, ...,n (3.49)
e as variaveis ¢ e 1; sao as variaveis auxiliares determinadas pelas equacgoes:
dpy  OH
TR 0, (3.50)
di _OH e = 1,2,...,n, (3.51)

dt N al‘i’
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e condicdes finais:
Yo(ty) = —1, (3.52)

Yi(t;) =0, emaque =12, ..,n. (3.53)

De acordo com o principio do maximo (PONTRYAGIN et al., 1962),(NAIDU,
2003)(BAUMEISTER; LEITAO, 2014) a fungao de controle 6timo maximiza a fungéo
‘H. As condigbes necessarias para maximizar a fungdo # sao dadas por:

OH OH .
U = _8& —1; =0, se i=1,2,....n, (3.54)
© OH OH
_ . — ) — 2,...,n. .
a0, ~ o€ +7; =0, se i=n+1,n+2,...n (3.55)

Da equacao (3.50) tem-se que v, é constante e, admitindo a condicao final (3.52),
encontra-se:
oy = —1. (3.56)

Para o sistema (3.54)-(3.55) obtém-se:

g?':._n¢% onde i=1,2,..n. (3.57)
E por outro lado:

g? — g—?, onde i=1,2,..n, (3.58)
portanto a equacao (3.55) pode ser reescrita como:

i?zn%,OMeiszmm (3.59)

e resolvida. Assim encontra-se a solugao geral:
Vi = cie™, (3.60)

e aplica-se a condicao final (3.53). Dai, obtém-se que ¢; = 0, e consequentemente
que:
;= 0. (3.61)

Desse modo, pode-se aplicar (3.56) e (3.61) na funcao de Hamilton (3.48)-(3.49) e
tem-se:

H=- Zpi(sififi (1,62, -, 6n) - (3.62)
i=1
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Agora, das condicoes (3.54) e (3.55) obtém-se o sistema de n equacgdes:

d(&, fi) -
}: ) %= 0, onde i=1,2 ..n. (3.63)

Utilizando (3.45) e os valores de &;, calcula-se, para o sistema (3.63), as funcoes
de controle:

& se x> &,
U;(t) = ara i =1,2,...,nq, 3.64
(t) 0 se z<¢, p ? np ( )

Ui(t) = para i =n; +1,n; +2,...,n. (3.65)

0 se x>,

{ & —x se  x; <,

Substituindo as fungdes de controle (3.64) e (3.65) em (3.38) e (3.39) obtém-se
um sistema de EDOs incluindo as funcdes de controle. A solugao desse sistema é
calculado considerando-se a condicao inicial (3.43). Uma aplicacao para essa técnica
de controle sera apresentada no capitulo 6.



4 MODELO REATIVO-DIFUSIVO UNIDIMENSIONAL PARA
UMA ESPECIE: EQUACAO DE FISHER-KOLMOGOROV

Na dispersao de populagdes, a interagao de determinadas espécies com 0 seu
habitat tem comportamento descrito pela equacao de Fisher-Kolmogorov. Conforme
apresentado no capitulo 1, essa equacao € do tipo difusivo acrescido de um termo
fonte que satisfaz a lei logistica. Inicialmente os efeitos da difusao sdo dominantes
no comportamento dinamico das populagdes. Com o passar do tempo, a medida
que a populacdo alcanca a capacidade de suporte, ou seja, a saturagdo maxima do
local, a distribuicao forma uma frente de invasao que se move para regides vazias
de ambos os lados, com velocidade constante. Portanto, € possivel encontrar uma
solucao analitica aproximada particular para a equagao de Fisher-Kolmogorov do tipo
onda viajante, com determinadas condic¢es iniciais e de dominio infinito.

Nesse capitulo, é utilizado a teoria de solugao por onda viajante (se¢ao 4.1), para
reduzir a equacao de Fisher-Kolmogorov para uma EDO e, a partir disso, aplicar a teo-
ria de estabilidade (secao 4.2) com o proposito de obter uma interpretacao qualitativa
da equacao através da verificagao da existéncia de ondas viajantes entre os pontos
de equilibrio e da determinagdo de uma solugao aproximada através do método da
perturbacao (secao 4.3). Por fim, na secao 4.4, faz-se a analise do modelo de Fisher-
Kolmogorov considerando duas variaveis espaciais.

4.1 Solucao por onda viajante

Na dinamica unidimensional, a juncao da cinética de reacao e difusao pode formar
ondas viajantes mais rapidas do que somente o processo difusivo. Entende-se por
uma onda viajante, uma onda que viaja sem mudar a sua forma. Segundo (MURRAY,
2001) “se a solugao w(z, t) representa este tipo de onda, a forma da solu¢do sera sem-
pre a mesma para todo instante de tempo e a velocidade de propagacao desta forma
sera uma constante, a qual denota-se por ¢. Olhando para essa onda em um qua-
dro em movimento com velocidade ¢, ela parecera estacionaria”. Matematicamente,
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escreve-se isso na forma:
w(xz,t) = wx—c) = W(z), onde z=uz—ct. (4.1)

Assim, w(x,t) € uma solugdo do tipo onda viajante que se move com velocidade
constante ¢ no sentido positivo de x, que representa a forma da onda, e para ser deter-
minada, deve ser duas vezes diferenciavel em R (KOT, 2001; EDELSTEIN-KESHET,
1988).

A equacao (1.29) pode ser simplificada utilizando a técnica de adimensionalizagao
dos parametros, assim sendo possivel reduzir a quantidade de parametros para
andlise. Entdo pode-se reescrever a equagao de Fisher-Kolmogorov (1.29) de forma
adimensional, admitindo a mudanga de variaveis:

T

t=a-t; j—\/ﬁ; e u_):%. (4.2)
a
Tem-se: p o0 OF 9
w w w
ow ow 0T a Ow
0w 0 Ow a\ Oz a O*w
Wi = o = a—(Ka— 5)'% = Kpom @O

Substituindo (4.3) e (4.5) em (1.29) e para fins de simplicidade de notacao, des-
considerando a barra, a equagao de Fisher-Kolmogorov (1.29) passa a ser:

Wy = Wyyp + w (1 — w). (4.6)

Para a nova variavel z, as derivadas parciais de z e t sdo convertidas em derivadas
ordinarias em z:

ow dW 0z dW /

— —_— e _— — _ 1 — . .
e ox dz Ox dz = w=W; (4.8)
82w d dw 5’2 d2W "
= — = @ — _ - —_ = . 1 = 4_
W 0x? dz ( dz ) Oz dz? = U =W (4.9)

Substituindo as derivadas espaciais e temporal (4.7) e (4.9), respectivamente, na
equacao adimensional (4.6) obtém-se:

W + W' — W2+ W =0, (4.10)
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qgue € uma EDO de segunda ordem nao linear que pode ser reduzida a um sistema de
duas EDOs de primeira ordem. Para isso, introduz-se uma nova variavel V' definida
por V = W' e obtém-se o sistema:

W=V,

(4.11)
V= —cV —W(1—W).

Note que, para o sistema (4.11) nao foi possivel obter uma expressao analitica
para a solugao exata para W(z) e V(z), no entanto, consegue-se realizar uma analise
qualitativa do comportamento das solugdes através da teoria de estabilidade e do
estudo do plano de fase.

4.2 Analise da estabilidade

A partir do sistema (4.11) pode-se realizar uma analise qualitativa da solucao de
onda viajante através da teoria de estabilidade local (anexo A), que € conhecida como
analise do plano de fase que admite interpretacbes geométricas, ou seja, deduz-se o
comportamento qualitativo da solugao sem recorrer de fato para a solucgao.

O retrato de fase contém a familia de trajetérias para diferentes condigdes iniciais,
fornecendo uma visualizacao do padrao de comportamento do sistema. Para isso
considera-se a equacao dada por:

v —cV -W({1-W)

A v . (4.12)

A partir daqui, calculam-se os pontos criticos do sistema (4.11) em que W’ =0 e
V' =0 e obtém-se as equacdes algébricas:

—eV—W(1-W)=0 e V=0 (4.13)

Delas encontram-se W = 0 e W = 1, que combinados com V' = 0, fornecem 0s
pontos criticos: P, = (1,0) e P, = (0,0) que correspondem as solugdes de equilibrio
do sistema (4.11).

Para entender o que acontece em torno desses pontos, pode-se olhar as
aproximagoes lineares, linearizando o sistema (4.11) através da matriz jacobiana. De-
finindo:

fW. V)=V, (4.14)

gW, V)= —cV —W(1-W), (4.15)
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of of 0 1
| ow ov | _
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(4.16)

A partir disso, objetiva-se encontrar os autovalores da matriz jacobiana aplicada
em cada ponto critico, para determinar se esses pontos sao estaveis ou nao, e conse-

guentemente o comportamento das trajetorias proximas a eles.
Para o ponto critico P, = (1,0), calcula-se:

-A 1
—(A+0)

det(J(1,0) — AI) = det =

9

e obtém-se o polinbmio, cuja equacao caracteristica € dada por:

MNted—1=0,
onde as raizes sao os autovalores:
—c++/c2+4
)\1’2 - #

Da mesma forma para o ponto critico P, = (0,0), tem-se:

—-A 1
-1 —(A+¢)

det(J(0,0) — AI) = det

)

e o polindmio cuja equacao caracteristica é dada por:
Mred+1=0,

onde as raizes correspondem os autovalores:

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

Pela teoria de estabilidade local(BOYCE; DIPRIMA, 2015), tem-se que os autova-
lores A, » s80 reais e de sinais distintos, o que caracteriza um ponto de sela instavel.
E os autovalores \; 4, produzem duas situagées: 1) o ponto P, = (0,0) € um n6 assin-
toticamente estavel se ¢* > 4, pois os autovalores sdo reais e negativos; 2) o ponto
P, = (0,0) € um né espiral assintoticamente estavel se ¢* < 4, assim os autovalores
sao complexos com parte real negativa. Uma observacao importante a se fazer aqui,
€ que em um contexto biologico, desconsidera-se o no espiral estavel na vizinhanca
da origem W devido ao seu comportamento oscilante ao redor do zero, isto €, a den-
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sidade assumiria valores negativos.

Assim, busca-se encontrar uma solugdo de onda viajante (trajetoria) que conecte
P, e P, no plano de fase e satisfaga os limites: lim, ... W(z) =0 e lim,, - W(z) = 1.
Dessa forma, existe a possibilidade de uma onda viajante “sair” préximo do ponto de
equilibrio instavel P, = (1,0) e ir para o ponto de equilibrio assintoticamente estavel
P, = (0,0) com ¢ > 2, que representa uma solugdo por onda viajante decrescente
monotona cuja trajetéria no plano de fase é fechada e portanto limitada, conforme o
teorema enunciado por LOGAN (2008):

Teorema 2 (LOGAN, 2008) Para cada ¢ > 2 existe uma unica solugcdo por onda
vigjante w(x,t) = W(x — ct) que diminui monotonicamente em R, considerando

W(—00) =1, W(co) =0 e W (£oo) = 0.

Na figura 8, podem ser observada varias trajetorias, contudo, a Unicas trajetoria
do plano de fase que representa a onda viajante é a trajetéria fechada que vai de um
ponto de equilibrio para o outro, pois precisa-se que a solucao de onda viajante seja
limitada, e a Unica que cumpre essas condi¢cdes € aquela que une dois pontos de

equilibrio.
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04 '\ R! i Y S M n . i | .\ '\ S
o6l \ (SN \REY Ny A \ §
sk \ \ \ \ k\ \ kY \ \"'-,I K \
AR WA
g 05 0 05 . 15 2
w

Figura 8: Plano de fase do sistema (4.11).

Na secao seguinte, mostra-se a existéncia de solugao do tipo onda viajante consi-
derando um argumento geométrico no plano de fase. Para isso, busca-se uma solugao
assintética através de um método de perturbacgéao.
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4.3 Solucao Assintoética: Método de Perturbacao

Sabe-se que nao é possivel determinar a solugao de um problema envolvendo a
equacao (4.10) de forma analitica para qualquer ¢, somente para valores de ¢ > 2,
conforme a analise de estabilidade realizada anteriormente. Contudo consegue-se
aplicar um método de perturbagao que permite encontrar uma solucao analitica apro-
ximada (nao exata) para o problema em estudo. Segundo KEVORKIAN; COLE (1981),
HINCH (1991), NAYFEH (2004), e LOGAN (2008), o método consiste em encontrar
uma expansao da solucao do problema em termos de uma série de poténcias de um
parametro pequeno «.

Assim, para encontrar a solugao analitica aproximada da equagao de Fisher-
Kolmogorov, considera-se a solucdo de onda viajante com um argumento geométrico
e no plano de fase para obter uma solugao aproximada da EDO (4.10), no caso de
c> 2.

Se W (z) é solugado como foi mostrado nas segbes anteriores, ela é invariante sob
qualquer mudanga de variavel. Assim W (z + z,) vale para qualquer constante z.
Dessa forma, a curva de solucao pode ser deslocada, ou seja “perturbada”, e ainda
se obtém uma solugao satisfatoria.

O parametro ¢ € um numero pequeno entre 0 < ¢ < 1. Pode-se definir um
parametro  no contexto reativo-difusivo, e é indicado por:

£ = 12 < 0,25, (4.23)
C
gue caracteriza grandes velocidades, conforme tem-se em MURRAY (2001).
Assim, pode-se substituir (4.23) na EDO (4.10) e tem-se:

VEW 4+ W +eW (1 —W) = 0. (4.24)

Como ¢ é um parametro pequeno pode-se, através da teoria de perturbacgao, ob-
ter uma solucao sob a forma de uma série de poténcias de ¢, que seja valida nas
vizinhangas da frente de onda, que aqui esta em z = 0. Para isso, considera-se a
transformagao (LOGAN, 2008; MURRAY, 2001):

z S
— — = = - 4.25
s=vE =2 e g =w (), (4.25)
e aplicando a regra da cadeia tem-se:
r dW . dg dS . ’
W= dz  ds dz:_\/E 9 (4.26)
” d2W d ’ dS " "
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Considerando (4.25) a (4.27) e substituindo na equacao (4.24), encontra-se uma
equacao diferencial:

eg"(s)+g'(s) +g(s)(1—g(s)) =0, onde 0 <e < 21 =-, (4.28)

min

que € a equagao do problema perturbado. Observa-se que o simbolo “” denota d/ds
e que c¢,,;, = 2. A partir daqui, considera-se ¢ = ¢, = 2.

Ainda da equacao (4.28), pode-se perceber que ¢ multiplica a derivada de maior
ordem da EDO, o que caracterizaria um problema de perturbacao singular. Contudo,
se ¢ — 0 encontra-se que o termo dominante é:

g'(s)+9(s)(1—g(s)) =0, (4.29)
cuja solugao é dada por:
1
g9(s) = W? (4.30)

onde ¢, é uma constante.

Pode-se perceber que a solugao (4.30) do termo dominante (4.29), quando ¢ — 0,
satisfaz as condi¢coes de contorno do problema original dadas pelo teorema 2. Dessa
forma, pode-se afirmar que apesar da EDO (4.28) ser um problema de perturbacao
singular aparentemente, pode ser tratada como um problema de perturbacao regular.

Para aplicar o método, formula-se o problema de contorno composto pela equacao
(4.10) e as condic¢oes de contorno:

W(-o00)=1 e W(+oo)=0. (4.31)

Observa-se que tanto a equacao (4.28) como a solucao de onda viajante sao inva-
riantes na translacdo da variavel independente z, entao pode-se considerar z = 0 para
ser o ponto onde W = 1/2 para todo . Essa mesma ideia € representada na figura
5, no capitulo 2. Portanto, nas condicdes (4.31), pode-se acrescentar uma condicao
intermediaria, na qual a solugdo de onda viajante satisfaz:

W(0) = % (4.32)

que complementa o problema de valor de contorno.

A partir dessas constatagoes, aplica-se o0 método da perturbacao e tem-se que as
condicoes de contorno e inicial do problema original serao transformadas, ou seja,
transladam-se para:

g—o0) =1, ¢(0) = % g(+00) = 0. (4.33)
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Entao, para encontrar uma solugao aproximada da EDO (4.28) sob as condigcoes
(4.33), assume-se uma solucao na forma de série conforme consta em KEVORKIAN;
COLE (1981), HINCH (1991), NAYFEH (2004) e LOGAN (2008):

g(s,e) =Y e'gi(s), (4.34)
=0
que & uma expansao assintética em funcao das poténcias do parametro ¢ e das
fungdes g;(s) que serdo determinadas.
Substituindo a solugao assintética (4.34) nas condigdes (4.33) encontra-se as
relacoes:

90 =3 = wO+D S0 =5 = @) =5 =0 (430

g(+00) =0 = go(+00) + ieigi(—l—oo) =0 = go(+o0) =0, gi(+o0)=0. (4.37)

Pode-se notar que: » £'gi(—o0) = > £'g;(0) = > £'gi(+00) = 0.
=1 =1 =1
A partir disso tem-se as condi¢des de contorno para g;(s), que podem ser escritas

como:.:
go(—00) =1, go(0) = 1/2, go(+00) =0; (4.38)

gi(£o00) =0, e ¢;(0)=0 com i=1,2,3.... (4.39)

Por possuir infinitos termos na solugao assintotica, faz-se necessario truncar a
série, entao considera-se somente os trés primeiros termos da expansao (4.34):

9(s) = g0(s) +egu(s) + *ga(s) (4.40)

o que é suficiente para descrever a solugao do problema em questao, conforme HINCH
(1991) e NAYFEH (2004).

Para encontrar as fungoes go(s), g1(s) € g2(s), substitui-se (4.40) na equacao dife-
rencial (4.28) e assim, é possivel colocar as poténcias de  em evidéncia:

= (90() + 90(s) = 90(5)?) + " (g (5) + 91(5) + 91(5) = 201(5)o(s) ) +
22 (91(5) + 9a(5) + 92(5) = 91()° = 202(5)g0(5)) + 2 (95(5) + 201(5)0(5) + (4.1
+et (—gq(s)?) = 0.
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Como supoe-se uma solucao assintotica, ela tendera a zero, conforme s tende para
o infinito. Desse modo, cada termo que acompanha uma poténcia de ¢ na equagao
(4.41) é igual a zero, e assim, como ¢ € um valor conhecido nao nulo. Desse modo
constréi-se uma sequéncia recorrente de problemas:

gl g(,)(s) + go(s) — 90(3)2 =0, (4.42)

' go(s) + g1(5) + g1(s) — 291()g0(s) =0, (4.43)

21 g1 (8) + g2(5) + g2(s) — 91(5)* — 292(5)go(s) = 0, (4.44)
e 1 g5(s) +2g1(5)go(s) = 0, (4.45)

et —g,(s)? =0, (4.46)

sujeita as condigoes (4.38) e (4.39).

Desse modo, as equagoes anteriores (4.42) a (4.46) compdem um sistema so-
bredeterminado que permite desconsiderar as Ultimas duas equacoes (4.45) e (4.46).
Assim, considera-se as seguintes equacoes e condicoes:

90(s) = —go(8)(1 = go(s)), go(—00) =1, go(0) = 1/2, go(+00) = 0; (4.47)
91(8) = —g1(s)(1 = 290(s)) — gy (5), g1(—00) = g1(0) = g1 (+00) = 0; (4.48)
gg(s)2 =0, ga(—00) = ¢g2(0) = go(+00) = 0. (4.49)

A equagao (4.47) € uma EDO de primeira ordem nao linear que pode ser resolvida
pelo método de Bernoulli. Reorganizando a equacao tem-se:

90() + go(s) = g5 (s)- (4.50)
Considera-se uma mudanga de variavel: v = g, ", e obtém-se:
v=gy' e v =—g2 g (4.51)

Dessa forma, pode-se reescrever a equacao (4.50) substituindo (4.51) e assim
tem-se:
v —v=—1. (4.52)

Observa-se que com a mudanca de variavel obtém-se uma EDO linear, que
pode ser resolvida por fator integrante: admite-se p(z) = e~* como fator integrante.
Multiplica-se p(z) em todos os termos da EDO:

ve P —wve = —e°, (4.53)
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e apods, consegue-se simplificar o lado esquerdo da igualdade utilizando a regra da
derivada do produto de duas funcgoes, e tem-se:

d% [ve’s} = —e °. (4.54)

Integrando dos dois lados e isolando v encontra-se:
v=1+ c€’, (4.55)

onde ¢; € uma constante de integracao.
Como se sabe que g, = v~!, obtém-se a solugio:

B 1
B 1+C1€s'

9o (4.56)

Verifica-se que a equacao (4.56) satisfaz as condi¢coes de contorno do problema
perturbado (4.33). E ainda, quando ¢y(0) = % encontra-se ¢; = 1 e assim:

1

= = (1+e)". :
=1 = (1+e) (4.57)
Do resultado anterior (4.57), tem-se que:
go(s) = —€° [2¢° (1+ e) P — (14 es)_g} : (4.58)

Pode-se substituir (4.57) e (4.58) na equacao (4.48):
91(5) + 91(8) = 201(s) (1 + €)= —e* 2 (14 )" = (L + ) 7], (4.59)
em que reescrevendo encontra-se:

9:(5) + g1(s) [1—2(1+ es)_l} = —e® [2¢° (1 + e) P —(1+ es)_ﬂ ; (4.60)

’ 68—1 68—1
9(5) + (8 s = ¢ (4.61)

A EDO (4.61) é linear e consegue-se resolver por fator integrante, sendo p(x) =
e (e’ + 1)2 que multiplica todos os termos da equagao:

e —1 1—¢°

gi(s)e™ (€ + 1) + () —— (" + 1) = 70 (4.62)

eS

Dessa forma, é possivel fazer algumas simplificagoes utilizando a regra da derivada
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do produto de duas fungoes:

1—¢°

d —s /s A
7 [gie ™ (e* +1)7] = e (4.63)
Integrando dos dois lados:

d _ 2 1—e¢€°
— (e +1 = 4.64
/ds[gle (e* +1)7] ds /1+esds, (4.64)

e resolvendo as integrais encontra-se a solucao para g;:

g1 = ( ¢ 5 (s —1In(1 +e%)* + 02) , (4.65)

1+e%)

onde ¢, € uma constante de integragao. A solucao para g; (4.65) satisfaz as condigbes
descritas em (4.48), e portanto, aplicando a condigao ¢;(0) = 0 encontra-se o valor da
constante: ¢, = In(4), que substituindo na equagéao (4.65) obtém-se:

e’ 4e®
g1 = TEE In <<1 n 65)2) . (4.66)

Do problema (4.49) tem-se:

g2(s) = cs, (4.67)

onde c¢; € uma constante de integracdo, que pode ser determinada através da
aplicagao das condi¢cdes também descritas em (4.49), e assim obtém-se ¢3 = 0, 0
que leva a:

g2(s) = 0. (4.68)

Conhecidos gy, g1 € g2 consegue-se encontrar a solugao do problema perturbado,
substituindo os resultados (4.57), (4.66) e (4.68) na solucao assintética formal (4.40):

gls)= —— 4 ¢ m( Ae” ) (4.69)

T 1+es (1 + e°)? (1 +e°)?

Assim consegue-se encontrar a solugao analitica aproximada da equagao (4.10)
retornando para a variavel de onda z, conforme a mudanca de variavel (4.24). Desse
modo tem-se:

1 e?/° 4e?le 1
W(z) = 1 O(—|. 4.70
) 1+€Z/C+02(1+6Z/C)2 n<(1+62/c)2> ' (C4> ( )

Pode-se utilizar a solugao aproximada (4.70) para descobrir a relacao entre a de-
clividade da solugao tipo onda viajante bem como a sua velocidade de propagagao,
conforme o trabalho de SOARES (2002), calculando o gradiente de W (z) (dW/dz),
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aqui denotado por S:

_ete erle [ ((e5le+1) —2 gesle (e 4 1) — 4e¥/e
S = 5+ — 3 In 5 |+ 3 )
c(e?/c+1) c (e#/c+ 1) (/¢ +1) (e#/c+1)
(4.71)
Pode-se notar que o gradiente da frente de onda, que avangca em z no sentido
crescente, & sempre negativo. E que para z — +oo obtém-se S = 0, conforme o

teorema 2 de LOGAN (2008). Isso significa que antes e depois do frente de onda nao
ha declividade. No frente de onda, quando z = 0, tem-se que o gradiente (4.71) é:

S ——. (4.72)

Desse resultado, pode-se concluir que quanto mais rapido for a movimentagao da
onda, conforme aumenta o valor de ¢, menos inclinada sera a frente de onda, o que
esta ilustrado na figura 9.

1
0.8
E 0.6
=
0.4
0.2
0
0 50 100 ] 50 100
r r
c=20
0 0
0 50 100 0 50 100
z z

Figura 9: Frente de onda W (z) (4.70) com diferentes declividades.

Como W(z) = w(x,t) e z = x — ct, para obter a solu¢ao analitica aproximada da
equacao de Fisher-Kolmogorov e as condi¢des de contorno originais, substitui-se (4.1)
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na equacao W(z) (4.70) e encontra-se:

w(z, t) =

1 e(:vfct)/c 46(9”*615)/0 1
- 1 (z—ct)/c + 2 (z—ct)/c 2 n (x—ct)/c 2 © (
+e 2(1+e ) (I+e )

0_4) . (473)

cujo comportamento pode ser ilustrado no grafico da figura 10 em trés dimensodes e
na figura 11 em duas dimensdes através dos perfis ora fixando ¢ e ora fixando x.

E=—
SR

i
Ny

20

H=1
———=x=10
—+—zx=20

—4—x=30

Figura 11: a) Solucao aproximada (4.73) considerando ¢ fixo; b) Solugao aproximada
(4.73) considerando x fixo.
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Para fins de conferéncia, pode-se substituir a solugdo (4.70) encontrada pelo
método de perturbacdo, na EDO (4.10) e obtém-se um erro (um valor préximo de
zero) que é ilustrado na figura 12.

n.nzw

N

Figura 12: Gréfico do erro da solugao aproximada (4.70) na EDO (4.10) com ¢ = 2.

Da mesma forma, essa conferéncia pode ser feita para a solucdo (4.73),
substituindo-a na EDP (4.6) e assim tem-se o0 erro representado pela figura 13.
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Figura 13: Grafico do erro da solucao aproximada (4.73) para EDP (4.6) com ¢ = 2.

Ressalta-se que se a solucao fosse exata, essa diferenca seria nula, contudo pode-
se perceber que na medida que x e t variam esse erro torna-se muito préximo de zero.
Assim, € possivel afirmar que as solucdes encontradas pelo método de perturbacao
sao boas solugdes particulares aproximadas para a EDO (4.10) e para a EDP (4.6),
respectivamente.

4.4 Analise do modelo de Fisher-Kolmogorov considerando duas
variaveis espaciais

Da equacao de Fisher-Kolmogorov unidimensional (1.30), acrescenta-se uma se-
gunda variavel espacial y, e obtém-se a equacao de Fisher-Kolmogorov em duas di-
mensoes, conforme tem-se a seguir:
ow Pw  PPw
—=D|—=—+—=—= —b 4.74
que pode ser reescrita em coordenadas polares considerando = = r cos(0), y = rsen(0)
e 0 = arctan(y/z), e tem-se para dw?/0x*:

ow ow oOr Ow 00 8w+sen(9) ow

(‘3—:1; - W%+%% = COS(@)E , %, (475)
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Pu_ 0 () 0 (000 00 )
0x? Ox \ Ox Ooxr \Or Ox 00 Ox

(P 0r P 00) 0r ou B (P or o w0y @ ow 70
or2 Ox 0rdd Ox) Ox  Or Ox? 000r Ox 002 0Ox) Ox (‘(35 768)x2

Resolvendo as derivadas e agrupado os termos semelhantes, encontra-se:

0*w o, 0*w  2sen(f) cos(h) 9w o, 0*w  2sen(f)cos(f) Ow  sen*(0) Ow
F T e o L R I
(4.77)
Da mesma forma, faz-se para 9*w/dy*:
ow ow Jr Ow 00 ow  cos(f) ow
ow _ Ow or ow 00 ow ow 4.7
o o oyt gt g (4.78)
0*w 0 (ow o (Ow Or Ow 00
—_— = — =] = == =+ = = 4.7
y? dy (3y) dy (57“ dy "0 3@/) (4.79)

(Pu o P 00\ O 0w O (Gw Or O 0 00w 20
S\ or2 oy 0rod oy) Oy Or Oy? 000r Oy 00> 0Oy) Oy 00 Oy?

De forma analoga, resolve-se as derivadas e agrupam-se os termos semelhantes

e obtém-se:

o _
oy?

0*w  2sen(f) cos(0) O*w

n 9w 2sen(f)cos(f) Ow  cos?(6) dw
or? r orof

002 72 0 r o or
(4.80)
Agora, conhecidos os termos 9%w/0x? e 9*w/dy?, em coordenadas polares, pode-

se substituir na equacao (4.74) e agrupando os termos, encontra-se:

sen(0) + cos?(6)

a " P\ar i T

Considera-se o termo 9?w/00* = 0, da equacao (4.81), visto que o tamanho do r
independe do posicionamento do angulo 6. E obtém-se:

2 2
ow (8 w, 10w, 19 w) + w(a — bw). (4.81)

ow 0w 1 0w
— = RS ——— — . 4.82
y D( r2+7“ 7n)%—w(a bw) (4.82)

Logo, busca-se uma solugdo w(z,y,t) = w(d,r,t). No entanto, a equagao (4.82)
nao possui solucdoes em coordenadas polares do tipo frente de onda viajante, em que
uma onda se espalha com velocidade constante sem mudar a sua forma. Isso se
da por causa do termo 1/r, cuja a equagao nao se torna uma equacgao diferencial
ordinaria na variavel de onda z = r — ct.
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Por outro lado, é possivel observar, conforme apresentado em MURRAY (2003),
que para grandes valores de r o termo 1/r (0w/0r) tende a zero e torna-se insignifi-
cante. Entao ao desconsiderar esse termo, a solucao tendera assintoticamente a uma
solucao de frente de onda viajante com velocidade ¢ = 2, como no caso unidimensio-
nal.

Portanto, levando em conta estas simplificagcoes, a solu¢ao da equacgao (4.82), com
a variavel radial r, equivale a solugao da equacao (4.74), em duas variaveis espaciais.
Além disso, mediante as simplificacdes sugeridas, a equacao (4.82) recai na equacgao
(1.30), em variavel radial ao invés de espacial, e a variavel angular 6 livre.



5 CONTROLE POPULACIONAL APLICADO A EQUACAO
DE FISHER-KOLMOGOROV A PARTIR DA TEORIA DE
SOLUCAO POR ONDA VIAJANTE

A equacao de Fisher-Kolmogorov pode ser utilizada para descrever o comporta-
mento de populagdes no tempo e no espaco. E possivel introduzir fungdes de controle
populacional nesse modelo. Uma alternativa sustentavel é a aplicagao do controle
biol6gico que regula o crescimento de plantas ou animais pela intervencao humana,
ou pela manipulagao de individuos vivos, cuja utilizacdo é defendida neste trabalho.

Neste capitulo apresenta-se uma estratégia de controle 6timo linear realimentado
para um sistema bioldgico, cujo comportamento € descrito por um modelo de Fisher-
Kolmogorov, ap0s a aplicagao da teoria de onda viajante, como o objetivo de encontrar
as funcodes de controle que estabilizem o sistema em torno da trajetéria étima e o leve
ao estado de equilibrio desejado.

Na secao 5.1 tem-se a aplicacdo da teoria de controle 6timo linear para sistemas
nao lineares, no caso a equacgao de Fisher-Kolmogorov, ap6s a reducao pela teoria de
solugao por onda viajante e, na secao 5.2, é apresentada uma aplicacao considerando
o sistema biologico: plantas aquaticas em aguas poluidas.

5.1 Controle o6timo linear aplicado no sistema nao linear de
Fisher-Kolmogorov

Nesta sec¢ao, utiliza-se a teoria de controle linear realimentado para sistemas nao
lineares, apresentada no capitulo 3, na secao 3.2, seguindo as ideias de RAFIKQV;
BALTHAZAR; VON BREMEN (2008). Portanto, o objetivo aqui € controlar o sistema
modelado pela equacao de Fisher-Kolmogorov (4.6), a fim de leva-lo para o equilibrio
desejado. Para isso, acrescenta-se uma fung¢ao de controle da forma: U; = wu; + u],
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com i = 1,2, no sistema (4.11) e obtém-se:

W =V +U,
/ (5.1)
Vie—cV—WQA=W)+U,,

onde u} e u; sdo 0s niveis desejados do controle, e u; € u, SA0 responsaveis por
controlar o sistema, conforme RAFIKOV; BALTHAZAR; VON BREMEN (2008). Subs-
tituindo U, e U, consegue-se obter as fungdes que sao responsaveis por estabilizar o
sistema em torno da trajetéria desejada no estado 6timo:

wp =W -V,
, 2 (5.2)
uy =V* +W*+cV* =W+,

Contudo, sabe-se que W* e VV* representam os niveis desejados do sistema, ou seja,
sao constantesem que W* =0e V* = 0. Assim:

uy = —=V",
, (5.3)
uy =W +cV* —W+.

Pode-se ainda, substituir as relagoes encontradas para u} e us em (5.3) no sistema
(5.1) e encontra-se:

W =V +u —V*,

/ , (5.4)
Vi==V-WI1-W)+u+W*"4cV"—W".
Reescrevendo os termos obtém-se:
W =V —-V*+u,
/ , (5.5)
V==V -WH+Wrdtu+W"+cV* —W*.
Agora, define-se:
W:yl_l_W*v = ylZW_W*v
(5.6)

V=y+V" = yp=V-V"

como as perturbacdes/desvios das trajetdrias do sistema. Nota-se que o sistema (5.5)
pode ser reescrito considerando (5.6):

W =V -V*4u,

’

Vie—c(V=V—(W-W+W2-Ww*
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E assim, obtém-se:

(1 + W*) =y +w,

) , , (5.8)
(o +V*) = —ctp—pn + W = W* +u,.
Como W* =0eV* = 0, o sistema (5.8) pode ser reproduzido da forma:
y/ = Y2 + Uy,
' 2 (5.9)
Yo = —Cyp —y1 + W2 = W* +u,.
Considerando que:
W2 —W* = (W —W*)? 4+ 2W* (W — W*), (5.10)
e substituindo no sistema (5.9):
y/ = Y2 + uq _I'ul*v
,1 . (5.11)
Yg = —CYos — Y1 + [(W — W+ 20 (W — W*)] + ug + uj.
Assim, o sistema perturbado com controle tera a forma:
Yy = Yo+ i,
e (5.12)

Yo = (2W* — 1) y1 — cyo + Y3 + ug,

que pode ser reescrito da forma V' = AY + H(Y) + Bu, como:

! 1 1
o . L I R P CA L
Yo 2W* —1 —c Yo 0 1 Us

sendo que W* é uma constante conhecida através do problema biologico estudado, A
€ a matriz de coeficientes constantes que acompanha os termos lineares, H(Y) é um
vetor dos termos nao lineares e B € a matriz que acompanha as funcées de controle.

Como pretende-se controlar a densidade da populacao, € conveniente introduzir
a funcao de controle somente na primeira equagao do sistema, pois a segunda a
equacao nao remete uma situacao bioldgica, ou seja, V' é apenas uma variavel auxiliar.
Portanto, consideramos somente a fungao u,, na primeira equagao.

A partir do sistema (5.12), considera-se o teorema 1, proposto por RAFIKOV;
BALTHAZAR (2004), apresentado no capitulo 3, se¢cao 3.2 e com mais detalhes no
anexo B. Assim, consegue-se determinar os valores do vetor de ganho « e, conse-

0

_l’_
ui
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guentemente, a fungao de controle. De forma genérica tem-se:

up = —[k1 Kaolyr wal”, (5.14)

onde o sinal negativo indica que para controlar esse sistema bioldgico é necessario
retirar individuos.

Agora, conhecida a funcao de controle (5.14), substituindo-a no sistema perturbado
(5.12) encontra-se:

9,1 = Y2 — K1Y1 — Ral2,

/ (5.15)
yy = CW* = 1)y — cyo + 1.

E possivel reescrever o sistema nas variaveis originais W e V, considerando (5.6)
tem-se:

Wi=0=m) V=V =m (W =W, (5.16)

!

Vie—c(V=V)+WW-=1) - W*(W*=1).

Consegue-se resolver numericamente o sistema (5.16), obtendo as trajetdrias tem-
porais. Também & possivel verificar se a estratégia de controle estabiliza e controla o
sistema biolégico no nivel populacional desejado.

5.2 Aplicacao de uma estratégia de controle a um sistema de plan-
tas aquaticas.

Para verificar a eficacia da estratégia de controle mostrada na secao anterior,
considera-se uma aplicagao num sistema biolégico de aguapés em aguas poluidas.
Essas plantas sdo exclusivamente aquaticas e tem propriedades capazes de retirar
elementos toxicos da agua. Contudo, quando a densidade da populagao € maior de
50% da capacidade de suporte do meio, a espécie perde eficiéncia na remogao desses
agentes e passa a ser considerada uma praga (COSTA et al., 2003).

Assim, esse sistema necessita aplicacao de controle, sendo que tem sua melhor
absorcao de poluentes quando a quantidade de plantas atinge a metade da capaci-
dade de suporte do meio onde esta inserida, ou seja, W* = 0,5257. Ja o equilibrio
da variavel auxiliar é determinado através da equacao (5.3) e corresponde ao valor
V* = 0,0257, ambos no sistema na forma adimensional, conforme os resultados ex-
perimentais apresentados em KAWAI; GRIECO (1983). Com os valores de W* e V*
conhecidos, consegue-se calcular x e também a funcao de controle, obtendo-se:

up = —[1,0175 0,3439][y1 v2]", (5.17)

considerando por exemplo R = 1, com ordem m = 1, pois introduziu-se somente uma
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funcao de controle no sistema, e () uma matriz identidade de ordem n = 2, devido o
sistema possuir duas variaveis de estado. A partir de (5.15), pode-se voltar ao sistema
nas variaveis originais 1 e V, considerando (5.6) e tem-se:

W' =0,6561(V —V*) —1,0175 (W — W*),
(5.18)

/

Vie—e(V=V)+WW-=1)—W*(W*=1)

E possivel obter uma solucdo numérica diretamente do sistema (5.18) usando o
software Matlab, pelo método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem e cinco
estagios (BURDEN; FAIRES, 2008).

As figuras 14 a 17 apresentam os graficos do comportamento da fungéo L(y) em a),
gue é definida-positiva. Os graficos em b) representam o comportamento da trajetoria
W (z), os graficos em c) apresentam as trajetorias V'(z) desse sistema e, nos graficos
em d) tém-se as funcdes de controle.

Cabe aqui reiterar que a fungéo L(y), conforme o teorema 1, no capitulo 3, deve
ser positiva para garantir a convergéncia do sistema de controle (5.18). Para isso,
considera-se valores distintos para R e () , que nesse caso R sera um escalar devido
a aplicagcao de uma unica fungao de controle (m = 1), e @ € uma matriz identidade
de ordem n = 2, pois tem-se duas variaveis dependentes no sistema. Na escolha de
diferentes valores para R e () altera-se os valores do vetor x e consequentemente na
funcao de controle, que influencia na velocidade com que o sistema atinge o nivel de
equilibrio desejado.

E possivel observar nas figuras 14 e 16, onde foi considerado uma condico inicial
abaixo do nivel de equilibrio, que a funcao de controle assume inicialmente valores
negativos. Isso ocorre pois nos primeiros momentos nao ha aplicacao de controle,
passando a atuar somente quando a densidade populacional ultrapassa a metade da
capacidade de suporte €, com o passar do tempo, estabiliza na quantidade que deve
ser retirada periodicamente. Funcdes de controle com valores inicialmente negativos
também foram encontradas por SCHMID (2004).

Da mesma forma, essa analise da fungao de controle pode ser realizada nas fi-
guras 15 e 17, onde considera-se que o controle € aplicado quando o numero de
individuos esta acima do nivel desejado. Nesse caso, o controle atua de forma a re-
mover quantidades significativas nos primeiros momentos a fim de dirigir o sistema
ao nivel de equilibrio desejado, e posteriormente torna-se constante a retirada de in-
dividuos.

Cabe ressaltar que este tipo de estratégia de controle parte de valores conhecidos
(condigao inicial) e chega em valores conhecidos (niveis 6timos), que sao fornecidos
através dos experimentos. Ou seja, 0 objetivo deste tipo de estratégia € mostrar o que
acontece nesse percurso como, por exemplo: o tempo que leva para o sistema atingir
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o nivel desejado; e a respectiva quantidade de individuos que deve ser retirada em
determinado tempo e espago.

Nota-se que tanto as trajetorias em W (z) como as trajetérias para V(z) evoluem
para os pontos de equilibrio desejados, independente se a densidade inicial de plan-
tas € menor ou maior da metade da capacidade de suporte, que corresponde ao nivel
otimo. Assim consegue-se uma boa eficiéncia no tratamento da agua sem causar
prejuizos a natureza. Pode-se afirmar que a estratégia de controle adotada é eficaz,
pois controla e estabiliza o sistema biol6gico de aguapés em aguas poluidas, indepen-
dente da condigao inicial.

a) b)
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Figura 14: Para o sistema (5.18) com R =1, Q = I, e k = [1.0175 0.3439] com
condigao inicial W, = 0,2 e V; = 0,0257 tem-se: a) fungdo L(y), positiva definida; b)
trajetoria para W (z); c) trajetéria para V(z); e d) a trajetoria para fungéo de controle

uy(2).
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b)

d)

[1.0175 0.3439] com

condigdo inicial W, = 0,8 e 1, = 0,0257 tem-se: a) fungao L(y), positiva definida; b)
trajetoria para W (z); c) trajetéria para V(z); e d) a trajetoria para fungao de controle

uy(2).
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b)

d)

Figura 16: Para o sistema (5.18) com R =50, @ = [10 1; 1 10] e k = [0.4698 0.2012]
com condigao inicial W, = 0,2 e V; = 0,0257 tem-se: a) fungcao L(y), positiva definida;
b) trajetéria para W (z); c) trajetéria para V' (z); e d) a trajetoria para fungao de controle

uy(2).
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Figura 17: Para o sistema (5.18) com R =50, Q@ = [10 1; 1 10] e x = [0.4698 0.2012]
com condigao inicial W, = 0,8 e V;, = 0,0257 tem-se: a) fungdo L(y), positiva definida;
b) trajetéria para W (z); c) trajetéria para V'(z); e d) a trajetéria para fungéo de controle

uy(2).



6 CONTROLE ESPACO-TEMPORAL DO SISTEMA
BIOLOGICO DE PLANTAS AQUATICAS

Nesse capitulo, tem-se a aplicagao de uma estratégia de controle em um sistema
biolégico constituido por plantas aquaticas, cuja configuragao é a mesma da fungao de
controle introduzida no modelo logistico, utilizado para descrever 0 mesmo processo,
contudo considerando somente a variagcao do tempo. Essa estratégia, baseia-se na
retirada de plantas através do manejo humano.

Na secao 6.1 faz-se uma revisao da metodologia e da estratégia de controle ado-
tado por COSTA et al. (2003), cuja teoria é base para o estudo realizado na secao 6.2.
A partir dessas ideias, formula-se uma fungao de controle que é inserida diretamente
na equacao de Fisher-Kolmogorov com as mesmas caracteristicas da encontrada para
o modelo logistico através da aplicacao do principio do maximo. Por fim, na secao
6.3, tem-se a analise do modelo de Fisher-Kolmogorov controlado considerando duas
variaveis espaciais.

6.1 Controle linear realimentado aplicado a um modelo de plantas
aquaticas utilizando o principio do maximo

Nesta secdo, faz-se uma revisao da estratégia de controle 6timo feita por COSTA
et al. (2003), na qual a teoria adotada é o controle linear realimentado, entrado no
sistema de forma nao linear, com a utilizagcao do principio do maximo, apresentada no
trabalho de RAFIKOV; BALTHAZAR (2005) e reproduzida nesse trabalho no capitulo
3, secao 3.3.

No trabalho de COSTA et al. (2003), formulou-se o problema de controle étimo
com o objetivo de determinar a quantidade de aguapés necessaria para o funciona-
mento eficiente da lagoa de aguas residuais. O crescimento populacional das plantas
aquaticas em questao é descrito pelo modelo de Verhulst (1.5), conforme viu-se no

capitulo 1:
dw

o = aw — bw?, (6.1)
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em que w(t) representa a densidade de aguapés (gramas de massa seca por metro
qguadrado) no momento ¢ (dias). E a caracteriza a taxa de crescimento, b € o coeficiente
de competicao entre as plantas de aguapés.

A formulagao do problema de controle descrito aqui é apresentado no capitulo 2,
secao 2.3, para a populacao de individuos de uma mesma espécie, sendo que do
problema formulado naquela secao, tem-se i = 1 e a forma do controle recai para a
parte de i = 1...ny, que representa a retirada de individuos do meio.

Considerando u(t) uma fungao de controle que indica a retirada de individuos num
determinado periodo de tempo (), entao a equagao diferencial que modela o cresci-
mento de plantas admitindo o recolhimento diario é dada por:

Cil_zf = a(w —u) — b(w — u)* — Tu, (6.2)

onde 7 € a capacidade técnica de recolhimento de aguapés. Sendo que o valor 7 mais
alto corresponde ao periodo mais curto para remocao de plantas da lagoa e pode ser
obtido também através do modelo logistico, conforme segue:

N = Nye Too, (6.3)

Considerando que N é o numero de individuos: N =1 e N, é a condigao inicial de
individuos: N, = 100, tem-se:
1 = 100e 097 (6.4)

Assim pode-se obter 7 através da relagao:

In0,01
T99 ’

T = (6.5)
onde Tyy é 0 periodo necessario para remover 99% das plantas. Para compreender
essa equacgao, considera-se por exemplo Ty = 1, entao as plantas serdo removidas
durante um dia, sendo 7 = 4, 605.
A funcao de controle u(t) aparece na equacao de forma nao linear, obedecendo a
restricao:
0 <u(t) <w(t). (6.6)

A funcao w satisfaz a condigao inicial:
w(0) = wp. (6.7)

Com o propésito de formular o problema da produtividade maxima da lagoa,
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escolhe-se o critério a ser maximizado (COSTA et al., 2003):

J:Afm@ﬁ+w@L (6.8)

em que o primeiro termo representa a quantidade da massa de aguapés recolhida
durante o periodo do funcionamento da lagoa e o segundo termo indica a quantidade
méaxima de aguapés no momento final ¢;. Assim formulando o problema da produtivi-
dade maxima da lagoa de estabilizagao para uma dinamica exclusivamente temporal.

Segundo COSTA et al. (2003), a formulagao do problema de controle 6timo € dada
por: para a equagao com controle (6.2), satisfazendo a condicao inicial (6.7), quer-se
encontrar a fungéao de controle u(t), com ¢ € [0,t¢], que satisfaz as restricoes(6.6) e
gue maximiza o funcional (6.8). Esse problema sera resolvido através da aplicacao do
principio do maximo de Pontryagin (PONTRYAGIN et al., 1962; NAIDU, 2003). Desse
modo, formula-se o problema em forma de Mayer e introduzindo a funcao:

t
mn:w@+7/u@m, (6.9)
to
que possui derivada:
do o 2
pri a(w —u) —b(w — u)*, (6.10)
e condicao inicial:
0(0) = wp. (6.11)

Assim, é possivel formular o problema de controle 6timo de aguapé da seguinte
maneira: encontrar a funcdo do controle u(t) para o sistema (6.2), (6.10) com
condicoes iniciais (6.7) e (6.11) que satisfaca as limitacoes (6.6) e que maximiza o
funcional:

J =0(t). (6.12)

Considerando que:
£ =w—ult), (6.13)

tem-se a funcao de Hamilton em forma:

H = o€ [a — b&] + 1 [(a — bE) — Tu(t)], (6.14)

em que v e ; sao variaveis adjuntas que satisfazem o seguinte sistema:

dpy  OH
= =0, (6.15)
o, ol (6.16)

dt — ow’
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e condicdes finais:
Yolty) =1, (6.17)

Yu(ty) = 0. (6.18)

De acordo com o principio do maximo (PONTRYAGIN et al., 1962; NAIDU, 2003),
a funcao de controle 6timo maximiza a fungcdo H, considerando a fungao de controle
u sem restricdes. A condicdo necessaria para maximizar a fungcao H é dada por:

OH OH

A wi=o, (6.19)

onde ¢; é uma constante. Da equagao (6.15) tem-se que 1), € constante e admitindo
a condicao final (6.17), encontra-se:

bo = 1. (6.20)

Da condicao necessaria para maximizar a fungao H (6.19) obtém-se:

OH
a—g = _Clwl- (621)
Mas, em contrapartida:
OH OH
o T 22
ow  0¢’ (6.22)
portanto a equacao (6.16) pode ser reescrita:
0
T — e, 6:29)

e resolvida através do método de separagao de variaveis e encontra-se como solucgao:
Py = ke, (6.24)

com k; sendo uma constante e aplica-se a condicao final (6.18). Dai obtém-se que
ky =0, e assim:
Y1 = 0. (6.25)

Desse modo conhecidos os valores para i, em (6.20) e v, em (6.25) pode-se
substituir na fungao de Hamilton (6.14) e tem-se:

H=¢[a—be], (6.26)
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e da condicao (6.19) e da equacao (6.26) obtém-se:

S 27

£=o (6.27)

Como resultado, para valores w(t) > ¢ de (6.7) admite-se que u(t) = w—¢ . Sendo

assim, a estratégia de controle 6timo que garante a maximizacao da massa de plantas
considerando a restricao (6.6) é dada por:

ult) = (6.28)

0 quando w <¢.

{ w—§& quando  w > &,

Como a capacidade de suporte do meio que limita o crescimento de aguapés é
dada pelo valor a/b, o valor de £ em (6.27) significa que o controle é aplicado quando
a quantidade de aguapés ultrapassa a metade da capacidade maxima de suporte do
local, que corresponde ao nivel étimo.

Substituindo a funcao de controle (6.28) na equacao (6.2) obtém-se:

2

L4 rw, para w(t) > —
do _ ) qp " P 2’ (6.29)
dt a

w(a —bw), para w(t) < %5’

que descreve a variagao das plantas no meio, considerando a aplicacao de controle
somente quando a populacao de plantas ultrapassa o valor (6.27).

Das equacgdes em (6.29) pode-se observar que quando o controle é aplicado, a
EDO (1.5) torna-se linear devido as simplificacées algébricas que podem ser feitas.
Ambas as equacao de (6.29) possuem solucao analitica exata para cada instante ¢.
Considerando a condicao inicial (6.7), as solugboes das equacgodes de (6.29) sao dadas
por:

M+ (wg— M)e ™, se w(t) > ¢,
w(t) = L e wi) <t (6.30)
wo + (% — wo) e—at

onde M = a?/4b + a1 /2b.
Assim, quando se tem um periodo suficientemente grande de funcionamento da
lagoa, ou seja t — oo, as solugoes de (6.30) tendem a valores constantes:
lim w(t) = M (6.31)
t—o00
Isso significa que quando a populagao esta sob o efeito do controle, com o passar

do tempo ela cresce somente até o nivel desejado.
Nos estudos realizados por KAWAI; GRIECO (1983), foi observado que o cresci-
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mento de aguapés é da forma exponencial durante um determinado periodo de tempo,
sucedido por uma fase estacionaria de crescimento. A expressao matematica que re-
presenta a curva de crescimento de aguapés, obtida através dos resultados experi-

mentais, € dada por:
700

wlt) = 175, 7ge o
de onde obtém-se os parametros a e b do modelo. Nota-se que a funcao (6.32) é
solugao da equacao (1.5) sem controle, que € igual a segunda equacao de (6.29), em
gue a taxa de crescimento e a taxa de competicao entre as plantas correspondem a
a=0,103eab=0,000147.

Assim € possivel determinar o nivel desejado que estabiliza o sistema biol6gico
em 368, 38¢g/m?, e sem regulacao, a populacao cresce até a capacidade de suporte do
meio que corresponde a 700, 68g/m?.

Com essa estratégia de controle é possivel determinar a quantidade de aguapés
que precisa ser recolhida diariamente:

(6.32)

ut(t) = (6.33)

que corresponde a u*(t) = 18,04g/m?, com 7 = 1.

A figura 18 mostra as curvas com crescimento natural de aguapés, considerando
a solucdo da segunda equacgao do sistema (6.29), e com aplicagao de controle 6timo
e condicao inicial wy = 100, considerando a solugcao da primeira equacgao do sistema
(6.29).

700 T T T T E—
600 | 7

L -
500 ’

= 400 1

300 1

2007 - = =Crescimento sem controle | |

Crescimento com controle

_.IDD 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 &0

Figura 18: Densidade de aguapés sem aplicagcao de controle e com aplicacdo de
controle.
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A utilizagao da teoria de controle 6timo para o controle desse sistema, determi-
nou a estratégia 6tima de retirada de aguapés da lagoa a fim de tornar mais efici-
ente a limpeza de aguas poluidas. Os resultados aqui apresentados da modelagem e
otimizacao estao de acordo com trabalho de KAWAI; GRIECO (1983).

Partindo desse estudo realizado por COSTA et al. (2003) e RAFIKOV; BALTHAZAR
(2005) utilizando EDOs e comparando os resultados obtidos com os experimentos de
KAWAI; GRIECO (1983), na proxima secao pretende-se utilizar essas ideias e apre-
sentar uma estratégia de controle 6timo para o mesmo sistema bioldgico (aguapés
em aguas poluidas) considerando uma fung¢ao de controle u(x,t) com a mesma es-
trutura da encontrada por COSTA et al. (2003), contudo utilizando a EDP de Fisher-
Kolmogorov.

6.2 Controle linear realimentado inserido diretamente na equacao
de Fisher-Kolmogorov aplicado a um sistema biologico de
plantas aquaticas

Uma vez determinada a funcao de controle para o crescimento logistico, baseado
na secao anterior e nos trabalhos de KAWAI; GRIECO (1983) e COSTA et al. (2003),
propoe-se agora, como parte inovadora deste trabalho, o controle para um sistema de
plantas aquaticas considerando a dinamica temporal e a dispersao espacial. Admite-
se a existéncia de uma funcéo de controle u(x,t) que possa ser utilizada na EDP de
Fisher-Kolmogorov (1.30) e satisfaga as seguintes condicoes:

e a fungao de controle representa a quantidade de aguapés recolhida por dia (¢),
em um determinado espago (z);

e 0 espaco em questao € um canal contendo aguas residuais, com inicio do canal
em xo = 0 € comprimento x; = [.

e a funcao de controle, no tempo e no espaco, deve levar as trajetérias do sistema
biol6gico modelado pela equacgéao (1.30) ao ponto de equilibrio desejado.

Dessa forma, uma funcao de controle que satisfaca essas condigdes e inclui a
dispersao de plantas no espaco, baseada na funcao obtida no modelo logistico, pode
ser dada por:

w(z,t) — ¢, quando w > &,
u(z,t) = (6.34)
0, quando w <¢,
onde ¢ tem a mesma dimensao de w e € igual ao encontrado na aplicacao de con-
trole na equacao (6.2) na segao anterior, cujo valor foi estabelecido utilizando a teoria
de controle linear realimentado para sistemas nao lineares, através da aplicacao do
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principio do maximo, e entra na equacao (1.30) da mesma forma que a equacao (6.28)
foi inserida em (6.2).

Substituindo a fungao de controle (6.34) na equacao de Fisher-Kolmogorov (1.30),
da mesma forma que em (6.2), obtendo-se:

2
%—Z):%—i—(w—u)[a—b(w—u)]—Tu, se w > ¢,

ow 0w (635
E:w—i—w(a—bw), se w<¢.

Pode-se notar que a segunda equacao do sistema (6.35) é a equacao de Fisher-
Kolmogorov estudada no capitulo 3. Ja da primeira equagao encontra-se uma nova
EDP, incluindo a funcao de controle, dado por:

ow  O*w
E:WJF(w—ﬁ)[a—b(w—f)]—T(w—f)a (6.36)
ow Pw a a a
ow  O0*w a’>  ar
De forma simplificada tem-se:
ow  O*w
E:w—Tw—i-M, (6.39)

sendo 7 uma constante que representa a capacidade técnica da retirada de individuos
e M = a*/4b + Ta/2b também é uma constante.
As condigoes iniciais sao dadas por:

w(z,0) = wy, (6.40)

e as condi¢oes de contorno da equacgao (6.39) sao do tipo Neumann:

ow(0,1)
or

ow(l,t)
or

As condigdes (6.41) indicam a ndo existéncia de fluxo de plantas nas bordas do canal.
Isso acontece porque as plantas aquaticas dependem da agua para sobreviver, e o
contorno representa um limitante da agua para a terra, dessa forma, impossibilitando
o crescimento e o avanco fora do canal.

Pode-se notar que a equacao (6.39) tem a mesma configuragao da primeira
equacgao de (6.29), considerando que w(t) agora é w(x,t) e que houve a inclusao
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do termo difusivo, dado por w,,. Além disso, a EDP (6.39) tornou-se linear com a
aplicacao da estratégia de controle. Portanto € possivel encontrar uma solugdo para
essa equacao através de métodos amplamente encontrados na literatura, como por
exemplo a transformada de Laplace, transformada de Fourier e separagao de variaveis
(método de Fourier).

A EDP (6.39) é definida num dominio finito de 0 < z < [. Entdo pode-se utilizar
a Transformada Finita de Fourier (TFF), é aplicada em problemas onde o intervalo do
dominio das variaveis de interesse ¢€ finito; isto €, isto €, se x for a variavel sobre a
qual se pretende aplicar uma transformada finita, entao: ; < = < b, onde q; € b; s&o
numeros finitos no espaco e £ € o periodo da fungéo, que pode ou ndo assumir o valor
de b, dependendo do dominio da fungao.

Conforme MEDRANO-BALBOA (1989), para aplicar a TFF na equacao de Fisher-
Kolmogorov com controle (6.39), € necessario a analise de algumas condicoes na
EDP: a ordem da derivada com respeito a x (par ou impar) e a ordem das condicoes de
contorno (par ou impar). Nesse caso, a equacgao de Fisher-Kolmogorov com controle
(6.39) tem-se a derivada em x par, de ordem dois, e as condi¢gdes de contorno sao
impares, de ordem um. Portanto, pode-se utilizar a TFF-cosseno.

Agora aplica-se a TFF-cosseno em todos os termos da equacao de Fisher-
Kolmogorov com controle (6.39) e encontra-se:

c{%—f}:c{%}—cm}ww}, (6.42)

sabendo que w = w(z,t) e m = 1, devido a derivada ser de ordem dois.
Pela propriedade da derivada (2.26):

{2 — e @) = (1 (3 o)~
S0 ()T o - v |

p=1

(6.43)

Tem-se que:

(_1)1 Z {(_1>1 <%>(2~1_1)+1 ((_1)nw2'1_2(bl) - w2-1—2(0))} =0, (6.44)

p=1

pois w’(f;) e w’(0) correspondem as condigdes de contorno (6.41), que sao condigdes
de fluxo nulo, portanto:

c {%} — Cfw(2)} = — (”%)2 weln, b). (6.45)
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Aplicando a TFF na derivada em ¢ tem-se:

ow ow,
em w(z,t):
C{w} = w(n,t), (6.47)
e na constante M obtém-se:
by
C{M} = M cos (nbﬂ) dx = M. (6.48)
0 !

Substituindo (6.45) a (6.48) na EDP (6.39) encontra-se:

ow, nm\ 2 _
el (f) we(n,t) — we(n,t) + M, (6.49)
e entdo tem-se a EDO:
we(n, t) nmy 2 -
pras [( - )+ 1} we(n,t) = M, (6.50)
que pode ser resolvida por fator integrante considerando FI(t) = e[(%) +1e como o
fator integrante. Assim, obtém-se:
welnt) = g 4 Coel ()1 (6.51)
(%) +1
considerando C, uma constante, obtida na integracao.
Aplicando a TFF-cosseno na condigao inicial (6.40) tem-se:
b nmT
we(n,0) = / W COS (b_) dzx. (6.53)
0 l

Assim, através da condicao inicial transformada (6.53) consegue-se determinar o
valor da constante Cj:

M by
Cy = —2M +/ wWp COS (w) dz, (6.54)
(””) +1 0 by
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e consequentemente pode-se reescrever a solucao da EDO (6.50) da forma:

B M M b nmx [(%)24-1]15
we(n,t) = —(%)2 T + <—(M)2 T —l—/o wWo COS ( b ) dx) , (6.55)

L

Aplicando a TFF-cosseno Inversa em w.(n,t) tem-se:

C fwe(n, )} = w(z, 1) = blwc 0.4) + bz > (wc cos (””)) . (656)

3
—_

sendo que:
bl bl
we(0,t) = (1 —e") Mdx + e_t/ wodz, (6.57)
0

Gl [(m?fq*/oblw““(?)dx 7l cos (25 ).

comn=1,23,..

Para verificar a eficacia da estratégia de controle, o grafico da figura 19 ilustra a
solucao (6.58) da equacao de Fisher-Kolmogorov com controle (6.39) com condicao
inicial com condicéo inicial w(z,0) = 140,14 abaixo do nivel desejado e o gréfico
da figura 20, considerando outra condi¢do inicial w(x,0) = 560,54, acima do nivel
desejado. Considerando o coeficiente difusivo D = 1,33m?/t, determinado a partir
das informacdes sobre difusdo de aguapés contidas no trabalho de KAWAI; GRIECO
(1983).

Portanto, ao analisar as figuras 19 e 20, pode-se notar que, para cada posicao em
x, 0 crescimento das plantas ocorre da mesma forma para cada instante de tempo
t. E ainda é possivel perceber que independente da condicdo inicial, a quantidade
de aguapés estabiliza com o passar do tempo na mesma quantidade equivalente a
368, 38¢g/m?, ou seja, estabilizam préximo da metade da capacidade de suporte (K =
700g/m?), que é o nivel desejado, conforme os experimentos realizados por KAWAI;
GRIECO (1983). Apos a estabilizacao, o manejo deve ser diario para a manutencao
da densidade populacional de plantas no nivel desejado.

Para ilustrar melhor a eficiéncia do controle proposto, considera-se outros tipos de
condicdes iniciais, buscando maior proximidade com a realidade, admitindo condicdes
iniciais ndo constantes, como por exemplo w(z,0) = 2?2, ilustrada na figura 21. Dessa
forma, tem-se que num mesmo instante inicial pode-se ter concentragoes diferentes
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de densidade de plantas.

Pode-se notar novamente que ha uma convergéncia da populagao de plantas para
o nivel de equilibrio desejado. Quando a densidade de plantas esta acima do nivel
desejado ha um decréscimo, quando esta abaixo, ha um acréscimo de plantas devido
a reprodugao.

Figura 19: Solugao do sistema controlado (6.39) para a condigdo inicial w(z,0) =
140, 14.
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para a condigao inicial w(z,0) =

Figura 20: Solugdo do sistema controlado (6.39)

260, 54.

400"

300 1

>
)

200+

100

0.8

0.6

04

0.2

Figura 21: Solucao do sistema controlado (6.39) para a condicao inicial nao constante

w(z,0) = 22



103

6.3 Analise do modelo de Fisher-Kolmogorov controlado consi-
derando duas variaveis espaciais

A andlise feita anteriormente corresponde ao estudo unidimensional do cresci-
mento da populagdo de plantas. Agora, sera avaliado o crescimento em duas di-
mensoes, considerando um canal com comprimento e largura ou uma lagoa. Para
iss0, acrescenta-se uma segunda variavel espacial y, conforme foi realizado na secao
4.4. Sendo assim, em termos de solugao do sistema bidimensional, pode-se conside-
rar as densidades populacionais obtidas em (6.58) em termos radiais.

A figura 22 apresenta a evolucao da densidade de plantas numa lagoa de
estabilizacao diante da condigao inicial em coordenadas polares w(r,0) = wy. Pode-se
observar que a cada posi¢cao no espaco tem-se associado um tempo e uma densidade
de plantas que é fixa para cada tamanho de r.

—t=2; w=206
—¥—t=4; w=287
—&—1{=6; w=327
—t—i=8; w=347
—&—1=10; w=358

Figura 22: Diferentes densidades de plantas w(z, y, ) (¢3/m?) com a evolugao do tempo
t, com condicao inicial wy = 140.



7 MODELO REATIVO-DIFUSIVO UNIDIMENSIONAL PARA
DUAS ESPECIES: SISTEMA DE LOTKA-VOLTERRA MODIFI-
CADO COM DIFUSAO

A distribuicao de individuos pode ser representada através do modelo difusivo li-
near, que combinado com um termo de reacao que correspondem a taxa de cres-
cimento e interacdo entre os individuos, constitui um modelo de reagcao-difusao. Se
esse modelo representar a interacao de duas espécies, cuja relacao entre elas é do
tipo presa-predador e o Unico alimento do predador € a presa, que cresce até um
determinado nivel, entao tem-se o sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao
(DUNBAR, 1986; EDELSTEIN-KESHET, 1988; KOT, 2001; MURRAY, 2003).

Neste capitulo sera analisado o modelo de Lotka-Volterra com difusao (1.31), con-
siderando a existéncia de ondas viajantes (secdo 7.1) que reduzem o sistema de EDPs
para um sistema de EDOs e a partir disso, realiza-se a analise de estabilidade do sis-
tema (secao 7.2), com o objetivo de fazer uma analise qualitativa do sistema através
da verificacdo da existéncia de ondas viajantes entre os pontos de equilibrio.

7.1 Solucao por onda viajante

Inicialmente, pode-se adimensionalizar o sistema (1.31) definindo as novas
variaveis (quantidades adimensionais) através de:

U LN x:x(i)Q, (7.1)
k a 2
onde D i d
H_ 1. - OF h=
D= Dy’ a pt e b - (7.2)
Dessa forma tem-se:
ow ow Ot ow ow Ow Ow
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_ Ow _ Ow 9z [a Ow _ (0w 0w\ _ [a Ow (7.4)

Wa or 0% Or Dy 9  \ow 0] D, 0z’ '

_ Pw 0 (Oow\ _ 9 ( [a Ow\ _ ke 0w (7.5)

Wer = 522 = x\oz) ~ axr\\\D, 0z) ~— D, 0z’ '

_ v v oot Ov _(Ov v\ _ a Ov 7.6)

T T aar - Yot " "\esat) T v ot '

_ Qo v om o fa v fa (Ov 0v) e fa 0 g g
Ve T 9 T oz or  \ND, oz  \D, \ov oz) T w\WD, oz

_ Pw 0 (v 0 (a [a 00 0 _aa OV g
Vee = 92 T or\oz) — 0z \o\/D, 9z 0z) = bD, 07 '
),

Substituindo os resultados (7.3), (7.5

obtém-se: 5 -
Y _w (1—w—-wv)+D w,
ot ox? 79
00 s -
ot U\ o2

Observa-se que para fins de simplificacao de notacao, a “barra” foi desconsiderada
e D representa a razao entre os dois coeficientes de difusao D = D,/ D;.

Considerando que o comportamento dispersivo ocorre através de “frentes de in-
vasao”, conforme explanado na secao 2.2, admita-se entao que o sistema (7.9) tenha
solucao por onda viajante das formas:

w(z,t) = W(+ct) = W(z) (7.10)

v(z,t) = V(r+ect) = V(z) onde z=ux+ct, (7.11)

gue representa a movimentacao da onda viajante para o lado esquerdo de x. Cabe
ressaltar que pode-se considerar solu¢des por onda viajante do tipo w(z, t) = W (z—ct)
ev(z,t) = V(z—ct), cuja movimentacdo da onda viajante se da para o sentido positivo
de z, conforme o estudo apresentado em KOT (2001).

Aplicando a teoria de solugao por onda viajante, para a nova variavel z, as deriva-
das parciais de = e ¢t sdo convertidas em derivadas ordinarias em z. Calculando as
derivadas encontra-se:

ow dW 0z dW

e S (7.12)
ow dW 0Oz dW

e = 5 T dr o T 4o (7.13)

_Pw 0 (ou\ | od(aw o _ oW
Wez = or2  Ox \ Oz  dz \ dz or 022 )
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ov dV 0z dV
Vr = E = E@ = C'E, (715)
ov dV 0z dV
Ve = p = g = (7.16)
0%v o [Ov d [dV\ 0z 0*V
Um = FE T a_<a_> = d_<d_>8_ aGER (7.17)

Substituindo os resultados (7.12), (7.14), (7.15) e (7.17) no sistema (7.9) obtém-se
um sistema de EDOs adimensional:

dW 2

Ay _wovysptY.

dz dz? 718
dv d?V (7.18)

Uma simplificagdo que pode ser feita no sistema (7.18) é considerar um sistema
bioldgico planctonico-herbivoro’, na qual somente o herbivoro se desloca, conforme
encontramos em DUNBAR (1986) e MURRAY (2003). Nesse caso, o coeficiente Dy,
que representa a difusao das presas, € muito menor que o coeficiente de difusao de
predadores, definido por D,. Desse modo, como D = D;/D,, da equagao (7.2), tem-
se que D ~ 0 e assim consegue-se simplificar o sistema (7.18) obtendo:

dW
dgé o (7.19)

Segundo DUNBAR (1986), o comportamento das solu¢des do sistema (7.18) em
que D # 0 é similar a do sistema (7.19) com D = 0, nao influenciando significativa-
mente na analise qualitativa.

Pode-se reescrever o sistema nao linear (7.19), composto por duas EDOs de
segunda ordem, em um sistema de quatro EDOs de primeira ordem. Para isso,
considera-se as mudancas de variaveis:

_av
dz

’Sistema caracterizado pela interacio de espécies que flutuam na superficie das aguas de oceanos,
mares e lagos chamados plancton e animais que se alimentam de plantas (vegetais) (PRICE, 1980).

Z (7.20)
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e assim tem-se um sistema com trés equagdes:

(AW WA -W-V)

dz c ’

av _z (7.21)
dz

dz
| % =cZ —aV (W —=0).

O sistema (7.21) ndo possui solugdo analitica exata para W (z),V(z) e Z(z), con-
tudo, & possivel realizar uma analise qualitativa do comportamento das solugées
através da teoria de estabilidade, da mesma maneira que foi realizado para a equagao
de Fisher-Kolmogorov.

7.2 Analise da estabilidade

Do sistema (7.21) € possivel realizar uma analise qualitativa da solugdo de onda
viajante através da teoria de estabilidade local (anexo A), em que deduz-se o0 compor-
tamento qualitativo da solugao sem necessariamente conhecé-la.

Desse modo, busca-se encontrar as solugdes de equilibrio do sistema (7.21), ob-
servando as condicdes necessarias para estabilidade das populagdes nos pontos
criticos e verificando a existéncia de ondas viajantes entre os estados de equilibrio
da mesma forma realizada no estudo da equacao de Fisher-Kolmogorov.

Para isso, calcula-se os pontos criticos do sistema (7.21), considerando que a pri-
meira derivada é nula, ou seja diW/dz = 0, dV/dz = 0 e dZ/dz = 0. Dessa forma, da
primeira equacgao do sistema (7.21) tem-se:

W=0 ou W=1-V; (7.22)

da segunda:
Z =0 (7.23)

e da terceira:
V=0 ou W=hb. (7.24)

Combinando as relagdes (7.22) a (7.24) encontra-se trés pontos criticos seguindo
a configuragao (W, V, Z):

P, = (0,0,0), (7.25)

P, =(1,0,0), (7.26)
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Py=(b,1—b,0). (7.27)

Conhecidos os pontos criticos (7.25) a (7.27), admite-se a possibilidade da
existéncia de solugcao por onda viajante que ligue os pontos de equilibrio:

e (1,0,0) e (b,1 —b,0): em que foi introduzido o predador quando a presa possuia
densidade maxima no meio e ao longo do tempo ocorre a estabilizagao (entram
em equilibrio), ou seja, ha coexisténcia das populacdes de presas e de predado-
res; e

e (0,0,0) e (b,1—0b,0): representa a situacdo em que as duas espécies foram intro-
duzidas no meio ao mesmo tempo e com densidade minima e, posteriormente,
entraram em equilibrio.

Assim, configuram-se as solugdes do sistema (7.19) como (W(z),V(z)), com
condicoes de contorno:

W(—o0)=1, V(-00)=0, W(cx)=0be V(co)=1-1, (7.28)

ou
W(—o00) =0, V(—00)=0, W(c0)=0be V(co)=1-0. (7.29)

Busca-se agora encontrar a estabilidade dos pontos criticos no sistema (7.21) e
uma solucao do tipo onda viajante que satisfaca as condi¢cdes de contorno (7.28) ou
(7.29).

Para fazer a analise de estabilidade e entender o que acontece com as solucoes em
torno dos pontos de equilibrio obtendo informacdes sobre a possibilidade de existéncia
de onda viajante que liga os pontos criticos, pode-se verificar as aproximagoes linea-
res, linearizando o sistema (7.21) através da matriz Jacobiana.

Definindo as funcgoes:

Wl—W -V
sovyy = TEEY) (7.30
gWw,v) = Z, (7.31)
rW, V) = ¢Z—aV(W =), (7.32)
tem-se:
of of of
g2 9] 1—2W -V
ow oV 0z ( ; ) - 0
dg 99 Oy
wv,z)y=| 29 29 Y9 | _ . (733
4 ) oW oV 0z 0 0 1 (7:33)
Oh  Oh  Oh —aV —a(W —b) ¢

ow oV 07
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A partir de (7.33) calcula-se os autovalores para cada ponto critico do sistema
fazendo:
det |J(W,V,Z)I — \| =0, (7.34)

onde \ é denominado autovalor da matriz 7 (W, V, Z).
Logo, para o ponto P, = (1,0,0) que representa a existéncia de somente presas,

calcula-se os autovalores considerando (7.34). Assim:
1

At =
C

det [T (1,0,0)] — \] = det 0 A 1 =0. (7.35)

0

o |=

0 —a(l—=0b) A—c

em que obtém-se o polinbmio cuja equacgao caracteristica é dada por:
[A + ﬂ (alb—=1)+ Ac—=)N)) =0, (7.36)

1
{A + —} (¥ —cex—ab+a) =0, (7.37)
C
e assim, encontram-se os autovalores :

1 2 —4a(l -0 — /2 —4a(l -0
/\1:_2’ /\2:C+ C 5 CL( ) e /\320 c 5 @< ) (738)

Pode-se observar que para todo ¢ > 0 o0 ponto critico P, é instavel, mais especifi-
camente, os autovalores ), e \3; s30 reais positivos para todos ¢ > /4a(1 — b). Dessa
forma, entende-se que a onda viajante sai desse ponto de maneira mono6tona, sendo
a solucao nao negativa proximo desse ponto critico.

Jaoponto P; = (b,1 — b,0) representa a coexisténcia de presas e de predadores.
Dos autovalores da matriz jacobiana (7.33) calculada nesse ponto encontra-se:

b b

-x—-- =t 0
&
p(A) =det [T (b,1 —b,0) — X = det Y 0 1 =0, (7.39)
—a(l=5b) 0 c—A
e obtém-se o polindmio cuja equagao caracteristica € dada por:
1 —
PUSPT (c - g) VAL )] - b _y, (7.40)

que € um polindmio de terceiro grau, cuja solugao nao é trivial. Contudo, é possivel
analisa-la qualitativamente, sem necessidade de encontra-la. Nesse caso, estuda-se
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a natureza (real ou complexa) bem como quantas raizes existem de cada tipo. Desse
modo, é possivel conhecer essas informagdes a partir do comportamento dos pontos
criticos do polinémio caracteristico. Assim, deriva-se p(\):

p(\) =3\ —2) (c — g) —b, emque p(\) =0, (7.41)

e resolvendo p'(\) em (7.41) encontram-se 0s pontos de maximo \,; e de minimo \,,
locais:

s :% _<c— g) - (c— g)2+3b_ , (7.42)
Am:% (c—g) + (c—g>2+3b: . (7.43)

Observa-se que Ay, € \,, possuem sinais opostos, ou seja, Ay < 0e \,, > 0, devido
ao sinal da raiz. Outro detalhe importante é que sao independentes da constante a.

Analisando equacao caracteristica (7.40), pode-se perceber que a constante a ape-
nas influencia no deslocamento vertical do seu grafico, pois aparece no termo inde-
pendente, portanto, para fins de simplificacao, por ora considera-se que a = 0. Desse
modo, 0 equacao caracteristica (7.40) pode ser reescrito como:

A3 — )2 (c - 9) —\b =0, (7.44)

Cc

gue assim pode ser resolvido e encontradas as suas raizes:

M= 0, (7.45)
1 b 2

N o= 3 <c . E) + <c - 5) 4 |, (7.46)
1 [ b c\ 2 ]

A equacao caracteristica (7.40) tem uma solugcao negativa e outra positiva, logo
existe um valor critico a* de a onde a equacao (7.40) possui uma raiz dupla negativa.
Pode-se observar que o valor critico a* é, tal que, \,; seja raiz do polinémio (7.40).
Com isso, obtém-se uma formula para a« em fungéao do ponto de maximo \,; dada por:

a*b(1 —b)
c

b
p (M) = Ay — Ay (C - E) — Amb — =0, (7.48)

e isolando a*:
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ot = b(l—c—b) {xjw — 2, (c - g) - /\Mb} . (7.49)

O grafico mostrado na figura 23 ilustra o valor critico de a* € 0 comportamento das
solucdes de (7.40) quando 0 < a < a*.

4t i
3r i
27T i
1r i
= -l i
ED
AF i
2k E:D. |
a=a
ar ara |1
a<a
4+ i
-4 2

Figura 23: Raizes do polinbmio caracteristico (7.40) com valores diferentes para a
constante a. Foram utilizados b = 0,5; ¢ = 2; e a* = 2,1. Fonte: (SABETI, 2007)
adaptado.

Desse modo, para 0 < a < a* existem duas raizes negativas e uma positiva. Para
a = a* as raizes negativas sao iguais enquanto que para a > a* as raizes negativas
se tornam complexas com partes reais negativas. A existéncia do valor critico de
a* indica que em a > a* as solugdes de onda viajante (W, V) relacionadas ao sistema
(7.21) e as condicdes de contorno (7.28), chegam ao estado de equilibrio (b, 1—5,0) de
maneira oscilatéria (figura 24). E para a < a*, esta aproximagao ao ponto de equilibrio
(b,1—5,0) € monotona (figura 25), de acordo com DUNBAR (1986). Ambos os casos,
considera-se dispersao minima da presa.
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Figura 24: Aproximagao oscilatoria para W (z) (curva clara) e V(z) (curva escura) para

as condicoes de contorno (7.28) considerando b = 0,25;c =2 e a > a*.
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Figura 25: Aproximagao monotona para W (z) (curva clara) e V(z) (curva escura) para

as condicoes de contorno (7.28) considerando b = 0,25;c =2 e a < a*.

Agora considera-se a condicao de contorno (7.29), onde ha baixa densidade de
predador e de presa no sistema (7.21) e ambas as espécies foram introduzidas ao

mesmo tempo no sistema bioldgico.

Verifica-se as condigcdes necessarias para existéncia de uma onda viajante entre
os estados de equilibrios (0,0,0) e (b,1—,0) e para isso, analisa-se o0 comportamento
das solugdes nas vizinhangas do ponto de equilibrio P, = (0,0,0). A matriz jacobiana
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(7.33) calculada neste ponto critico dada por:

1

i A0 0
det [J(0,0,0) — \] = det 0 Y 1 = 0. (7.50)
0 ab c¢— A

De (7.50) obtém-se o polinémio cuja equacao caracteristica é:

(=14 A [ab+ (c—A))- L =0, (7.51)

c

que possui raizes (autovalores):

! + V@ T dab
N=- e AQ,;;:% (7.52)

Analisando os autovalores expressos por (7.52), tém-se dois autovalores positivos
reais e um autovalor real negativo para todo ¢ > 0. Portanto, o ponto equilibrio (0, 0, 0)
€ instavel.

Esse ponto critico é instavel, entao existe a possibilidade de crescimento da
populacao nas vizinhangas deste ponto critico. Para verificar se existe um equilibrio
no crescimento desta populacao, observa-se a estabilidade linear do ponto critico
(b,1 — b,0), conforme calculou-se anteriormente as raizes da equagao caracteristica
da matriz jacobiana dadas e, (7.45) que sao os autovalores.

Entao, para valores de a > a*, as solugdes de ondas viajantes (I, V) em relagao a
(7.21) e condic¢des de contorno (7.29) chegam ao estado de equilibrio (b,1 — b,0) sob
a forma oscilatéria, conforme a figura 26, e para a < a* esta aproximagao se da de
forma mond6tona como mostra a figura 27.

As trajetdrias para W (z) e V(z) nas figuras 24 e 27 com as condi¢des de contorno
(7.28) e nas figuras 26 e 27 com condigoes de contorno (7.29), foram obtidas numeri-
camente através do pacote bvp4c do software Matlab, que resolve sistema de EDOs
com condigdes de contorno (SHAMPINE; KIERZENKA; REICHELT, 2000) através do
método do shooting, que consiste em aproximar a solucao para o problema de con-
torno pela utilizacao das solugdes de uma sequéncia de problemas de valor inicial,
sendo necessario iteragdes para se aproximar do “alvo” (BURDEN; FAIRES, 2008).
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Figura 26: Aproximagao oscilatoria para W (z) (curva clara) e V(z) (curva escura) para
as condi¢des de contorno (7.29) considerando b = 0,25; ¢ = 2 e a > a*. Fonte: SABETI

(2007).
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Figura 27: Aproximagao monoétona para W (z) (curva clara) e V(z) (curva escura) para
as condigoes de contorno (7.29) considerando b = 0,25; ¢ =2 e a < a*.Fonte: SABETI

(2007).



8 CONTROLE POPULACIONAL APLICADO AO SISTEMA
DE LOTKA-VOLTERRA MODIFICADO COM DIFUSAO A PAR-
TIR DA TEORIA DE SOLUCAO POR ONDA VIAJANTE

Em sistemas, cuja interacao é do tipo presa-predador e, estao em desequilibrio mo-
mentaneamente, devido algum caso atipico, ou por tempo indeterminado, € possivel
aplicar uma funcao de controle nesse sistema com o objetivo de preservar espécies
ameacadas, bem como controlar o crescimento de populagdes que sao prejudiciais
a determinadas atividades humanas. Um exemplo é o controle de pragas em uma
plantacao.

Para isso, neste capitulo, utiliza-se a mesma estratégia de controle adotada para
a equacao de Fisher-Kolmogorov no capitulo 5. Apresenta-se aqui uma estratégia
de controle 6timo linear realimentado para um sistema bioldgico, cujo comportamento
€ descrito pelo sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao apds a aplicacao
da teoria de onda viajante, como o objetivo de encontrar as fung¢des de controle que
estabilizem o sistema em torno da trajetoria 6tima e o leve ao estado de equilibrio
desejado.

Na secao 8.1 tem-se a aplicacdo da teoria de controle 6timo linear para sistemas
nao lineares apos a reducao pela teoria de onda viajante e na segao 8.2, € apresen-
tada uma aplicacdo em um sistema bioldgico para ilustrar e eficacia da estratégia de
controle utilizada.

8.1 Controle 6timo linear para o sistema de Lotka-Volterra modifi-
cado com difusao

A partir do sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao apo6s reducao pela
teoria de solugao por onda viajante (7.21), introduz-se funcdes de controle a fim de
controlar o sistema e leva-lo para o estado de equilibrio desejado. Para isso, utiliza-
se a teoria de controle linear realimentado para sistemas nao lineares, seguindo as
ideias de RAFIKOV; BALTHAZAR; VON BREMEN (2008). Desse modo, acrescenta-
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se uma fungao de controle da forma: U; = u} + u;, com i = 1,2,3, no sistema (7.21),
obtendo-se:

(AW W1 -W V)

dz c + U,
dVv
— =74+U,, (8.1)
dz
dz
\ E :CZ—CLV<W—b)+U3,

em que uj, u} e u} sdo os niveis desejados do controle, e uy, us € uz S40 responsaveis
por controlar o sistema, conforme RAFIKOV; BALTHAZAR; VON BREMEN (2008).
Substituindo Uy, U, e Uz consegue-se obter as fungdes que sao responsaveis por es-
tabilizar o sistema em torno do nivel 6timo desejado, dadas por:

W*(1—W*—V*)

uy = —
1
C )

w = —2%, (8.2)

uy = —cZ*+aV* (W*—10).

Pode-se ainda, substituir as relagdes encontradas para uj,u; e ui em (8.2) no
sistema (8.1) e encontra-se:

(AW Wa-w-=Vv) W 1-W*-V*
= - +U1,
dz c c
d
av =7 — 7+ uy, (8.3)
dz
dZ
- =cZ —aV (W —=0b)—cZ*+aV* (W* = b) + us.
\ z
(AW W =W = W24+ W — VW 4+ V*W*
- +U1,
dz c
dV
_— :Z—Z*+u2, (8.4)
dz
dzZ
i cZ —cZ* — aVW 4+ aV*W* + abV — abV™* + us.
\

Agora define-se:
W=y +W* =y =W-—W

V=yp+ V" —yp=V-V" (8.5)

Z=ys+ 2" —ys=2-2",

como as perturbacdoes do sistema. Nota-se que o sistema (8.4) pode ser reescrito



117

considerando (8.5). Assim tem-se:

(

dyy oy (1 =2W* = V*) — 4 — y1yp — 3 W*

S +U1,

dz c

d

2=y, (8.6)
dz

d

% =cys —ays (W* = b) — ay1y2 — ay1V* + us,

que pode ser reescrito na forma:

Y' =AY + H(Y) + Bu, (8.7)
como:
yll 1_21/‘/:—‘/* —ZV* 0 Ui 7y%;y1y2 1 O O Uy
Yy | = 0 0 1 yo | + 0 +1010 uy |
y;; —aV* _G<W*_b) c Y3 —ayi1Y2 0 01 Ug
(8.8)

sendo que W* e V* sdo constantes conhecidas através do problema bioldgico estu-
dado, A € a matriz de coeficientes constantes que acompanha os termos lineares,
H(Y') € um vetor dos termos nao lineares e B € a matriz que acompanha as fungées
de controle.

A partir do sistema (8.6), considera-se o teorema 1 proposto por (RAFIKOV;
BALTHAZAR; VON BREMEN, 2008), para determinar a funcao de controle. Dessa
forma, consegue-se determinar os valores da matriz ganho « e consequentemente, a
funcao de controle. De forma genérica tem-se:

Uy K11 Ki2 K13 Y1
U2 | = — | K21 K22 K3 Yo | - (8.9)
Uus K31 K32 K33 Ys

Agora, conhecida a fung¢ao de controle (8.9), pode-se substitui-la no sistema per-
turbado (8.6) e encontra-se:

(W v (L =2W* = V*) — yi — g1y — yoW*
= — R11Y1 — R12Y2 — K13Y3,
dz c
dVv
E = Y3 — K21Y1 — K22Y2 — Ka3ys3, (8-1 0)
dz . i
| T Y (W* = b) — ayrya — ay1 V* — k3191 — Kaay2 — K3sys.

A estratégia de controle proposta pode ser aplicada a problemas que envol-
vem duas espécies cuja relacdo € do tipo presa-predador, portanto, os coeficientes
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bem como a distribuicao das funcdes de controle sdao especificos de cada problema
bioldgico.

8.2 Aplicacao de uma estratégia de controle em um sistema
bioldgico modelado pelo sistema de Lotka-Volterra modifi-
cado com difusao

Para fins de ilustragao, considera-se um sistema biolégico em que haja necessi-
dade de liberar predadores para o controle de presas, que em termos matematicos,
corresponde a introducao da funcado de controle somente na segunda equacao do
sistema, que representa efetivamente a densidade de predadores. O sistema com
controle para esse caso € dado por:

AWy (1=2W* = V") — 4 — yrys — W™
dz c ’
dV
d_ = Y3 — R21Y1 — R22Y2 — K23Yys3, (8-1 1)
z
dzZ
— =cys —ayx (W* = b) —ayy, — ay V™.
\ dz

Considerou-se também que esse sistema bioldgico apresenta desequilibrio devido
a fatores ocorridos de forma incomum e momentanea. Desse modo, a estratégia de
controle é aplicada inicialmente até o sistema voltar a atingir o equilibrio desejado.

A aplicacao de controle nesse sistema bioldgico, que trata da interacao da presa,
a lagarta do soja, e um predador, considera os trabalhos de RAFIKOV; BALTHA-
ZAR; VON BREMEN (2008) e MOLTER; RAFIKOV (2014), onde foram utilizados os
valores ¢ = 0,17, K = 1000 e ¢, = 0,000085, referentes a equacado (1.31). A par-
tir deles, calcula-se o valor de @ e b adimensionais, seguindo as relagbes (7.2), e
os niveis de equilibrio desejados (w*,V*, Z*). Com esses dados, é possivel obter
uma solugao numérica diretamente do sistema (8.11) usando o software Matlab, pelo
método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem e cinco estagios (BURDEN; FAI-
RES, 2008).
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103[—0.1336 0.0141 2.5912] com e b = 0,75 condigdo inicial Wy = 0,72, V, = 0,01
e Z, = 0 tem-se: a) fungdo L(y), positiva definida; b) trajetoria para W (z); c) trajetoria

para V(z); e d) trajetéria para fungao de controle usy(z).
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Figura 29: Para o sistema (8.11) com R = 1, @ = 100 - I3 e kK =

103[—0.1185 0.0142 3.9159] e b = 0,85 com condigdo inicial W, = 0,83, V;, = 0,01
e Zp = 0 tem-se: a) fungao L(y), positiva definida; b) trajetdria para 1 (z); c) trajetéria
para V(z); e d) trajetdria para fungéao de controle us(z).

Nas figuras 28 e 29, representam-se as trajetérias do sistema controlado. Em a)
tem-se a fungao L(y), que conforme o teorema 1, no capitulo 3, € positiva para garantir
a convergéncia do sistema de controle. Nos grafico em b) e ¢) estao as trajetérias das
presas W (z) e dos predadores V' (z), respectivamente, e em d) encontra-se as fungoes
de controle.

Para essa aplicacdo, considerou-se uma condicao inicial abaixo do nivel de
equilibrio desejado. Nota-se que, da mesma forma que ocorreu com a aplicagao de
controle na equacao de Fisher-Kolmogorov, a funcao de controle assume nos primei-
ros momentos valores negativos. Isso ocorre pois inicialmente ndo ha atuagao do
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controle, que passa a atuar somente quando a densidade populacional de presas se
aproxima do nivel desejado, e entao é efetuada a liberagao de predadores.

Cabe ressaltar que a liberagcao de predadores aqui ndao é realizada de forma
periddica e continua, mais sim ocorrera somente no periodo inicial. E ainda, essa
estratégia de controle define somente a presa, através dos parametros a que corres-
ponde a taxa de crescimento intrinseco e c,, que indica a taxa de sucesso de captura
quando o predador encontra a presa, e a partir disso, caracteriza-se a taxa de morta-
lidade do predador d.

Na figura 28, considerou-se a = 0,5, b = 0,75 e 0s niveis de equilibrio: W* = 0, 75,
V* = 0,25 e Z* = 0 que caracteriza um predador cujo coeficiente de mortalidade é
dado por d = 0,06375. E na figura 29, considerou-se @ = 0,5, b = 0,85 e 0s niveis
de equilibrio: W* = 0,85, V* = 0,15 e Z* = 0 que caracteriza um predador com
coeficiente de mortalidade do predador d = 0, 07225.

Assim, nessa estratégia, nota-se que para uma presa dada, pode-se caracterizar
o predador e ainda, alterar o nivel de equilibrio desejado (b,1 — b), para outros va-
lores. Portanto, conclui-se que essa estratégia por ser utilizada considerando outros
sistemas bioldgicos em que se conhece alguns dados da praga (taxa de crescimento
intrinseco e a taxa de sucesso da captura quando o predador encontra a presa) e,
a partir deles, é possivel calcular o coeficiente de mortalidade do predador e conse-
guentemente indicar qual o predador ideal que levara o sistema bioldgico em questao
ao nivel de equilibrio desejado.



9 CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS FUTURAS

Nesse trabalho, inicialmente foram estudados alguns modelos classicos da
dinamica populacional, como os modelos de Malthus, Verhulst e o sistema de Lotka-
Volterra, que descrevem o crescimento populacional para uma ou mais espécies.
Buscou-se compreendé-los a fim de identificar as suas vantagens e as suas limitagoes.
Além do estudo da variagdo da densidade ao longo do tempo, foi realizado também
a andlise dos modelos que incluiam a variacao espacial, com o propdsito de obter
uma representacao mais realistica dos sistemas biolégicos. Apds, organizou-se um
apanhado teorico dos principais métodos e procedimentos matematicos, bem como
de algumas técnicas de controle, utilizados como base no desenvolvimento de todo o
trabalho.

Apresentaram-se modelos do tipo reativo-difusivo que descrevem a dispersao de
individuos em uma dimensao em um intervalo de tempo continuo. Foi mostrado que
a equacao de Fisher-Kolmogorov representa a interacao de uma espécie com o meio.
A solucao desta equacao possui comportamento dissipativo em forma de onda, que
permitiu realizar a analise de estabilidade a fim de compreender o comportamento
do sistema biolégico qualitativamente e encontrar uma solugao analitica aproximada
através do método da perturbacao.

Nesse caso, apesar de ser um problema de perturbacao singular, pois ¢ multiplica
a derivada de maior grau da equacgao, quando ¢ — 0, tem-se que os termos domi-
nates constituem uma EDO de primeira ordem nao linear, cuja solugcao é analitica e
exata, e satisfaz as condigoes de contorno, que sao valores constantes. Desse modo,
foi possivel encontrar uma solucao tratando esse problema como uma perturbacao
regular. Como o objetivo era obter uma solugdo aproximada, buscou-se apresen-
tar a diferenca gerada da solugao exata (desconhecida) substituindo-a na equacao
de Fisher-Kolmogorov. Foi percebido que as solugdes encontradas pelo método da
perturbacao sdo boas aproximacoes, tanto para a EDO como para a EDP, pois con-
forme 0 z — +o0, 0 erro tendia a zero.

Analisou-se também a equacgao de Fisher-Kolmogorov bidimensional no espacgo e
pbde-se constatar que a essa equagao nao possui solucao do tipo frente de onda,
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devido ao termo 1/r, ndo admitindo redugado de uma EDP para uma EDO na variavel
de onda z = = —ct, € a0 mesmo tempo, para valores de r grande, o termo tende a zero
e se torna insignificante. Logo, teria-se novamente a equacgao de Fisher-Kolmogorov
contudo, em coordenadas polares, o que justifica o estudo mais detalhado da equacao
somente uma dimensao.

Além do estudo detalhado da equagao de Fisher-Kolmogorov, objetivando conhe-
cer seu comportamento sem nenhum tipo de intervencao, foi apresentado uma es-
tratégia de controle linear aplicada na equacao apds reducao para um sistema de
duas EDOs através da teoria de solugado por onda viajante. Essa estratégia de con-
trole biologico propde a retirada de individuos da espécie em questdo, e necessita
de dados conhecidos como: a condigao inicial da populacao e os niveis de equilibrio
desejados abaixo de danos econoémicos e ecoldgicos, que sdo obtidos a partir dos
experimentos. Desse modo, essa estratégia mostra a atuacao do controlador quando
se inicia a aplicacao de controle até a estabilizacao do sistema biolégico nos niveis
desejados.

Para ilustrar a eficacia da estratégia de controle 6timo linear para sistemas nao
lineares, introduzida no modelo de Fisher-Kolmogorov, considerou-se um sistema
biol6gico composto por plantas aquaticas (aguapés) em aguas poluidas, cujos dados
experimentais foram retirados do trabalho de KAWAI; GRIECO (1983).

No estudo desse mesmo sistema bioldgico surgiu outra alternativa de aplicacao
de controle. Em COSTA et al. (2003), o crescimento de aguapés foi modelado pela
equacao logistica, que considera somente a variagao do tempo nesse processo. Aqui,
propOs-se a descricao do crescimento da espécie ao longo do tempo e do espaco,
através da equacao de Fisher-Kolmogorov, e a aplicacao de controle diretamente no
modelo descrito pela EDP. Para isso, foram retomadas as ideias do trabalho de COSTA
et al. (2003), que apresenta uma metodologia para o controle de aguapés utilizando
controle 6timo no modelo logistico (EDO). A partir disso, admitiu-se a existéncia de
uma fungao de controle u(z, t) para o modelo em EDP com as mesmas caracteristicas
da funcdo de controle u(t) obtida para o modelo em EDO. Com a introdugéo dessa
estratégia de controle no modelo em EDP, obteve-se uma equacao linear cuja solugao
pbde ser determinada pela transformada finita de Fourier.

Além disso, justificou-se que a analise desse sistema bioldgico somente em uma
dimensao equivale a analise em duas dimensodes devido a densidade populacional
ser a mesma para qualquer posi¢cao num circulo centrado na origem, num determi-
nado instante de tempo. Através de algumas simulacgées, foi possivel perceber que
a estratégia adotada controlou o sistema biol6gico, levando-o aos niveis de equilibrio
desejados.

Apods o estudo da equacao de Fisher-Kolmogorov unidimensional e bidimensional
sem a intervencdo de controladores e com a aplicagdo de estratégias de controle,
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considerou-se o sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao, em que buscou-
se, na medida do possivel, estudar esse modelo com a mesma metodologia adotada
para a equacao de Fisher-Kolmogorov.

O sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao representa a interacao de
duas espécies, cuja relacao entre elas é do tipo presa-predador. Nesse modelo,
assume-se que a Unica fonte de alimento do predador € a presa, e a mesma cresce
até atingir a capacidade de suporte do meio em que esta inserida. Para o estudo
desse sistema sem influéncia de controladores, realizou-se a adimensionalizacao dos
parametros e das variaveis e considerou-se a existéncia de ondas que viajam sem mu-
dar a sua forma. Assim, foi possivel encontrar um sistema nao linear de duas EDOs.
Para fins de simplificacao, considerou-se o coeficiente de difusdo da presa um valor
muito pequeno quando comparado ao coeficiente de difusao do predador, cuja relagao
de D = D;/D, é algo muito préximo a zero, e obtém-se um sistema de trés equagdes
diferenciais de primeira ordem ao invés de quatro equagdes. Numa situacao real, essa
simplificagao pode ser interpretada como sendo um sistema cuja difusao dos predado-
res € maior que a da presa, acarretando em uma predagao mais intensa, pois haveria
mais contato entre predador e presa.

Para o sistema nao linear de trés equacdes diferenciais de primeira ordem nao
foi possui obter uma expressao analitica para a solugao exata, portanto propbs-se
compreender o0 seu comportamento a partir da analise de estabilidade. Trés pontos
criticos foram encontrados, dois deles instaveis e um assintoticamente estavel, permi-
tindo duas interpretacdes sobre esse sistema. Ou seja, existem duas solugdes, nesse
caso obtidas numericamente, considerando a teoria de solu¢ao por onda viajante que
saem de um dos pontos instaveis e vao para o ponto assintoticamente estavel. Uma
delas considera que ha insercao de predadores quando a presa encontra-se no nivel
maximo, ou seja, quando atingiu a capacidade de suporte, e a outra representa que
ha insercao de presa e predadores no mesmo tempo, espacgo e densidade minima.

Apos esse estudo, aplicou-se as técnicas da teoria de controle 6timo linear para
sistemas nado lineares no sistema de Lotka-Volterra com difusdo, apos a redugao
pela teoria de solugao por onda viajante e a simplificacao D ~ 0. Nesse sistema,
cuja interacao entre as espécies é do tipo presa-predador, a utilizacdo desse tipo de
estratégia de controle tem por objetivo controlar a quantidade de presas através da
liberacao de predadores.

Para ilustrar a eficacia da estratégia de controle, considerou-se um sistema
biologico que esta em desequilibrio por determinado fator, esse ocorrido de forma
incomum e momentanea, em que a estratégia de controle é aplicada até o sistema
voltar a atingir o equilibrio desejado. Nesse caso, somente foi definido a presa, lagarta
da soja, e caracterizado o predador como também os niveis de equilibrio desejado.

Destaca-se que essa aplicacdo pode ser realizada em outros sistemas bioldgicos,
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em que alguns dados da praga sao conhecidos, como a taxa de crescimento intrinseco
e a taxa de sucesso da captura quando o predador encontra a presa. Com esses
valores calcula-se o coeficiente de mortalidade do predador e assim, € possivel indicar
qual o predador ideal, dentro daquele sistema e dos objetivos da aplicagao de controle.

De modo geral, a principal contribuicao deste trabalho, é de cunho metodoldgico,
onde considerou-se 0 modelos de difusdo-reagao: equacao de Fisher-Kolmogorov e o
sistema modificado de Lotka-Volterra com difusao, em que foi assumido a existéncia
de uma solucao do tipo onda viajante, simplificanco as EDPs em EDOs e possibilitando
assim a aplicagao de estratégias de controle 6timo linear realimentado. llustrou-se a
eficacia dessas estratégias de controle através de dois sistemas bioldgicos: aguapés
em aguas poluidas e em um sistema presa predador onde a presa foi a lagarta da
soja e o predador foi caracterizado. Ambas as estratégias de controle estabilizaram os
sistemas bioldgicos nos niveis de equilibrio desejados, de acordo com os valores dos
experimentos.

Cabe ressaltar que os trés primeiros capitulos deste trabalho correspondem a uma
breve revisao bibliografica, que constitui a base para o desenvolvimento dos demais
capitulos. Ja os capitulos 4 e 7 competem ao estudo detalhado da equacao de Fisher-
Kolmogorov e do sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao, ambos sem a
aplicagao de reguladores. Nos capitulos 5, 6 e 8 esta o grande diferencial desse
trabalho. Mas especificamente, os capitulos 5 e 8 reinem a utilizacao da teoria de
solucao por onda viajante para simplificar os modelos compostos por EDPs em EDOs,
e a partir disso, torna-se possivel a aplicagcao da teoria de controle 6timo linear para
sistemas nao lineares descritos por EDOs. E o capitulo 6 foi produto de um estudo
mais criterioso sobre o sistema biolégico: aguapés em aguas poluidas, em que foi
possivel propor uma fungao de controle, com base em pesquisas anteriores, introdu-
zida diretamente no modelo de Fisher-Kolmogorov.

Como trabalhos em andamento, tém-se: a aplicacao do métodos pertubativos no
sistema de Lotka-Volterra modificado com difusao, para encontrar uma solugao apro-
xima em funcao de um parametro pequeno ¢; e o estudo de um sistema biolégico que
necessita, introducao de estratégias de controle, cujo comportamento é dada pelo
sistema de Lokta-Volterra com difusdao modificado.

Como perspectivas futuras, pretende-se analisar o crescimento populacional con-
siderando uma espécie interagindo com seu habitat e duas espécies, cuja interacao €
do tipo presa predador, considerando modelos discretos, em que é possivel levar em
consideragao caracteristicas, como por exemplo, o ciclo de vida das populagdes, bem
como a fase de maturacao para a reproducao.

Por fim, esse trabalho almeja contribuir em pesquisas futuras na area da bioma-
tematica, a partir da utilizacao da metodologia aqui proposta, que pode ser aplicada
considerando outros sistemas bioldgicos cujo comportamento € descrito pelos mode-



126

los de reacao-difusao estudados, que necessitam da aplicacao de controle para que
os niveis de equilibrio desejados mantenham-se abaixo de danos econémicos e/ou
bioldgicos.
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ANEXO A TEORIA DE ESTABILIDADE GLOBAL: ESTABILI-
DADE DE LYAPUNOV

Nesse anexo apresentam-se alguns teoremas e definicdbes da teoria de estabili-
dade local (primeiro método) e global (segundo método) na concepcao de Lyapunov,
que foi utilizada na teoria de controle no capitulo 3 e na aplicacao, no capitulo 5, 6 e
8. Como referéncia foram utilizados BOYCE; DIPRIMA (2015).

A.1 Primeiro Método de Lyapunov

O Primeiro Método de Lyapunov também €& conhecido como o método indireto ou
método da linearizacao e permite investigar a estabilidade local de um sistema nao-
linear através do seu modelo linearizado. Os sistemas nao lineares sdo aproxima-
dos por truncamento da representacdo em série de Taylor em torno dos pontos de
equilibrio e a sua estabilidade é estudada através dos autovalores.

Seja o sistema:

dx

EE'_’f(xvﬁ)v (A:”
onde x € o ponto de equilibrio de (A.1) corresponde a uma excitagdo constante 5(t) =
BE:

f($E7 5E) =0. (A.2)

Equivalendo a uma entrada perturbada g = gg + v, 0 estado perturbado € do tipo
x = xg + €, atendendo ao sistema (A.1), assim tem-se:

dx d(l’E—FE)
= = e M A.
dt dt ’ (A-3)
d$E de
= —E24= A.4
dt +dt’ (A4)

onde dzg/dt = 0, pois se trata da derivada no ponto de equilibrio e de de/dt obtém-se:
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d(x — xg)

dx
_re) Mg, (A5

- f(xE+€a6E+V)7

= [ an )+ S (o Be) e + L (g Br) v+ O lel), (A7)

em que f (zg, Bg) = 0. Dessa forma, encontra-se 0 modelo linearizado dado por:

de

O Ot w. Be) e+ % f (s, ) v (A8)

Teorema 3 (Primeiro Método de Lyapunov)

(i) Se o modelo linearizado (A.8) é assintoticamente estavel, entao o sistema origi-
nal (A.1) é assintoticamente estavel em torno de z .

(ii) Se o modelo linearizado (A.8) é instavel, entao o sistema original (A.1) é instavel
em torno de rg.

Pode-se observar que se o modelo linearizado (A.8) é estavel, mas nao assintoti-
camente estavel, ou seja, se algum autovalor de \ se localiza sobre o eixo imaginario,
entao nada se pode afirmar sobre o sistema original (A.1).

A.2 Segundo Método de Lyapunov

O Segundo Método de Lyapunov, também conhecido como o método direto, é
baseado em um conceito semelhante ao de energia. Para melhor compreensao,
considerando-se um péndulo simples de massa m,. € comprimento [/, sob efeito de
aceleracao de gravidade g, uniforme na direcao vertical e imerso em um meio viscoso
com coeficiente o, representado pela EDO:

d*p dy .
Me + 0 + megsinp = 0, (A.9)
em que ¢ € o angulo entre a haste do péndulo e a vertical. As energias cinética E. e
energia potencial E, sdo dadas por:

1 2 (dy ’
Ec = imel (E) 5 (A10)
e
E, =m.gl(1—cosyp). (A.11)

Assim, a energia total é dada por:

Er—E,+ B, (A.12)
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e se verifica por calculos simples que:

dEr dp\?

— =] = < .
- z(dt) <0, (A.13)
dp\’ dy

B s & . A4
l(dt) O:>dt 0 ( )

Portanto, a energia do péndulo decresce sempre que dp/dt # 0, tendendo a Er
minimo que, no caso ocorre para (p, de/dt) = (0,0), onde também dE;/dt =0 .

Definicao 1 Uma fungédo v: R — R € dita ser definida positiva em uma vizinhanga
C(0,~) da origem com raio v seVx € C(0,7),v >0ev=0= z =0.

Definicao 2 Uma fungao v: R — R € dita ser semi-definida positiva em uma
vizinhanga C(0,~) da origem com raio v seVz € C(0,7),v >0masv =0+ z = 0.

Definicao 3 Uma fungdo v: R — R é dita ser globalmente definida positiva se é defi-
nida positiva em C(0,~) com ~ 1 co.

Definicao 4 Uma fungcdo v: R — R é dita ser definida negativa em uma vizinhanga
C(0,~) da origem com raio v se —v € definida positiva.

Pode-se destacar que as outras definicoes de fungao com os quantificativos: posi-
tivo, negativo, globalmente e semi-definida, sao obtidas por analogia, como por exem-
plo: globalmente semi-definida negativa.

Teorema 4 (Segundo Método de Lyapunov: Estabilidade Local para Sistema Invari-
ante no Tempo)
O sistema de ordem n, ou seja, z(t) € R":

dx
i f(z(1)), (A.15)
f(0) =0, (A.16)

€ estavel em uma vizinhanga C(0,~) se existe uma fungdo continua v : R* — R tal
que:

v € definida positiva em C(0,7), (A.17)

v (x(t)) possui derivadas continuas em relagéo a t, (A.18)
d t) . . . .

dv (z(t)) é semi-definida negativa em C(0,~). (A.19)

dt
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Demonstracao. Um ponto de equilibrio 0 é estavel se dado ¢ > 0 arbitrario,
do(¢) > 0 tal que z,(ty) € C(0,0) = z(t) € C(0,¢). Dado ¢ > 0 seja 0C(0,¢)
a fronteira do C(0,¢). Seja v, 0 minimo de v(x) para = € 9C(0,¢) e note que
v(2) < Upmin = @ € C(0,(). Seja o tal que Yz € C(0, (), v(z) < Unmin. S€ x (to) € C(0,()
entdo v (x(t)) < v, parat > to, pois dv (z(t)) /dt < 0 e v(z(ty)) < v(z(t)) para
t > to. Portanto z(t) € C(0,(), Vt > ty. c.q.d

Nota-se que uma funcao v que satisfaz as condigoes (A.17) é chamada de Fungao
de Lyapunov.

Definicao 5 Uma fungdo: v: R — R é dita ser radialmente ilimitada se:

|z|| T oo = v 1T 0. (A.20)

Teorema 5 (Segundo Método de Lyapunov: Estabilidade Global para Sistema Invari-
ante no Tempo)
O sistema de ordem n, ou seja x(t) € R™:

= f(z(1)), (A.21)

£(0) =0, (A.22)

é globalmente estavel se existe uma fungdo continuav: R" — R tal que:

v e definida positiva em R", (A.23)

v (z(t)) possui derivadas continuas em relagdo a t, (A.24)
dv (C‘Z(t)) € semi-definida negativa em R", (A.25)

v € radialmente ilimitada. (A.26)

Demonstracao: Similar ao caso local, Teorema 4, notando que para Vz (¢y) € R,
v (z (ty)) < wv(z(t)) em vista de dv (z(t)) /dt <0 e v ser radialmente ilimitada. c.q.d



ANEXO B CONTROLE OTIMO LINEAR REALIMENTADO:
TEOREMAS E DEMONSTRACOES

No trabalho de RAFIKOV; BALTHAZAR; VON BREMEN (2008) formulou-se uma
estratégia de controle de pragas através da introducao de inimigos naturais, que tem
por objetivo levar o sistema para o estado de equilibrio:

X* =2t a3, .2t (B.1)
em que a densidade de pragas € estabilizada sem danos econdémicos, e que a

populacao de predadores também € estabilizada em um nivel suficiente para controlar
a presa. Considera-se o0 modelo presa predador:

dz;
dali, :mzfl (l’l,l'g,...,l'n) :Fl ($1,$2,...,$n>, 1= 1,2,...,71. (82)
ou na forma de um vetor:
dX

Pode-se supor que o a parte do lado direito de (B.3) € descrita com a soma de um
termo linear e um termo nao linear da seguinte forma:

dX
= AX + g(X), (B.4)

onde A € R"*" & uma matriz constante, e g(x) € um vetor de fungdes continuas e nao
lineares.
O modelo matematico que representa o sistema controlado pode ser descrito por:

dX

em que U € R™*" & o vetor de controle, e B € R"*™ & uma matriz constante. Nota-se
qgue a escolha de A nao é unica e influencia na performance do resultado do controla-
dor.
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O vetor de controle que mantém o sistema (B.5) no estado de equilibrio desejado
(B.1) satisfaz a equacgao:
AX" + g(X*)+ Bu* = 0. (B.6)

De modo geral, o estado de equilibrio (B.1) do sistema (B.4) com a constante U =
X* pode ser instavel. Para esse caso, a estratégia de controle é constituida em duas
partes, ou seja, U = u* + u. O controle por realimentacao v em (B.5) de modo que o
estado estacionario desejado torne-se assintoticamente estavel.

Dessa forma, objetiva-se obter a equacao modificada do sistema (B.5) sobre a
solugao no estado de equilibrio (B.1). Para fazer isso, apresenta-se as novas variaveis:

y=X—-X", u=U—u" (B.7)

Substituindo a equacao (B.7) em (B.5) e utilizando (B.6) obtém-se o sistema de
erro (perturbado):
d
d—?t/ = Ay + h(y) + Bu, (B.8)
em que:
hy) =gy +X") —g(X"). (B.9)

O objetivo aqui é encontrar uma lei de controle u que conduz o sistema pertur-
bado a um estado estavel desejado. Sendo que o vetor y do sistema (B.8) pode ser
considerado como o desvio da trajetoria do sistema perturbado para a desejada.

No trabalho de RAFIKOV; BALTHAZAR (2008) foram apresentados resultados im-
portantes sobre uma lei de controle que garante estabilidade para o seguinte sistema
controlado nao linear:

dy

= = Ay + hy) + Bu, y(0) = yo, (B.10)

onde y € R™ é um vetor de estado A(t) € R"*" € uma matriz limitada, em que os
elementos sdo dependentes do tempo, B € R"*™ é uma matriz constante, u € R™ é
um vetor de controle, e h(y) € R® € um vetor em que seus elementos sao fungdes
continuas com A(0) = 0.

A seguir, enunciam-se e demonstram-se dois teoremas importantes conforme tem-
se apresentado nos trabalhos de RAFIKOV; BALTHAZAR; VON BREMEN (2008) e
RAFIKOV; BALTHAZAR (2008).

Teorema 6 (RAFIKOV; BALTHAZAR; VON BREMEN, 2008; RAFIKOV; BALTHAZAR,
2008) Se existem as matrizes )(t) e R(t), definidas positivas e ) é simétrica, tal que
a fungéo:

(y) =y"Qy — h" Py — yT'Ph(y), (B.11)
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sendo que I(y) = y"Q*y, conforme visto na segao 2.2, é definida positiva, entao o
controle linear realimentado:

u=—R BT Py, (B.12)

é otimo, na medida que desloca o sistema n&o linear (B.10) de qualquer estado inicial
ao estado final:

y(ty) =0, (B.13)

que minimiza o funcional:

J= /0 ' [{(y) + v" Ru] dt, (B.14)

onde P é uma matriz simétrica definida positiva (para todo t € [0,t¢]) é obtida através
da matriz diferencial de Riccati:

P+ PA+ ATP - PBR'BTP+Q =0, (B.15)

satisfaz a condig&o inicial:
P(t;) = 0. (B.16)

Além disso, com o controle realimentado (B.12), existe uma vizinhanga ©, C O,
© C R", da origem tal que, sey, € Oy, a solugao y(t) =0, t > 0, do sistema controlado
(B.10) é assintoticamente estavel localmente, e J,,;,, = y& P(0)yo.

Finalmente, se © = R", entao a solugao y(t) = 0, t > 0 do sistema controlado
(B.10) ¢ assintoticamente estavel globalmente.

Demonstracao: Considera-se o controle linear realimentado (B.12) com a ma-
triz P determinada pela equacao algébrica de Riccati (B.15) que transfere o sistema
nao linear (B.10) de um estado inicial para um final (B.13), minimizando o funcional
(B.14) onde a fungao precisa ser determinada. De acordo com regras da Programagao
Dinamica sabe-se que se o minimo do funcional (B.14) existe e v € uma funcao suave
de condigoes iniciais, entao satisfaz a equacao de HJB dada por:

Unmin (Z—? +l(y) + uTRu) = 0. (B.17)

Considerando a fungao de Lyapunov:
v =1yl P(t)y, (B.18)

em que P(t) € uma matriz simétrica positiva e satisfaz a equagao algébrica de Riccati
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(B.15). Pode-se notar que a derivada da funcao v, avaliando uma trajetéria 6tima com
controle (B.12) é:

v =y Pty +y P (t)y +y Py = [yTAT(t) + T (y) —y"P(t)B(R)" BT] P(t)y
+yTP(t) [A(t)y + h(y) — BR™'BTP(t)y] .

(B.19)
Entao substituindo na equacao HJB (B.17), obtém-se:
y"|P '+ ATP+ PA— PBR'B"P|y+ h"Py+y" Ph(y) +(y) = 0. (B.20)
E consequentemente:
l(y) = y" Qy —h" (y)Py — y" Ph(y). (B.21)

Pode-se observar que para a funcdo definida positiva I(y) e a matriz definida po-
sitiva R, a derivada da funcao (B.18) avaliada nas trajetérias 6timas do sistema (B.8)
sdo dadas por v' = —I(y) — u” Ru, s&o negativas definidas. Dessa forma, a fungéo
de Lyapunov (B.18) controle o sistema (B.10) e € assintoticamente estavel localmente.
Integrando a derivada da fungao de Lyapunov (B.18) dada por v' = —I(y) — " Ru ao
longo da trajetéria 6tima, obtém-se J,,.;, = vl P(0)yo.

Por fim, se © = R", entdo a estabilidade assintética global segue como uma
consequéncia direta da condicao radial ilimitada para a fungao de Lyapunov (B.15),
v(y) — oo, quando |y|| — oc.

Observa-se que de acordo com a teoria de controle 6timo de sistemas lineares
com funcional quadratico, a solu¢ao da equacao diferencial de Riccati (B.15) é uma
matriz simétrica positiva definida para todas as matrizes simétricas positivas definidas
e positivas semi-definidas, podendo concluir a prova do teorema. c.q.d

Considera-se ainda, em um caso particular do sistema perturbado (3.21) com ma-
triz constante A, o problema de controle 6timo pode ser formulado em um intervalo
de tempo com matrizes constantes B, Q e R. A lei de controle étimo que garante
estabilidade do sistema controlado (3.21) é determinado pelo seguinte teorema.

Teorema 7 (RAFIKOV; BALTHAZAR, 2004) Se existem matrizes definidas positivas )
e R, em que () é simétrica, tal que a fungao:

l(y) = y"Qy — h" (y)Py — y" Ph(y), (B.22)
é definida positiva. Entdao o controle realimentado linear:

u=—R'BT Py, (B.23)
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é otimo, na ordem de transferéncia do sistema (B.8) da condic&o inicial para o estado
final:
y(o0) =0, (B.24)

minimizando o funcional: -
J— / [1(y) + " Ru] (B.25)
0

onde P uma matriz simétrica positiva definida, é a solucdo da equacao algébrica da
equacao de Riccati:
PA+ AP - PBR'B™P+Q =0. (B.26)

Além do mais, com o controle realimentado (B.23), existe uma vizinhanga ©, C ©,
© C R, da origem tal que se y, € ©,, a solugdo y(t) = 0, t > 0, do sistema controlado
(B.8) é assintoticamente estavel localmente, e J,,.;, = yoPyo.

Por fim, se © = R", entdo a solugdo y(t) = 0, se o sistema controlado (B.8) é
assintoticamente estavel globalmente.

Do teorema (7), pode-se concluir que o sistema dinamico de erro (B.8) controlado
por um controle realimentado linear u é estavel globalmente, e consequentemente, o
sistema (B.5) controlado por:

u=U—u", (B.27)

tende ao estado de equilibrio desejado (B.1).

Da teoria de controle étimo é conhecido que o controle linear étimo depende so-
mente do comprimento relativo do estado e do controle ponderado da matriz @ e R
do funcional quadratico. De acordo com isso, se uma escolha de @ e R nao satis-
faz a definicao positividade de (B.22) sujeito a (B.26), valores maiores da diagonal de
elementos da matriz Q. com o mesmo valor de R podem ser experimentados.
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