UNIVERSIDADE FEDERAL DE PELOTAS
Instituto de Fisica e Matematica
Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Matematica

. AN |
'PS . BRAS\\‘

Dissertacao

Homogeneizacao matematica de meios micro-heterogéneos com estrutura

periodica

Marcos Pinheiro de Lima

Pelotas, 2016



Marcos Pinheiro de Lima

Homogeneizacao matematica de meios micro-heterogéneos com estrutura
periddica

Dissertacao apresentada ao Programa de
Po6s-Graduacao em Modelagem Matematica
da Universidade Federal de Pelotas, como re-
quisito parcial a obtengao do titulo de Mestre
em Modelagem Matematica

Orientador: Prof. Dr. Leslie Darien Pérez Fernandez
Coorientador: Prof. Dr. Julian Bravo Castillero

Pelotas, 2016



Dados de catalogac¢ao na fonte:
Maria Beatriz Vaghetti Vieira — CRB 10/1032
Biblioteca de Ciéncia & Tecnologia - UFPel

L732h

Lima, Marcos Pinheiro de

Homogeneizagdo mateméatica de meios micro-
heterogéneos com estrutura periodica / Marcos Pinheiro de
Lima. — 141f. : il. — Dissertacao (Mestrado). Programa de Pos-
Graduacao em Modelagem Matematica. Universidade Fede-
ral de Pelotas. Instituto de Fisica e Matematica, 2016. — Ori-
entador Leslie Darien Pérez Fernandez ; coorientador Julian
Bravo Castillero.

1.Meios micro-heterogéneos e perioddicos. 2.Métodos as-
sintéticos. 3.Variacionais de homogeneizacao.
4.Comportamento efetivo. I.Fernandez, Leslie Darien Pérez.
Il.Castillero, Julian Bravo. IIl.Titulo.

CDD: 511.8




Marcos Pinheiro de Lima

Homogeneizagéo matematica de meios micro-heterogéneos com estrutura periédica

Dissertagdo aprovada, como requisito parcial, para obtencéo do grau de Mestre em Modelagem
Matematica, Programa de Poés-Graduagdo em Modelagem Matematica, Instituto de Fisica e
Matematica, Universidade Federal de Pelotas. :

Data da Defesa: 29 de fevereiro de 2016

Banca examinadora:

Prof. Dr. Leslie Darie:%ﬁ Fernandez (Orientador)
Doutor em Matematica/pelo Instituto de Cibernética, Matematica e Fisica, Cuba

Prof. Dr. Valdecir Bottega (PPGMMat/UFPel)
Doutor em Engenharia-Mecénica pela Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Brasil

T
< 2

L com— ( 2y / /)/_/

Fhss,

J /, <
Prof. Dr. Claudio Zen Petersen (PPGMMat/UFPeI)
untor em Engenharia Mecéanica pela Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Brasil

)

Prof. Dr. Mario Lucio Moreira (PPGFIS/UFPel)
Doutor em Quimica pela Universidade Federal de S&o Carlos, Brasil

S

Prof. Dr. Julio Ce ' sser (PPGMap/UFRGS)

Doutor em Matematica Aplicada pela Brown University, Estados Unidos



Dedico este trabalho a minha familia que tem me apoiado durante toda minha
trajetoria académica e de vida, a todos professores que contribuiram para
minha formacao, especialmente aos meus orientadores que confiaram a mim
este rico trabalho.



AGRADECIMENTOS

Aos meus amados pais, Roberto e Inés que sempre estiveram me apoiando e
incentivando.

Ao meu orientador Dr. Leslie, pela orientacado, paciéncia, confianca, apoio e ami-
zade.

Ao meu co-orientador Dr. Julian, pela amizade, sabedoria e inestimavel ajuda.

A paciente Luana pelo companheirismo nos momentos bons e ruins.

Ao Programa de Pés-Graduagao em Modelagem Matematica que me oportunizou
esta experiéncia.

E a Deus, por despertar me forga, tranquilidade e sabedoria para encarar os mo-
mentos de dificuldade.



RESUMO

LIMA, Marcos Pinheiro de. Homogeneizacao matematica de meios micro-
heterogéneos com estrutura periodica. 2016. 141 f. Dissertagao (Mestrado em
Modelagem Matematica) — Programa de Pés-Graduagcao em Modelagem Matematica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2016.

O método de homogeneizagao assintotica permite transformar um problema sobre
um meio micro-heterogéneo, periddico, caracterizado por coeficientes rapidamente
oscilantes (problema original), em outro sobre um meio homogéneo (problema
homogeneizado) assintoticamente equivalente ao heterogéneo. Os coeficientes das
equacgodes diferenciais correspondentes ao problema homogéneo sao chamados
coeficientes efetivos do meio heterogéneo. A obtengao de tais coeficientes efetivos
depende da solucao dos chamados problemas locais, ou seja, sobre a célula basica
cuja replicagcao periddica gera o meio heterogéneo. Do ponto de vista matematico,
€ importante verificar a relacdo de proximidade entre as solugcées dos problemas
original e homogeneizado, o qual constitui a fundamentacao da equivaléncia. De
um ponto de vista pratico, o0 método de homogeneizagao assintética oferece uma
metodologia para conhecer o comportamento macroscépico de meios heterogéneos,
o qual é util em diversas aplicagbes. O presente trabalho tem como objetivo o estudo
desta técnica matematica de homogeneizacao para obtencao do comportamento
efetivo de meios micro-heterogéneos, e aplicar o formalismo matematico que permite
construir uma solugao assintotica formal de problemas unidimensionais lineares, nao
lineares com coeficientes continuos e continuos por partes, assim como, justificar
matematicamente a proximidade entre as solugoes dos problemas original e homoge-
neizado. A fim de ilustrar os resultados tedricos, sao estudados exemplos a partir de
diferentes técnicas analiticas e numéricas. Além disso, para 0 caso em que 0 meio
heterogéneo é um composito, isto é, os coeficientes sdo constantes por partes, os
resultados da homogeneizagcao assintética sdo comparados com aqueles obtidos a
partir da abordagem alternativa da homogeneizacao variacional. Especificamente,
esta abordagem, desenvolvida aqui para meios com comportamento constitutivo nao
linear, produz cotas para a energia efetiva e a lei efetiva de tal compdsito.

Palavras-chave: Meios micro-heterogéneos e periddicos, Métodos assintéticos e va-
riacionais de homogeneizacao, Comportamento efetivo.



ABSTRACT

LIMA, Marcos Pinheiro de. Mathematic homogenization of micro-heterogeneous
media with periodic structure. 2016. 141 f. Dissertagao (Mestrado em Modelagem
Matematica) — Programa de P6s-Graduagao em Modelagem Matematica, Instituto de
Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2016.

The asymptotic homogenization method allows to transform a problem over a
periodic micro-heterogeneous medium exhibiting rapidly oscillating properties (orig-
inal problem), into another over a homogeneous medium (homogenized problem)
asymptotically equivalent to the heterogeneous one. The coefficients of the differential
equations corresponding to the homogeneous problem are called effective coefficients
of the heterogeneous medium. Obtaining such effective coefficients depends on the
solution of the so-called local problems over a basic cell, whose periodic replication
generates the heterogeneous medium. From the mathematical point of view, it is
important to verify the proximity between the solutions of the original and homogenized
problems, which is the basis for the aforementioned equivalence. From the practical
point of view, the asymptotic homogenization method offers a methodology to obtain
the macroscopic behavior of heterogeneous media, which is useful in various applica-
tions. The present work aims at studying this mathematical homogenization technique
for obtaining the effective behavior of micro-heterogeneous media, and apply the
mathematical formalism that allows to construct a formal asymptotic solution of linear
and nonlinear one-dimensional problems with continuous and piecewise-continuous
coefficients, as well as to mathematically justify the proximity between the solutions of
the original and homogenized problems. In order to illustrate the theoretical results,
examples are studied by means of different analytical and numerical techniques.
Furthermore, for the case in which the heterogeneous medium is a composite, that is,
the coefficients are piecewise-constant, results from asymptotic homogenization are
compared to those obtained from the alternative approach of variational homogeniza-
tion. Specifically, this approach, developed here for media with nonlinear constitutive
behavior, produces bounds for the effective energy and the effective law of such a
composite.

Keywords: Micro-heterogeneous and periodics media, Asymptotic and variational
methods of homogenization, Effective behavior.
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1 INTRODUCAO

Um material heterogéneo é formado por uma distribuicdo de dominios ocupados:
(a) por diferentes materiais homogéneos chamados de fases, constituindo assim um
compésito; ou (b) do mesmo material em diferentes estados, como um policristal
(TORQUATO, 2002) ou um material funcionalmente graduado (SADD, 2005). Meios
heterogéneos abundam na natureza e em produtos manufaturados. Por exemplo: den-
tre 0s meios naturais que apresentam heterogeneidade estao o osso - Figura 1(a), a
atmosfera - Figura 1(b), o solo - Figura 1(c), o arenito, a madeira, os pulmoes, 0s
tecidos vegetais e animais, os agregados celulares, tumores; e dentre os feitos pelo
homem destacam-se os diferentes tipos de compaésito (laminados - Figura 2(a), granu-
lares ou particulados - Figura 2(b), fibrosos, e combinagdes destes), sélidos celulares,
géis, espumas, ligas metalicas, microemulsdes, ceramica - Figura 2(c) e copolimeros
em bloco (TORQUATO, 2002).

A predicao tedrica das propriedades mecanicas, eletromagnéticas, e de transporte
dos materiais heterogéneos tem uma longa e veneravel histéria, atraindo a atencao
de icones da ciéncia, incluindo MAXWELL (1873), RAYLEIGH (1892), e EINSTEIN
(1906). Geralmente, os fendbmenos fisicos de interesse associados a tais propriedades
ocorrem na "microescala”, chamada genericamente assim, pois pode ser da ordem de
décimos de nandmetros (géis) até da ordem de metros (processos geoldgicos). Assim,
assume-se que o comprimento caracteristico | desta escala “microscopica” (aquela
em que os dominios estao distribuidos, ou seja, em que ocorre a heterogeneidade)
€ muito maior que aquele da escala molecular, mas muito menor que o comprimento

(a) osso humano (b) atmosfera

Figura 1: Exemplo de materiais heterogéneos naturais.
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(a) composito - laminado (b) compdsito - particulado (c) policristal - ceramica

Figura 2: Exemplo de materiais heterogéneos manufaturados.

L caracteristico da escala macroscépica, | < L. Em tais situagbes, dizemos que
o material heterogéneo apresenta separacao das escalas estruturais (caracterizada
pelo parametro geométrico ¢ = [/L, 0 < ¢ < 1), suas propriedades apresentam
variagao rapida com relagao a posicao e que cumpre a hipétese do continuo, ou seja,
ele pode ser visto como um continuo na escala microscépica e, portanto proprieda-
des macroscoépicas ou efetivas podem |he ser atribuidas (TORQUATO, 2002). Mais
precisamente, a hipétese de homogeneidade equivalente estabelece que, na macro-
escala, o material heterogéneo é fisicamente equivalente a certo material homogéneo,
de maneira que as propriedades efetivas do primeiro sao as propriedades do segundo
(PANASENKO, 2008). Assim, ao processo de obtencao do comportamento efetivo do
material heterogéneo da-se o nome de “homogeneizacao”. Nos anos 1960s e 1970s
apareceram as primeiras teorias matematicas de homogeneizagao. A ideia inicial era
encontrar uma solugao assintotica das equacdes em derivadas parciais dependen-
tes do parametro pequeno ¢ e com coeficientes rapidamente oscilantes que modelam
0 comportamento constitutivo do meio heterogéneo. Assim, a hipotese de homoge-
neidade equivalente seria valida se ¢, solucao das equacoes para o material hete-
rogéneo, sujeitas a certas condi¢cdes de contorno e/ou iniciais, fosse de ug, solugao
das equacoes com coeficientes constantes que descrevem o comportamento do ma-
terial homogéneo equivalente, sujeito as mesmas condicées do anterior, -proxima
para alguma norma, ou seja, ||u® — ug|| = O(¢)(PANASENKO, 2008).

Sob as hipoteses de separacao de escalas e do continuo, podemos especificar
dois usos da homogeneizacao: a obtencao de uma boa aproximacgao da solugcao do
problema original e a obtencao do comportamento efetivo do meio heterogéneo. Nos
primeiros capitulos este trabalho enfoca o primeiro uso, enquanto no ultimo capitulo
esta dedicado ao segundo uso. A primeira abordagem é o estudo da resposta do
meio quando submetido a acao de influéncias externas que podem ser de nature-
zas mecanicas (carregamentos, tragdes), térmicas (fonte de calor), eletromagnéticas
(campos elétricos ou magnéticos aplicados). Enquanto a segunda abordagem é
a obtencao das propriedades intrinsecas do meio heterogéneo, ou seja, suas ca-
racteristicas proprias independentes das influéncias externas e que serdo as res-
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ponsaveis em estabelecer a resposta do meio a estas determinadas influéncias.

Trabalhos pioneiros na histéria da homogeneizacdo sao os de SANCHEZ-
PALENCIA (1970, 1980), DE GIORGI; SPAGNOLO (1973), MARCHENKO; KH-
RUSLOV (1974), BAKHVALOV (1974, 1975a,b), OLEINIK (1975), BERDICHEVSKY
(1975), BABUSKA (1976a,b,c), BENSOUSSAN; LIONS; PAPANICOLAU (1978), CH-
RISTENSEN (1979), e BAKHVALOV; PANASENKO (1989). Desde entao, devido a ri-
queza e diversidade de problemas fundamentais, assim como as multiplas aplicacoes
tecnoldgicas, o numero de publicagdes nesta area tem crescido enormemente, por
exemplo, OLEINIK; SHAMAEV; YOSIFIAN (1992), JIKOV; KOZLOV; OLEINIK (1994),
MURAT; TARTAR (1998), CIORANESCU; DONATO (1999), CHERKAEV (2000), MIL-
TON (2002), TORQUATO (2002), SAHIMI (2003), PANASENKO (2005), PAVLIOTIS;
STUART (2008). Dentre as diversas aplicagoes da teoria de homogeneizagao, pode-
mos citar, por exemplo: obtengao de propriedades acopladas inexistentes nos consti-
tuintes (magnetoelétrica: BENVENISTE (1995); piroelétrica e piromagnética: BRAVO-
CASTILLERO et al. (2015)); otimizagao topoldgica: BENDSOE; SIGMUND (2003);
projeto 6timo de materiais heterogéneos: TORQUATO (2010); biomecanica do 0sso:
PARNELL; GRIMAL (2009), predicido de falhas estruturais: PEREZ-FERNANDEZ;
BECK (2014); propagacao de ondas sismicas: CAPDEVILLE; GUILLOT; MARIGO
(20104a,b); fisica de reatores nucleares: ALLAIRE; BAL (1999); transporte de uma
espécie quimica: NG (2006).

Neste trabalho, destaca-se sobretudo o método de homogeneizacao assintética
(MHA), o qual permite obter uma aproximacao da solugao exata do problema em
estudo. Este método baseia-se no desenvolvimento em série assintética em duas
escalas da solucao do problema de valores de contorno e iniciais com coeficientes
rapidamente oscilantes que modela o fendbmeno estudado. Tal desenvolvimento as-
sintético é realizado em termos de poténcias do parametro geométrico ¢ cujos coefi-
cientes sao fungdes incdgnitas que dependem da microescala. Assim, o problema é
desacoplado em uma sequéncia recorrente de problemas para obter cada uma das
fungdes incognitas que formam a série assintdtica da solugdo procurada. Na sua
formulagao classica, o MHA fornece solugdes que sao validas somente em regides
afastadas do contorno. Assim, na pratica, € usual considerar somente os dois pri-
meiros termos da série assintética, obtendo-se os problemas correspondentes (o pro-
blema macroscépico ou homogeneizado para o primeiro termo, e 0 microscopico ou
local para o segundo termo). Além disso, o MHA permite obter propriedades efeti-
vas que descrevem o comportamento macroscopico do meio, ou seja, caracteristicas
proprias independentes das influéncias externas. Por exemplo: BRAVO-CASTILLERO
et al. (2001), GUINOVART-DIAZ et al. (2001), RODRIGUEZ-RAMOS et al. (2001),
SABINA et al. (2001) obtiveram formulas fechadas para os coeficientes efetivos de
compésitos reforgcados por fibras cilindricas com periodicidade quadrada e hexago-
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nal, e fases transversalmente isotrépicas no contexto da elasticidade e a piezoeletrici-
dade; SABINA et al. (2002) e BRAVO-CASTILLERO et al. (2006) obtiveram férmulas
fechadas para as propriedades efetivas de compositos elasticos com fases isotrdpicas,
reforcadas por fibras circulares distribuidas em esquemas quadrados e hexagonais, in-
cluindo os casos limite de fibras vazias ou infinitamente rigidas e se prova que estao
contidas no intervalo definido pelas cotas lineares de BRUNO (1991). Com relagao
a linearidade, o material é dito linear se suas relagdes constitutivas sao lineares, isto
€, as variaveis do tipo fluxo sdo combinagao linear das variaveis dos tipos gradiente
e/ou potencial (PEREZ-FERNANDEZ et al., 2009), caso contrario, sdo nio lineares.
Alguns materiais demonstram comportamento linear apenas para valores pequenos
das variaveis de tipo gradiente. A medida que esses gradientes aumentam, o compor-
tamento constitutivo torna-se nao linear. Outros materiais exibem comportamento nao
linear mesmo com pequenos gradientes.

Uma abordagem alternativa ao MHA é o uso dos principios variacionais que cons-
tituem a formulacao fraca do problema e que permitem obter estimagdes ou cotas
para a lei efetiva e energia efetiva. Estudos deste outro tipo, geralmente sao rea-
lizados sob meios que apresentam geometrias complexas, tais como em materiais
compésitos. Por outro lado, obter o comportamento efetivo de compdésitos nao linea-
res de tipo matriz-inclusao, por exemplo, € geralmente dificil, pois dependem da forma
da micro-estrutura, a qual é conhecida com pouca precisdao. O mais comum € que a
informacgao disponivel sobre o material esteja limitada as concentracdes de suas fases
constituintes, as formas médias das inclusdes e a certas correlagdes espaciais. Par-
tindo dessas informacoes, um dos caminhos para obter uma aproximacao da resposta
efetiva de um compdsito nao linear baseia-se em limitar, sobre todas a microgeome-
trias consistentes com tal informacao, o intervalo das possiveis respostas. Do ponto
de vista matematico, este intervalo toma a forma de cotas que incluem a informacao
dada e que, portanto, nao serao aplicaveis a todo tipo de comportamento constitutivo,
ou seja, a todo tipo de composito. Muitos esforgos tém sido encaminhados a tarefa de
melhorar estas cotas através de diferentes enfoques. Um destes, a generalizagao dos
principios variacionais de HASHIN; SHTRIKMAN (1962a,b, 1963) a nao linearidade
na obtencao de cotas para a energia, originou-se no trabalho de WILLIS (1983). Os
principios ndo lineares de Hashin-Shtrikman se baseiam na introdugao de um material
de comparagao de comportamento linear. Estes principios foram rigorosamente sis-
tematizados em seguida em TALBOT; WILLIS (1985). Uma alternativa introduzida por
PONTE CASTANEDA (1991) consiste em considerar um compdsito de comparagao li-
near com a mesma microgeometria que o compdésito nao linear em estudo. Este enfo-
que foi incorporado a metodologia variacional de Hashin-Shtrikman em TALBOT; WIL-
LIS (1992). A vantagem da linearidade do comportamento do material de comparagao
selecionado consiste em que suas propriedades efetivas estarao contidas em qual-
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quer cota para o compdsito nao linear obtida por esta via. Seguindo esta metodologia,
em TALBOT (1999) se utilizam as cotas lineares de BRUNO (1991) nas cotas nao line-
ares para um compasito dielétrico com inclusoes esféricas, enquanto que em TALBOT
(2000) se aplicam as cotas lineares de (BRUNO; LEO, 1993) nas cotas nao lineares
para compositos incompressiveis reforcados por fibras ou esferas. Em ambos casos, o
composito ndo linear consiste em uma fase linear e uma nao linear e de alternar estes
papéis para a matriz e a inclusao, se obtém cotas particulares: uma cota superior e
uma inferior para uma matriz linear com inclusdes nao lineares e uma cota inferior para
uma matriz ndo linear com inclusdes lineares. Um enfoque alternativo € combinar as
cotas variacionais para a energia efetiva do compaésito ndo linear com aproximacoes
assintéticas para as propriedades efetivas do composito linear de comparacao, por
exemplo, em PEREZ-FERNANDEZ; LEON-MECIAS; BRAVO-CASTILLERO (2005);
PEREZ-FERNANDEZ et al. (2007a,b) se utilizam as aproximacdes pelo MHA relata-
das em RODRIGUEZ-RAMOS et al. (2001) e GUINOVART-DIAZ et al. (2001) para me-
lhorar e generalizar os resultados de TALBOT (1999, 2000) para compdésitos dielétricos
e elasticos incompressiveis ndo lineares reforcados por fibras com distribuicdes qua-
drada e hexagonal; e em LEON-MECIAS et al. (2005, 2007, 2008) o MHA se combina
com o método de elementos finitos para melhorar as cotas nao lineares de TALBOT
(1999, 2000) para compésitos reforcados por esferas distribuidas segundo um es-
quema cubico. Por outro lado, para obtencao de melhores cotas para a lei efetiva,
baseando-se nos principios de Hashin-Shtrikman, MILTON; SERKOV (2000) apresen-
tam uma forma de representagao para a relagao constitutiva que permite obter ambas
cotas, inferior e superior (TALBOT; WILLIS, 2004), (PEIGNEY, 2005). Contudo, estas
cotas podem ser melhorados empregando as aproximacoes das propriedades efetivas
do material de comparagao obtidas pelo MHA (PEREZ-FERNANDEZ et al., 2008).

Objetivos
Objetivo Geral:

Estudar técnicas assintéticas e variacionais de homogeneizacdo matematica para
obtencao de comportamento efetivo de meios micro-heterogéneos com estrutura
periddica e formas de controlar tais resultados.

Objetivos Especificios:

e Construir a solucao assintética formal de problemas unidimensionais lineares,
nao lineares com coeficientes continuos e continuos por partes.

e Mostrar matematicamente a proximidade entre as solugdes dos problemas origi-
nal e homogeneizado.
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e llustrar a partir de exemplos as relagdes de proximidade acima mencionadas e o
comportamento efetivo de meios heterogéneos lineares e nao lineares, estatico
e dinamico.

e Buscar, a partir de principios variacionais, cotas para a energia e a lei efetivas
derivadas do processo de homogeneizacao assintotica.

e llustrar, a partir de exemplos, a relagdo entre as cotas variacionais e as
estimagoes por homogeneizacao assintotica.

Estrutura da dissertacao

Além da presente introducao, este trabalho &€ composto por quatro capitulos, con-
clusdes e anexos.

No capitulo 2 introduzem-se algumas definicdes, como o0s conceitos de ordem, ex-
pansao assintética e solugao assintotica formal; € ilustrada a formulagao do problema
estatico linear unidimensional e a aplicagao do MHA sobre ele. No desenvolvimento
do MHA sao apontados os principais resultados, tais como: o problema local, o coefi-
ciente efetivo e a equacao do problema homogeneizado. Em seguida, demonstra-se
uma relacao de proximidade entre as solugcoes dos problemas original e homogenei-
zado.

No capitulo 3, a aplicacdo do MHA é estendida a problemas dinamicos unidimen-
sionais lineares e nao lineares, continuos, onde o desenvolvimento € ilustrado a partir
de problemas de interesse, tais como o de difusdo e de onda, sendo que para os pro-
blemas lineares se demonstram relacoes de proximidade entre as solugoes dos pro-
blemas originais e homogeneizados correspondentes, mediante principios de maximo
generalizados (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Para o caso nao linear, o desen-
volvimento é apresentado apenas para o problema de difusdo, onde a nao lineari-
dade esta presente no termo de fluxo. E para ilustrar os resultados obtidos via MHA,
exemplos sao resolvidos através de diferentes técnicas analiticas e numéricas, como
o método de Fourier e de diferengas finitas.

A generalizacdo do MHA a problemas multidimensionais é desenvolvida no capitulo
4 para a equacao eliptica linear com coeficientes continuamente diferenciaveis, assim
como é demonstrada a proximidade entre as solugdes dos problemas original e ho-
mogeneizado. Além disso, os resultados importantes da conservagao da simetria e
do carater definido positivo dos coeficientes efetivos sao demonstrados. Por fim, um
exemplo ilustrativo € apresentado.

No capitulo 5, o MHA é aplicado sobre problemas de valores de contorno com
coeficientes constantes por partes, os quais descrevem, em particular, 0 compor-
tamento ndo linear de materiais compositos microperiodicos. Para ser mais exato,
neste capitulo, descreve-se um compésito do ponto de vista fisico e geométrico, e
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formula-se fortemente e fracamente o problema. A partir destes problemas, busca-se
a aproximacao via MHA, assim como, cotas através de principios variacionais, res-
pectivamente, para a lei e a energia efetivas do compésito. Finalmente, um exemplo
integrador é apresentado.

Por ultimo, as conclusdes do trabalho sao apresentadas, seguidas das referéncias
e dos anexos.

No seguinte organograma, apresenta-se a estrutura metodoldgica do trabalho,
sendo que a raiz corresponde ao capitulo 2, e os ramos da esquerda, do centro e
da direita correspondem, respectivamente, aos capitulos 3, 4 e 5. Ainda, as cores
empregradas indicam a abordagem utilizada em cada situacao.

Capitulo 2. Problema unidimensional estatico e linear
para meios com propriedades continuas

Capitulo 5. Problema tridimensional

Capitulo 3. Problemas estatico para meios com
dinamicos propriedades continuas por partes

Equacdo de =

I |

Composito

Linear N3o linear . _Capltu_lo 4. ProI')I.ema . N&o linear
multidimensional estatico e linear
Problemas estudados via Problemas estudados via
homogeneizagdo assintética homogeneizagdo assintética

e variacional

Figura 3: Estrutura metodoldgica do trabalho.



2 PRELIMINARES

2.1 Meios com estruturas heterogéneas e periodicas

Em suma, um meio heterogéneo é caracterizado pela variagao de suas proprieda-
des fisicas ao longo da sua estrutura. Em particular, um meio periédico é caracterizado
pela composicao da sua estrutura pela reprodugao peridédica de um elemento recor-
rente chamado de célula basica ou de periodicidade (BAKHVALOV; PANASENKO,
1989).

O presente trabalho explora especificamente fendmenos sobre meios microscopi-
camente heterogéneos, periddicos e macroscopicamente homogéneos, 0s quais sao
caracterizados pela rapida variagao com relagao a posicao de suas propriedades.

Seja ¢ um parametro geométrico pequeno, 0 < ¢ < 1, o qual especifica global-
mente o comprimento do elemento recorrente e indica a existéncia de duas escalas
estruturais (micro e macroescala). A partir deste elemento, constitui-se uma estrutura
unidimensional de comprimento unitario e s-periddica. Como a estrutura é periodica,
ao realizar o estudo do comportamento local em cada elemento recorrente, € possivel
estender tais resultados para a estrutura como um todo. Define-se assim, uma nova
variavel, y = = € [0,7'], onde y é chamada de variavel microscopica, rapida ou local,
que descrevego comportamento local do meio, em contraste com a variavel z € [0, 1]
gue é chamada de macroscopica, lenta ou global.

Fendbmenos que ocorrem em meios micro-heterogéneos sao geralmente mode-
lados por equacOes em derivadas parciais com coeficientes rapidamente oscilantes
obtidas a partir de leis de conservacao, relagdes constitutivas ou de fechamento, que
satisfazem certas condigdes de contorno, iniciais, de contato e/ou periodicidade. Um
exemplo classico é a equacao eliptica que descreve um campo térmico estacionario:

(@) = s, (2.1)

onde a°(z) = a (g) = a(y) é o coeficiente de condutividade na posig¢ao =, 1-periédico
com respeito a y, positivo e limitado; f () é a densidade de fonte de calor localizada na
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posicao z; e u° é a temperatura na posicao x para cada ¢ fixo. Neste capitulo, assume-
se que a°(x) e f(x) sao diferenciaveis e continuas. A Figura 4 ilustra o comportamento
da condutividade «*(z) para algum e pequeno.

e—0"

a(x/e)
a(x/e)
a(x/e)

| | [T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 04 086 0.8 1
X X X

Figura 4: Coeficiente de condutividade rapidamente oscilante limitado pelas constan-
tes b e ¢, para algum ¢ pequeno.

A 1-periodicidade em y verifica-se da seguinte maneira. Por defini¢cao, o coeficiente
é e-periédico. Logo, a°(x) = a*(z + ¢), 0 que é equivalente a a(y) = a(y + 1) por

r+e
€

a(y):aa(x):ae(ers):a( >:a<§+1>:a(y+1).

2.2 Conceitos Fundamentais

2.2.1 Ordem

Sejaumafungdo ¢ : QO x E — R, ¢* = p(z,¢),sendoz € Q C Riec e E C (0,1).
Considere ainda que ¢° € B.(f), sendo B.(2) um espago normado e ¢° definida
para cada ¢ > 0 suficientemente pequeno. A notagdo ¢° = O(¢(z,¢)), enquanto
e — 0% na norma de B.(2), significa que existem constantes M, ¢, > 0, tais que
1% | 3oty < M|[9°]5.()» PAra 0 < e < 0. Em particular, ¢* = O(cV) é equivalente a
%] B.() < Me™ para e > 0 suficiente pequeno (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

2.2.2 Expansao assintotica e solucao assintotica formal

[oe)

Sejam a funcdo ¢° e uma série assintética da forma Ze"gi(x,e), nao necessa-
1=0

riamente convergente. Diz-se que esta série é uma expansao assintética (e.a.) da

funcao ° se para todo N existe um M,, tal que para cada m > M, cumpre-se, na
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norma de B,, com e — 0T, que
- Zsigi(x,s) = 0(M).
1=0

Isto &, tem-se a igualdade assintética ¢(z, <) Ze gi(z,€)

Agora, considere, para cada ¢ > 0 fixo, a equagao diferencial
L = f, (2.2)

onde L° : B;. — By, u® € Bi. e f € By, sendo By., B,. espagos normados e L°
um operador diferencial. Chama-se de solugao assintotica formal (s.a.f.) de (2.2) a

assintoética .
= Z 5iui(xa 6)7
=0
onde u; € By, tal que para todo N € N, existe um M para que a relagao

Lou™ — f = O(N), (2.3)

seja satisfeita para todo m > M com ¢ — 0t na norma de B,., em que u™ Z g'u;.

Se L£¢ € um operador linear e existe uma estimativa ||uf||p,. < cleCQHfHB%, onde
c¢1 > 0 e ¢ sao constantes independentes de ¢, entao segue a partir de (2.3) que
para todo N € N existe um M tal que |[u(™ — vf|5,. = O(V), com ¢ — 07, para
todo m > M, e consequentemente, a solugdo assintética formal »(*) é uma expanséo
assintdtica da solucéo exata «° do problema: u° ~ u(*) (BAKHVALOV; PANASENKO,
1989).

2.3 Meétodo de homogeneizacao assintotica

O MHA consiste em aproximar a solugao exata «° do problema original por uma
série assintdtica «(>) em poténcias de ¢ denominada solugéo assintdtica formal:

> X
= Zekuk(l‘, y)a Yy = g; (24)
k=0

onde u, sdo fungdes 1-periddicas em y. Substituindo a expansao (2.4) em (2.1), le-
vando em conta a regra da cadeia dada por

dF< $>: (M+5—1M>

dx £ Ox oy (2:5)

z

Y=z
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Agrupam-se as poténcias de e igualando a zero seus coeficientes, tem-se uma
sequéncia recorrente de problemas para os coeficientes das poténcias de ¢:

-2 . —
9 . ,nyU() = 0,
-1 _
€ Lyuy = —Layyug — Lyzuo,
0 . _
I3 : ,nyUQ = —,Ca;yul — ﬁyxul - ‘Cxwu() + f(ZL‘)7
1 _
g Eyyu3 = _£ngu2 — EmeQ — Emul,
6”

‘nyun+2 = _/C:cyun—‘rl - Eya:“n—&—l - ‘Cxxuna

com o operador diferencial

Loy = - (a(@%), o6 € {,9). (2.6)

A partir destes problemas, de modo recorrente obtém-se a equacao do problema
homogeneizado, o coeficiente efetivo e a solugao do problema local, sendo estes re-
sultados importantes para a construgao da solucao assintotica formal.

2.3.1 Formalismo matematico do MHA

Para ilustrar o formalismo do MHA, considera-se o problema original constituido,
para cada « fixo, pela equagao eliptica (2.1) definida para todo =z € Q = [0,1], e que
satisfaz as condigdes de contorno «°(0) = u®(1) = 0, ou seja,

d o dut
. <a (x) dx) = f(z), z € Q,
u®(x) =0, x € 05

(2.7)

O coeficiente a* € C'(Q2) € uma fungéo c-periddica em =, estritamente limitada, ou
seja, existem ay,a, € R tais que 0 < a; < a® < ay < 400 (ver Figura 4). Além disso,

considera-se f € C'(Q2).
Propde-se uma expansao assintética da solugao de (2.7) da forma

U(Q)(xa 8) = uo(x,y) + €U1(l', y) + 52’&2(1’,]/), Y= ga (28)

em que u; sao fungdes 1-periddicas em y. Ao substituir a assintética (2.8) na equagao

de (2.7),

d

(4wl + 2s(o0) + o)) = f(a) =0, 29
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: . d 1 ,
e aplicar a regra da cadeia — = 9 + Lo em (2.9) obtém-se
dv Or €0y

0 10 0 10 9 -
(% + ga—y) {a(y) <8_x + g(?_y) (uo(x,y) +eup(z,y) + ¢ uz(x,y))} — f(z) =0,
(2.10)
e ao desenvolver resulta em

% <a(y)%) + é% (a(y%—l;) + %a% (M@%) + éa% (a(y)%—l;ﬁ
+6% (a(y)%) + % (a(y)%—?) + (% (MM%) + %a% (a(y)%) (2.11)
vt (52 ) 4 (a52) +eg (a52 ) + 4 (a)52) - 1@ =o.

Ao agrupar a equacao (2.11) em poténcias de ¢ tem-se

g2 a% (a(y)%—?)] +et % (a(y)%—?) + a% (a(y)ﬁ) + a% (a(y)%—?ﬂ
10 c% a(y)%) 1 c% a(y)%) + % (My)%) + % (a(y)aa—u;) - f(x)}
_ 0(e).
(2.12)

Para que u® seja uma solugéo assintdtica formal da equacdo de (2.7), devem-se
obter ug, u; € uy de tal maneira que seja satisfeita a seguinte sequéncia recorrente de
equacoes:

0 8u2
T3 <a(y)8—y) — f(z) =0, (2.15)

as quais correspondem aos termos que nao se anulam quando ¢ — 0*. Isto é justifi-
cado pelo conceito de solucao assintética formal, como sera visto a seguir.

Demonstracdo: Considere a equacao eliptica unidimensional (2.7) na forma operaci-

d d ~ ~ ~
onal (2.2) com L° = . <a5(x)%>. Agora, propoe-se a solugao desta equagao na

forma de uma série assintética de poténcias de ¢, idéntica a (2.4). Mas para construir
uma solugao assintética formal considera-se uma soma finita de m -+ 1 termos, ou seja,
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mo T
ué(x) ~ u(m)<x7€) = Zglui<m7y)v Yy = g (216)
1=0

que corresponde a considerar u; = 0 parai > m-+1 em (2.4). Logo, substituindo (2.16)
na equacao (2.7), aplicando a regra da cadeia e utilizando a notagao (2.6) na forma
operacional, obtém-se

Lou™ — f(x) = e 2Lyup+ e (Lyyur + Lyptig + Layuo)
+&° (Lyyuz + Lyzur + Lyyuy + Logug — f(2))
+ ot (Lyytina + Lypttivr + Loyt + Loptt)
o+ €™ (Lt + Lyptm1 + Loytim 1 + Logtm_2)
+&™ N (Lyatim + Laytm + Logtim—1) + €™ Lozt

ou seja,
Lout™ — f(z) = O™,

onde os termos de ordens 2, 7!, .. ., e €2 devem ser nulos para que ™ seja uma
s.a.f.. Portanto, pela definicdo tem-seque N=m—-1lem=N+1= M(N)=N + 1.
Assim,

VNeEN,IM=N+1:Ym>N+1= Lu™ — f(z) = O™ ).

O]

Note que a escolha de uma assintotica de ordem O(c™), m > 2, para esta ser
uma s.a.f., ndo s6 devem anular-se os termos que ndo tendem a zero quando ¢ —
0", senao também, aqueles até a ordem O(¢™~%) que resultam da substituicdo da
assintética na equacgao do problema original.

Considere agora que as variaveis = € y nas equagodes (2.13)-(2.15) sao indepen-
dentes. As equacdes (2.13)-(2.15) sao complementadas com condigdes de contorno
determinadas a partir da aplicacao de (2.8) nas condi¢cdes de contorno em (2.7), ou
seja,

u?(0,6) = up(0,0) + euy(0,0) + %uy(0,0) = 0, (2.17)

u(z) (1,8) = U <]., 1) +euq (1, 1) +€2U2 (1, 1) = 0. (218)
9 € 39
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Assim, as condicdes de contorno para (2.13)-(2.15), respectivamente, sao:

UO(O, 0) = Up <1, é) = O, (219)
u1(0,0) = uy (1, é) =0, (2.20)
us(0,0) = uy (1, é) —0. (2.21)

Note que devido a 1-periodicidade de u;(x,y), i = 0, 1,2, com relagdo a variavel y, é
correto dizer que u; (1,1) = u,(1,0).

A partir das equacoes (2.13)-(2.15) complementadas das condi¢oes (2.19)-(2.21)
estabelece-se o0s seguintes problemas recorrentes:

Lyyito =0, (2.22)
1o(0,0) = 1o(1,0) = 0,

,nyul = —,nyU() — ,nyUO, (2 23)
u1(0,0) = u(1,0) =0, '
'nyu2 = _/C:cacuo - 'nyul - ‘nyul + f(l’)7 (2 24)
uz(0,0) = uy(1,0) = 0. '

Note que, para cada x fixo, os problemas (2.22)-(2.24) sao da forma

LN =F, y€(0,1)
N(0) =0,

onde L = £,, e N = u;,. Gararante-se a existéncia e a unicidade das fungdes w;
solucdes 1-periddicas em y de (2.22)-(2.24) mediante o seguinte Lema:

Lema 2.3.1. Sejam F(y) e a(y) > 0 fungées diferenciaveis e 1-periddicas. Uma
condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de uma solugao 1-periddica N
da equagdo LN = F é que (F(y)) = fol F(y)dy = 0, onde (-) denota a média inte-
gral. Ainda mais, tal solugao 1-periddica é unica salvo uma constante aditiva, ou seja,
N(y) = N(y) + C, onde N é uma solucdo 1-periédica de LN = F tal que N(0) = 0, e
C' é uma constante arbitraria (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Demonstragcdo: Necessidade: Seja N(y) solugao 1-periodica da equagao

d dN
LN = & (a(y)d—y> = F(y). (2.25)
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De aplicar o operador de valor médio em ambos os lados de (2.25), ou seja,

L (a)ZE)) = (py, (2.26)
<dy dy

tem-se, do lado esquerdo, levando em conta a 1-periodicidade de a(y) e N(y), que
( AN [V
')
dy y=0 dy y=1

» (0) ( a ., y0> (2.27)
Logo, segue de (2.26) e (2.27) que (F(y)) =

Suficiéncia: Seja F' tal que (F' ( )) =0. De mtegrar (2.25), ou seja,

[ (oY o= [ rions, 20

dN
dy

dN

dy

= o)

— a(0)

se obtém N Y
a(y a(0)— :/Fsds, 2.29
Wy — O = [ FO (2.29)
onde
a(0)— =C 2.30
0| = (2.30)
€ uma constante aditiva. Logo,
dN Y dN 1 Y
a(y F(s)ds +C :—:—(/Fsds—i—C’). 2.31
gy = | Fos+Ci=Tn= o | | Fls)ds+Cy (2.31)

Assim, de integrar a segunda igualdade em (2.31) tem-se que

N(y) = /j% (/OtF(s)ds—l—C’l) dt + Cs. (2.32)

A fim de se construir N(y) 1-periédica, impde-se que N(y+1) — N(y) = 0. Assim, para

N(y+ 1) tem-se

Ny+1) = /Oy+1 ﬁ (/Ot F(s)ds + Cl> dt + Cs. (2.33)

Logo, da subtracao das expressodes (2.33) e (2.32) se obtém

0= N(y+1)— N(y) = /yy+1 % (/Ot F(s)ds + 01) dt. (2.34)
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t
Observe que / F(s)ds € 1-periédica, assim como 1/a(t) e C;. Logo,
0

[ ([ oo (ay ([rom)) e () <o s

de onde . .
e :—<ﬁ> <$/0 F(s)ds>. (2.36)

Portanto, de (2.32) e (2.36) segue que N(y) = N(y) + C,onde C =, e

N(y) = /Oy $ (/OtF(s)ds - <$>_1 <$/Ot F(s)ds>> dt. (2.37)

O
Dando continuidade a construcao da s.a.f., do problema (2.22) sabe-se que
0 ou
oy (a(y)a—;) =0, (2.38)

para a qual o Lema 2.3.1 garante que tem solucao 1-periddica em y. Assim, de integrar

(2.38) resulta que
8u0 B
a(y)a—y = p(z), (2.39)

e ainda, sendo a(y) > 0, pode-se isolar a derivada de uy:

dug _ p(z)
-2 _ 2.40
9y aly) (2:49)

De modo a obter p(x), aplica-se a (2.40) o operador de valor médio, obtendo-se
1
p(z)

0=uwug(x,1) —u x,Oz/—d, 2.41
o(z, 1) — uo (,0) a) Y (2.41)

devido a 1-periodicidade de u, com respeito a y. A partir disto, pode-se concluir que

1
1
p(x —dy=0 = p(z)=0, (2.42)

@ [ (@)

1
pois / % > 0. Logo, substituindo (2.42) em (2.39) resulta que

0

a(y) Oy _ 0= Dy _ 0,

9y oy
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e assim, conclui-se que uy nao depende da variavel rapida y, ou seja,

uo(z,y) = ug(x). (2.43)

Note que (2.43) também pode ser obtida diretamente do Lema 2.3.1. Com efeito,
sejam x € [0,1] fixo e N(y) = wo(x,y). Ao aplicar o Lema em (2.38) segue que
existe uy(z,y) solugdo 1-periddica em y, Unica salvo uma constante aditiva, ou seja,
uo(x,y) = up(x,y)+C(x). Em particular, observe que u, = 0 é solugao de (2.38). Logo,
uo(z,y) = C(z), ou seja, uy ndo depende de y.

Dando sequéncia a resolugao dos problemas recorrentes, ao substituir (2.43) em

(2.23), se obtém

0 ouy da duyg

— — = 2.44

o (%) = - (2.44)
A equacao (2.44) complementada das condi¢oes (2.20) estabelece uma versao atua-
lizada do problema (2.23), ou seja,

Lyt = —Lysto, (2.45)
ur(0,0) = 0, (1, 0) = 0.

Note que a partir do problema (2.45) se obtém uma solucao «; em termos de uy,
mas deve-se garantir que esta solugao seja 1-periddica com respeito a variavel y, e
para isso o Lema 2.3.1 deve ser aplicado.

Relacionando os elementos do Lema 2.3.1 a equacao de (2.45) tem-se que N = u,

dad . . - ~
e F =222 portanto, para garantir que u, seja 1-periddica, a equagao

dy dx
da dug
TN 2.4
<dy dx > 0 (2.46)
deve ser satisfeita. De calcular o lado esquerdo de (2.46) tem-se

Y da dug duy ! da duyg
; @%dy = dr ; @dy ~ dr (a(1) —a(0)) =0, (2.47)
pois a(y) é 1-periddico com respeito a y. Logo, a solugéo u; de (2.45) é 1-periddica
com respeito a variavel rapida y.
Note que, por causa da forma do F' para este problema, pode-se aplicar o método
de separacao de variaveis (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) e, assim, supor a

solucao u; da forma Nl(y)%. Logo, a substituicao na equacao (2.45) resulta em

d dN1 dUO da dUQ
L () Br) T _ _daduo 2.48
dy (a(y) dy ) dx dy dx’ ( )
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e ao colocar em evidéncia a derivada de 1, tem-se

d ClNl dUO
d_y (a(y)d—y + a(y)) = 0. (2.49)

. . d e
Levando em consideracao que % #0, (2.49) é satisfeita se
T

d dN,
dy (a(y)d—y + a(y)) =0, (2.50)
sendo esta a chamada equacao do problema local, cuja solucdo 1-periddica existe, o
qual segue de aplicar o Lema 2.3.1 com F = —d—a ao ser escrita com L, N; = —?.
Y

Note que esta sendo construida uma s.a.f. do problema original, e para obter u, é
necessario encontrar um N, (y) que satisfaga (2.50). A equagao (2.50) complementada
a condigao de unicidade N;(0) = 0 estabelece o chamado problema local

d dN;
P, . { dy (a(y)w + a(y)) =0,y € (0,1), (2.51)

O problema (2.51) é resolvido integrando com respeito a variavel y, obtendo

dN,

m +aly) = K, (2.52)

a(y)

onde K é uma constante. Isolando a derivada de N;(y) levando em consideracao que
a(y) > 0 tem-se

dNy K
—_ =1, 2.53
dy  a(y) (2:59)
de onde, ao calcular a média em ambos os lados de (2.53), obtém-se o valor de K, ou
seja,
dN1> K >
— ) = (—— -1}, 2.54
< dy a(y) (54
1
Ni(1) = Ny(0) = K <@> -1, (2.55)
0 = K<L> 1, (2.56)
a(y)
de onde
K =(a(y)™) " =4, (2.57)

sendo @ o chamado coeficiente efetivo. Da substituicao de (2.57) em (2.53) e inte-
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grando ambos os lados da mesma se obtém

Ny(y) — Ny(0) = /0 ’ (% - 1) ds, (2.58)
que, pela condi¢ao do problema (2.51), a solugéo do problema local € dada por
N
Ny(y) = /0 (@ - 1) ds (2.59)
e, portanto, a solugao u, é determinada como
w(z,y) = % /Oy (% _ 1) ds. (2.60)

Atualizando a equagao do problema (2.24) substituindo (2.43) e (2.60) observando
(2.52) e (2.57), tem-se

0 8u2 . d2U0 le dQUQ
B_y (a(y)8_y> = —a(y) A2 —a(y)d—y dr?
d d2U0
— o (@M w) 5+ (@)
d? d d?
= A g NG G+ ) (2.61)

Logo, aplica-se o Lema 2.3.1 na equacgao (2.61) a fim de garantir a existéncia da

solugao u,, 1-periodica com respeito a y. Ao relacionar os elementos de (2.61) ao
2

AdQUO d d Up
Lema 2.3.1, tem-se que N =uy @ F' =~ — & (a(y)N1(y)) — 3

para que u, seja 1-periédico com relagao a variavel y, deve-se satisfazer a seguinte
condicao

+ f(z). Portanto,

ou seja, a condicao para que exista u, solugao 1-peridédica com relacao a variavel y de
(2.24) € que exista ug, solugao de

2
ad U
da?

= f(2), (2.62)

que € a chamada equacao homogeneizada. Note que a partir desta equagao pode-se
determinar o primeiro termo u, da assintotica (2.8), cuja obtencao ainda nao tinha sido
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definida explicitamente. Assim, a equacao (2.62) complementada com as condicdes
(2.19) atualizadas por (2.43) estabelece o chamado problema homogeneizado

Adzuo
Pr - { g — 1@, 2e(0.1) (2.63)
UO(O) = O, Uo(l) = 0.

E importante salientar a relevancia da solucdo do problema homogeneizado, pois
esta descreve o comportamento do meio homogéneo equivalente ao problema he-
terogéneo original, e ainda, a partir dela determinam-se os demais coeficientes da
expansao assintotica da solugao do problema original, os quais detém informacgdes da
heterogeneidade microscopica do meio.

Agora, para obter u,, substitui-se (2.62) em (2.61), obtendo-se assim

dx?

0 Oy d d*ug
. (a<y>a—y) =~ M) T2 (2.64)

A equagao (2.64) é resolvida da mesma maneira que (2.50), de onde é obtido o ultimo

termo da solucao assintética formal u,. Primeiramente, propde-se que a solugao u;

d2U0

seja da forma N (y) e
em evidéncia obtém-se

. Logo, de substitui-la em (2.64) e colocar a derivada de

d dN2 d2U0 N
& [a(y) (@ + Nl(y)” 72 =0 (2.65)
d2u0
Supondo T2 =+ 0, estabelece-se 0 segundo problema local

d dN,
— —+ N =0
dy [a(y) < dy 1@))} ’ (2.66)
Ny(0) =0,

cuja solugdo 1-periddica € garantida pelo Lema 2.3.1, ao ser escrita como £,,N, =

d . :
—di(a(y)Nl (y)) onde F = —@(a(y)]\ﬁ (y)). Realizando os mesmos passos feitos em
Yy

(2.50)-(2.59), se obtém a constante
K1 = (Ni(y)) @, (2.67)

obtida do célculo da média da condi¢ao do lema. Assim, N, é dada por

M) = [ (s~ Wit ) as (2.69)
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e, portanto, u, sera da forma

2 Yy -~
stoa) = T2 [ (=5 - Mo ). (2.69)

Note que (2.59) e (2.68) podem ser obtidos diretamente de (2.37) identificando
apropriadamente o termo independente F do lema.

Conclui-se assim a construgdo da expanséo assintdtica u'?, sendo esta uma boa
aproximacao da solucao exata u© do problema original, o qual sera verificado formal-
mente na proxima secao por meio da relagao de proximidade entre a solugcao do pro-
blema original «* e a solu¢ao do problema homogeneizado .

2.3.2 Relacao de proximidade entre solugcoes

Ao expressar a solucao do problema original da forma dada por (2.4), nota-se que
quando ¢ — 0% a solugéo u(> — u,, ou seja, a s.a.f. u(*) do problema original tende
para a solucao u, do problema homogeneizado. Neste caso € possivel estabelecer a
seguinte relacao de proximidade entre a solugao u° do problema original e a solugcao
uo do problema homogeneizado:

Ju® — uOHH&([O,l]) = O(Ve), (2.70)

gue sera demonstrada a seguir. De fato, a relagao correspondente ao caso de coefici-
entes continuamente diferenciaveis € ||u® — uo||c(j0,17) = O(¢), que pode ser encontrada
na pagina 27 da obra de LARSSON; THOMEE (2003), mas sera empregada a forma
(2.70), pois mais adiante sao estudados casos com coeficientes descontinuos, aos
quais ela corresponde. Assim, a presente secao dedica-se a obtencao de (2.70).

Demonstragdo: Para mostrar que (2.70) é valido, sera utilizado o principio do maximo
generalizado para equacoes elipticas dado pelo teorema 1 na pagina 6 de BAKHVA-
LOV; PANASENKO (1989), (ver anexo A.1).

Inicialmente, considera-se a expansao assintotica da solucao de (2.7) da forma

1V (2, e) = uo(w) + ew(.y), y = (2.71)

para estimar
lu® = w3 0,1 (2.72)

Para isso, consideram-se dois problemas: o problema original (2.7) e o problema
obtido ao considerar «(!) como solugéo de (2.7). Assim, reescrevendo o problema (2.7)
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na forma operacional, o problema P, € estabelecido como

Leuf = f(x), z € (0,1),
P 2.73
{ (0) = (1) =0, (273

e da mesma maneira para «!, o problema P, como

P, { £ouh) = f(z) — Fla,e), 2 € (0,1), 2.7

uM(0,¢) = uM(1,e) =0,

onde F(z,¢) € a fungdo que descreve o erro incorrido ao considerar (2.71) como
solucao de (2.7).
Subtraindo P, de P;, obtém-se o problema Ps:

Ps < wf(0) —u(0,¢) =0, (2.75)
1 0

Aplicando o principio do maximo (ver anexo A.1) ao problema (2.75), a seguinte
estimacao é obtida:
[u — ™| 1oy < €llF 20,1 (2.76)

onde ¢ > 0 é uma constante. Logo, para estimar |ju® —u(" | 112 (10,17) € Preciso obter uma
expressao para F(z, ) a partir de £5u") = f(x), sendo assim,

= 1) = 5 (ol g lule) + o)) - Fo)

dUO

= (o (w0 + M 52)) - f@. @77

de onde, realizando a regra da cadeia, obtém-se

d*u du dN; d*u
e (1) _ 0 0 1 0o
Lout — f(x) aly)—— +ea(y)Ni(y)—— +a(y)—dy 5 (@)
d ANy \ dug  d d*u
-12 N Rl hadlil
< (a(y)+a(y) dy) Ty (a(y)Ni(y)) 5 (2.78)

que, simplificando ao considerar a = a(y) + a(y)% obtida de (2.59), resulta em

Bug  d d?uy

£ou) — f(x) = ea(y) Ny (W)= + & (a(y)Ni(y) 7

(2.79)

Por outro lado, considere a equacao (2.15). Ao admitir inicialmente que a solucao



34

assintotica é «M, é evidente que u, sera nulo. Logo, de (2.15)
. 8 8U1 8 3u1 8 dUO

-2 (w2 (o) (w3 (02)
|

d d2UQ le d2U0 d2U0
= _d_y<a(y)N1(y))W_a(y)@ 72 —a(y) 72 + f(z),

— LN (2.80

Substituindo (2.80) e (2.62) em (2.79):

d>u
£l — f(a) = —ealy) Ni(y) 5 (2.81)
ou seja,
d*u
F(z,e) = —ea(y)Ni(y) - (2.82)

1
E possivel agora estimar |[u — u"| g1 (,17)- Lembrando que [|ul|72 1} = / u?dz,
0
de (2.82), segue que

||F||L2([o,1}):5/ (a(y)Nl(y)W) dx. (2.83)
0
Note que
Bugy\ > Bug | Bug |\
(M) = mn g = (el g]) - e

Assumindo que uy € C3([0, 1]) tem-se pelo Teorema de Weierstrass (KUDRIAVT-
SEV, 1983, Teorema 1, p. 140), que existe A; > 0 tal que

< A, (2.85)

Considerando (2.85) em (2.84), obtém-se que

d3U0

A3 ) < At a(y)Ni(y)|* = AZ(aly)Ni(y))’. (2.86)

(!@(y)Nl(y)!
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De (2.83) e (2.86), tem-se que

1
1P < <242 / N2(y)a? (y)de. (2.87)

Note agora que sendo Ni,a € C'([0,1/¢]) tem-se, novamente pelo Teorema de
Weierstrass, que existem By, B, > 0 tais que, para todo z € [0,¢7!], tem-se

M@l b= oo

Considerando B = max{ B, B>} segue de (2.87) que

: 1
IFIsgony < 288" [ de = 2B — et (2.89)
0

Portanto,
||F||L2([0,1}) < EA, B> (2.90)

Conclui-se assim, que

[u — w1 0.1y = O(VE). (2.91)

De modo analogo se obtém que

lu™ = wo|l 11 0.y = O(VE).- (2.92)

Assim, de (2.70), (2.91) e (2.92), com uso da desigualdade triangular, segue que

Jus — U0||H3([o,1]) = v - u™ 4+ oM — uOHHé([O,l]):
< uf — U(1)||Hg([o,1}) + [luM — Uol| 1 ([o,1))
= 0(Ve) +O0(Ve),
= 0(Ve),

ou seja,
Juf — UOHHg([o,l]) = O0(Ve).

]

Nos préximos capitulos 0 MHA sera desenvolvido para modelos matematicos uni-
dimensionais de interesse sob meios continuamente microperiddicos, sendo estes, 0s
modelos difusivos linear e ndo-linear, o modelo de onda linear, assim como suas res-
pectivas relagdes de proximidade para os casos lineares. Ainda, distribuicao de um
campo térmico estacionario sobre um meio multidimensional constinuamente micro-
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periddico sera estudado mediante aplicacao do MHA. Para o problema eliptico que
modela tal fendmeno, mostra-se também a relagao de proximidade, a conservacao de
simetria e positividade no coeficiente efetivo, e inclui-se um exemplo ilustrativo. Neste
exemplo, os resultados do MHA sao comparados com cotas variacionais, cuja teo-
ria sera desenvolvida no Ultimo capitulo para meios nao lineares multidimensionais
microperiddicos, com propriedades constantes por partes, isto €, compositos.



3 HOMOGENEIZACAO DE MEIOS UNIDIMENSIONAIS CON-
TINUAMENTE MICROPERIODICOS

3.1 Equacao de difusao

3.1.1 Formulacao do problema

Nesta secao aborda-se o problema que descreve um processo de difusao do calor
em um meio micro-heterogéneo e peridédico modelado pela equagao do calor. O pro-
blema consiste em encontrar a temperatura «°(x, t) dependente das variaveis espacial
x e temporal ¢, sendo o fendbmeno fisico descrito pela seguinte equagao parabdlica

¢ (g) 855 . a% (k (g) %‘;6) = f(z,1), € (0,1), t > 0, (3.1)

com condi¢oes de contorno e condicao inicial dadas por, respectivamente,

u(0,t) =0, u(1,t) =0, t >0, (3.2)

u®(z,0) =¢(x), x € (0,1). (3.3)

As funcoes ¢, k, f e 1, que representam, respectivamente, a capacidade calorifica,
a condutividade térmica, a fonte de calor, e a distribuicao inicial da temperatura, sao
diferenciaveis, sendo c e k e-periddicas, positivas e limitadas, e « € tal que

$(0) = (1) = 0, (3.4)

3.1.2 Aplicacao do MHA

Inicialmente, propde-se a solucéao de (3.1) como uma solucdo assintotica formal a
partir da expans&o assintética u(?, ou seja,

U(2)<I,t7€) = uO('ra y7t> =+ €u1(ZL’, yvt) + €2u2(l’, Y, t)? Yy = ga (35)

onde u;, i = 0, 1,2, sdo funcdes 1-periddicas com respeito a y.
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Substituindo (3.5) em (3.1), obtém-se

r\ ou?® 9 z\ ou®
¢ <E> ot o (’“ (2) Oz ) —J(@,t) = 0fe), (36)
0 0 0 0 0 0 0
c(y) ( 5;0 +e autl + & (;f) ~ 5% (k(y) ((;;0 +681;1 +&° 8“;)) — f(z,t) = O(e).
(3.7)

Aplicando a regra da cadeia e organizando em poténcias de ¢ segue de (3.7)

ou ou ou
(v) ( 5 tear TS

_('Ca:a:uo + ‘nyul + £a:yu1 + ‘nyu2) - f(xu t) = 0(6)7 (38)

) — 5_2£yyu0 — 8_1(£yxll/0 + E;EyUO + Eyyul)

onde L.3 = 9 k(y)i . Assim, de (3.8) obtém-se uma sequéncia de equacgodes
57 da 08

recorrentes, uma para cada poténcia de ¢:
872 : Eyyuo = 0, (39)

-1

e 1 Lyuy = —Lyzug — Lyyuo, (8.10)

% — Lagtto — Lygtty — Layur — f(2,1). (3.11)

e’ 1 Lyu=c(y)

A sequéncia de equacgdes (3.9)-(3.11) devem ser complementadas com as
condi¢coes de contorno e iniciais obtidas ao aplicar (3.5) em (3.2) e (3.3), ou seja,
de

u®(0,t,€) = up(0,0,t) + cuy (0,0,1) + e2uy(0,0,t) ~ 0, (3.12)

segue que
u(0,0,1) = 0, (3.13)
u1(0,0,1) = 0, (3.14)
u3(0,0,) = 0, (3.15)

e de | | |

u?(1,t,e) = ug (1, E’t) + cuy (17 E’t) + c%u, (1, ;t) ~ 0, (3.16)

segue que
up <1, %,t =0, (3.17)

)
w (1,%,0 =0, (3.18)
)

1
U2 (1,g,t :0, (319)
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e, por ultimo, da condicao inicial
) _ z z 2 o) ~
u'(x,0,¢) = ug (x, 8,0) + cuy (x, 6,0) + e%us <x, 8,0> (), (3.20)

temos que N
U (m -, o) = (z), (3.21)
T
u (:1: g,o) —0, (3.22)
T
w (.2.0)

Assim das equacoes (3.9), (3.10) e (8.11) complementadas com as condi¢oes ob-
tidas de (3.12), (3.16),(3.20) determinam-se ug, u; € uy, respectivamente, sendo estes
os termos que compdem a solugao assintética formal.

Do problema definido por (3.9), (3.13) e (3.17), seguindo o procedimento reali-
zado em (2.38)-(2.43) obtém-se que u, nao depende da variavel rapida y, ou seja,
up(z,y,t) = up(x,t). Note que este resultado também pode ser obtido diretamente do
Lema 2.3.1. Com efeito, sejam = € [0,1] e t > 0 fixos, e N(y) = uo(z, y,t). De aplicar o
Lema 2.3.1 em (3.9) com a(y) = k(y), segue que existe uq(x,y,t) solugdo 1-periddica
em y, Unica salvo uma constante aditiva, ou seja, uy(z,y,t) = ug(x,y,t) + C(x,t). Ob-
serve que uy(z,y,t) = 0 é solugado. Logo, uy(z,y,t) = C(x,t), ou seja, up ndo depende
de y.

A seguir, para determinar u; a partir da equacao (3.10), considere o resultado
anterior, onde uy = ug(x,t). Assim, de (3.10), tem-se que

0. (3.23)

Eyyul = —,CyIUO (324)

pois uy(z,t) ndo depende da variavel y. Aplicando-se o Lema 2.3.1 em (3.24) e com-
parando os elementos do Lema com tal equagéo, temos que L = L,, = 2 (k(y) 6)

dy ay )
N =w e F = —L,u,. A partir disto, a equagao (3.24) assume uma solu¢ao wu;
1-periddica com respeito a y se, e somente se, (L,,uq) = 0. De fato, isso ocorre
! 0 8U0 8u0 ! ok
« = — | k(y)— |dy=— | —dy=0, 3.25
@) = [ o (KGR Y= 52 [ Sy (3.25)

pois k(1) — k(0) = 0. Portanto, (3.10) admite a solugédo u,, 1-periddica com respeito a
variavel rapida y. Por outro lado, supde que u, seja da forma

8’&0

o (3.26)

Ul(ZE,y,t) = Nl(y)

pela linearidade do operador. Assim, quando (3.26) for substituida em (3.24), tem-se
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d le aUO B
&y (k(y)d—y + k(?J)) B 0.

Ouo # 0 para todo = € (0,1). Logo,

Como hipétese, assume-se que 3
X

d dN,
& <k(y>d—y + k(y)> =0. (3.27)

Note que (3.27) € a chamada equacao do problema local. Ao considerar a condicao
N1(0) = 0 para unicidade da solugdo, a qual resulta de aplicar (3.26) em (3.14),
estabelece-se o problema local dado por

d iN, -
P { dy (k(y)d_y " Hy)) =0y, (3.28)

A solucdo do problema (3.28) € encontrado de forma analoga ao do problema
(2.51), ou seja, seguindo os processos de (2.51)-(2.57) obtém-se o coeficiente efe-

tivo ) .
E:(/O @d;,) = (k') ", (3.29)

a
Ni(y) = /0 (% — 1) ds. (3.30)

Portanto, a solucao u, sera da forma

8U0 ¥ E
ui(x,y,t) = e /0 (k:(s) — 1) ds. (3.31)

Agora, para determinar uy, solugao 1-periddica em y de (3.11), deve-se aplicar o

0
Lema23.1,comL =L, N=ueF = c(y)ﬂ — Lyug — Lyguy — Loyuy — f(z,t), de

e que

ot
onde segue a condi¢ao
F) = Ouo _ L s - 3.32
< > - C(?J)E_ zzU0 — yxul_ xyul_f(xat) _07 ( . )
em que, de simplificar, obtém-se
. 0 82U0 AaQUO 8u0
— (=5 M) T2 - FER e G - f)). @39

Da linearidade do operador de valor médio tem-se
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ot
e, como k e N; sdo 1-periddicas em y, tem-se que k(1)N;(1) — £(0)N;(0) = 0.
Logo, (3.34) se resume a

= (= (M) ) 52 RS ) G - ), (334)

8u0 A82u0

<C( )> E —k 2 = f(x>t)a (3.39)

sendo esta a chamada equacao do problema homogeneizado, cuja solugao u, faz sa-
tisfazer a condicao necessaria e suficiente para a existéncia de u,, solugao 1-periddica
de (3.11). Para obter u, explicitamente, substitui-se f(x,t) de (3.35) em (3.11), de onde

0 (%Q B le 8 Ug d 82’&0 02’&0
(M52 ) =~k S — L M) G2~ k)

dy
Aazuo Oug Jug
R2 o) 20 (o2,
_ Puy  d o
= — (k- kw) - gy FON)) —
92u ~0%u u U
S A AT LA
— L M) T+ (ely) — (el 2 (3.36)
— a0y Y) N1y 12 Ay Y ot~ .

Considera-se que a equacao (3.36) assuma uma solugao u, da forma

0*u ou
UQ(.T,y,t) = u2a(xay>t) + u2b(:c,y, ) N2( ) . + M :

o )5, (3.37)

Note que, em virtude da linearidade do operador £,,, cumpre-se o principio de
superposicao, e ao assumir u, na forma da equacao (3.37) em (3.36), € possivel obter
dois problemas desacoplados dados pelas equacoes:

0 0 0y d 0uq
Puos Lyna = 5 (KD (Ml G2 ) | = - LM G, (@39
e
Pu: Ly = o (K5 (M50 )| = )~ o) G2 239

Para o problema P, tem-se que:

d d Ny
[ 5 | 5 o (3.40)
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2

Considerando Ou

o2 0 £0tem-se
d AN, d
a4 (k@)d—y) =~ (RN W), (3.41)

para a qual o Lema 2.3.1 garante que existe N, solugao 1-periédica.
Logo, de integrar tem-se
£ 4 Ny(y) = (3.42)

onde p € uma constante real que deve ser encontrada. Para isso, calcula-se a média
de (3.42), considerando que N,(y) € uma fungao 1-periddica. Logo,

/%d +/ Ni(y)dy = /Oﬁdy = (Ni(y)) =p (k7 (v)),
= p=(NM() (k') = (NM@)k  (343)

Agora, ao substituir p obtido em (3.43) na equacao (3.42) se obtém

~

dN, k
e @U\G(?J» — Ni(y). (3.44)
Integrando (3.44) de 0 a y resulta que
Na(y) — No(0) = /y M — Ni(s) | ds (3.45)
0 k(s) 7

e impondo a condigdo N,(0) = 0, obtém-se a solugao explicita de N,(y), expressa por

A REENTC) R U
No(y) = / ( ol o >>d. (3.46)

Note que N(y) € uma funcado 1-perioddica, ou seja, cumpre que Na(y + 1) — No(y) = 0.
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Demonstracao: Com efeito,

Na(s) =0 = BN () / %— / Ni(s)ds — B(Ny(y)) /%+ /OyN1<s>ds
S Y ds

— H) (/OyH%—/O @) - ( OyH N1<s)ds—/0y Nl(s)ds)

Y y+1 ds y+1

= /{;(Nl(y»/ i0s) — Ni(s)ds

= ) [ - [ M

= (k7Y (y) " (Vi) (K1) — (Ni(y))
= (Ni(y)) — (Mi(y))
_— (3.47)

Agora, para resolver o problema P, considere a equagao (3.39):

(K0 5) Gt = el = e, (3.48)
de onde tem-se,
d dM
2 (k@)@) — cy) — {cy). (3.49)

Observe que a existéncia de M (y), solugao 1-periddica de (3.49), € garantida me-
diante a aplicacdo do Lema 2.3.1. Portanto, de integrar (3.49) e isolar o termo da
derivada de M (y) obtém-se que

dM_ 17— _ T
= [ e = ewas - o (3.50)
onde ¢ € uma constante que, para ser obtida, calcula-se a média em (3.50). Logo,
M) =310 = [ s [t = et asay— [ s @5

e pela 1-periodicidade de M (y) resulta

o- | @ [ tete) = ety asay - <@>q 3.52)
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Portanto, a constante ¢ é dada por

0=F [ [l — sy (3.53)
Assim, de integrar (3.50) obtém-se que
M) =310 = [ [t s = o] o (3.54)
da qual, impondo que M (0) — 0, tem-se que
M) = [ s |6t = s = o] (3.55)

em que a constante ¢ € dada por (3.53). A demonstracao da 1-periodicidade de M (y)
dada por (3.55) é analoga aquela realizada para N,(y), ou seja, deve cumprir-se a
igualdade M(y + 1) — M(y) = 0.

Demonstracdo: Com efeito,

M(y+1)—M(y) =

1 1 w
- [ | e = ctoasan
T / " (els) = () dsdw = 0. (3.56)
o k(w) Jo
[
Portanto u, é definido por
82u0 8U0
UQ(Z’, Y, t) = u2a($a Y, t) + u2b(x7 Y, t) = NZ(?J)W + M(?J)E? (357)

onde Ny, k, M e q sao obtidos por (3.46), (3.29), (3.55) e (3.53), respectivamente. E
assim, a s.a.f. do problema original é

2 _ @\ Quo o (2 P @\ duo
u(x,t,e) = up(x,t) + Ny (€> pe +e (N2 <€> 92 +M(5) 5 |- (3.58)
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3.1.3 Relacao de proximidade

Nesta secao, prova-se que para todo 7' > 0 fixo, cumpre-se a relagao

[0 = ol 13 0,1 10,77) = O(VE)- (3.59)

Para mostrar que (3.59) é valida, utiliza-se o principio do maximo generalizado para
equacoes parabdlicas (ver anexo A.2) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989).

Demonstracdo: Considere uma expansao assintotica do problema (3.1)-(3.3) da forma
u(l)($7t75) :Uo(I,t)+€U1($,y,t), Y= g (360)

Agora, deve-se procurar uma estimativa para ||u® — u(l)HH&([O,”X[O,T]). Para isso,
considere dois problemas: o problema dado por (3.1)-(3.3) e o problema respectivo
para vM. Além disso, define-se o operador diferencial £° por

. (x\ 0 0 r\ O
= )a—@(’f(gm)' (3-61)
Ao reescrever o problema (3.1)-(3.3) utilizando (3.61), tem-se o problema

Lfuf = f(x,t), x € (0,1), t >0,
Py w(0,) = ws(1,t) = 0, > 0,
u(z,0) = ¢(z), z € (0,1),

e para o problema (3.1)-(3.3) com «(Y, obtém-se o problema

LiuY = f(x,t) — F(z,t,€), z € (0,1), t >0,
Py ¢ ul(0,t,e) =uM(1,t,e) =0,t >0,
u®(z,0,¢) = ¥(x), = € (0,1),

onde I € o erro de assumir (3.60) como solucao de P;. De subtrair P, de P, tem-se

L (uf —u(l)) = F(x,t,¢), z € (0,1), t >0,
uf(0,t) —uM(0,t,e) =0, >0,
7332
us(1,t) — (1,t,5)—0 t>0,
uf(2,0) —uV(x,0,e) =0,z € (0,1).

Ao aplicar o principio do maximo ao problema P;, tem-se que a solugao deste
existe e é Unica, e ainda, que para esta solugao, a seguinte estimativa é valida:

lu® = u™M [ o.uxiory < DIFll2(o.a)x0.1)- (3.62)
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A estimativa (3.62) depende de se ter uma expressao para F(z,t,¢). Assim, de Px:

LU = f(a,t) = ely) o (wolw, 1) +eur(w,p,1))

t
_83 (k( )g(uo(x,t) + 5u1(x,y,t))) = flz,1),

2 (i + 022
Oug

o (H g5 (st 0+ M 52) ) - flon). (369)

e de aplicar a regra da cadeia se obtém

Oug 0%u ~0%u
e, (1) _ _ ) g 0
LEu f(z,t) c(y) o + ec(y) N1 (y )atax 52
d 0%y PPug
— RN ) G — k)M ()

- f(.%,t), (364)

~ dN :
onde k = k(y) + k(y)d_yl’ considerando (3.30).
Por outro lado, considere (3.11) para este caso no qual u, = 0. Assim, tem-se que

0 = 5 (K052) = 5 (K052 ) = 55 (MG ) = Fwt) + ) G
= 5 (b (mw52)) - 5 (kg (m52) ) - 5 (v )

) + ey 2,

ot’
o d 62U0 le 8 Ug 82U0 8U0
. d 82u0 A(9 Ug 8u0
= —d—y(k(y)Nl(y)) 5oz~ R et ely) 5 (3.65)
De (8.65) é possivel extrair o seguinte termo:
8u0 . d 82U0 A82U0
—f(z,t) +c(y)—5 % d_y(k(y)M(y))W + kW’ (3.66)

de modo a simplificar a expressao (3.64). Logo, ao substituir (3.66) em (3.64) resulta
em

82U0

0tox

— ck(y )Nl<y)83“° = —F(z,t,¢), (3.67)

£ouW — f(x,t) = ec(y) N1 (y) ——— ox3

ou seja,
0%u Pu
F(x,te) = —€C(y)N1(y>ata; +ek(y) N1 (y) axgo- (3.68)
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Logo, a estimativa de ||u® — u™]| g1 0,10,7) é calculada pela norma L2

T 1
|l 20,1 x[0,1) = \// / u2dxdt. (3.69)
0o Jo

Substituindo « de (3.69) por F'(z,t,¢) de (3.68), segue, com y = g, que

”FHL2 [0,1]x[0,T]) — 5/ / ( a;;—c(y)Nl( )gtax) dzdt. (3.70)
Note que
3u 20 2 3u 2. 2
(k(y)Nl(y)%xgo - C(y)Nl(y)gta;) = 'k(y)Nl(y)aaxgo - C<y>N1(y)§ta; (3.71)
Pu 0%ug |\ 2
< (M| 5] +lemmmi ge])

Assumindo que uq(-,t) € C3([0,1]) para todo ¢ € [0,7] e que ug(z,-) € C*([0,T])
para todo = € [0,1] tem-se, pelo Teorema de Weierstrass, que existem constantes

A1, A; > 0 tais que
83U0 62100

ox3 otox
Adotando A = max{A;, As} e substituindo (3.72) em (3.71) resulta que

(Il 58] +

<A e

< As. (3.72)

82’UO

otox

) < A2 (k) Ny (9)] + () Vs (1)])?

= A%(k(y) N1 (y) + c(y)N1(y))®
= A2NP(y) (k(y) + c(y))*. (3.73)

|e(y) N (y)|

Logo, de substituir (3.73) em (3.70) obtém-se, com y = £, que

T 1
1B ooy < A/ / N2(y) (k(y) + cly))*dadt,
1
_ AT / N2(y)(k(y) + ely))?d,
0

— 2A°T /0 N? <§> (c (g) s (g))de. (3.74)

Note agora que, sendo Ny, ¢,k € C'([0,71]), tem-se novamente pelo Teorema de
Weierstrass, que existem constantes B;, B,, B3 > 0 tais que, para todo x € [0,e71],

MO @] zme (D)< em
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Adotando B = max{ B, By, B3} e substituindo (3.75) em (3.74) resulta que

1

: 1
1F |22 0.1yx 0.0 < 4*A*TB? / dx = 452A2TB4E = 4eA’TB*. (3.76)
0

Logo,
1F || 22(0.1x 0.0y < 2VEAB*VT. (3.77)

e de considerar tal estimativa em (3.62), tem-se
lu® — w2 o< oy < SDNFlz2o,11x00,17) < 2VEABVT, (3.78)
onde pode-se assumir que ¢(T') = v/T, para algum T > 0. Portanto, conclui-se que
[u® — w3 o, 1yx o)y = O(VE). (3.79)
De maneira analoga, a seguinte proximidade é obtida:
1™ = woll g2 0,11 x 0.7y = O(VE). (3.80)

Assim, de (3.59), (3.79) e (3.80), com uso da desigualdade triangular, segue que

|u® — uOHH&([O,l]X[O,T]) = [Ju® — u® 4™ — UoHHg([o,l]x[o,T]),
< luf - U(I)HHOI([O,I]X[O,T}) + Jlul® — o || 13 (jo,1)x [o.77)
= 0(Ve) +0(Ve),
— O(V5). (3.81)

3.1.4 Exemplo

Para ilustrar os resultados obtidos anteriormente, propde-se o seguinte exemplo
gue contempla todas as condicdes enunciadas, tal como a diferenciabilidade, positivi-
dade, carater limitado e periodicidade dos coeficientes, assim como condi¢des contor-
nos de Dirichlet homogéneas e condigdes de compatibilidade. Para isso, € necessario
resolver quatro problemas, respectivamente: o do coeficiente efetivo, o problema ho-
mogeneizado, os problemas locais para determinar u; e u,, obtendo assim, todos os
termos da assintotica, e por ultimo o problema original. Neste exemplo, assume-se em

1 2 .
(3.1)-(3.4) que ¢ (g) =1,k (g) =1+ 75en (%z), v(x) =0e f(x,t) = e !, 0s quais
satisfazem as condicoes mencionadas acima. Tais caracteristicas do coeficiente k=,
inclusive o carater rapidamente oscilante, podem-se observar na Figura 5.
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e=1/2 £=1/8 £=1/32
1.3 13 1.3
1.2 1.2 1.2
T @ T
3 g g
~ 1.1 1.1 ~ 1.1
= € €
5} @ @
172 o) 172
0 0 0
N 1 N1 N1
=] =] =]
i & &
1 1 1
g 0.9 g 0.9 g 0.9
X 2 £
0.8 0.8 0.8
0.7 0.7 0.7
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X X

Figura 5: Comportamento do coeficiente £°.

Na Figura 6 apresentam-se (a) a solucao «° do problema original, (b) a solucao
do problema homogeneizado, e (c) a solugao assintdtica u'"), para ¢ = +. E ainda,
em (d), (e) e (f), destes resultados podem-se observar a convergéncia da solucao
u® do problema original e da solucéo assintética «!) para a solugéo u, do problema

homogeneizado quando o parametro pequeno decresce para zero, ¢ — 0F.
x10° e=1/2

d o
ogl @ e

e=1/16

0.6

0.4

0.2r

x 10° e=1/4

(©

(b) « L
' ' 0.8}

0.6
0.4

0.2r

0 02 04 06 08 1

3 e=1/8

(C) 41X 10
| | G
0.6
0.4+

0.2r

Y

=
0|

i . A 1 1 imi 1
Figura 6: Solugdes u, u® e u'’), para e = -, e proximidade entre elas para ¢ = 3,
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A sequir, descreve-se a obtencao dos resultados apresentados na Figura 6.

1. Coeficiente efetivo

O coeficiente efetivo é o coeficiente da equacao do problema homogeneizado e
€ determinado por (3.29). Em particular, de (3.29) tem-se

k= [/01 (1 + isen(?wy)) B dy] R , (3.82)

que é resolvida pelo método dos trapézios (ver anexo B.1), de onde % ~ 0.968.

2. Problema homogeneizado

Obtidos o coeficiente efetivo k e a média de c(y), sendo (¢c) = 1 e k ~ 0.968, 0
problema homogeneizado se estabelece como
0 ~0?
Th 32N _ =t 2 e (0,1), t > 0,
ot 0x?
up(0,t) = 0, ug(1,t) =0, ¢ >0, (3.83)
up(z,0) =0,z € (0,1).

A solucao do problema (3.83) é determinada mediante a aplicagao do Principio
de Duhamel (COURANT; HILBERT, 1989, p. 202), como

t
up(x,t) = / v(()T)(a:,t — 7)dT, (3.84)
0

onde vé” é solucao do problema

(92,1
O 390 g e 0,1),t >0,
Pl O % (3.85)
Y vy (0,t) =0,vy(1,¢) =0,t >0, '

o (2,0) =, 2 € (0,1).

Deste desenvolvimento (ver anexo B.4) obtém-se a solugao de (3.83):

t > expq—(2n — 1)27T2//€\(t —T)—T
uo(x, t) = 4/0 Z { @n— D }sen((Qn — V)mz)dr.  (3.86)

n=1

3. Problema local

A férmula (3.30) fornece a solucdo N, (y) do problema local. Assim,

N = [

k (1 + isen(Zﬂs)) o 1] ds. (3.87)
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Como a solugéo local N;(y) esta definida no intervalo [0, 1], entdo, para cada
ponto fixo y; € [0, 1], N1 (y;) calcula-se numericamente pelo método dos trapézios
mediante a formula

M =301 =3 (P (3.88)
=0

Jj=0 J

k
1+ fsen(2ms)

ondeh:%,fj: “ley, =hj,j=0,...n=10000.

4. Problema original

Neste caso, o problema (3.1)-(3.4) se escreve da forma

ous 0 1 2w ou® _
el {(1+Zsen<?>> &c] =e,ze(0,1),t>0,

u®(0,t) =0, u*(1,t) =0, t > 0,
u®(x,0) =0,z € (0,1).

(3.89)

Este problema foi resolvido numéricamente pelo método de diferencas fini-
tas (Cranck-Nicolson) (ver anexo B.3.1), sendo tal escolha justificada devido a
equacao do problema ser do tipo parabdlica.

3.2 Equacao da onda

3.2.1 Formulacao do problema

O problema consiste em encontrar o deslocamento vertical v de um ponto material
de uma corda elastica tensionada, o qual esta localizado na posi¢ao = no instante de
tempo ¢ sob a agao de uma forga f(x,t) e densidade de massa unitaria. Assume-se
gue os extremos da corda estao fixos. Assim, o fendmeno da vibragao vertical da
corda é descrito pela seguinte equacgao hiperbdlica, chamada de equacao da onda,

v 0 x\ Ouf
sujeita as condicdes de contorno (extremos imoveis)
u®(0,t) =u®(1,t) =0,t > 0, (3.91)

e as condicoes iniciais (deslocamentos e velocidades iniciais)

u®(z,0) = p(x), %(x,@) =q(z), z € (0,1), (3.92)
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onde E, f, p e q sao funcdes diferenciaveis, que representam a densidade de massa,
a propriedade elastica (mddulo de Young) da corda, a forca de corpo, e os desloca-
mentos e velocidades iniciais, £/ é s-periodica, positiva e limitada, e ainda, devem ser
satisfeitas as condi¢des de compatibilidade p(0) = p(1) = 0.

3.2.2 Aplicacao do MHA

O processo de homogeneizagao assintética do problema (3.90)-(3.92) é realizado
de forma analoga ao da equacao de calor. A diferenca agora € a segunda derivada
com respeito a t e uma condicao inicial extra. No processo, obtém-se a partir da
substituicdo da solugdo assintética aproximada de O(s?) dada por (3.5) a seguinte
sequéncia de problemas recorrentes:

5—2 . ,nyuo = O, (393)

5_1 . £y1‘u0 ‘I_ nyUO + 'nyul e O’ (394)
2

U 08;0 — Logug — Lyyus — Lyzuy — Loyuy — f(x,t) =0, (3.95)

onde L,z é o operador linear definido por

0 0
Eaﬁ = % (E(y)%) s O‘aﬂ € {xay} (396)

De substituir (3.5) nas condi¢des(3.91) e (3.92) e separar por poténcias de ¢ tem-se
que

wo(0,0,1) = 0, u(0,0,8) =0, us(0,0,1) = 0,

50 Ug (17 %at) = 07 51 : Uy (17 %7t) = 07 62 U2 (17 évt) = Oa (397)
Ug (ZE,%,O) :p(I)7 Uy (x,%,()) :07 U2 (1'7%,0) :O)
B (1.2,0) = alo) B (1,2,0) =0 Gt (¢,2,0)=0

De (3.93) obtém-se que uy ndo depende de y, ou seja, ug(z,y,t) = ug(x,t). Em se-
guida, para determinar u; resolve-se a equacao (3.94), considerando a independéncia
de y em ug. Aplicando-se o Lema 2.3.1 em (3.94) para garantir a existéncia da solugao
uq, 1-periddica na variavel y se obtém uma solugdo da forma u; = Nl(y)%, onde
Ni(y) € uma funcao 1-periodica, dada por

Ny(y) = /0 ’ (% _ 1) ds. (3.98)
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Logo a solugao u, é obtida como

uy(z,y,t) = 8(;;0 /Oy (E?S) — 1) ds, (3.99)

com o coeficiente efetivo

E=(EH" (3.100)

Da equacao (3.95) determina-se u,. Especificamente, da aplicagao direta do Lema
2.3.1, obtém-se a condicao para u, solugao do problema (3.95) seja 1-periédica. Tal
condicao é a chamada equacao do problema homogeneizado:

82u0 AaQUO

5~ By = I, (3.101)

82UO

Substituindo (3.101) em (3.95) e de supor a solu¢ao uy, = Ng(y)w,

N»(y) € uma funcéo 1-periddica, dada por

se obtém que

~

No(y) = /Oy <% — N1($)> ds. (3.102)

Assim, a s.a.f. € determinada por

0
u(,t,€) = uole, 1) + eNi(y) 5 + " N(y)

0%y x

onde u, é solucdo do problema homogeneizado, definido por (3.101) e £ em (3.97):

(92160 A62U0
55~ By = f(a.t), 2 €(0,1),1>0,

Uo(o,t) = Uo(l,t) =0,t>0, (3104)
uo(2,0) = p(x), 222, 0) = gfa), x € (0,1)

3.2.3 Relacao de proximidade

A demonstracao de que a proximidade entre as solugdes u° e u, dos proble-
mas original (3.90)-(3.92) e homogeneizado (3.104) é de ordem O(,/¢) na norma de
H([0,1]x[0,T]), T > 0, é realizada mediante o principio do maximo generalizado para
equacoes hiperbdlicas (ver anexo A.3) (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989, Teorema
3), seguindo os mesmos passos feitos para a equacao do calor. Assim, segue que
uy € uma boa aproximagao de v para ¢ suficientemente pequeno, ou seja, u® — g
quando ¢ — 0. Este fato é ilustrado através do exemplo a seguir.
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3.24 Exemplo

1 2
Considere a equacao da onda (3.90) com coeficiente F (g) =1+ 7608 (%x)

termo fonte f(z,t) = e*, e sujeita as condi¢cdes de contorno e iniciais homogéneas

u®(0,t) =0, u*(1,t) =0,t > 0,
a £
W (2, 0) = 0, a—i(m,O) =0,z €(0,1).

(3.105)

A Figura 7 ilustra a solucao «© do problema original, a qual foi obtida por diferencas
finitas (ver anexo B.3.2), assim como na Figura 8 a solugao u, do problema homo-
geneizado, a qual foi obtida pelo método de Fourier, seguindo 0os mesmos passos
realizados para o problema homogeneizado da equagao do calor (ver anexo B.4). Dos
resultados obtidos, ainda é possivel vizualizar a partir da Figura 9, a proximidade en-
tre as solugdes dos problemas original e homogeneizado, ou seja, quando ¢ — 0" a
solucao do problema original converge para a solu¢ao do problema homogeneizado:

uf, e=1/2 x=0.5
1 0.2

0.15
0.15f
0.8 1
’ 0.1F
0.6 .05 0.05}
x “s
0.4 0
-0.05F
0.2 -0.05
0.1}
4 6 8 10
t

o

o

o

0

0 2

t=5 t=10

0.14 : r r . 0
0.12}f 1 -0.02}
0.1F 1 -0.04}
0.08} 1 -0.06}

ND w:i
0.06} 1 -0.08}
0.04} 1 -0.1}
0.02f 1 -0.12}
0 -0.14
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1

Figura 7: Solugao do problema original ilustrado sob diversas perpectivas.
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Uy x=0.5
1r 0.2
0.15
08 0.15F
0.1 oAk
0.6 0.05 0.05}+
x =
04 0 0
-0.05F
02 -0.05
-01F
-0.1
0 ) L
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t t
t=5 _
014 : ; . ; o t=10
0.12f b .0.02}
0A1f 1 -0.04}F
o 0.08f 1 . -0.06}
= S
0.06+ E -0.08}
0.041 - 01F
0.02f E -0.12F
L L L L -0.14
00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 06 0.8 1
X X

Figura 8: Solugao do problema homogeneizado ilustrado sob diversas perpectivas.

e=1/2 e=1/4
0.14 . . . . 0.14 . .
—_Uu
0.12f oH 0.12f
S—
01F 1 01F
0.08F g 0.08F
=3 =}

0.06F E 0.06F
0.04} E 0.04}
0.02F E 0.02}

0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X X
e=1/8 e=1/16
0.14 . : . : 0.14 : : ,
0.12f E 012}
01f E 01f
0.08} E 0.08}
3 p=}

0.06} E 0.06}
0.04F E 0.04¢
0.02} E 0.02f

0 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X X

Figura 9: Proximidade entre as solugdes do problema original e do homogeneizado.
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3.3 Problema nao linear

3.3.1 Equacao de difusao com fluxo nao linear

Seja um problema de difusao nao linear da forma

ous 0 r  Ouf T
o~ ox [" <"fa_>] =1 (2. 21) € 0D >0,

UE(0>t) = pl(t)7u€(17t) :p2(t)>t > 07
u®(x,0) = q(x),z € (0,1)

(3.106)

onde o € o fluxo ndo linear e p;, q, f, o sao funcdes infinitamente diferenciaveis.
A construcao da solucao assintética deste problema inicia-se pela hipbtese de
solugdo na forma de uma e.a. de ordem O(e?), dada por

U(2)<I,t7€) = UO(.T,y,t) + sul(x,y,t) + 62u2(x,y,t), Y= ga (3107)

onde u; sao fungoes 1-periodicas em y. Seja a derivada da densidade u com respeito

a variavel x definida por
ou’

€= 5 (3.108)
que ao aplicar a e.a. (3.107) produz
ou®  ug ouy 5 OUs
or Oz +€8:p te Ox’
e, pela regra da cadeia, se obtém
ou? Oug o (Oug  Ouy Oou;  Ouy 5 Oy
=& — + = — + — —. 1
o 8y+€ <8x+6y>+€(8$+8y)+5 o (3.109)

Agora lineariza-se o fluxo o com respeito a e na vizinhanga do termo de ordem O(1)
de (3.109), ou seja, se expande o em série de Taylor

1 0%g Oug | Ouy Oug . Oup \ 1"
O(y,t,G)—k>OH% (y,t,%—l—a—y) |:E— <%+a—y):| (3110)

e se consideram os dois primeiros termos:

8u0 8u1 Jdo 8u0 aul auo aul
te) ~ e Il SRS e (20 T (3111

Observe que tal linearizacao se faz necessaria neste momento pois a substituicao
direta de (3.109) em (3.110) produziria uma série para o com infinitos termos com
poténcias de ¢ de expoente negativo. Isto implicaria que, para a igualdade assintética
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resultante de substituir tal série na equacao de (3.106) ser satisfeita, seria necessario
resolver um sistema de infinitas equacgdes correspondentes aos termos das poténcias
de ¢ de expoente menor que —2. Por outro lado, mais adiante sera provado que
ug nao depende de y, o qual faz com que o primeiro termo de (3.109) se anule e,
portanto, a substituicao direta em (3.110) nao produziria termos com poténcias de ¢ de
expoente negativo. Ainda mais, considerar u, independente de y faria com que todas
as equagoes do sistema descrito acima, correspondentes aos termos das poténcias
de ¢ de expoente menor o igual que —2, fossem satisfeitas identicamente. Assim,
o desenvolvimento a seguir baseado na linearizagdo (3.111) produzira os mesmos
resultados que aquele que considera a série (3.110) completa.
Da substituicao de (3.109) em (3.111), obtém-se que

8u0 (‘3u1
U(:g,t,E) ~ (y7t7 a + ay)

80' 8u0 8u1 1 8u0 8u1 8u2 2 8u2
e <y,t, o 8y> [6 y +€(8x * 8y>+6 ox

(’9u0 80 8u0 8u1 8u0 8u1
—_— 112

e 8u1+8u2 do t%+% +€8u280 t%—k%
ar oy ) 9e \U"" ar T oy oz 9e \V""or Ty )
Agora, substituindo (3.112) e (3.107) na equagao de (3.106), apds aplicar a regra
da cadeia e agrupar em poténcias de ¢, obtém-se

5 0 [Oug 0o Oug N ouy B Oug 2 8u0 L Om ouy
oy oy o \Uhar Ty ot a "or oy
Lo 0 [0ug oo g, Juo Jug Gul uo 8u1

© \oz | oy 9e \V"" ar "oy

+

0 Ou;  Ouy\ Oo auo Ouy
+3_y[<_+ )a (y bar T 8y>} fz,y,t) = O(e). (3.113)

ox oy

A igualdade assintoética (3.113) sera valida se e somente se as seguintes equagdes
forem satisfeitas:

S, 0 [auo do ( Quo 8u1)]
6 : a_ N Ao y7 b
0 |0ugdo U ou 0 ou, ou
_1 0 0, % 0 1
. Y |G da _ 2 0122 =0,(3.115
: 3%’{%86(%’ )] dy { (y”3x+3y)} 3 )

oD (o %
ot Ox

0 Ou;  Ous 80 3 8u1 B
- {(8—:{:—1— 8y) 5 ( S ay)} f(z,y,t) =0. (3.116)

(3.114)
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Por outro lado, da aplicacao da expansao assintotica (3.107) nas condicdes de
contorno e iniciais de (3.106) se obtém

p1<t> = UO<O,0,t)+€U1(O,O,t>+82U2(0,O,t), (3117)

pg(t) = U <1,§,t> + euy (1,%,15) +€2U2 <1, ,t) ) (3118)

1
€
x
€

alw) = uo(2.2,0) +eu (2,2,0) + s (2, 2,0). (3.119)
de onde
UO(0,0,t> = pl@)? u1<0707t) = 07 u2(0707t) = 07
eV < g (1,1,t) = pa(t), gl uy (1,1,8) =0, g up (1,1,t) = 0(3.120)
U (x,f,()) = q(z), Uy ($,§,0) =0, Ug (x,f,()) =0,

0s quais complementam as equacoes (3.114)-(3.116).
Para obter os termos da s.a.f. parte-se de (3.114). Da equagéo (3.114) tem-se que

8u0 Jdo 8"&0 8"&1
07 — 4+ —— =K . 121
@&(’m+@) (.1) (3.121)
Jdo Jug  Ouy . .
De assumir que — e y,t, e + En > 0, para quaisquer z € (0,1) et > 0, a derivada
de uo com relagdo a y é expressada como
Aug do oug  Ou\]
— =K — — + — 122
b k) |97 (e 5o+ S| 3.122)
e para obter K aplica-se o operador de valor médio em ambos os lados de (3.122).
Logo
-1
%d _/ K(x,1) R IR | I (3.123)
0 3 dy
e pela hipétese de u, ser uma fungao 1-periodica com relagao a y, resulta em
! Jdo (9u0 8u1 !
0= K(x,t — |y, t, — + — dy. 3.124
o [ |5 (e 5o G| (3.124)
Note que a integral de uma fungao positiva € positiva, ou seja,
/1@ g Qo , 0w Ty 0 (3.125)
o | Oe e oy vy '
Portanto,
K(z,t) =0. (3.126)

Ao substituir (3.126) em (3.122) implica que u, ndo depende da variavel y, assim como
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no caso linear, ou seja,
uo(z, y,t) = uo(z, 1), (3.127)

o qual faz que (3.114) seja satisfeita identicamente. Note que (3.127) também pode

ser obtida diretamente do Lema 2.3.1. Com efeito, sejam = € [0,1] e t > 0 fixos, e

. . o do 6u0 0u1
N(y) = uo(x,y,t). De aplicar o Lema em (3.114) com a(y) = 9% (y, ' B + 9y )

que é 1-periddica em y por causa da 1-periodicidade em y de o e u;, segue que existe
uo(x,y,t) solugdo 1-periddica em y de (3.114), Unica salvo uma constante aditiva, ou
seja, ug(z,y,t) = uo(zr,y,t) + C(x,t). Observe que ug = 0 € solugdo de (3.114). Logo,
up(z,y,t) = C(z,t), ou seja, uy ndo depende de y.

Na sequéncia, serao apontadas algumas relagcoes importantes na construcao da
s.a.f., as quais permitirdo obter expressoes explicitas para os termos u; € us.

Da substituicao de (3.127) em (3.115) se obtém a equacgao do problema local

0 Oug  Ouy
el -2 2| = 12
oy [U (y, " Ox oy )} 0, (3.128)

da qual fornecera o segundo termo da s.a.f. u;. Na equacao (3.116), a qual fornece o
terceiro termo da s.a.f., note que a mesma pode ser reescrita como

0 0o Oug | Ouy\ Oua| Oug 0 Oug  Ouy

0 [0o Jug  Ouy \ Ouy
+ 8_y {E (y,t, o + 8y) 89:} ) (3.129)

E ainda, para garantir que exista uma solugao u, 1-periddica de (3.129) deve-se aplicar
o Lema 2.3.1 para cada = e t fixos. De onde, a seguinte igualdade deve ser satisfeita:

Oug 0 Oug  Ouy d [0u; do Oug  Ouy B
<W_£ [U (y’u@_x—i_@_y)} oy [a—xa <y,t7%+a—y>} —f(x,y,t)> =0,

que, em virtude da lineraridade o operador da média pode ser reescrita como
8u0 do aUQ 8u1 0 8u1 Jo 0u0 3u1 .
<E>_<% (?/,ta oz T 8_y> >_<8_y {%E (yvtv a7 T a—y)} >_<f($7y7t)> =0,

onde 0 |[0uy, 0 0 0
U1 0o Uo U1 .

pois u; € o sdo fungdes 1-periddicas com relagdo a y. Dessa forma, tem-se

ou 0 ou ouy
8_750_<(9_x {0— (y,t,a—;+a—y)]>:(f(x,y,t)>. (3.131)
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Logo, a equacao (3.131) é a condicao para a existéncia de u, solugao 1-periddica
da equacao (3.116), e ainda, esta é a chamada equacao do problema homogeneizado.
Note que a equacao (3.131) pode ser reescrita da forma

oug 0 Oug = Ouy _
E_%<U (y’t’%+8_y)> = (f(z,y,1)) (3.132)

Finalmente, para obter explicitamente as solugdes u; € u, em funcdo de ug,, como
realizado no caso linear, devemos primeiro resolver o problema local para obter uy, 0
qual é definido pela equagéo (3.128) e as condigdes de ordem O(¢) de (3.120):

(0 8u0 8u1
— —+ | = 0,1), t>0

PL : U1<0,0,t) = Uy <]., é,t) = 07 t > 07 (3133)

Uy (x,iO) =0, z €(0,1).
5

\

. , 0 .
Note que na equagao de (3.133) pode-se considerar ¢ = % como um parametro.
Isto faz de (3.133) uma familia uniparamétrica de problemas com o parametro €, para
a qual a existéncia de solugao 1-periddica em y € garantida pelo seguinte Lema:

Lema 3.3.1. Sgjac = % um parametro. Entao, para todo x et fixos, existe uma tunica
fungéo u,(x,y,t), 1-periodica emy, solugdo de (3.133). Precisamente, existem fungbes
Ni(y,t,€), 1-periodicas emy, solugbes da familia uniparamétrica de problemas P com
parametro € definida por

0 ON;

3 a. 7t7_ . - 07 € 07 1 )

P oy [" (y oy )} ye©1) (3.134)
Ni1(0,t,€) =0,

onde a condigdo N:(0,t,€) = 0 garante a unicidade da solugao.

Demonstracao: Seja

e=¢ 8—/\/1 (3.135)
dy
Ao integrar a equacao em (3.134) com respeito a y resulta que
o(y,t,e) =7, (3.136)

onde & é uma constante com relacao a y. Seja

F(y,t,e) =0 (y,t,e) —a =0, (3.137)
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cuja derivada com respeito a ¢ é

or

= = # 0, (3.138)

ou seja, I’ satisfaz as condi¢des do teorema da funcao implicita (SPIVAK, 1965). Logo,
existe a fungao ¢(y,t, o), 1-periddica em y, inversa de o (y, t, €) com respeito a e:

€(y,t,0) _€+@a_./\; (3.139)
Assim, tem-se N
a_yl =e(y.t.7) — &, (3.140)
e ao integrar de 0 a y obtém-se
)
Nifw:t.8) = Ni(0,6,0) = [ (e(s,t,7) ~ ) ds, (3.141)
0

de onde, pela condicao para a unicidade em (3.134), tem-se

Ni(y,t,€) = /Oy (e(s,t,7) — €)ds. (3.142)

Agora, para garantir que N;(y,t,€) seja 1-periddica, realiza-se mesmo procedi-
mento do caso linear, ou seja, deve cumprir que Ni(y + 1,t,€) — Ni(y,t,€) =0

1 1
Ni(s, t,E)|§zz+1 = / (e(s,t,7) —€)ds = /0 (e(y,t,7) —€)dy = (e(y,t, 7)) —€ = 0.

Assim, para que N, seja 1-periodica, a seguinte condicao deve ser satisfeita:

(e(y,t,7)) =& (3.143)
L]
- Jug  Ouy
Da equacao (3.136), sabe-se que o (y,t,¢), avaliada em ¢ = = o + s nao de-
pende explicitamente da variavel y. Logo,
~ 8U0 . 0u0 0u1 o 8u0 6u1 -
Portanto,
—  ~ auo . 8u0 E)ul
a-a(t,%> _0<y’t’8_x+3_y) (3.145)

é o fluxo efetivo do problema de difusao nao linear.
Em seguida, para obter u; solugao de (3.116), considerando (3.132) e (3.144),
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tem-se

0 [do dug | ON; ON1 | Ouy

” )} —0. (3.146)

Apoés garantir, a partir do Lema 2.3.1, a existéncia de u, solugao 1-peridédica em y de

(3.146), onde il (y, t, e+ 8—/\/1) é considerado o coeficiente na definicao do operador

Oe dy
L,, paraz etfixos, e €= % um parametro, busca-se uma fungao N, (y, t,e+ 08_Ay/1) ,
solucao do problema
D [d0 (AN 0o L 0N ON:
ay loe \"" T8y ) oy | T Tay o\ T oy ) Tor o147
N2(07tag) - 07

Logo, integrando a equacao (3.147) se obtém

0 0. 0 B y
8_(2 (y,t,E+ é\/yl) ( 3\;’2 + aj\;’l) :/0 ((f(z,y,t)y — f(x,s,t))ds —C, (3.148)

onde C' é uma constante de integragao. Isolando a derivada de N;(y, t,€) obtém-se

8/\/'2 . 80' 8/\/'1 a-/\/’1
Oe

2 1 (e 2] [ [ Wt~ s inas — o] - 2% (3149

Como N, (y,t,E+ aa_/\ya) € 1-periodica em y, o calculo da sua média permite obter a
constante C, ou seja,

C = , (3.150)

< {% (y.t, 6)] 1>

onde e =¢+ 8_/\[1 Logo, integrando (3.149) tem-se que

dy
Ny, ,9) :/Oy{[% (s,t,uaa—/f)]_l Ms(g(x,y,m —f(x,w,t))dw—C]}ds
- Oyaa—j;/lds, (3.151)

onde C' é dado por (3.150). Portanto, conclui-se, de forma geral, a construgdo da s.a.f.
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u® para o caso dinamico com fluxo nao linear, onde

W@ (et ) = ugle, 1) + 2N (.6, 20 4 2nG (.0, 22y =~ (3.152)
ox ox €

Para determinar a forma explicita dos termos u; e u, deve-se especificar o. A seguir, 0
processo sera apresentado através um exemplo com nao-linearidade do tipo poténcial.
E ainda, a proximidade € apenas ilustrada.
3.3.2 Exemplo

Considere em (3.106) o fluxo potencial

r  Ouf A ous\"
a(—,t,%>:a($,t)<ax> ,neN, (3.153)

3

com coeficiente

TN 1 2rz\\ "

a<€,t> =e <1—|—4COS (—8 )> , (3.154)

f (x, E,t) =ee! (E -+ isen (%_x)) , (3.155)
€ e 8m €

e condicoes de contorno e inicial

a fonte

u(0,t) =0, u*(1,t) = €', t > 0, (3.156)

u(x,0) =x + 8isen <27T7x> ,z € (0,1). (8.157)

7

O carater rapidamente oscilante do coeficiente a° para n = 1 é apresentado na
Figura 10, assim como seu comportamento para ¢ = % e diferentes valores de n na
Figura 11.

A busca da formula especifica da solugao (3.152) se inicia a partir dos resultados
obtidos na secao anterior, especificamente da equacao (3.145) onde ao considerar

(3.153), tem-se que
e 8u0 . Guo 3u1 "

onde 7 é o fluxo efetivo. Observe que, ao isolar em (3.158) o termo da derivada de u,

tem-se
8U1

ou " ou
— —1 -~ 0 _ 0
n [a (y,t)o (t, B )] e (3.159)
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&=1/2 &=1/8 &=1/32
. . 1.35 . . . . 1.35 . .
1.27 n n ﬂ n n ” 1.27
117 117
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0.97 0.97
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X
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X
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X

0.2 0.4

Figura 10: Carater rapidamente oscilante do coeficiente a«* paran=1et =0

Aplicando o operador de valor médio em (3.159) obtém-se

(5) = L (oo ()] -%)
Oug (3.160)

1 PN 8UO % ! 1
(75} (1,—,t>—u1(0,0,t) = U(a—x) /0 ( )dy—%

que, levando em consideragao a 1-periodicidade de u; em y, (3.160) se resume em

(‘9u0 _1 8U0
0= <8x) <a n(y,t)> -5 (3.161)
E isolando o em (3.161) se obtém
~ Oug ) 1 —n (Oup \"
5 (t, %) - <a (y,t)> <8x) , (3.162)
sendo este, o fluxo efetivo nao linear. Note que (3.162) pode ser reescrita como
~ 3u0 PN 8u0 "
onde af(t < % Y, >_ € o coeficiente efetivo do fluxo efetivo e a lei efetiva cor-
respondente € o = o(t,€). Agora, para obter u; substitui-se o resultado (3.163) em
(3.164)

(3.159),
Ou _ =1y vaa (22" 2%
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Figura 11: Comportamento do coeficiente «° para diferentes valores de n.

e pela simplificacao resulta em

ou [ at) \* ] ou
ay‘[(a@,w) 1] o o1

Ao integrar (3.165) se obtém

Y At % a
wlen) —u 0.0 = | [(%) —1] R
0 0
n(yt) = Mw.)2 = n; (ytai) (3.166)

Y al(t % , .
onde Ny(y,t) = / [(;{i 1)) — 1] ds. Note que para n = 1, e no caso estacionario,
0 ’

recuperam-se os resultados da secao 2.3.
E por fim, obtém-se o termo u, da expansao assintotica a partir da equacgao (3.116),
onde substituindo os resultados (3.127), (3.155) e (3.166) se tem que

%_g o y,t’%+a_j\/’l _l'et
x Ox oy

0 |0o 8UO 8./\/1 82u0 8U2 .
oy {E (y’t’a_x+8_y> (Nl(y’t>w+8_y =0

onde a soma dos trés primeiros termos é zero por (3.131), considerando (3.128). Logo,

(3.167)
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(3.167) se resume em

0 [Oo oug  ON; Pug | Oug\|

Isolando o termo que contém a derivada de u, em (3.168) tem-se

0 |0o 8u0 8/\/] 8u2 0 |0o 8u0 3./\/1 82’&0
=—— |=(yt,—+——|N —.
ay{([)e <y’ or ay) ay] @{&(’ ar oy ) Mg
(3.169)
2
Agora, como no exemplo linear, assume-se a solugao u, da forma Ny (y, ¢ )8a >+ Logo,
a expressao (3.168) pode ser reescrita como
0 0o 8U0 8]\/’1 8N2 82U0
— | = Ni(y,t = A7
. 82u0
onde tem-se por hipdtese 922 = 0. Logo,
0 [0c 8u0 ON; ON,
Ni(y,t =0. A71
De integrar (3.171) e isolar o termo da derivada de N, tem-se que
é?Ng 80_ 8u0 0/\/1 -1
— = — —+ — — Ni(y, ). 172
gt [ (e G2+ 20) | - e 8.172)

Para determinar a funcdo ¢(z,t) aplica-se o operador de valor médio em (3.172) e
impoe-se que N, seja 1-periddica com respeito a y. Disto, segue que

8N2 -80' @UO 8/\/1 171
<@y> = < _86 (y’t’%—i_f)_y)_ — Ni(y,t) ),
(Do duy  ONT\] 7
_8 (yat,%‘f‘a—y)_ — (Ni(y, 1)),

0 = <-% (y,t,%‘i‘aa_j;/’l)__ >_<N1<y7t)>7(3173)

de onde .

—1\ ~
g(z,t) = (Ni(y, 1) < az;()+aa_/§1)] > . (3.174)
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Obtido (3.174), a equacao (3.172) resulta em

-1
ONy do Oug  ONL\] 7'\ o dug  ON;
a_y = <Nl(y7t)> [< [E (?Jﬂ% % + Ty)} > E (y7t7 8_x + a_y)] - Nl(yat)'

(3.175)
Logo, de integrar (3.175), com a condi¢ao de unicidade N,(0,¢) = 0, se obtém

—1
B Oo 8u0 6/\/1 ! Y10o 8“0 8-/\[1 -
Nafy.t) = <N1(y,t>><{g (y’t’%_l_@_y)} > /0 [E (y’t’%+a_y)} *
- [Nt oyas. (3.176)
0

Prova-se agora que N,(y) € uma fungao 1-periddica em y.

Demonstragdo: A ideia é mostrar que No(y + 1,t) — Na(y,t) = 0. Logo, de (3.176)

-1
do oug  ON\ vt [ 9g oug  ON\17!
mytl _ oo g% %M1 0 1
N2<S7t)‘s:y <N1(y’t)> < De (yat; Oz + ay ) > \/y |:86 ($7t7 ox + 0s ):| ds

y+1
—/ Ni(s,t)ds
y

-1
_ do Jug  ON; - oo Ooug  OMN; -1
- <N1(y7t>> <E (yytaa_x‘Fa—y) /0 [E (S,t,%‘FE ds

—/01 Ni(s,t)ds
~ (Ni.1) <§—“ (0. 52 + aaiy)> <[g_0 (.50 + aaiy)}>
—(Ni(y, 1)) (3.177)

Do primeiro termo da direita de (3.177) temos que (¢ !)~!(¢~') = 1. Logo,

Na(1,1) — No(0,2) = (N}) — (N}) = 0. (3.178)

Um ultimo termo, do qual ainda nao se obteve sua forma fechada, é

0_0( , Dug a/\/l)

e % + 8—y (3.179)
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€

N . ~ . . 0 :
Para obté-lo, considere a equacgao (3.136) e derive-a com respeito a € = i, ou seja,

or
oo ous\"
5 = na(y,t) ( 5 ) : (3.180)
. o 8u0 0M . 8N1 8u0 .
De avaliar e = B + Ty (1 + 8_y> B obtém-se que
do 8U0 8./\/1 . 8]\71 8u0 nl
e considerando )
0Ny < a(t) )
= -1, 3.182
dy a(y,t) ( )
se obtém a seguinte expressao para (3.179)
do Oug  ONY\ 1w, (Oug\"T
e <y,t, % + a_y) =nan(y,t)a ~ (t) (% : (3.183)

A segquir, alguns resultados numéricos serao apresentados.

1. Problema Original

O problema original € composto pela equacao (3.106), considerando ¢ da forma
(3.153), e condigcdes de contorno e iniciais, (3.156)-(3.157). Sua solucao exata é

ut(z,t) = ee’ (f + isen (27r_x)> ) (3.184)

2. Problema Homogeneizado

Ao aplicar as condigdes iniciais e de contorno (3.156)-(3.157) na expansao as-
sintética, se obtém as condicoes do problema homogeneizado, que juntamente
a equacao (3.131) estabelecem o problema homogeneizado, onde sua solugao
é
ug(w,t) = xe'. (3.185)
3. Coeficiente efetivo

Na Figura 12 apresenta-se o comportamento do coeficiente efetivo a(t) = e ™.

Em particular, a Figura 12 mostra que a(t) decresce para zero, e o faz tanto mais
rapidamente assim que o expoente de nao linearidade n decresce. Isto sugere
gue, macroscopicamente, 0 meio evolui para ser um isolante, isto &, se opor ao

fluxo até impedi-lo. Contudo, o fluxo efetivo & (t, %) = a(t) (%) resulta
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Coeficiente efetivo

I I I I I I [ I I

n=1
—n=2
—n=3H
——n=4

0.1 0.2 0.3 04 0.5 06 0.7 0.8 0.9 1

Figura 12: Comportamento do coeficiente efetivo a(t) para diferentes valores de n.

aUO
" Ox
o comportamento efetivo ndo pode ser aferido completamente pelo coeficiente
efetivo, senao pela lei efetiva.

ser unitario, & (t ) = 1. Isto mostra que, em presenca de nao linearidade,

Problema Local

Do problema local definido em (3.133), foi mostrado que sua solugao u; é um

produto de duas fungodes, N(y) e % onde
1
Ni(y,t) = —sen(2my). (3.186)
8
Logo,
t
ui(x,y,t) = e—sen(27ry). (3.187)
8T
Solugao Assintotica

Tendo em vista a solugao do problema homogeneizado, a segunda derivada
desta solugao é nula, e portanto, o terceiro termo da expansao assintotica
também o sera. Logo, a expansao assintotica da solugao do problema original
se resume a

uV (z,t,€) = ug(z,t) + ey (z,9,1), y = g (3.188)

ou seja,

™ £

2
uV (z,t,€) = ze + 8isen (ﬂ) e (3.189)
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Note que para este exemplo, a solugdo assintotica formal u(!) é idéntica a solugéo
exata u°.

Portanto destes resultados, pode-se observar a proximidade entre as solucoes dos
problemas original e homogeneizado e a assintética (ver Figura 13).

e=1/2 c=1/4 c=1/8
1.8 : : 1.8 : 1.8 :
— @
—Uu
150 ° {15} {15}
1.2} {12} I 12}
s 0.9} { so009} ! soo9}
0.6 { os} ' os}
0.3} { o3} o3}
0 : - - 0 - - - 0 - . :
0 025 05 075 1 0 025 05 075 1 0 025 05 075 1
X X X

Figura 13: Proximidade entre solugdes u, u* e u'") para t = 0.5.

3.4 Alguns comentarios sobre problemas com fluxo e fonte expli-
citamente dependentes da incognita

De grande interesse em diversas aplicagoes sao as equagoes do tipo

out 0 x c Out\ | x .
E)t —%[U(g,t,u,%)} —f(I,g,t,U), (3190)

onde o e f sdo fungdes 1-periddicas em y = 7 Equacdes deste tipo podem modelar
fenébmenos advectivos, difusivos e reativos, Iingares e nao lineares, que aparecem, por
exemplo, no estudo da dispersao de poluentes, o transporte de particulas neutras, o
clima, e reagdes quimicas. Geralmente, tais fendbmenos sao de natureza multiescalar
e, portanto, resulta relevante seu estudo mediante técnicas de homogeneizacao.
Note que a nao linearidade da equacao (3.190) € mais geral que a da secéao 3.3 em
virtude da dependéncia do fluxo e da fonte com relacao a u°. A seguir, apresentam-
se as ideias fundamentais da aplicacao do MHA para esta equacao, considerando
condicoes de Dirichlet no contorno. Para isto, considere as linearizagdes do fluxo e da
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fonte com relagao aos termos de ordem O(1) das assintéticas

U(2)(ZE,€) = U()(I,y,t) + €U1<l’,y,t> + 52“2(x7y7t)7 Y= 27 (3191)

ox © dy

onde tais linearizacbes sao

ou® ou ou
(2) Y%~ 0 1
g (ya ta u, 813 ) (y7t Uoy, 7 a + ay )

ou® Oy N (6u0 N 0u1) (8u1 8uz> N 5 Oy

do ou ou
2 b et
e, ) + fualo )50 (o 50+ 52 3.199)
e Oug L 8u1 N % i 8u2 Oo fu Oug L Om ouq
y 9r |y ay o)\ T gy
e
@) 2 of
f (y,t,u ) ~ f(y7t7u0) + (€U1(l‘,y7t) te UQ(IL‘,y,t))m (y,t,UO) : (3194)

Logo, substituindo (3.191), (3.193) e (3.194) em (3.190), aplicando a regra da cadeia
e, considerando os coeficientes das poténcias 72, ! e €’ como nulos, obtém-se as
equagdes recorrentes, que permitem obter os termos g, u; € u, da s.a.f. u?, ou seja,

) oo Oug  Ouy\ Ou
. 0 1 of _
€ ’ ay [8 (8u5) <y7t7 U, o + 8y ) 8y ] 07
. 0 8u0 8u1 Jdo 8u0 aul 8U0 B
=gl (y“‘ or " ay)%a(%) (e G+ 5 ) 3 =0

8u0 0 3u0 8u1 0 do 8u0 8u1
g == Y, T, ug + - )| 5 |wm@y, ) s |y tuo
ot Oz ’ " or | Oy oy "0 (ug) 7 r 8y
0 Ou;  Oug Jo Oug  Ouy B
_ay [(8:1: + 8y) a(ﬁus) (yat U, 3 or + ay)] _f(x7y7t7u0)'
Note que, as equacgdes correspondentes a e 2 e ¢! sdo similares aquelas do pro-
blema estudado na se¢ao 2.3. Analogamente, da primeira, mostra-se que ug inde-

pende da variavel y, ou seja, ug = ug(x,t). Da segunda, para z e t fixos, prova-se que
existe uma unica solugao u,, 1-peridédica em y. Precisamente, se obtém uma familia

Ouyg
paramétrica de problemas locais, com parametros vy € — e
.T

. A demonstracao desse resultado baseia-se na

, de cuja resolucao se

) Ouyg
obtém wuy(z,y,t) = N1 | y, 1, uo, 8u
xr

aplicacao do teorema da funcao implicita (SPIVAK, 1965). E por fim, da aplicacdo do
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Lema 2.3.1 na terceira equacao, para x e t fixos, se tem como condi¢ao de existéncia
de solucao u,, 1-periddica com respeito a y, a equagao do problema homogeneizado

a'LLO 0 8u0 8U1 .
E_%<U (%@Uo,%‘i‘a—y>> = (f (z,y,t,u0)), (3.195)

cuja solugdo determina completamente a assintédtica u(? na forma

u(2)(x,t, e) = ug(x,t) +eN; (z, t, ug, %) + 2Ny (z, t, ug, %) (3.196)
€ ox € ox

(9u0

Onde UQ(JJ, Y, t) = NZ (ya t> Uo, %) .



4 HOMOGENEIZACAO DE MEIOS MULTIDIMENSIONAIS
CONTINUAMENTE MICROPERIODICOS

Neste capitulo, o desenvolvimento da homogeneizacao assintética realizado no
capitulo 2 é generalizado para casos multidimensionais e para ilustrar os resultados
obtidos, sera resolvido um exemplo de condugao térmica estacionaria.

4.1 Formulacao do problema

Considere o seguinte problema de conducgao térmica estacionaria: Encontrar u° €
C%(Q), Q = [0,1]4, tal que

Lou = Z o (ajl x al) = f(x),z € Q,

o0z ;
g=1 "7

u® =0,z € 09,

4.1)

onde a5, € C'(Q) séo Y -periédicas (Y = [0,1]%) tais que a5(z) = af;(x) para todo
z € Q (simetria) e Vn € R 3c > 0 : Yy € R¥ a;(y)nm > cnm (carater definido

positivo). No caso isotropico, tem-se a5,(z) = a*(x)d;;, onde d; € a delta de Kronecker.

4.2 Aplicacao do MHA

Inicialmente, propde-se como solugao do problema (4.1) a expansao assintética

U(Q)(gj’{—j) = Uo(l’,y> + &?ul(aj,y) + €2U2<I’7y), Yy = gu (42)

onde u; € C*(Q x Y) séo Y-periddicas com respeito a variavel y. Ao substituir (4.2)
F OF 10F

—_— — - —— , € ainda, con-
al'j 8xj 50yj ny

na equacao de (4.1) e aplicar a regra da cadeia

siderar o operador

0 0
»Coeﬂ = Z a_aj (ajl(y)ﬁ) ) O‘vﬂ S {ZE,y}

Ji=1
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obtém-se,

Lou® — f(z) = e Lyyuo+ et (Laytio + Lyatto + Lyytin)
+50 (Ca:acUO + 'Ca:yul + Eyacul + »nyUQ - f(l’)) + 0(5)

Assim, por definicdo, para que «? seja uma solugéo assintética formal de (4.1) as
seguintes equacdes devem ser satisfeitas:

e Lyup =0 (4.3)
5_1 : Eyyul = —,C:EyUO — Cwuo

e 1 Lyyus = —Loguo — Loyur — Lygug + f(x).

Para resolver tais equacoes, deve-se aplicar uma versao generalizada do Lema
2.3.1, ou seja,

Lema 4.2.1. Sejam a;(y) e F'(y) fungbes diferenciaveis Y -periodicas, e a;(y) satisfaz
as condigbes de simetria e positividade. Entdao, uma condicao necessaria e suficiente
para uma solugcao Y -periodica da equacao

i ONY
LN =5 (aﬂw)a—yl) _ Fy), (4.6)
existir é
(F(y)) = /Y Fy)dy = 0. 4.7)

E ainda, a solugao geral Y -periddica da equacao (4.6) é unica salvo uma constante
aditiva, ou seja, N(y) = N(y)+C, onde N(y) é a solucdo Y -periddica de (4.6) que tem
média nula sobre o periodo, (N) = 0, e C' é uma constante arbitraria.

Como no caso unidimensional, a aplicacao do Lema 4.2.1 na equacao (4.3) implica
que uy nao depende da variavel y, ou seja,

uo(x,y) = up(x). (4.8)

Considerando (4.8) e aplicando-se o Lema 4.2.1 na equacao (4.4) implica que existe
u; solugdo Y-periddica em y. A equacao (4.4) resume-se a

Loyt = —Lyptig, (4.9)

e para resolvé-la, propde-se a solucdo u, por separacao de variaveis, da forma

8u0

)
oz,

uy(z,y) = Np(y) (4.10)
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que, ao substitui-la em (4.9), obtém-se

(4.11)

i( Ay )GN > dug  Oay dug
dy; dy, ) Oz, y; Ox;’

Substituindo o indice [ por p no termo do lado direito de (4.11) e colocando a derivada
de u, em evidéncia tem-se que

9, ON,\ Oug
o, (ajp(y) +au(y) 5 i ) oz, 0. (4.12)
Como % # 0, deve-se buscar paracada p = 1,...,d, N,(y), solugdo Y -periddica do
problemaplocal definido a seguir:
0 ON,
- . . = 0’ c Y’
{ 9, (“Jp(y) T anly) 3yl) Y (4.13)
(Np(y)) = 0.

O Lema 4.2.1, garante a existéncia de N, (y) Y-periddicas, solugbes de £,,N = F com

P  Oagp
dy; .
De aplicar o Lema 4.2.1 em (4.5), obtém-se que a condigao necessaria e suficiente

para a existéncia da solugao u, Y -periddica, solucao de (4.5) é

, € a unicidade da solugdo do problema (4.13) é garantida por (N,(y)) = 0.

(—Lyzuo — Lyyur — Lyzur) + f(x) =0, (4.14)

for satisfeita. Substituindo (4.10) em (4.14), resulta

0 821L0 8N 82’&0 82u0 B
<ay] (a]l(y)Np(y)) m + CL ( ) ayl 8ZE]8(L'p + ajl(y)m> + f(l‘) = 0, (415)

de onde, trocando o indice j por [, no primeiro termo do lado esquerdo de (4.15) e
trocando [ por p no terceiro, tem-se

(0 @) + ) 52 + ()} ot = fla). @16)
Por razdo de a;,(y) € N,(y) serem Y -periodicas,
0
(- )N, )) =0, (4.17)
e assim, (4.16) pode ser reescrita como
AL BTy (4.18)

a b ——
Jp
8xj8xp
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onde N
aj, = <ajz(?/)a—ylp + ajp(y)> : (4.19)

Note que a equacao (4.18) € a equacao do problema homogeneizado. Logo, o pro-
blema homogeneizado é definido como: encontrar u, € C?(Q) tal que

. Dy
a/]pax]ap f( )IEQ (420)
uo(x) =0,z € 99

onde @, sdo os coeficientes efetivos dados por (4.19). E ainda, (4.18) é a condicéo
de existéncia de u, solugdo Y -periddica da equacao (4.5).
Observe que da substituicao de (4.18) em (4.5) obtém-se

82u0

0 ON, ~
Cartn = = o N 0) + ) G+ al) =) 200 (421)

Isso mostra que a solucao u, pode ser buscada da forma

82u0

S 4.22
O0x,0z, ( )

ua(2,y) = Npg(y)

Portanto, dos resultados fundamentais obtidos na construgao de uma s.a.f. de
(4.1), tem-se a expresséo de u? da forma

Uo 2 62U0

0
(2 = A D101
u? (2, ) = ug(x) + eN,(y) oz, +e Npq(y)@xpaxq’ Yy

L (4.23)
9

Como no caso unidimensional, para o caso multidimensional, basta obter as
solucdes u, e uq, pois sera visto a seguir que a assintdtica «( também é uma boa
aproximacao de u°. Mas para obter u,, basta substituir (4.18) e (4.22) em (4.5) e
seguir 0s mesmos passos para obter u;, obtendo-se de forma analoga um segundo
problema local, em que busca-se N, Y-periddica, ou seja,

{ LyyNpg =apq — Tpg, y €Y, (4.24)
<Npq> =0,
onde oN, 5

Tog(y) = apg(y) + ag(y)—— Em E W (ag(y)Np(y)) - (4.25)

A existéncia de N,, solugdo Y -periddica de (4.24) é garantida pelo Lema 4.2.1.
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4.3 Relacao de proximidade

No caso unidimensional, a condicao para a unicidade da solugao 1-periddica de
LN = F no Lema 2.3.1 é N(0) = 0. Tal condigdo garante que a assintética u(?
satisfaz exatamente a condicao de contorno do problema original. A diferenga do
caso unidimensional, a condicao correspondente no caso multidimensional dada no
Lema 4.2.1 é (N) = 0. Sendo assim, no geral, a construgdo da assintética «? nao
satisfaz a condigao de contorno u®|sq = 0, enquanto se quer aplicar a uma estimativa
para a solugdo em H}(Q). Se a solugédo v, da equagdo homogeneizada satisfaz as
condigdes no contorno ug|sq = 0, entdo o erro de u'? no contorno é de ordem <, mas
é diferente de zero. Para contornar esta situagdo, multiplica-se su; + cu, por uma
funcéo de corte x(x) para forcar que a s.a.f. satisfaca exatamente as condigbes de
contorno, mas com isto adicionam-se alguns novos termos para o erro. No entanto,
estes termos séo avaliados como sendo de ordem /e na norma H~'((2), isto é, o erro
na forma f, + g—i com f, e f; tendo a norma L?(Q2) de ordem /¢ e podemos aplicar
a uma estimativa para a solugdo em H} ().

Especificamente, se N, sao solugbes dos problemas locais (4.13), N,, séo
solucdes dos segundos problemas locais (4.24), u, é a solucdo do problema homoge-
neizado (4.20), e ug(x) € C2%(Q), entdo a assintdtica

) (3, ¢) = o\ Oug | oy (Y _ug
u® (2, ) = u(w) + eN, (8) 5.+ N (8) St (4.26)
é solucao da equacao
Lou® — f(z) = er@P(z,¢) (4.27)

onde er®(z,¢) é o erro de assumir u? como solugdo do problema original:
er®(2,€) = € (Layttz + Lytts + Lagtn) + £ Lagtin, y = = (4.28)
€

Note que, assumindo que uy € C*), o teorema de Weierstrass garante que
[r®(z, )| 120 = O(1). No entanto, o erro de u(® no contorno 92 é de ordem e:

U(2)|ag = euylon + 52u2|69~ (4.29)

Para ter uma solugcao assintotica que satisfaca as condicées de contorno, con-
sideremos uma fungdo de corte y que forga a assintotica satisfazer exatamente as
condi¢des de contorno. Considera-se y = x(z) uma fungao infinitamente diferenciavel
com suporte contido no interior da e-vizinhang¢a do contorno de €2, tal que x |sq = 1,

0 , .
58—X < ¢1, onde ¢; € uma constante independente de «.
X

c©)

x| <1, e
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Considera-se a funcao

Wz,e) = uP(z,e) = x(z) (wi (2, y) + *us(z,y)) z  (4.30)

= uo(z) +e(l=x(@)w(r,y) +&* (1= x(@) uzlz,y), y = -

gue satisfaz exatamente a condicao de contorno em (4.1). Por outro lado, tem-se

L — f(z) = erP(z,e) — iq)j(x, £) (4.31)
8xj
onde o) Ol xus)
, _ (7 X1 2 O (X U2
Q;i(x,e) = aj; (e) [5 Er +e o | (4.32)

Pelas hipdteses sobre x, tem-se que a fungéo ®;(z, <) € limitada em valor absoluto
por uma constante independente de ¢, e seu suporte esta contido no interior da e-
vizinhanga do contorno de (2,

|®j(z,e)| < cay Yz €Q. (4.33)

Para d = 3, por exempilo,
®i(r,e) =0, v €[¢,1 —¢]?, (4.34)

em que ||®;(z, &)L = O(Ve).

Demonstracao: Seja
1G22 sy = [ Biae)i (4.35)

Por (4.34) tem-se
10 (2,2) |22y = / Bz, e)da (4.36)
Q\[e,1—¢]3

Considere um dominio limitado Q* = Q\[¢,1—¢]* em z, e QF em f, tal que Q* = Q.
Substituindo (4.10) e (4.22) em (4.36) com (4.32), e derivando se obtém

[ [oo () (2552 -5
/Q* {aﬂ ( % (2) (gz g;‘]‘j +x(2) 831%;) (4.37)

Ox  0%ug Pug 2
2, ——
TN ( ) <8;cl dz,0z, N X(x)axpaxqﬁxl da

Pelo Teorema de Weierstrass, existem By, B; e B, tais que

X
|Cljl| S BO7 |Np| S Bl, |Npq| S BQ, \V/ E c Q: (438)
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Considerando B = max{ By, B, B, } tem-se que

[ 2 (g ] o

x| [9uo 9%y
< B* 4.
= / ( “oz,| |0z, d "apaxl (4.39)
ox 82u0 ) Pug 2
— _— dz.
e 6(‘31:1 O0xp0z, el 0x,02,07; v

Similarmente, pelo Teorema de Weierstrass, existem Cy, C1, C5 e C5 tais que

82U0

6xp8xl

83u0

<G 02,02,01,

<Oy, <Oy VreQ.  (4.40)

Lembrando que |x| < 1, considera-se C' = max{1, Cy, C;,Cy, C3}. Logo, tem-se que

/* [ajl (5) (5@(521) + 523(52/;2)” < BiCI(L 5)4/Q* » 4.41)

Entao, de (4.36)

1, (, €)1 72y < 2B'CH(1 +€)"1Q°| = 2B'CY(1 + €)' D(e), (4.42)

onde D(g) = 3¢ — 62 + 4%, ou seja, é de ordem O(¢). E, portanto,

19 (2, &)l 220y < V2B2C?*(1 +¢)*\/D(e), (4.43)

ou seja,
12(,€)ll2(2) = O(Ve). (4.44)
O

Subtraindo o problema (4.1) de (4.31) resulta
0 N T AN @) 0
—j (a- (m)a—xl> =er'(z,e) — a—%CI)j(:L’,e) (4.45)

onde, lembrando que (u® — uf)|sq = 0, da aplicagdo do principio do méaximo para
equacoes elipticas (ver anexo A.1) obtém-se a estimativa

||ﬂ(2) —UEHH(%(Q) S Cs3 (8”7" xT,&e ”LQ +Z H(I) Z, 8 ||L2 > (446)

onde c; independe de ¢, e lembre que para u, € C*(2) tem-se ||r®(z,¢)||12q) = O(1).
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Logo, a relacao (4.30) implica que
@ — w1y 0) = O(VE), (4.47)

e, como caso particular, se obtém
@ — w1y 0) = O(VE), (4.48)

onde @M (z, ) = uM — exu;.
Para mostrar a proximidade de u, e u°, basta mostrar, seguindo o procedimento
descrito acima, que

lu® =70 30y = O(VE), (4.49)
e
[@® —uoll 30y = O(Ve). (4.50)
Logo,
[u® = woll 3y < llu =@ | gp e + 1180 = woll ey (4.91)
obtendo assim que
[|lu® — Uo||H01(Q) = O(\/E)- (4.52)

Outro resultado importante da homogeneizacao assintotica em problemas multidi-
mensionais € que os coeficientes efetivos preservam a simetria e o caracter definido
positivo dos coeficientes originais, o qual constitui uma ferramenta de controle dos
calculos realizados. A seguir, isto sera demonstrado em detalhes.

4.4 Conservacao da simetria

Parte-se de reescrever os coeficientes efetivos (4.19) com M, = N, + y,, ou seja,

~ ON ON ON dy
= (o) 502 + ) ) = (a0 52 + 0 ) = (a0 52 + ) 32 )
. ' % _ ‘ oM, B 0y; OM,,
— <a]l(y) o > = <akl(y)5jk;_ayl > = <akl(y)_8yk o ) (4.53)

Substituindo y; = M; — N; tem-se

=N G(Mj — Nj) oM, an oM, 8Nj oM,
ip = = — — . 454
Ajp <akl(y) Em Ayl akl(y) Dy O akl(y) By Oy ( )

A partir daqui, busca-se mostrar que o primeiro termo da direita de (4.54) & simétrico
com relacdo aos indices j e p, e ainda, que o segundo termo é nulo. Primeiramente,
mostra-se que o segundo termo de (4.54) é nulo:
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Considere a equacao do problema local (4.13) reescrita da seguinte forma

0 oM,
a—yj(a()ay)—o yev. (4.55)

Seja ¢ = ¢(y), Y-periddica e continuamente diferenciavel. Logo,

9 oM,
a_yj ( ( ) EW > ¢(y) =0,yeY. (4.56)
Note que
0 M, 0 oM, oM, 9
By (a ()—— o oy )) 0, <a (Y)—— o )¢(y)+a (y) o By (4.57)

Entao, ao aplicar o operador da média, tem-se

(o (et Geom ) ) = (G (a2 ) ot ) + () G5 ) (458)

< . M, IN, .
Note que M,(y) = N,(y) + y, ndo é Y-periédico. Contudo, 8y” = ay” + 0, € Y-
l l

periddico. Logo, aﬂ(y)%gb(y) é Y-periédico, o qual implica que o termo na esquerda
l

de (4.58) é nulo. Portanto, tem-se

(et gy == (o (st e ) o) ). (4.59)

que implica, com (4.56), que

M, d¢
<a 1(y) o 3y]> 0, (4.60)

para todo ¢ € C*(Y), Y-periddica. Em particular, se ¢ = N, se cumpre

OM, ONy,
<a )%, ayj> 0. (4.61)

Assim, considerando (4.61) em (4.54) tem-se

oM, 0M, > (4.62)

Oy, Oy

ajp, = <akl( )

A simetria de @, segue de permutar os indices k e [, e considerar a simetria de a;;:

OM; OM, oM, OM; oM, OM,;
G5 = - - —a,. (4.
a]P <Cllk( ) ayl ayk> <a ( )ayk 8yl > <a ( )ayk 8yl > aP] ( 63)
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Portanto, @;, = a,;. Assim, uma maneira de controlar os calculos realizados por
técnicas analiticas ou numéricas baseia-se na simetria esperada.

4.5 Conservacao do carater definido positivo

Um outro importante resultado do processo de homogeneizagao é a conservacao
do caracter definido positivo dos coeficientes efetivos, também chamada de condi¢ao
de elipticidade da equacao do problema homogeneizado. Da formulagao do problema
original (4.1), tem-se que o coeficiente a; é definido positivo, ou seja, 3¢ > 0, Vn €
R? | aji(y)nym > emymi, Yy € Y. Logo, para mostrar o caracter definido positivo de @,
uma relagao similar deve ser provada. Seja y € R?. Logo, de (4.62) tem-se

. oM, OM; oM, oM,
jptjtp = <am(y) ay:a_ylj> Nj1lp = <akmpﬁ:m aylj > (4.64)

Da definicao de positividade de ay,;, sabe-se que

oM, OM, [ oM\
Py, > 27T ] )
ar (Y)1p o oy = © ;1 (m o0 VY ey (4.65)

Logo, de substituir (4.65) em (4.64), tem-se

d 2
R OM,
Wy > € ) <<77j ay;) > : (4.66)

d 2
. OM;
ajpNjTp = CZ <77j P ]> ) (4.67)
=1 Y
d ON, Oy; \ 1
s 23 [(n25) ()" -
AjpTMiTp = CZ {<77] Em > 7 W ( )
em que

ON. Ay,
(nae) =0 @ () =mion=m 69

Logo, de (4.68) resulta

@i > ¢ ;05 (4.70)
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e, portanto,
d

Wity = € Y 10 = e (4.71)
=1

4.6 Exemplo

Para ilustrar os resultados obtidos do MHA realizado nas secdes anteriores,
propde-se o0 seguinte exemplo. Seja d = 3, e considere um solido termicamente
isotrépico, micro-heterogéneo e <Y -periddico. No espaco, o sélido ocupa a regiao
Q = QU = [0,1°. Considere o problema (4.1) com a5 (z) = a(x)d;;, com

1 2 2 . .
a*(x) = 1+ sen ( le) sen ( 7;@) e f(z) = —1. A Figura 14 ilustra o comporta-

mento rapidamente oscilante, a positividade e o caréater limitado do coeficiente a°(x)d;,,

para diferentes valores de «:

1+ 0.25sen(2n x1/5)sen(27r xz/s)

a®=

Figura 14: Coeficiente continuamente diferenciavel, positivo, limitado e rapidamente
oscilante (¢ — 07) para o problema linear eliptico tridimensional.

Para este problema, resolvem-se os problemas (4.13), (4.19) e (4.20), obtidos da
homogeneizagdo assintética. E possivel perceber que o primeiro destes problemas
€ bidimensional do ponto de vista da homogeneizacao, pois seus problemas locais
dependem apenas de y; e y», sendo isso uma consequéncia da propriedade a°(x)
depender apenas de x; € x,. Portanto, de (4.13) resolve-se o seguinte problema local:

) aNp> ) ( aNp) da
= +— - L yey,
o (a(y) o o a(y) o o y

(Np(y)) =0,

(4.72)

para cada p = 1,2,3. A equacao deste problema € de Poisson bidimensional para
p = 1,2 e de Laplace para p = 3. Para resolvé-lo, utilizou-se o Método das Diferencas
Finitas (CUNHA, 2000), (BURDEN; FAIRES, 2008) que seguiu 0s seguintes passos:

e Estabelece-se a malha de N + 2 pontos para ambas diregoes i, e y», definindo
os pontos de fronteira, que em particular sao todos nulos, como na Figura 15:
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] -N:.Jj = Uij
U Np1 = L unng1 =0
Ug,N41 = 0e L L a L & @ UNILNE1 = 0
gy =0 @® x x x x » ®unpnv=0
Ui, j41
[ X X 3 X * ®
- Wi—1,5 Ty s Uit1,5 -
- e X R e B °
ui.j—l
] X * * * * e
upy =0@® X x x X * ® uny1a =10
gy = 0@ ® o o @ ® PN i,
uy =20 . s Upno = 0 vwny10= 0

Figura 15: Discretizacao da regidao Y para todo y; fixo.
e A discretizagéo da equagéo do problema (4.72) num ponto arbitrario (y1,,»,) €

chZH]ndeN 1]+e”1\fm1+j;,] i 1+gmN” FP.

7/]7
em que

(1) e (2) (2)
Gij | Qi aij ajj
= T _ Yy J Sij g

= Gy g b = G i = g g e =3 g

sep=1entdo F}, = —a!’,
Qi j ~
se p=3entdo £, =0,
L0 _ Ga (2 _ Oa

7] ay (ylﬂyQ ) ai7j = a_y2<yli)y2j)7

eh= Nl € 0 espacamento entre os pontos da malha em y; e y,, sendo N

um numero par que define 0 numero de pontos internos da regiao Y com ys fixo.
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e Monta-se o sistema de equacdes lineares usando a discretizagao nos pontos (x)
internos da regiao e as condi¢des de contorno (e), (ver Figura 15). A matriz dos
coeficientes do sistema € estruturada por blocos, sendo ela definida como:

S, R, 0O - 0
T, Sy Ry :
A=’ Ty S Ry T (4.73)
: '._ '._ " " 0
: Ty-1 Sn-1 Rn-a
(0 o o 0 Tn  Sv e

emque {S;hi<j<n, {Rjh<j<n-1 € {T}}2<j<n, s80 blocos de dimensdo N x N que
compdem a matriz A de dimensao N? x N2. Tais blocos estio definidos como:

ey dy; 0 e 0
€2 C25 daj

0 es; c3; dsj

Sj - ’
0
eN-1j CN-1; dn-1j
I 0 B ] €N,j CN,j d NN
fIJ 0 0 0 _
0  fo; O
0 0 0
R, = Jas !
- 0
: : - 0 Sy O
0 - - 0 0 Ing 1w
o ] _
91,5 0 0 0
0 g25 O
0 0 g3 O
Tj _ 93,j
. 0
: gn-15 O
_O N 0 gN,j_NXN

Note que a primeira linha da matriz A & constituida pelos coeficientes do ponto
localizado emi = 1 e j = 1, w; = u1; = Ny,, € 0s demais sdo definidos na
sequéncia ilustrada na distribuicao de pontos na malha, Figura 16:
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j
N1 =0uznp1 =0 N1 =0 oo uyn1 =0
UoN41 =0 @ ° o} ® ® © ® uniint1 =0
W N-1)N+1 WN-1)N+2 | W{N=1)N43 + .. e
ugn=0 @ X 3 X 3 3 ®unv i n=0
r e T T ) [ - el
| PO P | U - -
WN-2)N+1 WN-2)N+2 | W(N-2)N+3 i W(N=1)N
UgN_1 = 0@ 3 3 3 3 X —®untiN-1=0
r L [P Ay Gy S e — S |
.
| X X b X x e

e -

W41 W2 Wys Lt d WanN
wz2=0@ 3 3 3 X K— ®

[ o e o -]

| S g R S SR s g -
un way wy R wp

U, =0@ X X t 3 x E 3 : ® uny11 =0

________________________ - ad

=0 Uyp=0 Uzyp=0 ChLe ] uno =0 UNt10=0

Figura 16: Distribuicao de pontos na malha.

A partir desta distribuicdo o vetor incognita do sistema € definido como:
b = [w; ws ... ng]%Qxl. (4.74)

Assim, de modo analogo, para cada ponto o termo fonte esta definido. Logo, F7;
€ um vetor de dimensdo N? x 1, ou seja,

T
FP = [F{ Ffy .. Fiy B3 Fyo o Fly o FRy FRg o FRn] oy - (4.75)
Portanto obtém-se um sistema de equacoes lineares da forma
Ab = F?, (4.76)

que determina valores do vetor (4.74), a partir da matriz de coeficientes (4.73) e
do vetor (4.75).

Do desenvolvimento descrito acima, os resultados a seguir foram obtidos para uma
malha de 10000 pontos, para cada p. O tempo total dessa simulagao foi de aproxima-
damente 1 minuto e 40 segundos. Na Figura 17 estao representadas as solucdes dos
problemas locais N, para p = 1,2, pois para p = 3, N3(y) = 0.
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0.025+ 0.025+

0.0154 ‘

0.005+ 0.005+

0.0154

-0.0054 -0.0054

Figura 17: Solugdes dos problemas locais N; e N,, sendo N3 = 0.

Observe que as solugoes locais N, foram calculadas assumindo condig¢oes de Di-
richlet homogéneas no contorno da célula periddica, ou seja, trocou-se a condicao
(N,) = 0 no problema local (4.13) por N,|sy = 0. Como comentado na se¢ao 4.3, estas
condicOes fazem com que a solucao assintética satisfaca exatamente as condigdes de
contorno do problema original. Por outro lado, no desenvolvimento do MHA na secao
4.2 foi empregado o Lema 4.2.1, o qual utiliza a condicao de média nula para a uni-
cidade. No geral, a escolha diferente para garantir a unicidade das solugdes locais
s6 influi qualitativamente no comportamento da solugao assintética na vizinhanga do
contorno. Mas, a diferencga entre as solucoes locais obtidas a partir dessas condicoes
diferentes € uma constante aditiva, e como os coeficientes efetivos dependem apenas
das derivadas das solugdes locais, tal diferenca nao influi nos seus valores. Mesmo
assim, para o exemplo resolvido, apds o calculo das solugdes locais com condi¢des
homogéneas, se verificou que as médias dessas solugdes sao muito proximas de zero.
Especificamente, (N;) = 2.365 x 1072, (N,) = —2.309 x 107> e (N3) = N3 = 0. Ainda
mais, estes valores tendem a zero quando o passo da discretizagao tende a zero,
h — 0. Isto quer dizer que as solugoes do exemplo apresentado, satisfazem ambas
condicdes para a unicidade, ou seja, se anulam no contorno da célula de periodicidade
e tem média nula sobre a célula periddica.

Obtidas as solugdes dos problemas locais, é possivel calcular os coeficientes efeti-
vos (4.19). Mas, antes disso, € possivel simplificar a expressao para seu calculo. Note
que na expressao de (4.19) deve-se obter a derivada das solugoes N, que exigiria
passos extras na programacao, aumento do tempo de simulacao, ou seja, maior custo
computacional, e ainda, aumento do erro numérico.
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Para simplificar (4.19), reescreve-se o termo que contém a derivada de N, como

aﬂ<y>%—]yvj - % (Ny()an(y)) — Ny(y) 2. (4.77)

Portanto, ao considerar (4.77) em (4.19) tem-se

. <% (Ny(w)anly) — Nyl 52 + ajp<y>> , (4.78)
que se resume a
= (e = (M52 ). (4.79)
Ui

pois <% (N,,(y)aﬂ(y))> = 0, em virtude de N,(y) e a;;(y) serem Y -periddicas. Pela
l

isotropia, tem-se

T = (a0} 33 = (N0 5 ) (4.80)
ou seja,
o - (M) (M) 0
@phisivss = | <N1<y>§—;a>y (alw)) - <ij>§7> 0 (4.81)
0 0 (a(v))

Logo, pelo Método de Simpson - Regra do 1/3 (ver anexo B.2.2) calcula-se cada ele-
mento da mairiz dos coeficientes efetivos, obtendo-se assim:

0.994587 0.000103 0
(@jp)1<ip<s = | —0.000084 0.994607 0 (4.82)
0 0 1

Note que esta matriz é definida positiva, e que os elementos fora da diagonal prin-
cipal sdo muito proximos de zero, isto é, pode-se assumir que a;,, satisfaz a condi¢ao
de simetria. De fato, malhas mais finas produzem valores muito mais préximos de 1
na diagonal principal e de 0 fora dela, respectivamente, mas o custo computacional
€ também muito maior, podendo conduzir inclusive a nao convergéncia do método
numérico. Sendo assim, quando o passo da discretizagao tende a zero, h — 0, tem-se
que a;, = J;,, que é, evidentemente, simétrica e definida positiva, como esperado.
Este resultado pode ser controlado a partir de cotas variacionais para os coeficientes
efetivos derivados da energia efetiva, assunto que sera explorado no proximo capitulo.
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Especificamente, tais cotas (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989) sao,

(@™ () djp < djp < (aly))d, (4.83)

onde {a(y)) =1 e {(a ' (y))~! = 0.984055.

Ao se ter a matriz dos coeficientes efetivos, € possivel resolver o problema homo-
geneizado (4.20), que se resume a um problema com equagao de Poisson e condi¢oes
de Dirichlet homogéneas, ou seja,

52 | on | a2 (4.84)

82u0 82u0 82u0 _ —17.1,‘ c 0
ug = 0,z € 0N

Para resolver o problema (4.84) utilizou o0 método de separacao de variaveis
(WEINBERGER, 1995), obtendo-se como solugao

[e.e]

64 Z sen(imzy)sen(jrry)sen(kmras)

w0 o (i1 + (2 =12+ (k- 1) 2i— D)(2j — D2k~ 1)

(4.85)

O processo foi realizado da seguinte maneira: Propde-se como solugao do pro-
blema (4.84) uma série de Fourier na base ortogonal {sen(nma;)}m.ienx{1,2,3}, @ qual
satisfaz as condigdes de contorno homogéneas impostas, ou seja, assume-se

up(z) = Z Cipsen(imzy)sen(jray)sen(kras), x € [0,1]°, (4.86)

i k=1

em que C;;;, sao constantes a determinar. Ao substituir (4.86) na equacao do problema
(4.84) obtém-se que

2 Z Cij(i® + j* + k?)sen(inx,)sen(jmas)sen (k) = 1. (4.87)

1,5,k=1

Para obter C;;,, emprega-se a ortogonalidade da familia {sen(nmrz)},en, 2 € [0, 1].
Assim, pelo método de Fourier, fixa-se i« = I e multiplica-se em ambos os lados de
(4.87) por sen(Imxy), € integra-se sobre o dominio de z; de onde se obtém

o0 1 1

2 Z Cru(I* + 7% + kz)sen(ijg)sen(k‘ﬂxg)/ sen?(Itx)dr, = / sen(Imxy)dxy,
k=1 0 0

2

2 o
™ . .
B} E Crie(I* + j° + k*)sen(jmas)sen(kras) = =

Jk=1

para I impar, pois Cyj, = 0 para I par. Similarmente, fixando j = J e depois k = K,
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multiplicando por sen(Jrzs), sen(Kmz3) € integrando sobre cada um dos dominios,
obtém-se

64
— 4.
Crix (I2+ J2 + K?)[JKr5 (4.88)
em que J e K também sao impares, pelo mesmo motivo de I. Portanto,
64 — sen(imxy)sen(jrxs)sen(krrs)
= — . (4.89
up(z) = — ;:1 (20 —1)2+ (27 — 1)24 (2k — 1)2) (20 — 1)(2j — 1)(2k — 1) (4.89)

Nas Figuras 18 e 19 a seguir, apresentam-se as solucgdes u("), u, e as diferencas

1 .
e —, respectivamente:

wn _ fae—— =
U Ug para e 2193

uM =112

0.8

0.2

Figura 18: Solugdes assintética (esquerda) e homogeneizada (direita).

52112, x,20.5 o=114,%,=0.5 5=1/8, X,=0.5
x10° ! x10° | ©10°
2~ 2+ an
154 154 154
1 | A@ | 1 AAA‘ 1 ‘AA“Q‘A“
0.54 1A ‘ A,
05 A : A ‘ A A 05 s
:slo od P (] ) ‘?o 04 A ?o 04 : A\ A i . ‘ i ‘ ‘ ‘
= 054 A v v
' ] ' ¥ V ' v

Figura 19: Diferenca entre as solugdes assintética e homogeneizada para ¢ = 3,

ool»—‘

1
4
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Na visualizacao tridimensional das solugdes assintotica e homogeneizada apre-
sentadas na Figura 18 nao é possivel distinguir as leves diferencas entre elas. No
entanto, note que sua representacao bidimensional tais diferencas sao visiveis. Espe-
cificamente, o grafico da esquerda na Figura 18 apresenta uma pequena assimetria,
enquanto o grafico da direita é perfeitamente simétrico. Mas mesmo assim, ambas
solugdes sdao muito préximas, como ilustrado na Figura 19. Este exemplo ilustra de
maneira muito clara a necessidade de uma abordagem alternativa (por exemplo, o
MHA) a resolucao direta do problema original, pois este apresenta todas as carac-
teristicas descritas na Introdugcao deste trabalho. Especificamente, o problema ori-
ginal (4.1) é tridimensional e com coeficientes rapidamente oscilantes (Figura 14), o
qual faz com que uma abordagem direta por um método tradicional, como o método
de diferencas finitas empregado aqui, requeira de uma discretizacao tridimensional
extremamente fina do dominio para conseguir capturar a variagao rapida dos coefici-
entes. Isto implica em um alto custo computacional e no comprometimento da con-
vergéncia do método numérico empregado. De fato, isto foi 0 que aconteceu quando
tentou-se resolver diretamente o problema original (4.1) deste exemplo pelo método de
diferencas finitas. Assim, o MHA forneceu uma alternativa na procura da solucao deste
problema na forma da s.a.f., a qual foi provada ser muito préxima da solucao exata do
problema na se¢ao 4.3. Ainda mais, do ponto de vista pratico, os problemas gerados
da aplicacao do MHA, ou seja, os problemas homogeneizado e locais, sdo muito mais
simples de serem resolvidos. Neste caso, os problemas locais sdo bidimensionais
e seus coeficientes, mesmo nao sendo constantes, nao oscilam rapidamente, o qual
permitiu que o método de diferencas finitas fosse aplicado com sucesso. Ja para o
problema homogeneizado, o qual tem coeficientes constantes, foi resolvido analitica-
mente via o método de Fourier. Por outro lado, a busca da solucao exata do problema
original requeriria de abordagens nao tradicionais, como métodos numéricos multies-
cala (ABDULLE; E, 2003; HUANG; CAO; YANG, 2015). Contudo, isto foge do escopo
da dissertacao, mas sera levado em consideragao ao dar continuidade as pesquisas
nesta area no trabalho futuro.



5 COTAS VARIACIONAIS PARA A ENERGIA EFETIVA E A
LEI EFETIVA DE MEIOS MICROPERIODICOS HOMOGENEOS
POR PARTES

Neste capitulo, o enfoque da aplicagao da homogeneizacao € diferente do que
tem sido feito nos capitulos anteriores, nos quais o objetivo fundamental é a obtencao
de boas estimacoes da solugao do problema original. Neles, como resultados com-
plementares da aplicacao do MHA, foram obtidas gradezas que caracterizam o com-
portamento macroscopico do meio heterogéneo: as propriedades efetivas. Este é
precisamente o objetivo do presente capitulo: o estudo do comportamento efetivo de
meios heterogéneos mediante homogeneizagcao matematica. Estudos com este enfo-
que, geralmente sao realizados sobre meios que apresentam geometrias complexas,
tais como em materiais compdsitos. Materiais compdsitos sao materiais heterogéneos
formados a partir da distribuicdo de dominios ocupados por dois ou mais materiais ho-
mogéneos constituintes diferentes chamados de fases. Nos capitulos anteriores, os
meios heterogéneos estudados apresentavam propriedades que variavam continua-
mente. Neste capitulo, diferentemente dos anteriores, estudam-se compdsitos, os
quais, por serem constituidos por fases homogéneas, apresentam propriedades cons-
tantes por partes. Tal descontinuidade faz necessario impor condi¢cdes nas superficies
de contato entre as fases. O objeto de estudo neste capitulo € um compdsito, bifasico,
nao linear, com estrutura tridimensional microperiodica e contato perfeito entre as fa-
ses constituintes. O comportamento efetivo sera estudado a partir da formulagao vari-
acional do problema, obtendo-se cotas para a energia efetiva e para a lei efetiva deste
compdsito.

5.1 Formulacao do problema

Considera-se um compdsito bifasico periédico, que ocupa um dominio 2 C R? de
fronteira 09 suficientemente suave, de volume |2| e que se obtém da replicagao de
uma célula de periodicidade ¥ C . As duas fases, que ocupam subdominios €2,,
r=1,2,comQ =0, U e NNy, =g, se assumem estar em contato perfeito.
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O comportamento constitutivo do compdsito, isto €, a relacao entre o fluxo o e 0
campo gradiente ¢ é dado por
ow
o, =o0i(x,€) = ﬂ (5.1)
8@
onde W é a fungcao de energia constitutiva do compdsito. O estado de equilibrio do
compésito é dado por

8O'Z' o
5 =0 (5.2)

Todo fluxo o que satisfaz (5.2) € chamado de auto-equilibrado. Com F = o ou W
tem-se

F(z,€) =) xr()Fi(e) (5.3)

onde x.(z) é a fungao caracteristica da fase r = 1,2 e F, é a restricao de F a ,.
O campo gradiente ¢ € dito compativel se, com o simbolo de permutagao de Levi-
Civita definido por

1, seijk € uma permutacao par de {1,2,3}
ik =1 —1, seijk éuma permutagdo imparde {1,2,3} , (5.4)
0, caso contrario

tem-se que
86k

'n‘. ] —

ik (%’j

A equacao de compatibilidade (5.5) expressa que ¢ € irrotacional, de onde segue que
¢ € conservativo, ou seja, que existe um campo escalar « tal que

— 0. (5.5)

_ Ou

€ (5.6)
O contato perfeito das fases implica que todas as grandezas sdo continuas através
das superficies de contato I' = 02, N 02, entre as fases. Especificamente, tem-se a
continuidade do potencial «

e do fluxo o
loni]r = 0, (5.8)

onde [F]r indica o salto de F ao redor de T, e n € o vetor normal unitario exterior a T
Dada a Y-periodicidade do compésito, considera-se u € H,,,.() e, tendo em conta

gue u se estende periodicamente de maneira natural para todo (2, tem-se também a
Y-periodicidade de ¢;,0; € L*(Q).
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Note que, com estas consideracoes, a equacao de equilibrio (5.2) deve ser enten-
dida no sentido generalizado, ou seja,

dp \ B
<Uza$1> - 07 V¢ € H;er(y)a <¢> - Oa (59)

onde (F) = ﬁ/QFdx é o operador do valor médio. Note que (F) = ﬁ/dey por

causa da Y-periodicidade.
Em geral, as condicoes de contorno de tipo eliptica para este problema sao

uloq, = u®, oiniloa, = t°, (5.10)

onde 9902 = 90, U 09, @ = 00, N N, e n & o vetor unitario normal exterior a 0€). Em
caso de condi¢oes uniformes se tem que

u :Eil’i, tozﬁmi, (511)

onde a barra indica uma grandeza constante. E ainda, com certo abuso de notacao,
guando nao se impde uma condi¢ao de contorno a uma grandeza, de todas as formas
denotamos seus valores em 02 como tal condicao, ou seja, (5.10) denota tanto valores
impostos como naturais.

5.2 Teoremas basicos

No presente enfoque, a homogeneizacdo de um compdsito refere-se a encontrar
a dependéncia funcional entre as variaveis médias & e € do modelo que descreve
seu comportamento fisico. Um passo prévio a homogeneizagao consiste em co-
nhecer de antemao tais médias em termos das condigées de contorno aplicadas ao
compdsito, independentemente das relagdes constitutivas. Nesta se¢éo, apresentam-
se generalizagdes de teoremas classicos sobre as grandezas médias.

Teorema 5.2.1 (Grandezas médias). Sejam ¢ compativel e o auto-equilibrado. Entdo:

(a) para a condicdo de contorno geral para v em (5.10) sobre 052 tem-se

1
(€;) = L u"n;dS, (5.12)

em que para o caso da condicdo de contorno uniforme para v em (5.11) tem-se

() =€; (5.13)
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(b) para a condicdo de contorno geral para o em (5.10) sobre 0f) tem-se
1 0
(0;) = — | t'x;dS, (5.14)
€2 Jao

em que para o caso da condicdo de contorno uniforme para o em (5.11) tem-se

Na demonstragao a seguir, leva-se em conta o teorema da divergéncia e, em parti-

; 1
cular, que para o delta de Kronecker se tem que §;; = (0;;) = <aﬂcZ > — x;n;dS.

dz;/ 190 Joo
Demonstracdao. (a) Sejam e e u tais que ¢; = gz e u|sn = u’. Logo,
(€;) = <8a:(l:i> = |_$12| , un;dS = ﬁ ., u’n;dS. (5.16)
Ainda, se v’ = €;x;, tem-se que
1 o 1 [ _
(€;) = ﬁ mu n;dS = @ ., €jx;n;dS = €. (5.17)

Oo;
* =0 com o;n;|aq = t°. Logo,
0xi

(0i) = (0j0i5) = <UJ§_Z> = <a(00£i) - ggjx’> - <8(§—;gxl)> (5.18)

1 1
= — ojrin;dS = — t%2,dS.
1 Joo 9] Jae

(b) Seja o tal que

Ainda, se t° = 5;n;, tem-se que

1 1
=100 e 0 Jon ™ (519)
[
Teorema 5.2.2 (Média do produto - HILL (1963)). Sejam ¢ compativel e o auto-
equilibrado. Entao, para as condicoes de contorno gerais (5.10) se tem

1
<Ji€i> = @ o touodS, (520)

em que para o caso de condicdes de contorno uniformes (5.11) se tem
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~ . . 8 ; a
Demonstragao. Sejam o, € e u tais que 82 —0ee = 8; com omilon = £ € ulpg = .
Entéo, v i

(oi€i) = ( 0y Ou — Now) _ %u _ d(osu)
Ox; Oz oz; o 5.22)
1 1 .
= TAT JlunZdS = — touﬂds.
1€ Joo 19| Joq

Logo, no caso de condicdes de contorno uniformes, de (5.22) tem-se

1
—_— Einieja:jds = 51(@)
o0

(5.23)

Ql
-

N
$

O]

Teorema 5.2.3 (Identidade de HILL (1963)). Sejam ¢ compativel e o auto-equilibrado.

Entao,
1

(giei) — (o)) (€;) = |Q| o

(t° = (oi)ns) (u” — {e;)z;) dS (5.24)

~ . . 80'1‘ ou 0
Demonstracdo. Sejam o, € € u tais que o Oee = o com o;n;laq = t° € ulsg = u
- 4 4
Entao,

(oi€i) — <UJ><€]> = Uzez - <€]> <UZ><€i> + (o) ()

< >—‘/ un,dS%—(aZ €j ]Q]/ n;z;dS
/ (%0 — o + (onile))a;) dS
a L @

K>|’~ K>|

(oi)n;) (u” — (e;)a;) dS. (5.25)

]

Note que a média do produto (5.21) pode ser obtida também considerando as
condigOes de contorno uniformes (5.11) na identidade (5.24).

Teorema 5.2.4 (Otimalidade das condicées de contorno uniformes). Sejam as
condigées de contorno uniformes e valores naturais (5.11) e ¢ tais que

€; = €;(x,€), (5.26)

e (o) = 7, () = €. Define-se a energia média (W)(e) = (W (x,¢e)) com a relagdo
constitutiva (5.1) e (5.26). Entao:
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(a) tem-se que a lei efetiva é

7, = 2NE), (5.27)
at’i
(b) e se a fungéo de energia W (x,€) € convexa, ou seja,
(2
W(z,eV) > Wz, @) + (V) — eE”)%’”, (5.28)
€;
ao considerar as sequintes solugdes do problema (5.1), (5.2), (5.6),
M =¢’ @ =¢ (5.29)
obtidas de condigdes de contorno gerais e uniformes de igual valor médio,
() = () =€, (5.30)
tem-se que
W)@ = (W) () = W (@), (5.31)
sendo /W(E) a energia efetiva. Logo, de (5.27) segue a lei efetiva
5, = W (5.32)
862'
Demonstracdo. (a) Pela regra da cadeia e a relagao constitutiva (5.1) tem-se
oW (z,e)  OWOe; O
oe,  0c 05 oe (5:33)
Calculando a média de (5.33) e levando em conta (5.21), segue que
oWy (e _ 9e;\ _, |\ 9e)

Assim, das condigdes uniformes (5.11) e as médias (5.12), e (5.14) segue que

8(;5]) — §;;, que com = (¢) e & = (o) resulta em (5.27).

€

(b) Substituindo (5.29) em (5.28) e calculando a média com (5.11) e (5.20), segue
que

0~ T (= 1 t0 T\ = _ /0 o\ = __
W)@ = W)@ 2 1y | (" = gmds = (¢ = T)7i=0  (535)

por (5.30). Logo, tem-se (5.31).
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5.3 Homogeneizacao variacional

O problema original definido na secao 5.1 é, em geral, muito dificil de resolver
diretamente. Uma alternativa util consiste na obtencao de estimagdes ou cotas para
as grandezas e expressoes importantes relacionadas com sua solugao, a saber, a
energia efetiva (5.31) e a lei efetiva (5.32). Nesta secao, serao obtidas cotas a partir
da formulacgao variacional do problema original para a energia efetiva e a lei efetiva.

5.3.1 Principios variacionais e cotas para a energia efetiva

O teorema de otimalidade das condicdes de contorno uniformes apresentado pode
ser formalizado como um principio variacional de minima energia que constitui a
formulacgao fraca do problema original.

Teorema 5.3.1 (Principio de Minima Energia). Seja W(x,¢) convexo por partes a
fungdo de energia constitutiva do compdsito. Entado, a solugdo u do problema defi-
nido por (5.1) (5.2) e (5.13) minimiza a energia média (W (x,€)), ou seja,

—~

W(e) = éeig{aﬂ/l/(x, €))s (5.36)
onde 3
S(e) = {e : Ju e H;er(y), € = 8;7 (€) = E} : (5.37)

Demonstragao. A variacao total da energia média cumpre que

OW (x,€)

7 e
361» ¢ >

(W (z,e)) = <5W(m,e)>:<

que se anula dado que délsn = 0, ou seja, se cumpre a condicao necessaria de
extremo para todo ¢ que satisfaz a condicao de contorno uniforme, em particular, a
solucao do problema original. Por outro lado, a afirmacgao (5.36) foi demonstrada em
(5.35) para qualquer condicao de contorno.

Em particular, para condi¢coes uniformes, resulta conveniente escrever e em termos
de sua média e desvio, ou seja, como € = ¢ + ¢°, onde (¢) = € e (¢°) = 0. Logo, sendo
SY = S(0) o conjunto de admissibilidade correspondente a condigdes de contorno
homogéneas para o desvio, o principio variacional (5.36) pode ser escrito como

o~

W(e) = inf (W(z,e+ ). (5.39)

0eS0
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Logo, da diferenciabilidade e convexidade de W (z, ¢), tem-se que

—~

WE) = inf, (W(e.¢)) = jnf (W(xe+e))
> inf <W(m,€ +¢) + (€ — a)%ﬁeow
> W(e) + nf <(E§- - a)—avg(i’ €)>
= W)+ (& —&)o (5.40)
de onde resultam (5.36), a lei efetiva (5.32) e que W\(E) € convexo. O

Da mesma maneira, pode-se garantir a existéncia de um principio variacional simi-
lar a (5.36) em o que corresponde ao problema relacionado a energia complementar
U(z, o), cuja convexidade se pode assumir. Em resumo, o problema para a formulagao
em o € dado pela equacao de equilibrio (5.9), e condicoes de contorno uniformes para
o em (5.11) com as relagbes constitutivas
~ OU(w,0)

€ = ei(x,a) - Do
i

: (5.41)

que em forma variacional € dado pelo principio de minima energia complementar

U@) = inf (U(z,0)), (5.42)

ceS*(a)
onde

S*(7) = {a c o, € LA(Q) | <ai§i> =0,V e H,, (Y),(¢) =0, (o) = a}. (5.43)

Logo, a lei efetiva nesta formulagao é

A (5.44)

Note que as energias constitutivas e efetivas de ambas as formulacdes estao relacio-
nadas, respectivamente, pelas transformadas de Legendre

W(z,e) = sup{eo; — U(z,0)} = U*(x,€) (5.45)

W(e) = sup{e, — Ue)} = U*(e). (5.46)

Note também que, dado o carater nao linear geral das relagdes constitutivas e a
arbitrariedade na forma da célula periddica ), a resolugao direta dos principios va-
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riacionais (5.39) e (5.42) é, em geral, praticamente impossivel. Como alternativa, o
enfoque usual consiste em obter cotas ou estimagoes a partir deles. Nos casos de-
senvolvidos aqui, a generalizagdo a nao linearidade das cotas classicas superior de
VOIGT (1889) e inferior de REUSS (1929) se obtém de substituir campos constantes
(e=¢eo=0)em(5.39) e (5.42), respectivamente, ou seja,

W(E) < (W(2,9) =Y e W,(€) = (W)(E) = (U")(®) (5.47)

U(0) < (U(2,0)) = Y ¢,U,(@) = (U)(a) = (W*)(?), (5.48)

onde ¢, = (x.(z)) é a concentragdo ou fragdo de volume da fase r e o asterisco
representa a transformada de Legendre. Logo, de (5.45)-(5.48) tem-se que

(W) (e) < W(e) < (W)(@). (5.49)

Note que, em caso de comportamento linear, as funcdes de energia constitutiva e
. ~ - 1 = 1.

efetiva sdo formas quadraticas W (z,¢) = i (x)eie; @ W(E) = §aij€1»€j, de onde segue

que (W*)*(e) = (W~1)~1(¢) e, portanto, as cotas (5.49) especializam-se a

(a())ij€E;, (5.50)

de onde se obtém as cotas classicas superior de VOIGT (1889) e inferior de REUSS
(1929) para a propriedade efetiva (a~!(z))~* < @ < (a(z)) dadas por (4.83) (para o
caso isotrépico) no capitulo anterior. Ainda mais, note que, no caso unidimensional,
esta cota inferior coincide exatamente com a predigéo dada pelo MHA: @ = (a™!(x)) .

A vantagem destas cotas consiste em que nao dependem da geometria de ) e,
portanto, sdo aplicaveis a todos os compositos que tenham a mesma relagao cons-
titutiva e as mesmas concentragdes de fase. Mas isto também é sua desvantagem,
pois ao nao levar em conta detalhes da geometria, as cotas classicas resultam muito
amplas. Por isso € usual emprega-las apenas para controlar outros resultados mais
precisos que devem estar contidos entre elas. Para melhorar as cotas classicas, sera
exposta a seguir a metodologia variacional de HASHIN; SHTRIKMAN (1962a,b, 1963)
generalizada para compdsitos nao lineares.

Seja um composito linear de comparagéao com propriedade a" e a mesma microge-
ometria que o compdsito ndo linear, ou seja, cuja funcdo de energia

WOz, ) — %agj(x)eiej (5.51)
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satisfaz uma relacao similar a (5.3). A transformada de Legendre da diferenca entre
as fungdes de energia € dada por

(W =W (w,n) = sup{nie; — (W = W°)(w, )}, Vn, (5.52)
e ao desprezar o supremo e isolar a fun¢ao de energia W (x, ¢) tem-se a desigualdade
Wz, €) > nie; + Wo(x,€) — (W = WO)*(z,1), V. (5.53)

Entao, da aplicacao do principio de minima energia (5.36), segue que

—

W(E) = inf (et WO(w, ) = (W = W) (z,m). (5.54)
ecS (e
Note que a cota inferior (5.54) sera nao trivial se a diferenca das fungdes de energia
tem crescimento superquadratico, ou seja, se cumpre a condicao

(W — W9 (z,€)

" — 00, quando |e| — oc. (5.55)

Se faz necessario especificar a forma da polarizagao n. Um escolha natural é consi-
dera-lo constante por partes, ou seja,

n=>_ X (5.56)

Em particular, tomando n = 0 em (5.54) tem-se a cota a inferior de PONTE CASTA-
NEDA (1991)

WE >W@+Y e min{ (W, — W?)(e)}, (5.57)
onde
W(e) = gayes, (5.58)

€ a energia efetiva do composito linear de comparagao cuja propriedade efetiva é a°.
Note que, de fato, (5.57) representa uma familia paramétrica de cotas inferiores com
parametro «°, que é a propriedade constitutiva do compésito linear de comparacao.
Logo, para obter a melhor destas cotas inferiores, ou seja, para escolher o compdsito
de comparacao cujas propriedades fornecem a melhor cota inferior, isto €, 0 compésito
linear mais parecido com o compaosito nao linear estudado, o lado direito de (5.57) deve
ser maximizado com relagéo a a°.

Por causa do crescimento superquadratico de W (z,¢), ndo € possivel obter uma
cota superior a partir desta estrutura (WILLIS, 2000). No entanto, no caso particular
de compdsitos formados por inclusées nao lineares (com energia Ws(e)) inseridas em
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- : 1
uma matriz linear (com energia W, (e) = §a§;)

como segue (TALBQOT, 1999, 2000). Fazendo

€i€;), € possivel obter uma cota superior

Uz(0) = sup{oie; — Wa(e)} > aie; — Wa(e) (5.59)

€

tem-se que

Ux,o) = xi(x)Ui(0) + xa(2)Us(0)
> x1(x)Ui(0) + x2(z)(0ie; — Wa(e)), (5.60)

7]
energia complementar (5.42) tem-se

1 _
onde U, (o) = Qb@)aiaj com b = (a) ', Substituindo (5.60) no principio de minima

U@) > inf_(xi(2)Ui(0) + xa(w)oies) — c2Wa(e), (5.61)

T 0eS*(@)

que através da transformada de Legendre (5.46) induz uma cota superior para /W(E).

Observe que o primeiro termo do lado direito de (5.61) é a energia efetiva comple-
mentar de um compdsito linear com matriz com propriedade «") contendo inclusdes
com propriedade infinita e uma polarizagao ¢ aplicada nas inclusoes. A propriedade
efetiva deste compdésito, que sera o de comparacgao, € a>°. Para o calculo do infimo
em (5.61) emprega-se a seguinte versao da formula (15) de TALBOT; WILLIS (1992)
(ver também TALBOT (1999, 2000)):

Lt <Z Lot (0 3 ) }> = L ule)7 7+ )

r=1
(o) ) o (0 ) ()] [ (00 2) ()

onde,com A = b, 7, (A) = ¢, A", ebéa propriedade efetiva complementar correspon-
dente. Logo, assumindo 7 = 0, 7® = ¢, bV = (a(l))_l, b =0eb ! =3~ tem-se

que
- L (N 55 4 o5
el‘slvl*f&i) (x1(x)Ui(0) 4+ xa2(z)04€;) = 56 (a )ij 0:0j + C20€; (5.62)

1 _1 o 3 -
_ 5 (01 (a(l))ij — (CL )ij1> (Uz‘ . ag?‘%) <Uj _ aﬁ)q)

Logo, substitui-se (5.62) em (5.61) para obter uma cota inferior para a energia efetiva
complementar (7(6). Finalmente, de aplicar a tal cota inferior a transformada de Legen-
dre (5.46) se obtém uma cota superior para a energia efetiva /W(E). Especificamente,
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0 supremo € atingido quando

7 = age; + (af) — GF)e;. (5.63)

Assim, obtém-se a cota superior de TALBOT (1999)

aEE + (a(jl) - ag;) e + % (a;o —(1+ c2)a§]1.)> cicj + s Wale).  (5.64)
Note que, de fato, (5.64) representa uma familia paramétrica de cotas superiores
com parametro ¢, ou seja, a polarizacao aplicada nas inclusdes do compdsito de
comparacao. Logo, deve escolher-se a polarizacao ¢ que produz a melhor destas
cotas superiores e, para isto, (5.64) deve ser minimizado com relacao a e. E ainda, as
cotas melhoradas (5.57) e (5.64) dependem das propriedades constitutivas e efetivas
do compdsito de comparagao correspondente. Portanto, &€ necessario ter estimagoes
ou cotas lineares para tais propriedades efetivas.

Em suma, (5.57) e (5.64) representam familias paramétricas de cotas onde os
parametros sdo: para (5.57), as propriedades constitutivas «° do compésito de
comparacao, e para (5.64), o campo gradiente e. Em ambos os casos, para esco-
lher a melhor cota de cada familia, devem-se realizar processos de otimizagao com
respeito a tais parametros.

5.3.2 Cotas para a lei efetiva

Os resultados apresentados até agora se referem a obtengao de cotas para a ener-
gia efetiva. Outro problema importante é o estudo das leis efetivas que no caso nao li-
near, tem sido pouco investigadas por métodos variacionais (MILTON; SERKQV, 2000;
TALBOT; WILLIS, 2004; PEIGNEY, 2005), pois como se sabe, em geral, a derivada de
uma cota nao produz uma cota da derivada, mas apenas uma estimagao.

Seguindo uma observacao de MILTON; SERKQOV (2000), a relagao constitutiva
(5.1) pode ser representada como (o, ¢) € K(z) onde

K(x)=A{(0,¢) | 0 = o(z,€)}. (5.65)

Note que em (5.65) ndo se assume a existéncia de uma fungao de energia para o
composito. Isto permite aplicar o método variacional a situacées em que tal funcao
de energia nao exista ou nao seja convexa. Neste caso, & possivel representar a lei
efetiva & = 5(¢) como (7, ) € K, onde

K ={(7,¢) |7 =5(e)} (5.66)
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Agora, define-se o potencial indicador das relagdes constitutivas como

K
V(z,0,e) :{ 0. 88 (z,0,€) € K(x), (5.67)
oo, caso contrario.
Note que, em vista de (5.3) tem-se que
2
V(z,0,6) =) xi(2)Vi(0.0), (5.68)
r=1
onde
K.,
Vifo.e) = { b ose (e € b, (5.69)
oo, caso contrario.
com
K, ={(o,¢) | o =0.(6)}. (5.70)
Define-se também o potencial efetivo correspondente como
VE,e)=  inf  (V(z,0€), (5.71)

(o,6)eS*(T) xS ()

onde S*(7) e S(€) sao definidos por (5.43) e (5.37), respectivamente.
Note que, de fato, o potencial efetivo (5.71) € o potencial indicador da lei efetiva
(PEIGNEY, 2005), ou seja,

5.9 0, se (7,¢) € K, 5.72)
0,€) = .. .
00, Caso contrario.

Demonstragdo. Seja (7, ¢) arbitrario. Se (7,¢) € K, entdo existe (c,¢) € S*(7) x S(¢)
tal que (o,¢) € K(x) para todo z € (2, de onde V(z,0,¢) = 0 e, portanto, 17(6, €) = 0.
Por outro lado, Se (7,¢) ¢ K, entdo existe z € ) tal que (0,¢) ¢ K(z) para todo
(0,¢) € 5*(7) x S(€), de onde V(z, 0, ¢) = oo e, portanto, V(7€) = cc. O

A ideia ¢ limitar inferiormente a V(z,¢). Com efeito, se tal cota inferior for posi-
tiva, entdo (7,¢€) ¢ K. Portanto, K esta contido no conjunto dos pares (7,€) tais que
)7(6, €) < 0. Para obter a cota inferior, utilizaremos a metodologia de Hashin-Shtrikman
de maneira similar ao que foi feito para a energia. Considera-se um potencial de

comparacao que segue a geometria do composito de nao linear, ou seja,
0 Lo 1bO L 5.73
V (l’, g, 6) = §aij(x)€i€j + 5 ij(IL')O'iO'j — 50'2‘67; ( . )

que satisfaz uma relacao similar a (5.3). Note que, em geral, as propriedades cons-
titutivas a” e b correspondem a dos compdsitos lineares de comparacéo diferentes,
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ou seja, (a®)~! # 1°, o qual permite tratad-los de forma independente. E ainda, da
transformada de Legendre da diferenca dos potenciais

(V = V) (2,1,€) = sup{nioi + &ei — (V = VO)(2,0,¢)}, (5.74)
para todo par 7, &, resulta que
V(l’, g, 6) 2 105 + giei + Vo(x7 g, E) - (V - Vo)*(xa n, g): (575)

de onde, aplicando (5.71), segue a cota inferior

V(7,e) > inf 0+ e + V0 (,0,€) — (V= VO)*(z,n,€)). 5.76
(@.€) (Uﬁe)eggms@@a §i€ ( ) —( ) (x,1,8)) (5.76)

A escolha mais simples das polarizagées (n, &) é considera-las como constantes de-

notadas por (7, £). Neste caso, a cota (5.76) torna-se, para todo par (7, &),

V(@) > 1,0, + &6 + V' (5,8) — > e =V @.9). (5.77)

r=1
com o potencial efetivo de comparagao

“ 1 1+ 1
W (7€) = éa\?ja@ + ib?jmaj — 503 (5.78)

Levando em conta (5.69) e (5.70) no dltimo termo de (5.77) tem-se, para todo (7, &)
que

V=V (@6 = fug{ﬁiov +&e— (Ve = V))(06)}

= sup {ﬁio'i + &6+ V) (o, 6)}

(o,€)EK,
= sup {7,0,i(€) + Eiei + V) (0v(€),€) } (5.79)
onde . ) .
Vo(o,.(€),¢€) = §a8ij6i6j + ibgijori(e)m«j(e) - 50%(6)61. (5.80)

A nao trivialidade de (5.77) segue da finitude do supremo em (5.79), o que leva a

considerar
lo-() — 0, quando |¢| — oo,

< (5.81)
W=0, se |U’|"€(|€)| — 00, quando || — co.

sendo que, na maioria das aplicacdes, cumprem-se as condigdes do segundo caso.

al =0, se
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Disto, e considerando (5.72) em (5.77), tem-se que
ajee; — YoV = V) (1,9, (5.82)

Como notado por TALBOT; WILLIS (2004), se a microestrutura do composito é
isotropica, entdo é possivel supor que 7, €, 77 e ¢ sdo paralelos, o qual permite trata-los
como escalares. Entao, da cota (5.82) resulta

1 - 7
7 (55 - ﬁ) > G+ AT =) 0, = V)@ 9. (5.83)

r=1
onde A° = a?jyiz/j com v o vetor unitario que indica a direcao do paralelismo assumido.
. . 1
Observe que, de fato, a cota (5.83) produzird uma cota superior se 77 > 53, e uma cota
o 1 . . : , ~
inferior se 77 < 5%, respectivamente, e isto, levando em conta a lei efetiva 7 = 7 (e).
Observe também que tais cotas obtidas de (5.83) dependem de cotas ou estimagdes

para a propriedade efetiva a° do compoésito de comparagao e devem ser otimizadas
com respeito a &, ij e a’.

5.4 O MHA aplicada a compdsitos unidimensionais

Nesta secao o algoritmo do MHA aplicado a composito é apresentado, em particu-
lar, para um compdsito bifasico unidimensional, ver Figura 20.

A versao unidimensional do problema formulado na segdo 5.1, considerando
condigdes de Dirichlet homogéneas, é

(d x duf

2o\ =0,z € Q\TI*,
x du® _0
FEE)]L - 509
[u]re =0
u® =0,z € 0N

\

,,,,,

Note que aqui Y = <Y, Y = (0,1).

A construcao da s.a.f. segue 0s mesmos passos que o realizado na segao 3.3,
mas agora, sem a dependéncia do tempo, com auséncia de fontes e com condigbes
de contorno homogéneas. A novidade esta nas condicées de contato em (5.84), que
estabelecem a continuidade do potencial » e do fluxo ¢ através das interfaces T*.
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— s i -y -y ) X
0i c,& € 2cie 2e 3cie 3e i i(n-2)ei(n-1)e: il=ne

SRR I N B N

0 ¢ 1 26,2 3¢ 3 n-2 i n-1: n y=x/e

(n-2)cy (n-1)cy

Figura 20: Compodsito bifasico unidimensional de comprimento unitario e e-periddico
1

parac = —, n € N.
n

Logo, constroi-se a s.a.f. do problema (5.84) da forma

U(2)({I?,€) = uO(CC) + ET’U,I(ZC,y) + 52”2(‘7:73/)7 y= 27 (585)

onde u; € u, sao fungdes 1-periddicas em y.
15

Ao linearizar o de (5.84) com respeito a € = l; na vizinhaga do termo de O(1) da
derivada de (5.85), apés aplicada regra da cadeia, obtém-se

du® dug  Ouy oo duy  Ouy ou;  Ous
a(y, dx)NU(y,%—i-a—y)—FEE(y,%—Fay)<8x+8y>. (5.86)
De substituir (5.86) na equacao de (5.84), aplicar a regra da cadeia, e agrupar

por poténcias de ¢, obtém-se uma igualdade assintética que, para ser satisfeita, os
coeficientes dos termos de ordens O (¢7!) e O(1) devem anular-se, ou seja,

0 du ou
-1 0 1
: - = 5.87
: Ay [ (y, dx Ay )] . ( )
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0 du ou 0 0o du ou ou ou
0. Y “e¥o Y vve o 1 1 2 _
c " Ox [U (y, dx + 8y)} +8y [86 (y, dx + 8y) (8x + 0y>} 0. (588)
De substituir a assintética (5.85) e a aproximacao linear de o(y,¢) (5.86) nas
condicdes de contato em (5.84), tem-se para cada x fixo,

[T = [uo(@)]r + e[us(w, y)Ir + *[uz(z, y)]r (5.89)

e

du® N % n % n 8_0 % N ouy ouy N Ous
“\Y iz FN 7Y oy J1r “loe \Y dr oy oz 0y )|y’
(5.90)
onde I' = ¢7'I'*. Se todos os termos de (5.89) e (5.90) se anulam, entdo satisfazem

as condi¢oes de contato do problema (5.84) exatamente. Note que, devido uy(z) ser
continua, seu salto em qualquer ponto € nulo. Entao, para todo = € [0, 1] resulta

dug  Ouy do dug  Ouy Oou,  Ous
bl el — - - = .91
POz )] o 7 a5 (Ga)] -0 e

[ui(z,y)]r =0, [ua(x,y)]r = 0. (5.92)

Em seguida, ao substituir (5.85) na condicao de contorno em (5.84), levando em
conta a 1-periodicidade em y de u; e us, tem-se

up(0) = up(1) =0, u1(0,0) = uy1(1,0) =0, uz(0,0) = uz(1,0) = 0. (5.93)

A partir da equacao (5.87) e condigoes para u; (5.91), (5.92) e (5.93) formula-se o
problema P, para u;:

( 8 dUQ 8U1 .
a—yo‘ y,%—i—a—y —0,$€Q\F,
dUO 8u1)ﬂ { 1}
7_+_ :07 07_
Py : HU (y | M R (5.94)

fue e = 0. v # {02}

u1(0,0) = uy(1,0) = 0.

\

De maneira similar, de (5.88), e as condi¢oes para u, em (5.91), (5.92) e (5.93)
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obtém-se o problema P, para u,, ou seja,

(0 dug  Oug 0 0o dug  Ouy Oou;  Ousy
-1 i e - = Q\TD
8x[0<y’dm+8y) +8y[8e y’dx—i_ay)(@ij@y)} 0,z € QAT

|[80 (y, duy N 8u1) oy N Ous _ 0,y 4 {O,E}

N———

e dr Ay Ox dy
1
[[UQ(:L‘??/)]]F - Oa Yy 7é 07 g
[ u2(0,0) = u(1,0) = 0.

PQ: T

(5.95)
Note que o problema P, define uma familia paramétrica de problemas com

R du en ~ o
parametro —2. A existéncia de solugcao 1-periddica para este problema se garante
x .
através do seguinte Lema:

Lema 5.4.1. Existem fungbes N:(y,€) 1-periédicas em y, solugbes da familia pa-
ramétrica de problemas P¢ com pardmetro € independente de y definida por

(d dN;
“o(ye+=2L)=0,y¢T

_ . dN _ 1
P |[“ (y’”d_y)ﬂr_o’ ‘“A{O’E} (5.96)

Wit =0,y # {0.2
\ M(O7E) = 07

d
onde€ = % eN (y, 20) = uy(z,y).

A demonstracao deste lema é analoga a realizada para o Lema 3.3.1.

A garantia da existéncia de u, solucdo 1-periddica do problema P,, segue de
calcular a média da equacao (5.95). De levar em consideracao a 1-periodicidade de
ui, uz € o € as condigdes de contato, tem-se assim a equagcao homogeneizada

d dUO (9u1

el It S B .97

dx<a(y’dx+0y)> 0 (5.97)
Logo, o problema homogeneizado Py é definido por (5.97) e as condigdes para u, em
(5.93), ou seja, com

~i—\ dUO (‘3u1

o(€) = <o— <y, = "oy >> (5.98)

temos a lei efetiva @ = 5(€) e o problema homogeneizado Py:

d (%) _9
Py - { dz’ \dz ) 7 (5.99)
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A demonstracao do Lema 5.4.1 sobre a existéncia da solugao do problema P; nos
oferece um método simples para a obtencao da lei efetiva (5.98). Note que a equacao
de (5.94) implica que ¢ nao depende explicitamente de y quando avaliada na solucao
u1 do problema local. Portanto, tem-se

PO dug — Ouy B dug = Oup)  _
U(E)—<O‘(y,%+a—y>>—0(y,d—x+a—y)—0'. (5100)
A . - - .~ dM
Da existéncia da inversa da relagao constitutiva o(y, ¢) segue que €(y,7) = € + T
Y

e de sua média, resulta que € = (¢(y,7)). Logo, basta inverter esta expressao para
obter uma expressao ou uma formula para a lei efetiva. E ainda, por causa do carater
unidimensional deste problema, a energia efetiva é obtida da integracao da lei efetiva
obtida, ou seja,

W(e) = /068(s)ds. (5.101)

5.5 Um exemplo integrador

Nesta seg¢ao, apresenta-se um exemplo unidimensional para o qual se comparam
as cotas variacionais e a estimacao pelo MHA tanto para a energia efetiva quanto para
a lei efetiva. Na primeira situagao, como a estimacao pelo MHA é obtida diretamente
para a lei efetiva, se resolve (5.101) para obter a estimacao pelo MHA da energia
efetiva.

Seja um compdsito como o estudado na secao anterior € que obedece as leis

oi1(e) = ae ) oa(€) = age” X
1 ,y€€_Q1 € 1 n 7y€€_Q2
Wi(e) = §a162 Wy(e) = n——|—1a26 1
(5.102)
onde a,, r = 1,2, sao constantes.
Primeiramente, deve-se obter a estimativa via MHA da lei efetiva para
o(y,€) = x1(y)are + x2(y)aze". (5.103)

Assim, aplicando o algoritmo descrito no final da segao anterior a

dug | Our\ dug  Owy dug  Oug \"
o (yu dr + a_y) = x1(y)am (% + 8_y> + x2(y)as <% + 8_y) ; (5.104)
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. d 0
considerando que o <y, o + ﬂ) = o, tem-se
dz oy

d 0
T=a Ho | T Ly €y,
dx dy
n (5.105)
- dUO + 0u1 c _IQ
0 = Qg dr _8y y yee& 25
~ . _ ~ dUO 8U1
Entéo, da inversa de @ = o(z,¢) com relagdo a ¢ = T + En resulta
dUO 8U1 o o %
— 4+ — = — — ) . A
=) () ) (2) (5.106)

Da média de (5.106), levando em conta que u; é 1-periddico com relagao a y, se obtém

duy ___ (i) tor (i> "), (5.107)
dx ax az

ou seja, ¢ = o !(7), de onde sua inversa determina a lei efetiva 7 = 5(¢).
: , : o . g o€, . ~
A lei efetiva normalizada com relagao a lei da fase linear — = —_> € obtida entao,
ai€ al1€

apds algumas manipulagdes algébricas, de forma implicita como

o C (05} Qa9 _. o C (45} Qa9 _.
l—a— | +2 (=2 ¢ l—g— | -2 (=2 ¢ =0.
aie C1 aq aq aie C1 aq aq

(5.108)
Para fins computacionais, esta relacao pode ser formulada como
R"+ AR - A =0, (5.109)
onde . .
R=1—c-2,A=2)\%2%"7 x =2 p=log, (%62>, (5.110)
a1€ c1 ay ai

, T - , . .
e de considerar — > (0 tem-se como condi¢cao que R < 1. Assim, obter a lei efetiva
ai€
normalizada requer obter a raizes reais da equacao polinébmica (5.109), que sao duas
para n par e uma para n impar. Para n par, considera-se a raiz real que gera 0 menor

oy g
valor positivo de —.

al€ _
Obtido tais valores para ;%, € possivel reescrever a relagao (5.101) como
— GG a? ad as o as o
W(E) = | aje——de =— Fl|—=e)d|—¢€). (5.111)
0 ape 2ay Jo ay aq

Logo, a estimativa pelo MHA para a energia efetiva normalizada com relacdo a fase
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linear € dada por

E(g) — (%52) _I/ZTEQ F(t)dt (5.112)
Wi ay 0 ’ .
cuja formulagao computacional €
w 2
—:2’”/ F(t)dt, 5.113
=2t Ew (5.113)
onde t = %62, e F(t) é dado de forma implicita por
1
(1— aF)" + 2N T (1 — o F(t) — 2N T3 = 0. (5.114)

C1 C1
Considere agora as cotas classicas da energia efetiva, definidas por (5.49), norma-

lizadas com relagao a energia da fase linear. A cota superior de Voigt é dada por

<W> _ Co a9 35“ (05} _9 ”;1
= 2 — — A1
W1 (6) @ + n + 1 aq aq ¢ ’ (5 5)

cuja formulacdo computacional €

<W> Co 3—n anlp_i_l

= Az 2 :
W Cl+n+1 2 (5.116)
Ja para a cota inferior de Reuss, se obtém de (5.48) que
A/ _4C1_. _% N __ntl
<W ><0—):all§102+62a2 n—_HO- n o, (5117)
e pela transformada de Legendre se obtém
o\ * (= ar G202
<W > (6) = 2_61(6_62€R)2+n——|—16R+17 (5118)
em que e € a raiz do polindbmio
E—c2eR—01%67§:0. (5.119)
a1
Se considerar ¢ = t¢, a relacao (5.119) pode ser reescrita como
S—Tn n;l
1— et — ¢ <%> (952) =0, (5.120)
aq aq

gue pode ser formulada computacionalmente através de

1—cot — i\ 2 2" P = (), (5.121)
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Assim, a forma normalizada da cota inferior (5.118) é dada por

3—n n—1

Wy (e | o (ag) ’ (@E2>2tn+1 (5.122)

) 2
Wy 1 n+1\a aq

ou ainda, sua formula¢cao computacional por

W* * 1 - t 2 —n n—
< W1> _ ( Clc2 ) + n(—:i 1)\372Tlp+1tn+1 (5123)

com t > ( obtido como a menor raiz real positiva de (5.121).
Por outro lado, a cota inferior de Ponte-Castafeda (5.57), considerando W}y = W1,

1 1 e\
0 _ 0_2 ~0 __ 1 2 4
WQ(E)—§a€ ea —<a—1+@) , € dada por
1 1 [a®\ "1
= Com — a \ "
W(e) > —a'%¢* — = — 5.124
(€)= gae 2n+1a2<a2) ’ (5.124)

n+1

n—1 -1
<@z2) , (5.125)

ai

= n=3
w a? n—1/ay\" " [a°
FEz e () (=
W1 aq n+1 aq aq
a? co\ L a’ . , - .
onde — = <c1 + —) com z = —. Note que a equacgao (5.125) € uma familia unipa-
aq z ay
ramétrica de cotas inferiores, onde o parametro z esta relacionado a propriedade do
material de comparacéo a°. Assim, para obter a melhor das cotas inferiores, otimiza-se

(5.125) com relagao a z, ou seja,

W C -1 n_l n—3 n 7
leril%({<cl+§> —cgn_i_l)\nf?znﬂQ p}. (5.126)

Finalmente, de (5.64) se obtém a cota superior de Talbot, dada por

= 1 - 1
W(E) < 5@ + (a, — a)ee+ 5 (@ — (L+ c)ar) € + n@—flenﬂ, (5.127)
onde .
. —
o0 _ lim (ggf_z) w1 (5.128)
ap—r00 ai a C1 ap C1

A forma normalizada com relagao a energia da fase linear desta cota superior, levando
em consideracao ¢ = te, €

n—1

w _ 2 5 =
E(E)S—(l c2t) +c 2 (%) <%€2> L (5.129)

2
W1 C1 n+1 aq aq

A relagao (5.129) é uma familia uniparamétrica de cotas superiores com parametro t.
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Logo, para obter a melhor destas cotas, otimiza-se (5.129) com relacdo a ¢t > 0, ou
seja,

/\LL . (1 - CQt)Q C2 3—n n-—1
< =t o 5—p+lmn+l ) )
Wl_rtn>1(1)q{ c n—i—1>\222 ! (5.130)

O valor de t que fornece o minimo em (5.130) € obtido da condicdo necessaria de
extremo
1—cot — i\ 2 2" P = (), (5.131)

Note que, neste caso, as cotas inferior de Reuss e superior de Talbot sao iguais.
Com efeito, as expressdes das cotas (5.122) e (5.129) sao idénticas, ambas depen-
dentes do parametro ¢, o qual &€ obtido das condi¢cdes (5.121) e (5.131), respectiva-
mente, que por sua vez, sao iguais, sendo que a primeira é obtida das condigdes
necessarias de extremo no calculo dos supremos nas transformadas de Legendre, e
a segunda da condicado necessaria de extremo na obtengao da melhor cota superior
(5.130) da familia uniparamétrica, com parametro t, dada por (5.129).

Da igualdade entre as cotas superior de Talbot e inferior de Reuss, se pode deduzir
trés fatos importantes: o primeiro é que a energia efetiva do compdsito é exatamente
determinada pela realizagao destas cotas; o segundo é que, como no geral, a cota de
Ponte-Castaneda esta contida entre as cotas superior de Talbot e inferior de Reuss,
neste caso, ela tera que ser exatamente igual que elas; e o terceiro, é que a estimativa
obtida pelo MHA, que também deve estar contida entre as cotas de Talbot e Ponte-
Castafneda, também tera que ser igual que estas. A igualdade destas quatro estimati-
vas podem ser visualizada na Figura 21, onde CSV se refere a cota superior de Voigt
obtida de (5.116), CST a cota superior de Talbot obtida de (5.130), CIR a cota inferior
de Reuss obtida de (5.123), MHA a estimativa obtida via método de homogeneizacao
assintética obtida de (5.113) e CIPC a cota inferior de Ponte-Castafieda obtida de
(5.126). Na Figura 21 ilustra-se o0 comportamento da energia efetiva normalizada pe-
rante a variacao de seus parametros. Em particular, na Figura 21(a), plota-se em

funcao de log, <%€2), para c; = 0.5, n =2e % = 2; plota-se na Figura 21(b) em
1 1

fungao de ¢, para log, (%?) =05 n=2e % = 2; plota-se na Figura 21(c) em
1 1

funcao de n, para log, (%62) =0.5,c0=05e % _ 2; e por ultimo, plota-se na Figura
ai a1

21(d) em fungao de %, para log, (%32) =0.5,c0=05en=2.
1 1
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Figura 21: Estimativas para a energia efetiva normalizada.

: o : , . (€ (e
A seguir, apresentam-se as estimativas para a lei efetiva normalizada — = —=

a1€ a1€ '
A estimativa pelo MHA foi obtida no inicio desta secao e é dada implicitamente pela

equacao (5.108). Entao, considere a versao unidimensional da cota formal (5.82), que
é

— 1/\0—2 O\* (= ¢

oe+ Sa'e - > W =V ([@,€). (5.132)

1
0>mno € — —
> no + &€ 7 2

~ . 1
Observe que, como em (5.83), esta expressao gera uma cota superior para 77 > 5%,

e uma cota inferior para 77 < %E. E, ainda, note que essas cotas sao, de fato, familias
paramétricas de cotas superiores e inferiores com relagdo aos parametros 7, £ e a?,
r = 1,2. Vista a complexidade de otimizar tais cotas com respeito a esses quatro
parametros, a seguir apresentam-se casos particulares destas cotas os quais sao
mais simples de serem implementados.

Considerando a? = 0 e & =0, obtém-se a seguinte vers&o otimizada das cotas de
MILTON; SERKQOV (2000):

max F(7],€) < 7(€) < min F(7}, ), (5.133)

onde
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1 11 on \"*! 1\ !
F(n,€) = <01§a1ﬁ2 +02§G2n+ 1 (n—i— 1) ﬁnH) (ﬁ— §E> ; (5.134)

cuja forma normalizada, para 7; = t¢, € dada por

max F'(t,€) < g
t<i ay

Q)

< min F'(t,€), (5.135)

t

ol

1
2

onde

1 on \"M Qo i as T
F €) = 2 _“ L2 n+1 2% — 1 71. q
(t,€) (Clt +02n—|— . (n—i—l) (a1> (ale ) t (2t —1) (5.136)

A formulacao computacional de (5.136) € dada por

n—1 on \" sa_ne
F(t,e) = <01t2 —e— (n+ 1) )\32221%”“) (2t —1)~". (5.137)

Os experimentos numéricos realizados com (5.135) e (5.137) monstraram que apenas
a cota superior € relevante, pois a inferior € 0 ou —oo, dependendo da paridade do ex-
poente n. Logo, se faz necessario obter uma cota inferior nao trivial. Para isto, segue-
se a ideia da obtencao da cota inferior de Ponte-Castaneda, ou seja, consideram-se
7=0,(=0ea)=a, em (5.132). Assim, obtém-se a cota inferior normalizada

n—3 n+1 n+1
~=y 0 _ w1 =1 [0\ n-1 -t
U_E_) >4 1 (a2 2 42 9222 (5.138)
a€ aq 2 ay n+1 aq ay

e sua formulagao computacional, considerando a aproximacao por MHA da normali-

av e\ ! al
zada—:<cl+—2> com z = -2, é
aq z aq
ol -1 n n— n
7 2max{<cl+2> —co(n—1) (n—i—l)_rﬂ Anbnzlpznﬂ}. (5.139)
€ 2>0 z

Na Figura 22 é possivel visualizar o comportamento de tais estimativas para a lei efe-
tiva normalizada perante a variacao de seus parametros, em que CS, MHA e Cl se re-
ferem, respectivamente, a cota superior (5.135), a estimativa (5.108) obtida via método
de homogeneizagao assintotica, e a cota inferior (5.139). Em particular, nas Figuras

22(a), (b), (c) e (d), tais comportamentos estao plotados em fungao de log, (%EQ),
ai
para co = 0.5 e n = 2 fixos, e % _ 0.1, %2 _ 0.5, 2 _9e® _ 10, respectivamente;
aq aq

aq aq
em seguida, nas Figuras 22(e), (f), (g) e (h), tais comportamentos sao plotados em
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fungao de ¢, para log, (@?) = 0.5 en = 2fixos, e %2 _ 0.1, G2 _ 0.5, 2 =2e
aq ai ay

BT respectivamente.

(3]
2 2 2 2
—CS (b) (c) (d)
—MHA
1.5—ClI 15 1.5 1.5
G
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Figura 22: Cotas para a lei efetiva normalizada com relagao a energia da fase linear.

De forma geral, a partir da Figura 22 pode-se concluir que a cota superior nao é
tdo boa, devido a escolha de ¢ = 0. Conjectura-se que a otimizacao, também com
relacdo a este parametro, fornecera uma cota superior melhor do que a apresen-
tada. Por outro lado, observa-se que a cota inferior € muito préxima da estimativa
por homogeneizagao assintética. A procura de uma cota superior melhorada, sera
objeto de estudo em trabalhos futuros.



6 CONCLUSOES

A seguir sao apresentados os resultados desta dissertacao por capitulo:

1. No capitulo 2, o método de homogeneizacao assintotica foi apresentado e apli-
cado a um problema unidimensional, linear, estatico e com coeficiente continu-
amente diferenciavel. Demonstrou-se, mediante o principio do maximo gene-
ralizado correspondente a este caso, a proximidade entre as solugOes exata,
assintética e homogeneizada, que foi de ordem /z na norma de H;.

2. No capitulo 3, realizou-se a generalizagao dos resultados do capitulo 2 aos ca-
sos dinamicos das equacgdes do calor e da onda, respectivamente, inclusive a
demonstracao da proximidade entre as solugoes exata, assintética e homoge-
neizada. Além disso, foi estudado o problema da difusdo com fluxo nao linear
com relacdo a derivada da incognita, e a proximidade entre as solucdes exata,
assintotica e homogeneizada foi ilustrada. E ainda, foram apresentadas as ideias
fundamentais da aplicagcao do MHA em equacgdes com nao linearidades mais ge-
rais, em particular, com fluxo e fonte dependentes explicitamente da incognita.

3. No capitulo 4, a aplicagao do MHA apresentada no capitulo 2 foi esten-
dida ao caso multidimensional, demonstrando-se inclusive a proximidade en-
tre as solucdes exata, assintética e homogeneizada. Demonstrou-se também
a conservacao da simetria e do carater definido positivo do coeficiente efetivo.
Ainda, apresentou-se um exemplo ilustrativo.

4. No capitulo 5, estudou-se a generalizagao do problema do capitulo 4 ao caso
nao linear e de propriedades constantes por partes, isto €, a compdsitos.
Desenvolveu-se uma abordagem alternativa a partir da formulacao variacional
do problema. Provaram-se resultados basicos sobre as grandezas médias, € a
otimalidade das condi¢des de contorno uniformes, no sentido de que elas produ-
zem um minimo da energia média do compdsito, isto €, a energia efetiva. Como
consequéncia, tem-se a definicdo da energia efetiva mediante o principio de
minima energia, o qual constitui a formulacao fraca do problema de contorno ori-
ginal. A partir do principio de minima energia e o seu dual, o principio de minima
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energia complementar, obtiveram-se cotas variacionais tanto para a energia efe-
tiva quanto para a lei efetiva do compésito. Estas cotas foram comparadas com
a estimativa obtida a partir do MHA em um exemplo integrador unidimensional,
o qual mostrou a relevancia da abordagem variacional da homogeneizagao.

Dos resultados descritos acima, pode-se concluir que o MHA é uma alternativa efi-
caz para problemas com coeficientes que variam rapidamente com relagao a posigao,
em que a obtencao direta da solucdo nao € possivel por métodos tradicionais. Por
outro lado, a abordagem integradora de cotas variacionais nao lineares e estimati-
vas lineares por MHA também mostrou-se eficaz no estudo do comportamento efetivo
de meios heterogéneos. No entanto, foram identificadas situacdes que requerem um
estudo mais aprofundado:

1. No problema nao linear estudado na secao 3.3 sé foi possivel ilustrar a proxi-
midade entre as solugdes exata, assintética e homogeneizada. A prova de tal
proximidade poderia ser baseada em algum principio do maximo para equagodes
parabolicas nao lineares. Em KRYLOV (1979) estudam-se principios do maximo
para equacoes parabolicas e elipticas nao lineares, mas sua aplicagao nos pro-
blemas estudados neste trabalho nao € evidente.

2. Como na sec¢ao 3.3 nao foi possivel demonstrar a proximidade entre as solu¢oes
exata, assintética e homogeneizada, procurou-se resolver diretamente o pro-
blema original para ilustrar tal proximidade através de um exemplo. Na tentativa
de construir um exemplo ilustrativo, o MHA foi aplicado em problemas com fluxo
potencial, para os quais é possivel separar variaveis e foram obtidos problemas
de Sturm-Liouville com EDOs de segunda ordem nao lineares. A resolucao des-
tes problemas foi atacada numericamente aplicando os métodos de Runge-Kutta
de quarta ordem (CONTE; BOOR, 1980, p. 362) e do tiro (CONTE; BOOR, 1980,
p. 412) ao sistema de equacodes de primeira ordem obtida a partir da EDO do
problema de Sturm-Liouville. O método do tiro foi empregado para estimar a
condicao inicial da derivada da incognita, e como controle procurou-se satisfazer
a segunda condi¢ao de contorno, que se obtém caso o método convirja, o qual
nao € garantido. No entanto, esta abordagem nao produziu resultados conclusi-
vos, possivelmente por causa do efeito combinado da forma assumida para os
autovalores e da rapida variabilidade do coeficiente. Alternativamente, procurou-
se resolver o problema original através da forma tradicional do método de analise
de homotopia (LIAO, 2012), o qual propde a construcao iterativa da solugao na
forma de uma série dependente de um parametro que permite controlar a con-
vergéncia. Novamente, os resultados nao foram conclusivos, possivelmente por
causa da micro-heterogeneidade do meio, ou seja, dos coeficientes serem ra-
pidamente variaveis. Mesmo assim, reconhece-se a potencialidade de ambas
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abordagens descritas acima no estudo de problemas nao lineares, para as quais
deve-se investigar como levar em conta a heterogeneidade multiescalar tipica
destes problemas.

3. No exemplo implementado no capitulo 4, foram assumidas que as condigcoes
de contorno nos problemas locais eram homogéneas, sendo que a condicao
de unicidade do Lema 4.2.1 é de média nula. No exemplo apresentado, am-
bas condigoes foram satisfeitas pelas solugdes obtidas. Contudo, no geral, es-
tas condicoes nao sao equivalentes, pelo qual se faz necessario estudar como
implementar a condicao de média nula. Especificamente, como transformar a
condicdo de média nula em condicao de contorno, levando em consideracao a
periodicidade da solugao.

4. As cotas para as leis efetivas, mesmo no caso bifasico unidimensional, reque-
rem a otimizacao com relacdo a quatro parametros. Estudos preliminares nesta
diregdo mostraram que métodos tradicionais tém sua convergéncia comprome-
tida por causa do formato incomum da regiao de factibilidade. Entao, para poder
explorar 2o maximo a potencialidade destas cotas, se faz necessario contar com
métodos de otimizagao capazes de lidar com este tipo de regiao de factibilidade.

5. No capitulo 5, foi enfatizada a segunda abordagem da homogeneizagcao ma-
tematica, isto €, a procura do comportamento efetivo de meios heterogéneos
com propriedades constantes por partes. A procura da solugao para este tipo
de problemas, por exemplo, através de métodos em diferengas requer o uso de
esquemas conservativos, pois a descontinuidade dos coeficientes podem fazer
com que o esquema tradicional ndo convirja, ou convirja para uma solug¢ao que
nao é a solugao do problema (TIJONQOV; SAMARSKY, 1972, p. 649).

Varios dos resultados contidos neste trabalho foram apresentados/publicados
em diversos eventos da area e constituem a base de trabalhos submetidos para
publicacdo em periédicos (ver anexo C).
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ANEXO A PRINCIPIOS DO MAXIMO

A.1 Principio do maximo generalizado para equacoes elipticas

Sejau € H}(Q2), Q C RY, a solugdo generalizada do problema

U|3Q =0.

{ — (Ao ) + o (o) + B0 g+ Alehu = ) + 22, ce o,

Os coeficientes A;; satisfazem condi¢es de simetria A;;(z) = Aj;(z) e positividade
Aij(z)nim; > kmimi, ¥V € RY, onde « é uma constante positiva.
Para esta solugao a seguinte estimativa € valida:

Jull zay < c (Hf”ﬂ(ﬂ) + Z Hfz‘HL?(Q)) ; (A.1)
=1

onde ¢ > 0 € uma constante (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Para simplificacao,
adotou-se a notacao de Einstein para a soma por indices repetidos em um termo.

A.2 Principio do maximo generalizado para equacoes parabolicas

Sejau e HL(Q x (0,7)), 2 C RY, solugdo generalizada do problema
( ou 0 ou
+Bi(x,t)% + Az, t)u = f(x,t) +
u|ag =0, te (0,T)
\ u(x,0) = (), ¥ € HY(Q),

onde S(z,t) > Sy > 0, tal que, S, € uma constante. Os coeficientes A;; satisfazem
condi¢des de simetria A;;(z) = Aj;;(z) e positividade A;;(x)min; > wnini, Vn € RY,
onde k > 0 € uma constante.
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Para esta solugao a seguinte estimativa € valida:

lull 2 @ 0,7)) < e(T) (W(SU)HH(Q) + 1 £l La@xory + D Hfz'”m(ﬂx(o,T))) . (A2)
=1

onde c depende de T' (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Para simplificacao, adotou-
se a notagao de Einstein para a soma por indices repetidos em um termo.

A.3 Principio do maximo generalizado para equacoes hi-
perbdlicas

Sejau € H} (2 x (0,T)), Q C R? a solugdo generalizada do problema

( d*u ou 0 ou
ou
+Bi(x’t)8_xi
U/|aQ = 0, te (0,T)

u(z,0) = Vi (x), Y1 € H&(Q),
ou

| 5 (@:0) = a(a), v € LX),

Ofi(z,t)

+ Az, t)u = f(x,t) + o

, e Q\T, te(0,7T),

onde R(x,t) > Ry > 0, S(x,t) > Sy > 0, tais que, Ry e Sy sdo constantes. Os
coeficientes A;; satisfazem condigées de simetria A;;(z) = Aj;(x) e positividade
Aij(x)min; > kmimi, Vi € R?, onde k > 0 € uma constante.

Para esta solugcao a seguinte estimativa é valida:

[ull 2 x0,1y) < e(T) ( 11 (@) | 3oy + [12(@) 2@ + [ £l 2@x 0y

+Z <Hfi||L2(Q><(O,T)) + max ||fz‘||L2(Q)>) ) (A.3)
=1

te[0,T]

onde ¢ depende de T' (BAKHVALOV; PANASENKO, 1989). Para simplificacao, adotou-
se a notacao de Einstein para a soma por indices repetidos em um termo.



ANEXO B METODOS APLICADOS

B.1 Meétodo dos Trapézios

O método dos trapézios calcula a integral definida sobre um intervalo [a, b], dividido
em N subintervalos [z;, ;1] igualmente espacados, onde z; = a + ih, i = 0,..., N.
Para cada subintervalo definido pelo indice ¢ é calculado a area de um trapézio de

b— o : - ~
altura h = Ta, onde N € N especifica a quantidade de trapézios que compdem o
,b].

intervalo [a Denota-se a integral de cada trapézio por I; = f(z)dz, assim a

Ti—1

integral sobre todo o intervalo é a soma de todos os subintervalos, ou seja,

b N
= / f@)iz = S 1 (BA1)

O método dos trapézios consiste em substituir a fungao f(x) por p;(z), onde p;(x) €
um polinémio de grau 1 que interpola os pontos (x;_1, f(x;_1) = fi_1) € (x4, f(x5) = fi).
Isto €, a partir do interpolador de Lagrange

pm(x) =Y fa:)Li(z)dz (B.2)
=0
onde .
L= [ === 83)
gm0 Tt T

é fornecido para m = 1, a expressao para calcular a integral de cada trapézio i, ou

seja,
Ti41 . .
L= [ e = (L5, (B.4)
e portanto, para todo dominio tem-se
h n
I=3> (fr+ fi)+ Br, (B.5)

=1
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onde

=) a<p<o (B.6)

€ o erro da férmula dos trapézios (CUNHA, 2000).
Perante tais ideias, implementou-se o correspondente método para obter o coefici-

. . 1 -
ente efetivo (3.29), considerando a = 0, b =1, N = 10000 e f = (1 + ZS@n(?mc)) :

de onde se obteve k = I~ ~ 0.968.

B.2 Meétodo de Simpson - Regra do 1/3

B.2.1 Unidimensional

Seja a interpolacao da fungéo f(x) usando o polinémio interpolador de Lagrange
(B.2) de grau 2 que coincide com essa fungao nos pontos xy; o, x2;_1 € x9;. A0 con-
siderar que m = 2 em (B.2) e (B.3) se obtém, a partir da integragdo do polinémio
interpolador, a expressao para a integral numérica da funcdo f(x) sobre o subinter-
valo (5,5, 7], OU Seja,

I = /m po(z)de = g[f2z'—2 + 4 fai—1 + fail (B.7)

T2i—2

b— , ,
onde h = Ta N € N é o espagcamento entre os pontos z;. Note que N define o
numero de pontos sobre o intervalo [a,b], 0 qual f(z) esta definida. No entanto, N
deve ser um numero par. Logo, a integral aproximada sobre o intervalo [a, b] é obtida
por

b 7 51
I [ f@e S+ 43 S 423 fak il + B (B.8)
onde ;
g = -0, a<p< (B.9)

€ o erro final da férmula de Simpson (BURDEN; FAIRES, 2008),(CUNHA, 2000).

B.2.2 Bidimensional

De forma similar ao caso unidimensional, considera-se a interpolagao da funcao
f(z,y) usando o polinémio interpolador de Lagrange (B.2) de grau 2 que coincide com
essa funcao nos pontos xg; o, To;_1 € X, OU Y22, Y2i—1 € Yo;. E ainda, assume-se
que o dominio D = [a, b] X [, d] esta subdividido em N x M pontos, onde N e M sao
nameros naturais e pares. Assim, a integral dupla definida em D é dada por

/Cd/abf(x,y)dxdy = /Cd {/abf(x,y)dx} dy. (B.10)



132

Sabe-se de (B.7) que a integral aproximada pelo método de Simpson é dada por

b
|tz ~ 1) (B.11)
onde
h : i

[(y) = gm |: Zo,Y ; Toi— + 2 Z .f T2y Y + f xnay) (B12)

Logo, integrando com respeito a y pelo método de Simpson novamente tem-se
d h.h,

/ I(y)dy = 9 [f(x0,90) + (w0, ym) + f(2n,90) + [ (20, Ynr)]

M=

(f(@2i—1,90) + f(w2i1

[foo,?ﬁ; 1 +Zf TN, Yoj1) +

=1

J1M
+ Z Z [ (@i, ij)]

i=1 j=1

N_q M _
| 2hahy | N ]

respectivamente, e E 0 erro fornecido por

d—c)(b— ;N o'f
e [ g

ES:_ yay (77,“)

para alguns (77, 12) e (1, 1) em D (BURDEN; FAIRES, 2008).

7yM))

(B.13)



133

B.3 Método de Diferencas Finitas

B.3.1 Cranck-Nicolson

Sejam D = [a, b] X [¢, d] 0 conjunto dos pontos, nos quais a equacgao diferencial esta
definida, e S 0 seu contorno.
Considere uma malha formada por pontos igualmente espacados, definida por:

D* = {(z;,t;) = (a+ih,c+jr),i=0,1,...,Nej=0,1,.., M}, (B.14)
onde a e ¢ sao 0s pontos iniciais conhecidos, h = b J_Va er = % sao 0s
espagamentos da malha, h na horizontal e r na vertical.

No método, as derivadas presentes na equacao sao substituidas por aproximacoes
obtidas a partir da série de Taylor,

=1 0Fu K
w(Tit1,t;) = Z H@(%%‘)h ; (B.15)
k=0
= (=1)* 9Fu
k=0 ’
=1 0%u
u(xiatj—i-l) = ZE?(mi7tj)Tk’ (B17)
k=0

onde de (B.15) obtemos a derivada primeira com respeito a «

G ty) = HE =2l o), (B.18)

da soma de (B.15) e (B.16) obtemos a segunda derivada com respeito x

0%u w(wipr, ;) — 2u(w;, ;) + w(wiq, t;
@(xiatj) _ ( +1 J) <h2 J) ( 1 J) +O<h2), (B19)
e de (B.17) a derivada primeira com respeito a ¢

ou . U<xi7tj+1) - U(l’i,t]’)
E(xi’tj) = .

+ O(r). (B.20)
Por conveniéncia, sera usada a seguinte notagao para os pontos da malha:

u(zi, tj) = i, u(x; + h,tj) = Uiy g,
U(xz - h,j) = Ui—1,5, U(l'z',tj + 7’) = Uj.j+1,

U(Ii, tj — 7’) = Ui.jfl.

A ideia do método de Crank-Nicolson é realizar a média entre a derivada com
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respeito a z no tempo ¢; e ¢;,,, OuU seja,

1 i — U i1 il — WUy
%(xi,tj) =3 (u “’fh Sy 2 “”“h - ’”“) +O(h), (B.21)
e para a segunda derivada
0*u U (i — 2055 w1y Wipr o1 — 2U4 541 + Uit 541
—(@,t-) _ = ( J J Jo J J J
0x? / 2 h? h?
+0O(h?), (B.22)

ja para os termos conhecidos, define-se da seguinte forma

fis = f(zity) (B.23)
ki = % (%) : (B.24)
k= k (ﬁ) . (B.25)

£

Note que, para fins computacionais, o coeficiente ndo tem duas escalas.
Assim, a aplicacao dessas formulagdes na equacgao do problema (3.89), se obtém

/

Wij+1 — Uij @ Wit1,j — Wiy | Uit1,j41 — Uil
r 2 h h

ki (wiv1j —2uij +wis1y | Wis1ge1 — 2Ui 0+ Uim1 4 _ B.26

A representacao matricial do método, € dada por
Av =Bu/ +F (B.27)

onde, no caso de condicées de contorno do tipo Dirichlet tem-se que A e B sao
tridiagonais. Especificamente, as diagonais superior, principal e inferior de A sao,
respectivamente,

a” = —r(kih+2k)L,, a® = 4R + k)L, a” =r(kih —2k)[,-1, (B.28)

onde I, € o vetor de dimensao m com todas as componentes iguais a 1. Similarmente,
as diagonais de B estao dadas pelos vetores

bE = —a®,_y, b0 =4(h? —rk)L, (B.29)

F = [fi; +r(2k; — kih)uo. foj ... [n—2; fn-1;+r(kih+ Qki)uN,:]T7
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onde uy . € uy,. S840 as condigdes de contorno definidas. Da formulagdo matricial (B.27)
devemos resolver o sistema no instante de tempo j, obtendo assim a solugdo do
instante seguinte j + 1.

B.3.2 Diferencas centradas

Para resolver o problema original (3.90) e (3.105) a partir do método de diferencgas
finitas, seguiu-se uma versao para coeficientes variaveis do procedimento realizado
em BURDEN; FAIRES (2008), para coeficientes constantes.

Inicialmente, discretiza-se o dominio D = [a,b] x [c,d] em N elementos em = e M
elementos em ¢, ou seja,

r; =a+ih, onde h = %2 paracadai=0,..., N,

. o , (B.30)
ti =c+ jk, onde k = S paracadaj =0,..., M,
onde zy = a,to=c¢, N,M € N.
Em qualquer ponto interior da malha (z;, ¢;) a equagdo da onda (3.90) é
0%uf OF /x;\ Ou® x;\ 0%uf
S @it = 5 (;) Sy @it —E (g) a2 @i ty) = Jli ). (B.31)

O esquema utilizado para o método de diferencas finitas foi o das diferencas centradas
para as derivadas parciais segundas dadas por

2,,E .. — . ;g
T rioty) = Lt = T ¥ Yty 42 (832
e 92us 2
o (aity) = TS TR 02, (B.33)

Para a derivada parcial primeira, também o das diferencas centradas dada por

>
u U1,y — U1,

Os demais termos, sao conhecidos, logo sao formulados como

OF /x; X

e :El,E<J):E0e it = fin. B.35

61’ <€> 1 c [ f(l’ ]) f,] ( )
, k . .

Se considerarmos \ = - podemos reescrever a equagao diferenga, isolando u; 11, @

aproximacao mais avancada de passo no tempo, como

)\2
ui,j+1 = ? [Eilh(uzqu,j — Uifl’j) + QEZQ(uiJrl,j — 2ui,j + ui,Lj) + 2h2fiyj} + 2ui,j — ui,j,l.
(B.36)
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Esta equacao vale paracadai = 1,...,N —1ej =1,...,M — 1. As condicoes
de contorno fornecem uy; = uy,; = 0, paracada j = 1,...,M — 1, e a condigao
inicial implica que ;o = 0. Note que (B.36) implica que o (j + 1)-ésimo passo no
tempo necessita dos valores dos (j)-ésimo e (j — 1)-ésimo passos no tempo, isto
é, para a simulacdo natural desta equagdo sdo necessarios valores para u;o € u; ;.
O primeiro é obtido naturalmente pela condigéo incial, mas o segundo € obtido da
condicao da derivada (velocidade incial). Para obter esta segunda condicao, utiliza-se
a seguinte abordagem: substitua a condicao incial da velocidade por uma aproximacao
de diferengas progressivas,

ous Uil — Ui0
2 (g 0) = L T80 B.37
o (21,0) = =0 1 Oh), (B.37)
e isolando u; ; se obtém
ou®
U1 = U0 + k—(2;,0) + O(k), (B.38)

ot

que, em particular, u; ; = 0.

B.4 Meétodo de Fourier para resolucao do problema homogenei-
zado - Equacao do Calor

Assume-se que a solucao véT)(x,t) de (3.85) pode ser expressa como 0 produto
de duas fungdes, uma que dependa apenas da variavel = e outra da variavel ¢, isto
é, v\7(z,t) = X(2)T(t). Quando este produto é substituido na equagéo de (3.85)
obtém-se

X(2)T'(t) — kX"(2)T(t) = 0. (B.39)
Dividindo (B.39) por EX(:c)T(t) (nos pontos onde X(x) e T(t) ndo se anulam) a
equacgao se separa em duas equagoes diferenciais ordinarias, uma para X (x) e outra

para T'(t)
() X"(x)

kT X(@)
O lado direito da equacao (B.40) € uma funcao apenas de ¢, enquanto o lado esquerdo
depende apenas de z. Logo, ambos os lados tém que ser iguais a uma mesma cons-
tante real (—\). Portanto, as equacoes diferenciais ordinarias sao:

(B.40)

T'(t) = —AKT (1), (B.41)
X"(z) = —AX(z). (B.42)
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E ainda, de substituir o correspondente produto nas condicdes de contorno tem-se
X(0)T(t)=0, X(1)T(t) =0, ¥t > 0. (B.43)

Logo, para obter solu¢des nao triviais tanto para X (z) quanto para 7'(t), impdem-se
que
X(0) =0, X(1) =0, (B.44)

onde X (x) sera solugao do problema de Sturm-Liouville dado por

X"(x) + AX (z) = 0, (B.45)
X(0) =0, X(1)=0. '

Por outro lado, T'(t) sera qualquer das infinitas solu¢des da equacgao diferencial
T'(t) + MNeT(t) = 0. (B.46)

Note que o problema (B.45) fornece uma familia de solucoes, a qual esta associada
a valores definidos por A. Assim, deve-se procurar os valores de \ (auto-valores) que
geram solucdes nao nulas (auto-funcdes) do problema (B.45), ou seja, para cada auto-
valor obtido ha uma auto-fungao associada.

Considerando-se trés hipoteses de valores para A,

A=00ul=—-0a?<0, Vo eRoul=0a’>0, Va € R,

a Unica que gera solucdes nao triviais do problema de Sturm-Liouville é a terceira com
A, = (nm)? com n € N, onde a solugéo correspondente é

Xn(x) = sen(nmz). (B.47)

Portanto, A\, sao os auto-valores de (B.45) e (B.47) sao as auto-funcoes associadas.
Ainda, ao resolver a equacao (B.46) tem-se

T (t) = ¢, exp {—(m)%} , (B.48)

onde ¢, sdo constantes arbitrarias a determinar.
Assim, de (B.47) e (B.48) se obtém uma familia de solugdes

U(()T)(I,t) = ¢, exp {—(nw)%\t} sen(nrx), z € (0,1),t > 0,n € N, (B.49)

n
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gue pelo principio da superposicao, a solucao geral é dada por

v(()T)(x, t) = Z Cp, €XD {—(mr)Q%t} sen(nmz), x € (0,1),t > 0. (B.50)

n=1

Para obter ¢, aplica-se a condi¢ao inicial de (3.85) em (B.50), ou seja,

(x,t;7) chsen nrx) =e ", (B.51)
que pela propriedade de ortogonalidade e integragdo em x de 0 a 1
1
/ Z cpsen(nmz)sen(mmrz)dr = / e "sen(mmx)dz, (B.52)
0

se obtém

1 1
cn/ sen*(nwx)dr = 6_7—/ sen(nmx)dx,
0 0

Cn (1 —cos(nm)
— =e - @~ 7
2 nm ’

e’ =0, (B.53)

onde (B.53) uma familia de constantes e assim de (B.50) e (B.53) tem-se a solugcao

T o0 exp{—((Qn— 1)7T)2/l;t—7'}
Ué '(z,8) = 42 (2n— 1)

n=1

sen((2n — )mzx), x € (0,1),t > 0. (B.54)

E, portanto, a solugao do problema homogeneizado (3.83) € dada por

t
uo(x,t) = /UéT)(x,t—T)dT
0

= 4/0t i exp {~((2n — V)m)*k(t —7) ~ 7}

(2n— )7 sen((2n — 1)mx)dr. (B.55)

n=1
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