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RESUMO

PEREIRA, Larri Silveira. Assimilação de Dados na Estimativa de Concentração de
Poluentes Atmosféricos. 2016. 44 f. Dissertação (Mestrado em Modelagem Matemática)
– Programa de Pós-Graduação em Modelagem Matemática, Instituto de F́ısica e Matemática,
Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2016.

Neste trabalho modela-se a camada limite planetária para condições instáveis (pro-
blema 2D estacionário) e se assimila, através do EKF, os dados coletados no experimento
de Copenhagen. Ratifica-se a importância da assimilação de dados em modelos de qúımica
da atmosfera e se avalia a performance do EKF aplicado ao problema de estimativa de
concentração de poluentes em questão. Como o experimento de Copenhagen, para a mode-
lagem estudada, fornece dados apenas para camada próxima a superf́ıcie terrestre em apenas
três distâncias da fonte, serão realizados experimentos assimilando-se dados sintéticos. Os
objetivos espećıficos são avaliar a assimilação de dados sintéticos com diferentes amostragens
na coordenada horizontal (x) e com diferentes distribuições nos ńıveis verticais do modelo
através do erro quadrático médio (NMSE). Experimentos preliminares mostram que o EKF é
eficiente em corrigir a trajetória do modelo nos pontos de inserção do dado, porém há forte
descontinuidade devido a pouca quantidade de dados assimilados.

Palavras-chave: Advecção-Difusão, Dispersão de Contaminantes, Kalman filter , Solução
Numérica, GILTT.



ABSTRACT

PEREIRA, Larri Silveira. Kalman filter applied to the dispersion method. 2016. 44 f.
Dissertação (Mestrado em Modelagem Matemática) – Programa de Pós-Graduação em
Modelagem Matemática, Instituto de F́ısica e Matemática, Universidade Federal de Pelotas,
Pelotas, 2016.

In this work a planetary boundary layer to unstable conditions is modeled (stationary 2D
problem) and the Copenhagen collected data are assimilated by the Ensemble Kalman FIlter.
The importance of data assimilation procedure in atmospheric chemistry models is highlighted
and preliminary experiments are performed. The results show effectiveness of the filter, however
there are a spike in the assimilated curve due the lack of information given by the small amount
of data in Copenhagen experiment. This issue must be overcome through the assimilation of
synthetic data.

Keywords: Advection-Diffusion, Contaminants Dispersion, Kalman Filter, Analytical Solution,
GILTT.
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Gk matriz de ponderação ou matriz de ganho

h altura da camada limite planetária
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1 INTRODUÇÃO

Fontes naturais e antropogênicas de poluição tem causado grande impacto no meio ambi-
ente. Ao contrário das antropogênicas (por exemplo, emissões industriais e automotivas), as
causas naturais, tais como erupções vulcânicas de SO2 , não podem ser controladas pelo ser
humano. Após a revolução industrial, tem havido um aumento na poluição atmosférica, tal
que a poluição do ar nas grandes cidades tem se tornado um problema de saúde pública.

Enquanto os ńıveis de poluição natural podem ser considerados constantes no tempo
(embora no passado grandes erupções vulcânicas tenham modificado o clima por um certo
peŕıodo), os ńıveis de poluição ocasionada pelo homem estão em cont́ınuo aumento. Já a
poluição antropogênica pode ser controlada, ao contrário da poluição natural. São muitos
os problemas que a poluição do ar, produzida por atividades antropogênicas, ocasiona para o
equiĺıbrio ecológico. Os gases e poeiras abandonados na atmosfera provocam efeitos negativos
nas proximidades das fontes (deteriorando a qualidade do ar em regiões urbanas, agŕıcolas e
industriais), a média ou longa distância (chuva ácida, transporte transfronteiriço) e em escala
global (buraco na camada de ozônio). Se as fontes poluidoras são numerosas ou de longo
tempo de emissão ou, ainda se os poluentes são suficientemente tóxicos, os prejúızos ocasiona-
dos ao equiĺıbrio ecológico serão certamente consideráveis. Devido aos problemas ocasionados
pela poluição do ar, é necessário estudar e entender o processo de dispersão de poluentes para
prever as posśıveis conseqüências do impacto ambiental sobre os diversos ecossistemas.

Tradicionalmente os movimentos atmosféricos e os fenômenos relacionados têm sido classi-
ficados de acordo com suas dimensões horizontais em três categorias: macroescala, mesoescala
e microescala. Os movimentos de macroescala tem uma escala de comprimento horizontal da
ordem de 1000 km ou maior (mas limitado pela circunferência da Terra) e escala de tempo
de um dia ou mais. Na vertical, os movimentos de macroescala podem se estender por toda
a troposfera1. No outro extremo, os movimentos de microescala tem um comprimento ho-
rizontal de 5 km ou menos e escala de tempo da ordem de uma hora ou menos. A escala
vertical é limitada pela profundidade da Camada Limite Planetária (CLP)2, Camada de Mis-

1A troposfera é a região da atmosfera que vai desde a superf́ıcie até cerca de 11 km de altura. Está
dividida em duas partes: uma camada adjacente à superf́ıcie, chamada de Camada Limite Planetária (CLP),
e a camada acima desta, que é denominada Atmosfera Livre (STULL, 1988).

2Também chamada de Camada Limite Atmosférica (STULL, 1988).
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tura, nuvens convectivas, ou qualquer outro sistema com o qual eles possam estar associados.
A micrometeorologia é o estudo de tais fenômenos de pequena escala e, é a área de interesse
neste trabalho.

A micrometeorologia sempre confiou muito em experimentos de campo para aprender
mais sobre a camada limite (STULL, 1988). Na década de 1950 foram realizadas as primeiras
medidas simultâneas de concentração, parâmetros de dispersão da pluma e variáveis meteo-
rológicas na tentativa de encontrar relações emṕıricas entre a difusão atmosférica e os fatores
meteorológicos. O experimento mais importante foi o de Praire Grass realizado nos Estados
Unidos (BARAD, 1958). Outro experimento de repercussão internacional ocorreu na década
de 1980 em Copenhagen (GRYNING, 1981). Estes experimentos determinaram o campo de
concentração na superf́ıcie terrestre a uma distância de 50 a 6000 metros a partir da fonte
(Prairie-Grass de 50 a 800 m e Copenhagen até 6000 m). Muitos outros experimentos foram
realizados em várias partes do mundo e alguns deles podem ser encontrados em (BOWNE;
LONDERGAN, 1981), (GRYNING; LYCK, 1984), (DORAN; HORST, 1985) e (SIVERSTEN;
BöHLER, 1985). O grande problema é que as observações de campo são muitas vezes dificul-
tadas por problemas operacionais e pelos altos custos envolvidos.

Os modelos matemáticos são particularmente úteis no entendimento dos fenômenos que
controlam o transporte, a dispersão e a transformação f́ısico-qúımica dos poluentes imersos
na atmosfera. Estes modelos, que permitem uma validação do ńıvel observado de poluentes
e a causa efeito das emissões, podem ser utilizados para evitar eventos cŕıticos de poluição,
discriminar os efeitos de várias fontes e de vários poluentes, estimar o impacto de novas fontes,
e, da mesma forma, validar o estado da qualidade do ar em um determinado lugar. Para
determinar a concentração de poluentes na atmosfera existem duas abordagens matemáticas
para simular numericamente esses fenômenos: Euleriano e Lagrangiano. A principal diferença
entre os dois modelos é que o sistema de referência Euleriano é fixo em relação à Terra,
enquanto o Lagrangiano segue a velocidade instantânea do fluido (ANFOSSI, 2005). Neste
trabalho utiliza-se o modelo Euleriano.

Na estimativa do campo de concentração de poluentes na baixa atmosfera, emprega-se,
normalmente, a equação de advecção-difusão

∂C

∂t
+ u

∂C

∂x
+ v

∂C

∂y
+ w

∂C

∂z
= ∂

∂x

(
Kx

∂C

∂x

)
+ ∂

∂y

(
Ky

∂C

∂y

)
+ ∂

∂z

(
Kz

∂C

∂z

)
+ S, (1)

na qual x, y e z representam as coordenadas cartesianas; t é o tempo; C é a concentração
média do poluente; u e v, w denotam, respectivamente, o vento médio nas direções x, y
e z; Kx, Ky e Kz são os coeficientes de difusão turbulenta longitudinal, lateral e vertical,
respectivamente; e S é o termo fonte. Tal equação é obtida a partir da parametrização dos
fluxos turbulentos na equação da continuidade de movimento, sendo que os modelos Eulerianos
de dispersão têm como caracteŕıstica a solução desta. Sob certas condições, pode-se obter
expressões para o campo de concentração que sejam funções da emissão de poluentes, de
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variáveis meteorológicas e de parâmetros de dispersão da pluma (PASQUILL; SMITH, 1983).
Modelos de equacões primitivas tridimensionais não tem soluções anaĺıticas, portanto a

previsão operacional de dispersão de poluentes utiliza modelos numéricos de equações primiti-
vas, por sua vez, dependentes das condições inicias, conhecidas no jargão por análise objetiva
(KALNAY, 2003). Na construção da análise, podem ser utilizadas técnicas de assimilação de
dados com o objetivo de combinar um campo a priori, em geral oriundo de modelagem do es-
coamento, chamado ”background”com dados observacionais obtidos direta ou remotamente.
Atualmente, utilizam-se previsões numéricas como background ou informação a priori. Estas
previsões apresentam incertezas devido a insuficiência f́ısica representadas pelas equações do
modelo em relação a realidade do escoamento atmosférico e pela aproximação numérica em-
pregada na solução das equações diferenciais acopladas. As observações apresentam erros de
diferentes causas, dentre as quais, a limitação de precisão dos instrumentos, de calibração, de
exposição, falhas, etc. Assimilação de dados é um procedimento no qual se combina previsão
de curto prazo com observações para a construção da análise, considerando-se o conhecimento
da estat́ıstica dos erros de previsão e observação. Os estados da arte em assimilação de dados
incluem os métodos variacionais tridimensionais (3DVAR) e quadridimensionais (4DVAR) e
aplicação do Kalman filter (KF) com suas variantes (KALNAY, 2003).

Todavia, mesmo que os modelos fossem perfeitos e as observações exatas, a natureza
caótica do sistema impediria que a previsão fosse exata (100 % de acertos). Além disso, a
assimilação de dados em modelos atmosféricos tem a dificuldade associada ao número de graus
de liberdade dos modelos. Contudo, simplificações nos métodos associados a alta dimensão do
sistema tornam-se menos importantes, à medida que a capacidade computacional aumenta.

Os métodos de assimilação de dados como relaxação newtoniana, interpolação ótima (IO),
métodos variacionais e ensemble Kalman filter (DALEY, 1991), podem ser descritos como
procedimentos que usam dados observacionais para melhorar uma previsão feita por um modelo
matemático impreciso. A assimilação pode ser descrita como um processo de dois passos:

Passo de previsão: Cp
n = F [Ca

n−1]

Passo de análise: Ca
n = Cp

n + dn

onde Cn representa o vetor de estado do modelo no passo xn, F [.] é o modelo matemático
de previsão, os sobre ı́ndices p e a denotam respectivamente os valores preditos e analisados,
finalmente dn é o incremento da análise. O vetor incremento de análise é calculado como
sendo um produto entre uma matriz de ponderação e uma função que mede a discrepância
entre a previsão do modelo e as observações:

dn = −Gn f(Co
n −Cp

n)

sendo Gn a matriz de ponderação (ou matriz de ganho, como é chamado em Kalman filters).
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Esta matriz é calculada por um estimador na técnica de IO, o estimador poderá ser ḿınimos
quadrados ou máxima variância; ou por uma fórmula envolvendo a matriz de covariância,
como na técnica do KF; ou pode ser parametrizada, por exemplo Gn = αn I, onde αn é um
parâmetro que varia com o tempo. Esta parametrização é usada, por exemplo, em métodos
variacionais de assimilação.

Pelo fato de a técnica de assimilação de dados observacionais aplicados a modelos de qua-
lidade do ar ser, ainda, uma abordagem ainda muito recente e incipiente, não são encontrados
muitos locais que possuam uma boa rede de coleta de dados sobre poluição atmosférica. Assim
sendo justifica-se esse trabalho na necessidade de demonstrar a significativa melhora que se
tem em modelos de previsão ao se utilizar a técnica de assimilação de dados, principalmente
quando é disponibilizado dados provindos de uma boa rede de observação.



2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

2.1 Modelo Matemático

É crescente nos últimos anos o interesse pela solução da equação de advecção-difusão de
maneira anaĺıtica. As soluções anaĺıticas levam em conta explicitamente todos os parâmetros
de um problema, de modo que suas influências podem ser confiavelmente investigadas e é
posśıvel facilmente obter-se o comportamento assintótico da solução, que, por vezes, é dif́ıcil
gerar via cálculos numéricos.

A primeira solução anaĺıtica da equação de advecção-difusão é conhecida como a solução
Gaussiana. Neste tipo de solução, o coeficiente de difusão e a velocidade do vento são
considerados constantes com a altura, e são utilizadas as condições de contorno de fluxo nulo
de poluentes na parte inferior e superior da camada limite planetária (CLP):

Kz
∂C

∂z
= 0 em z = 0, e z →∞ (2)

A partir da solução Gaussiana, surgiram na literatura os modelos não Gaussianos, ou seja,
o campo de vento e o coeficiente de difusão são variáveis com altura.

Em 1923, Roberts apresentou uma solução bidimensional para fontes superficiais, nos casos
em que a velocidade do vento e o coeficiente de difusão vertical Kz (m2/s) seguem leis de
potência como uma função da altura. Isto é:

u = u1

(
z

z1

)m

; Kz = K1

(
z

z1

)n

(3)

sendo z1 a altura na qual u1 e K1 são analisados, m é um expoente que está relacionado com
a instabilidade atmosférica e n está relacionado com a rugosidade da superf́ıcie, os expoentes
variam entre 0 e 1 (IRWIN, 1979).

Em Scriven e Fisher (1975), é apresentada a solução com u constante e Kz como:

Kz ≡ z para 0 ≤ z ≤ zt e Kz = Kz(zt) para zt ≤ z ≤ h (4)

na qual zt (m) é uma altura predeterminada (geralmente a altura da camada superficial). Esta
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solução permite (como condições de contorno) um fluxo ĺıquido de material para o solo:

Kz
∂c

∂z
= Vgc (5)

em que Vg é a velocidade de deposição (m/s). A solução de Scriven e Fisher (1975) tem sido
amplamente usada no Reino Unido para o transporte de longa escala de poluentes.

Vários outros autores apresentaram soluções simplificadas para a equação de advecção-
difusão, no geral com coeficientes de difusão e perfil de vento constantes ou assumindo um
perfil linear ou potência. Podemos citar Rouns (1995), Smith (1975a), Smith (1975b), Fisher
(1975), Yeh e Huang (1975), Berlyland (1975), van Ulden (1978), Demuth (1978), Nieuwstadt
(1980), Nieuwstadt e Haan (1981), Catalano (1982), Tirabassi et al. (1986), Tirabassi et al.
(1989), Tirabassi e Rizza (1992), Tirabassi e Rizza (1993), Tirabassi e Rizza (1995), Sharan
et al. (1996a), Sharan et al. (1996b), Lin e Hildeman (1997), Brown et al. (1997).

Mais recentemente surgiram modelos que levam em conta coeficientes de difusão e perfil
de vento variáveis e mais complexos, representando de uma forma mais reaĺıstica o fenômeno
f́ısico. Podendo ser citados quanto ao coeficiente de difusão os trabalhos de Panofsky e Dutton
(1984), Pleim e Chang (1992), Degrazia et al. (1996), Degrazia et al. (2000), Degrazia et al.
(2001), Degrazia et al. (2002). E quanto ao perfil de vento podemos também citar o trabalho
de Panofsky e Dutton (1984).

2.2 Assimilação de Dados

A literatura sobre AD pode ser dividida em duas classes. A primeira trata sobre a avaliações
do impacto dos métodos de assimilação no sistemas meteorológicos simulados por modelos de
equações primitivas e a segunda trata da avaliação das técnicas de AD em modelos conceituais,
tais como Água Rasa e Lorenz. O segundo caso é de maior interesse para este texto.

Em Evensen (1994) apresenta-se um método sequencial baseado na abordagem de Monte
Carlo. Esta metodologia mostra-se atrativa para tratar problemas de alta dimensão, cuja
covariância dos erros demanda alta capacidade computacional, como no EKF. Segundo o
autor, aplicações deste EnKF em fronteiras abertas, como aplicações a oceanos, podem ser
tratadas como problemas bens postos. Os resultados mostram que os crescimento dos erros é
evitado, porque não há a necessidade do armazenamento e evolução da matriz de covariância
dos erros. O método proposto pode ser aplicado a modelos oceânicos reaĺısticos com amplo
doḿınio em computadores atuais de alta performance ou em cluster de Workstations.

Em Miller et al. (1995), é aplicado ao modelo de Lorenz, o extended Kalman filter (EKF),
versão do KF para problema não-lineares. Os autores conclúıram que a assimilação apresenta
bons resultados para frequências de observação relativamente altas, considerando-se o EKF
com primeiro e segundo momento estat́ıstico. Ao utilizarem terceiro e quarto momento,
formulação de Monte Carlo, a trajetória é muito bem corrigida pela inserção do dado.
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Em Huang e Yang (1996) é avaliado o procedimento de assimilação com as equações de
Lorenz e o método de assimilação 4DVAR. Os autores mostram que quanto maior for o rúıdo
na condição inicial (CI), maior deve ser o número de interações durante a minimização do
gradiente da função custo. Os autores concluem também, que com observações de apenas
uma das três variáveis do sistema e 40% de rúıdo na CI, a trajetória do modelo não é corrigida
pela assimilação.

Em Mongensen e Huang (1998), a capacidade do método 3DVAR estimar parâmetros do
modelo de Lorenz é explorada e são apresentados resultados a cerca de variações na janela de
assimilação e rúıdo nos dados observados. Os autores concluem que a estimativa de parâmetros
é uma aplicação promissora para a abordagem variacional.

Em Bishop et al. (2001) avalia-se um Kalman filter sub-ótimo, conhecido como ensemble
transform Kalman filter (ETKF), onde é feita uma transformação e normalização no ensemble,
para obter-se a matriz de covariância dos erros de previsão menos custosa computacionalmente
em comparação com o EnKF. O filtro foi usado pelo Centro Nacional de Previsão Ambiental
nas missões de reconhecimento, Winter Storm de 1999 e 2000, para determinar onde as
aeronaves devem implantar dropwindsonde a fim de melhorar as previsões de 24-72h sobre
áreas continentais dos Estados Unidos. Esta metodologia também é testada através de um
modelo numérico barotrópico de previsão de vórtices ciclônicos tropicais. Comparações entre
ETKF, 3DVAR e métodos h́ıbridos mostram que são eficientes para AD.

O ensemble adjustment Kalman filter (EAKF), apresentado no trabalho de Anderson
(2001), consiste em uma teoria para estimar a distribuição de probabilidade do estado de
um modelo dado um conjunto de observações existentes. O EAKF, bem como o EnKF origi-
nal geram previsões com erros relativamente pequenos na média dos conjuntos, o que implica
em razoável ńıvel de incerteza nas variáveis assimiladas. Nos experimentos de (ANDERSON,
2001), observa-se vantagens significativas do EAKF em comparação como 4DVAR em modelos
de baixa ordem.

Em Ott et al. (2002) os autores introduzem o conceito de localization na formulação
do ensemble Kalman filter, chamado local ensemble Kalman filter (LEKF). Esta aproximação
baseia-se na hipótese de que, quando a superf́ıcie da terra é dividida em regiões localizadas de
tamanho moderado, os vetores das incertezas de previsão em tais regiões tendem a estar em
um subespaço de dimensão muito menor do que a do completo vetor de estado atmosférico
de tal região. Conjuntos de filtros de Kalman, em geral, assumem que a análise resultante
da assimilação de dados encontra-se no mesmo subespaço com o o erro de previsão esperado.
Sob esta hipótese a dimensão deste subespaço é baixa. Isto implica que as operações com
matrizes tridimensionais são relativamente baixas. Assim, a análise de dados é feita localmente
de forma que se pode explorar a técnicas de computação massivamente paralela para a redução
de custo computacional. As análises locais são, então, utilizadas para construir estados globais
para o avanço para o próximo tempo de previsão. As potencialidades do método são ilustradas
através de experimentos com o modelo de Lorenz-96, que permitiu aos autores conclúırem que
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se pode obter uma análise precisa a um custo computacional menor do que com o ensemble
Kalman filter original, onde as observações são utilizadas de maneira não localizada.

Em 2005, Miyoshi investigou variações do ensemble Kalman filter (EnKF), apresentando
as seguintes conclusões baseadas no sistema de Lorenz: (1) calculando a covariância do erro
de observação de maneira localizada (multiplicando a covariância do erro de observação pelo
inverso de uma gaussiana) é posśıvel assimilar maior número de observações; (2) A performance
do local ensemble Kalman filter (LEKF) é igual ou melhor do que a do ensemble square root
filter (EnSRF) com parâmetros similares; (3) ponderar a covariância em função do tempo e
local é uma proposta promissora em assimilação de dados.

Pesquisas em AD aplicadas a disperção de poluentes são mais recentes do que as tra-
dicionais aplicacões em atmosfera e oceano, porém igualmente importantes. À medida que
aumenta a rede de observacões de poluentes na troposfera, a AD em modelos de qúımica da
atmosfera é desenvolvida. Em seu trabalho de 2007, Constantinescu destaca o progresso no
desenvolvimento de técnicas variacionais aplicadas com esta finalidade e mostra experimentos
de AD bem sucedidos e promissores para o sudeste da Africa com o EnKF.

Em Härter e Campos Velho (2008) é emulado o EKF através de redes neurais artificiais,
com o objetivo de mostram que no caso sobredeterminado (quando o número de observações
é maior do que o número de graus de liberdade do modelo), a técnica de inteligência artificial
é uma alternativa às demais técnicas.

Em Hayden et al. (2011) é destacado a desejável caracteŕıstica de rápida convergência do
algoritmo 3DVAR em aplicações ao modelo de Lorenz tanto para o caso discreto como para o
caso cont́ınuo.

Em Emili et al. (2011), com o objetivo de melhorar os campos de PM10 sobre a Suiça e
Itália, são integraradas observações de perfis verticais de satélite com observacões de superf́ıcie
através do EKF. Os autores avaliaram a precisão dos campos gerados pela AD comparando os
mesmos com o campo de background (modelo). Verificou-se que os dados de satélite são de
benef́ıcio limitado na região considerada, devido à boa cobertura espacial das redes terrestres
e as dificuldades inerentes aos dados de retrieval de PM10 sobre topografia acidentada. Os
resultados da assimilação são encorajadores quando 80% de observações de superficie são
excluidas. Os autores concluiram que dados de satelite são de maior interesse para as regiões
com uma distribuição esparsa dos locais de medição (por exemplo, a distância > 100 km entre
sites).

Em Barbu et al. (2011) é destacado que o material particulado (PM) é muito importante
para a saúde humana e esta diretamente relacionado com o clima. Todavia, o desempenho dos
modelos de qúımica de transporte de PM e seus gases precursores tem ”skill”relativamente
baixo. Portanto, propõem assimilação de sulfato e seu gás precursor (dióxido de enxofre) no
modelo de transporte qúımico (LOTOS-EUROS) usando EnKF. Os autores concluiram que
a assimilação de dados sequencial para a estimativa de dióxido de enxofre e sulfato sobre o
território Europeu tem resultados razoáveis. Contudo, um experimento mostrou que o filtro
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pode forçar o modelo para solucões irreais. Os autores sugerm que a assimilacao simultânea
de múltiplos poluentes implica em resultados mais reaĺısticos.

Em Law et al. (2014) é estudado a performance do 3DVAR e tido como conclusão que a
metodologia de inflação de variância (por fator multiplicativo) tende a estabilizar o filtro, con-
dicionando a convergência do algoritmo de minimização e melhorando a precisão da correção
das trajetórias do escoamento.

2.3 Objetivos

O Objetivos inicial deste trabalho é modelar a CLP para condições instáveis e assimilar,
através do EKF, os dados coletados no experimento de Copenhagen. Para tanto consider-
se-á a solução da equação de advecção-difusão bidimensional. Ratifica-se a importância da
assimilação de dados em modelos de qúımica da atmosfera e se avalia a performance do
EKF aplicado o problema de estimativa de concentração de poluentes em questão. Como o
experimento de Copenhagen, para a modelagem estuda, fornece dados apenas para a camada
próxima à superf́ıcie terrestre em apenas três distâncias da fonte, realizam-se experimentos
assimilando-se dados sintéticos. O objetivo espećıfico é avaliar a assimilação de dados sintéticos
com diferentes amostragens na coordenada horizontal (x) e com diferentes distribuições nos
ńıveis verticais do modelo através do erro quadrático médio. Para atingir o objetivo proposto,
o trabalho é organizado da seguinte maneira:

No caṕıtulo 3, será apresentado o método de assimilação de dados KF. Já no Caṕıtulo 4,
serão descritos os dados para a validação do modelo que consiste nos experimento de Cope-
nhagen e as parametrizações da turbulência e perfil de vento. No caṕıtulo 5 são apresentados
os resultados obtidos. Encontram-se no Caṕıtulo 6 as conclusões deste assunto.



3 KALMAN FILTER

Segundo Sorenson (1970) o conceito de Gauss de teoria de estimação por ḿınimos qua-
drados, originalmente estimulado por estudos astronômicos, tem sido a base para o estudo de
técnicas de teoria de estimação nos últimos 170 anos, provavelmente nenhuma tão útil em
relação às necessidades atuais como o Kalman filter (KF).

O KF, embora tenha sua origem nos ḿınimos quadrados (MQ), como verifica-se na
afirmação de Sorenson, tem sido utilizado em estudos de poluição atmosférica (ZHANG; HE-
EMINK; EIJKEREN, 1997), Oceanografia (MILLER; GUIL; GAUTIEZ, 1995) e meteorologia
(DALEY, 1991), no contexto de assimilação de dados.

Como esta tese trata de assimilação de dados, que por vezes é um problema de estimação,
reserva-se este caṕıtulo ao KF, técnica emulada pelas RN. Por motivos evidentes na afirmação
de Sorenson (1970), revisa-se os ḿınimos quadrados (MQ), ḿınimos quadrados ponderados
(MQP) e ḿınimos quadrados ponderados com recursividade (MQR). Maneiras alternativas de
dedução das equações do KF são obtidas em Anderson e Moore (1979).

3.1 Ḿınimos Quadrados

Um sistema Hw = z mal condicionado não pode ser resolvido diretamente por w = H−1z,
portanto uma alternativa para estimar os parâmetros w com as observações z é minimizar
‖Hw − z‖, onde H é o operador que transforma z em w. Para tal, considera-se o seguinte
modelo linear e erro de observação

z = Hw + ε (6)

ε = z−Hw (7)

A solução deste sistema consiste em minimizar o erro ε de forma a se obter a melhor estimativa
(ŵ) do estado z, segundo o critério quadrático, o que pode ser obtido minimizando-se o
seguinte funcional J(w) em relação a w

J(w) = εT ε = ‖ε2‖ (8)
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onde εT é dado pela equação (7) e usando a propriedade (AB)T = BTAT , obtém-se

J(w) = wT HT Hw−wT HT z− zT Hw + zT z. (9)

Como zT Hw é igual a wT HT z, pois neste caso a ordem dos vetores é irrelevante para o
cálculo do produto interno, a derivada primeira de J(w) em relação a w resulta na seguinte
expressão

ŵ = (HTH)−1HTz (10)

onde o śımbolo (̂.) foi introduzido para representar estimativa. Assim, verifica-se que o vetor
w que minimiza ‖Hw − z‖2

2, é a solução da equação normal HT Hw = HT z, sendo o vetor
ŵ = (HTH)−1HTz a solução por ḿınimos quadrados para Hw = z

Pela interpretação geométrica, verifica-se que Hw é a projeção de z, ou seja, o vetor mais
próximo de z entre todos os vetores Hw posśıveis. Algebricamente a solução por ḿınimos
quadrados pode ser obtida multiplicando-se Hw = z por HT , resultando na matriz quadrática
HT H; obtendo-se n equações para os desconhecidos w1, · · · , wn. Assumindo-se que a matriz
H tem posto cheio (full rank, todas as suas colunas são independentes), tal que HTH possui
inversa e z é completamente determinado.

Em aplicações práticas não é usual estimar w pela equação (10) devido às dificuldades
numéricas na inversão de HT H, e sim através de algoritmos estáveis (ver Golub e van Loan
(1989)).

3.2 Ḿınimos Quadrados Ponderados

Para os MQP, considera-se o caso em que as medidas z não têm a mesma precisão, ou
seja, supondo-se que a medida z1 seja mais precisa do que a medida z2, é natural atribuir
maior peso para z1. Assim, ao invés de minimizar o erro médio quadrático ‖ε2‖, minimiza-se
o erro médio quadrático dado por ‖θε2‖, ou seja, encontra-se a melhor solução por ḿınimos
quadrados que minimiza θHw = θz, obtendo-se

ŵ = (HT CH)−1HT Cz (11)

onde C = θTθ. Fazendo-se
L = (HT CH)−1HT C, (12)

tem-se
ŵ = Lz (13)

Para θ = I, tem-se os MQ padrão. Quando as medidas não são correlacionadas, a matriz de
pesos θ é diagonal, caso contrário é uma matriz cheia.
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3.3 Escolha dos Pesos (θ)

Aqui, tratar-se-á (θ) como propriedades estat́ısticas do experimento. Para calcular (θ),
primeiro assume-se que o rúıdo de observação ε = z−Hw é não tendencioso (sem viés).
O valor esperado 1 é dado por E[εi] e a variância por E[ε2

i ]. Apenas o desvio padrão (raiz
quadrada da variância) é necessário para determinar os pesos nos ḿınimos quadrados. Em
outras palavras, tendo apenas uma medida e conhecendo apenas o primeiro e o segundo
momentos, média e variância respectivamente, determinam-se as propriedades dos pesos nos
ḿınimos quadrados, ou seja, assumindo uma distribuição gaussiana, não é necessário conhecer
a distribuição de probabilidade completa. Havendo mais do que uma medida, é necessário
conhecer a dependência mútua entre os rúıdos, a qual é medida pela sua covariância.

Para rúıdos independentes, o que é mais comum na prática , a covariância é nula. Os
pesos θ são dados por θi = 1/σi ( o que significa que quanto menor for a variância σi, mais
confiáveis são as observações e maiores os pesos θi). Observa-se que θ e C = θT θ, são
diagonais, C contém os números 1/σi e no caso em que as variâncias forem todas iguais,
tem-se os ḿınimos quadrados.

Como C torna o estimador por ḿınimos quadrados ponderados o ”melhor estimador”,
pode-se definir uma matriz de covariância dos erros de observação (nas medidas) R, tal que
C = R−1 .

Os elementos rii de R são dados pelas variâncias E[ε2
i ] e os elementos fora da diagonal

são dados por E[εiεj]. Como os produtos ε2
i e εiεj aparecem na matriz quadrada εεT , pode-se

abreviar a matriz de covariância R como o valor esperado de εεT

R = E[εεT]. (14)

Procura-se C tal que E[εi] = 0 (o melhor posśıvel). Para tanto, o estimador ŵw = Lz, que
estima o verdadeiro, mas desconhecido parâmetro w das medidas z , deve ser linear e não
tendencioso. Será linear se L for uma matriz e não tendencioso se o valor esperado do erro
de estimativa for zero, ou seja:

E[w− ŵ] = E[w− Lz] = E[w− L(Hw + ε)] = E[(I− LH)w] = 0. (15)

de onde se deduz que L é não tendencioso se LH = I.
Usando a suposição, primeiramente feita por Gauss de que a matriz C deve ser o inverso

da matriz de covariância R (C = R−1) e fazendo L = L0, tem-se da equação (12) que

L0 = (HTR−1H)−1HTR−1 (16)

o qual se supõe ser a escolha ótima, pois satisfaz L0H = z.
1E[g(x)] =

∫ +∞
−∞ g(x) p(x) dx, sendo p(x) a função de densidade de probabilidade associada à variável x.
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O melhor estimador linear não tendencioso (BLUE), é tal que C = R−1. O estimador ŵ
e a matriz ótima L0 satisfazem

ŵ = (HTR−1H)−1HTR−1z = L0z. (17)

Esta escolha minimiza o erro esperado na estimativa, medida pela matriz de covariância do
erro de estimativa P, dado por

P = E[(w− ŵ)(w− ŵ)T] (18)

Estimar w ótimo é equivalente a obter P ḿınimo, portanto minimiza-se a expressão (18), que
substituindo o valor de ŵ fica

E[(w− LHw− Lε)(w− LHw− Lε)T]. (19)

Desde que LH = I e L seja linear, usando a equação (14) obtém-se

P = E[(Lε)(Lε)T] = LE[εεT]LT = LRLT (20)

Para mostrar que L0 é a escolha ótima, escreve-se L como L0 + (L− L0) que substituindo
em P = LRLT, resulta em

P = L0RLT
0 + (L− L0)RLT

0 + L0V(L− L0)T + (L− L0)R(L− L0)T. (21)

Com algumas manipulações algébricas verifica-se que a segunda e a terceira parcelas da
equação (21) são nulas, portanto (21) pode ser escrita como

P = L0RLT
0 + (L− L0)R(L− L0)T. (22)

Esta expressão é minima para L = L0, então a equação (22) se reduz a P = L0RLT
0 .

Substituindo-se L0 por L em P = LRLT obtém-se a seguinte expressão para a covariância
do erro de estimativa

P = (HR−1H)−1. (23)

Uma forma alternativa de derivação da matriz de covariância dos erros de estimativa pode ser
encontrada em Mendel (1995) , bem como a análise das vantagens e desvantagens em cada
alternativa de derivação.

3.4 Ḿınimos Quadrados Recursivos

A seguir deduz-se a expressão do ḿınimos quadrados, para estimar um estado, ao passo
que se dispões de novas medidas, sem a necessidade de se refazer os cálculos como todo o
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conjunto de dados já dispońıveis. Esta é a idéia de recursividade.
Uma outra maneira de expressar a idéia dos MQR é considerar que se pretende estimar w1

a partir da estimativa w0, agregando a nova observação z1.
De 17 ŵ = (HTR−1H)−1HTR−1z = L0z, sendo que o erro de estimativa (w− ŵ) tem

média zero e matriz de covariância P = (HR−1H)−1, segundo a Equação (23).
Para calcular w1 faz-se a mesma suposição feita para calcular w0, ou seja, a matriz C que

torna ŵ1 a melhor estimativa é C = R−1, onde

R =
 R0 0

0 R1

 , (24)

é a matriz de covariância do erro de observação (erro nas medidas)

ε =
 ε0

ε1

 . (25)

R é diagonal por bloco porque ε1 é independente de ε0. Desta forma, a matriz HTCH, no
cálculo de w1, será

P−1
1 =

[
H0 H1

]  R0 0
0 R1

 [ H0 H1

]
(26)

que desenvolvendo os produtos matriciais e usando P−1
0 = HT

0 R
−1
0 H0, resultando em P−1

1 =
P−1

0 HT
1 R

−1
1 H1. Gerneralizando, obtém-se a expressão para a covariância do erro para os

MQR.
P−1

k = P−1
k−1HT

k R−1
k Hk (27)

O próximo passo é obter a equação de atualização para a estimativa ŵk/k (estimativa no
instante k dadas medidas dispońıveis até o instante k).

Lembrando que ŵ1 não baseia-se apenas em z1 e é o melhor estimador do sistema H0w0z0

e H1w0z1. Desde que a equação normal seja HTR−1Hw = HR−1z e HTR−1H = P−1,
com algumas manipulações algébricas verifica-se que ŵ é dado por

ŵ = P1(HT
0 R

−1
0 z0 +HT

1 R
−1
1 z1) (28)

Com a chegada da medida z1 há um aumento de informação. Isto faz com que P diminua (P
é uma medida da incerteza). Nota-se que P−1

k não depende das medida z0 e z1 e refere-se
apenas às propriedades estat́ısticas de w1

Já a estimativa atual w1 basea-se em z0 e z1 . Rearranjando a equação (28), obtém-se

ŵ1 = ŵ1 +G1(z1 − z0) (29)
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Generalizando a equação (29) obtém-se a expressão de atualização por MQR para ŵ dadas
zk medidas

wk = wk−1 +Gk(zk −Hkwk−1). (30)

onde Gk = PkH
T
k R

−1
k é a matriz ganho, zk −Hkwk−1 é a inovação e Gk(zk −Hkwk−1),

refere-se a correção.
A equação (30) é uma forma eficiente da estimativa do estado w, no instante k, dadas as

zk−1 medidas, ser atualizada para uma estimativa w, no instante k, dadas as zk medidas.
Nesta seção derivou-se a expressão dos MQR (equação (30)), com a qual a estimativa de

um determinado parâmetro pode ser atualizada de maneira ótima e recursiva, ao passo que se
dispõe de novas medidas. Derivou-se também uma expressão (equação (27)) que quantifica a
incerteza associada a esta estimativa, ou seja, a covariância do erro de estimação.

Na próxima Seção deriva-se as expressões para o KF, que fornece uma estimativa recursiva
ótima para estados que mudam de acordo com a evolução de um sistema dinâmico.

3.5 Kalman filter

Dada a equação linear de medidas

z = Hw + ε (31)

onde ε é um vetor gaussiano aleatório com média zero e matriz de covariância R
(ε = N(0,R)).

O melhor estimador ŵ linear não tendencioso de w é ŵ = PHTR−1z, onde
P = E[(w− ŵ)(w− ŵ)T] = (HR−1H)−1 é a covariância do erro de estimação.

Dado o seguinte sistema dinâmico com as seguintes equações para o sistema e medidas

wk+1 = Fkwk + ηk (32)

zk = Hkwk + εk (33)

onde o rúıdo no sistema dinâmico (ηk) e o rúıdo nas medidas (εk) são vetores aleatórios
gaussianos (ηk ≈ N(0, Qk) e (εk ≈ N(0, Rk)). O subindice k refere-se ao k-ésimo instante
de tempo discreto.

ŵ0 é o melhor estimador linear não tendencioso de um estado inicial com matriz de co-
variância de erro P0. O Kalman filter calcula o melhor estimador linear não tendencioso no
tempo k, dadas as medidas z0, · · · , zk; (wk/k). O filtro calcula também a matriz de covariância
do erro Pk/k (ŵk/k − ŵk) dadas estas medidas.

Os cálculos ocorrem de acordo com as fases de atualização (estimativa de w no instante
k dadas zk medidas) e propagação (estimativa de w no instante k + 1 dadas zk medidas).
A seguir, aplica-se os resultados do estimador ótimo para estimar um estado e calcular a



24

covariância do erro de estimação nas fases de atualização e propagação.
Atualização
ŵk/k é o estimador que difere do estado real wk por um termo de erro ek com covariância

(Pk/k−1)

wk/k+1 = wk + ek (34)

E[eke
T
k ] = Pk/k−1 (35)

A nova medida zk é relacionada com o estado wk pela equação

zk = Hkwk + εk (36)

com covariância do erro E[εkε
T
k ] = Rk

As equações (35) e (36) podem ser agrupadas no seguinte sistema

z = Hw + η (37)

onde

z =
 ŵk/k−1

zk

 (38)

H =
 I

Hk

 (39)

η =
 ek

ηk

 (40)

e covariância de η

R =
 Pk/k−1 0

0 Rk

 (41)

A solução deste sistema é
ŵ = PHTR−1z (42)

P = (HR−1H)−1 (43)

As equações (42) e (43) representam o estágio de atualização do FK; que são as mesmas
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equações dos ḿınimos quadrados ponderados, que na forma recursiva resultam em

ŵk/k = ŵk/k−1 + Pk/kH
T
k R

−1
k (zk −Hkwk/k−1) (44)

P−1
k/k = P−1

k/k−1H
T
k R

−1
k Hk (45)

onde
Gk = Pk/kH

TR−1
k (46)

é o ganho de Kalman2.
O ganho de Kalman especifica a quantidade pela qual a inovação deve ser multiplicada

(ou amplificada) para se obter o termo de correção e transformar a estimativa ŵk na nova
estimativa ŵk/k.

Propagação
Desde que o novo estado seja relacionado com o estado anterior do KF, a matriz de

covariância propagada é

Pk+1/k = E[(wk+1 − ŵk+1/k)(wk+1 − ŵk+1/k)T ]. (47)

Abrindo a expressão acima, tem-se

Pk+1/k = E[(Fkwk +Gkwk − Fkŵk/k)(Fkwk +Gkwk − Fkŵk/k)T ]. (48)

Desenvolvendo os produtos, usando a propriedade (AB)T = BTAT , considerando Fk e Gk

conhecidos e não aleatórios, lembrando que os rúıdos são gaussianos não correlacionados de
média nula e matriz de covariância conhecida, tem-se que

Pk+1/k = FkPkF
T
k +GkQkG

T
k . (49)

O KF usa uma estimativa inicial e matriz de covariância do erro inicial ŵ0/k−1 ∼= ŵ0 e P̂0/k−1 ∼=
P̂0, ambos dados como parâmetros iniciais do problema.

O algoritmo do Kalman filter linear, num contexto de assimilação de dados, é apresentado
a seguir e ilustrado na Figura 1:

1. Previsão a partir do modelo

Cp
k+1 = Fk+1Ca

k (50)

Pf
k+1 = FkPa

kFT
k + Qk (51)

2Neste trabalho utilizamos G como notação do ganho de Kalman, em vez do habitual K, para que não
haja confusão com a notação do coeficiente de turbulência
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Figura 1: Diagrama esquemático do filtro de Kalman linear.

2. Cálculo do ganho de Kalman

Gk+1 = Pp
k+1HT

k+1[Rk+1 + Hk+1Pp
k+1HT

k+1]−1 (52)

3. Cálculo da estimativa

Ca
k+1 = Cp

k+1 + Gk+1(Co
k+1 −Cf

k+1) (53)

4. Cálculo da matriz de covariância

Pa
k+1 = [I−Gk+1Hk+1]Pp

k+1 (54)

O sobréındice p (equivalente à fase de propagação) refere-se a previsão, o refere-se a
observação e a (referente a fase de atualização) refere-se a assimilação.

Nas expressões acima, para aliviar a notação subtituiu-se k + 1/k por k + 1 e k/k por
k. A expressão (52) é equivalente a (46), sendo que R−1 é da ordem do vetor de medidas
e [R + HPH]−1 é da ordem do vetor de estados. Deve-se optar por inverter a matriz de
menor ordem. Para passar da expressão (46) para a expressão (52) usa-se o lema da inversão
matricial. A equação (53) é obtida substituindo-se o valor do ganho de Kalman na equação
(44) e a expressão (54) é obtida substituindo-se o valor de P f em (45).

Quando aplicado a modelos não-lineares Cp
k+1 = Fk+1Ca

k (a matriz F é função das variáveis
de estado), lineariza-se F e tem-se o extended Kalman filter ; modificação mais usada do filtro
de Kalman para problemas não-lineares.

A principal diferença entre o MQPR para o KF é que os MQPR foram desenvolvidos para
parâmetros e o KF é mais genérico. Kalman trata o rúıdo aleatório e prova que é o melhor
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estimador linear não tendencioso.
Em operações práticas de previsão de tempo e clima para a atmosfera e oceano, a matriz

Pp
k não é calculada por Pf

k+1 = FkPa
kFT

k +Qk, mas parametrizada baseando-se em avaliações
estat́ısticas e v́ınculos dinâmicos (NOWOSAD, 2001). Pp

k e Pa
k também podem ser estimadas

por médias de conjuntos (ensemble) (KEPPENE, 2000).



4 DADOS PARA A VALIDAÇÃO DO MODELO

Uma utilização correta dos modelos de transporte e difusão na atmosfera não pode pres-
cindir de um estudo sobre suas capacidades de representarem corretamente situações reais.
Quando posśıvel, deve-se verificar a confiabilidade do modelo utilizado com os dados, cenários
topográficos e meteorológicos próprios da área de seu emprego (TIRABASSI, 2005).

Assim, neste caṕıtulo, apresentam-se os dados experimentais e parametrizações do coefi-
ciente de difusão e perfis de vento.

4.1 Dados Experimentais

Qualquer estudo de modelagem é incompleto se não é apropriadamente e adequadamente
validado com observações relevantes. Para avaliar a performance do modelo foram utilizados
dados observados do experimento de Copenhagen. A seguir é apresentado o experimento
utilizado.

4.1.1 Experimento de Copenhagen (Dinamarca)

Os experimentos de dispersão em Copenhagen, descritos nos artigos de Gryning e Lyck
(1984) e Gryning et al., consistiram na liberação do traçador SF6 (hexafluoreto de enxofre)
ao norte de Copenhagen. É um experimento de fonte alta e fortemente convectivo.

O traçador foi abandonado sem empuxo a partir de uma torre com altura de 115 m,
sendo coletado ao ńıvel do solo (z = 0), em unidades de amostragem localizadas em três
arcos perpendiculares ao vento médio. As unidades de amostragem foram posicionadas a uma
distância entre 2 a 6 km, a partir do ponto onde ocorreu a liberação do poluente, como mostra
a Figura 2 (Doḿınio: 6 km de distância da fonte).

As liberações de SF6 começaram uma hora antes do ińıcio da amostragem. O tempo
médio das medidas foi de 1 h e suas imprecisões são de 10 %. O local era principalmente
residencial, com um comprimento de rugosidade de z0 = 0,6 m (é a altura em que o vento é
zero).

A Tabela 1 mostra os dados meteorológicos dos experimentos de dispersão na CLC de
Copenhagen a serem utilizados no modelo. Na Tabela (1) u é a velocidade do vento médio
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Figura 2: Experimento de Copenhagen.

(m/s), u∗ representa a velocidade de fricção (m/s), L é o comprimento de Monin-Obukhov
(m), w∗ é a escala de velocidade convectiva vertical (m/s), Hs é a altura da fonte (m) e h é
a altura (m) da CLC. Estes dados meteorológicos são médias horárias.

Tabela 1: Parâmetros meteorológicos do experimento de Copenhagen (GRYNING et al., 1987).

u (115 m) u (10 m) u∗ L w∗ h
Expt (ms−1) (ms−1) (ms−1) (m) (ms−1) (m)

1 3,4 2,1 0,36 -37 1,8 1980
2 10,6 4,9 0,73 -292 1,8 1920
3 5,0 2,4 0,38 -71 1,3 1120
4 4,6 2,5 0,38 -133 0,7 390
5 6,7 3,1 0,45 -444 0,7 820
6 13,2 7,2 1,05 -432 2,0 1300
7 7,6 4,1 0,64 -104 2,2 1850
8 9,4 4,2 0,69 -56 2,2 810
9 10,5 5,1 0,75 -289 1,9 2090

4.2 Coeficiente de Difusão e Perfil de Vento

Em problemas de difusão atmosférica, a escolha de uma parametrização turbulenta re-
presenta uma decisão fundamental para modelar a dispersão de poluentes. A partir de um
ponto de vista f́ısico, uma parametrização da turbulência é uma aproximação da natureza
no sentido que os modelos matemáticos recebem uma relação aproximada que substitui um
termo desconhecido. A confiabilidade de cada modelo depende fortemente da maneira como
os parâmetros são calculados e relacionados ao entendimento da CLP (MANGIA et al., 2002).
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Na literatura encontram-se diversas e variadas formulações para o coeficiente de difusão
turbulento vertical (ULKE, 2000). O coeficiente de difusão dependente somente da turbulência
utilizado neste trabalho é apresentado a seguir.

• Fórmulas de Degrazia: utilizadas em toda CLP.

– Condições instáveis (L ≤ 0):

Kz = 0, 22w∗h
(

z
h

) 1
3
(
1− z

h

) 1
3
[
1− e−4z

h − 0, 0003e 8z
h

]
(55)

em que h é a altura da CLP.
Já quanto ao perfil de vento optou-se por fazer uso apenas do perfil de vento constante

netes trabalho, visto que este já gera os resultados desejados levando as conclusões esperadas.



5 RESULTADOS

Com o propósito de testar o esquema de assimilação, a equação de advecção-difusão
bidimensional independente de tempo, descrita por

u
∂C

∂x
= ∂

∂z

(
Kz

∂C

∂z

)
(56)

uC = Qδ(z − hf ), para x = 0 (57)

Kz = ∂C

∂z
= 0, para z = 0e z = h (58)

foi integrada como os seguintes parâmetros: ∆x = 0, 5m, ∆z = 20, 5m, altura da camada
limite h = 810 m e altura da fonte hf = 115m. No EKF a matriz que representa o sistema de
observação é H = I1, e as matrizes de covariância dos rúıdos de observação e modelagem, são
respectivamente Rk = 2I e Qn = 0, 5I (tais valores foram obtidos da literatura, onde foram
feitos experimentos semelhantes), sendo que I é a matriz identidade da ordem de Nz = 41.
O número de pontos na direção x é 15.000 (7.500 m). Estes parâmetros foram utilizados
em duas avaliações da metodologia proposta: na primeira (Avaliacão 1) foram assimilados
os dados do experimento de Copenhagen para o caso 2D-Estacionário com a modelagem de
(DEGRAZIA; CAMPOS VELHO; CARVALHO, 1997) (camada limite instável). Na segunda
avaliação (Avaliacão 2) assimilou-se dados sintéticos com diferentes distribuicões de sensores
no doḿınio (x,z). Nas seções a seguir, apresentam-se estas avalições.

5.1 Avaliacão 1 - Assimilação dos Dados do Experimento de Cope-
nhagen

Nesta avaliacão o modelo é integrado a partir da condicão inicial Equacão (57). Como
o caso 8 do Experimento de Copenhagen tem apenas três pontos em X, todos próximos a
superf́ıcie (primeiro ńıvel do modelo), assimila-se os três pontos onde há observaço (x =
1900m, x = 3600m e x = 3600m).

Observa-se na Figura 3, que o EKF é eficiente em corrigir a trajetória do modelo nos pontos
1Tomamos H como a matriz identidade devido o fato da observação e o modelo estarem nos mesmos

pontos de grade.
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Figura 3: Modelo do filtro de Kalman linear conjunto (EKF).

de inserção do dado, entretanto, há notória descontinuidade no ponto de assimilação. Isto
ocorre porque o experimento fornece dados apenas ao ńıvel do solo em três pontos distantes
da fonte ( no caso analisado, 1900, 3600 e 5300 metros da fonte). Portanto, o resultado vai ao
encontro dos resultados obtidas por Miller et al. (1995), onde os autores concluem que o filtro
falha ao se assimilar poucos dados. Ou seja, para pequenas quantidades de dados dispońıveis
para a assimilacão, deve-se aplicar um filtro com estatistica de mais alta ordem e não apenas
com o segundo e primeiro momento (média e variancia). Entretanto, filtros com terceiro e
quarto momento estat́ıstico são computacionalmente inviáveis do ponto de vista operacional
em problemas AD em modelos de dispersão de poluentes.

Devido a impossibilidade de se explorar algumas caracteŕısticas do FK com os dados de
Copenhagen testado, fez-se a avaliacão 2, descrita na próxima secão.

5.2 Avaliacão 2 - Assimilacão de dados Sintéticos com Diferentes
Distribuicões no Doḿınio (x,z)

Com o objetivo de analisar a influência da resolusão e distribuição das observações na
performance do extended Kalman filter (EKF) foram realizados doze experimentos, divididos
em três cpmjumtps, utilizando-se ainda dos parâmetros atmosféricos do experimento 8 de
Copenhagen. Para realizar tal análise, observou-se os valores do erro calculado através da
equação

Erro = 1
NxNz

Nx∑
i=0

Nz∑
k=0

(Co
i,k −Ca

i,k)2 (59)

ode os śımbolos Cp, Co e Ca, referem-se respectivamente à concentração predita pelo mo-
delo, observada e estimada pelo EKF. Ressalta-se que o problema estudado é bidimensional,
estacionário e com integração na direção-x.
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5.2.1 Diferentes resoluções de observação na direção-x

No primeiro conjunto de experimentos, assimilou-se observações nos 41 pontos de grade
na direção-z, sendo que na direção-x as observações foram inseridas nas seguintes resoluções:
cada 1 ∆x (EXP1), 750 ∆x (EXP2), 1500 ∆x (EXP3), 2250 ∆x (EXP4), 3750 ∆x (EXP5)
e 5250 ∆x (EXP6). Na Tabela 2 constam os erros relativos a cada experimento e nas Figuras
4 (a)-(c), apresenta-se respectivamente os EXP2, EXP4 e EXP6 para z = 0m.

Tabela 2: Erro Relativo aos Experimentos 1 2 3 4 5 6.

EXP Freq. de OBS ERRO
1 cada 1 ∆x 4, 2695 · 10−4

2 cada 750 ∆x 1, 0991 · 10−1

3 cada 1500 ∆x 1, 1941 · 10−1

4 cada 2250 ∆x 1, 7564 · 10−1

5 cada 3750 ∆x 1, 9323 · 10−1

6 cada 5250 ∆x 4, 7478 · 10−1

Ao comparar-se os erros, fica claro que a estimativa feita pelo EFK é melhorada a medida
que o dado é assimilado com maior resolução. Contudo, o custo computacional é maior para
dados melhor amostrados.

5.2.2 Diferentes números de sensores na direção-z

O processo de asimilação também foi avaliado em relação ao número de pontos de
medidas na coordenada vertical. Nesta classe de experimentos, as observações foram
amostradas a cada 750∆x. No EXP7 foi usado Ns = 9 para as seguintes posições:
∆z = 0, 5, 10, 15, 20, 30, 35, 40 para o EXP8 foi usado Ns = 7 para as seguintes posições:
∆z = 0, 10, 15, 20, 25, 30, 40; e no EXP9 foi usado Ns = 5 para as seguintes posições:∆z =
0, 10, 20, 30, 40. Os resultados são apresentados na Tabela 3 e Figura 5 (a)-(c).

Tabela 3: Erro para diferentes números de sensores na direção-z.

EXP Número de sensores na direção-z ERRO
7 Nm = 9 1, 0935 · 10−1

8 Nm = 7 1, 1006 · 10−1

9 Nm = 5 1, 1083 · 10−1

Observando a Tabela 3 e Figura 5, nota-se que, de maneira semelhante ao que ocorre na
primeira classe de experimentos, uma diminuição na quantidade de ńıveis de observação bem
distribúıdas em z causa um aumento do erro.
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Figura 4: Efeito da freqüência de observação no EKF: (a) EXP2, (b) EXP4, (c) EXP6.

5.2.3 Diferentes arranjos de 5 sensores ao longo da direção-z

Por fim, em mais um conjunto composto por três experimentos, analisa-se a performance
do filtro para dados amostrados a cada 750∆x, com cinco pontos de observação em z
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Figura 5: Efeito dos diferentes números de sensores na direção-z no EKF: (a) EXP7, (b) EXP8,
(c) EXP9

(Nm = 5). Três diferentes arranjos são considerados: Grade-1, sensores uniformemente dis-
tribúıdos (EXP10), Grade-2 com sensores posicionados próximos ao chão (∆z = 0, 2, 4, 6, 8)
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(EXP11) e Grade-3 com sensores posicionados próximos ao topo da camada limite (∆z =
32, 34, 36, 38, 40) (EXP12). Na Tabela 4 apresenta-se os erros destes diferentes arranjos.

Tabela 4: Erro para três arranjos de observações na direção-z.

EXP Tipo de Grade ERRO
10 Grade-1 1, 1083 · 10−1

11 Grade-2 1, 2815 · 10−1

12 Grade-3 1, 2547 · 10−1

Neste experimento, percebe-se que ao se utilizar um número de sensores que não abrange
toda as alturas da grade de assimilação, o melhor arranjo para a distribuição de sensores na
direção-z é aquela em que os sensores são bem distribúıdos ao longo da direção-z.



37

Figura 6: Assimilação com observações distribúıdas em diferentes arranjos: (a) EXP10,
(b) EXP11, (c) EXP12.



6 CONCLUSÕES

A partir do experimento realizado com dados reais, conclui-se que o EKF é efetivo na
solução de problemas de assimilação de dados aplicada a concentração de poluentes. Entre-
tanto, o sistema é senśıvel a qualidade e quantidades de dados dispońıveis para inserção. Em
regiões remotas com poucos dados, tais como oceanos e florestas tropicais, o processo de
assimilação pode falhar, pois nestas regiões os graus de liberdade do modelo são, geralmente,
muito maiores do que o número de observações dispońıveis para assimilação. Nestes casos, a
assimilação de dados de dados de satélite ganha importância.

Quanto aos experimentos realizados com dados sintéticos, nós temos no primeiro conjunto
de experimentos que ao se testar diferentes resoluções, encontramos primeiramente um cres-
cimento bastante expressivo entre os experimentos EXP1 e o EXP2, visto que enquanto o
primeiro é da ordem de 10−4 o segundo é da ordem de 10−1. Os demais experimentos do
mesmo conjunto também demonstram um crescimento no erro a medida que se diminui a
resolução da grade de observação, mas não sendo tão expressivos, tendo como maior cresci-
mento de erro entre os experimentos EXP5 e EXP6 (aprox. 145, 7%). Já no segundo conjunto
de experimentos é apresentado um crescimento no erro a medida que o número de sensores na
direção-z é reduzida. Entretanto estes não são tão significativos quanto no primeiro conjunto,
o maior crescimento neste caso é de 0, 7% entre o EXP8 e o EXP9. Enquanto que no terceiro
conjunto de experimentos, o melhor resultado (ou o menor erro) se apresentou ao usarmos
uma grade em que os sensores estão distribúıdos de maneira uniforme ao longo da camada
limite (EXP5), sendo que o crescimento do erro deste experimento para os demais está entre
13% e 16% aproximadamente.

Destaca-se ainda, que o EKF não necessita do modelo adjunto e tangente linear, ou seja,
o código é independente do modelo ao contrário do método variacional quadridimensional
(4DVAR), que segundo a literatura tem precisão equivalente as melhores implementações do
Kalman filter.

Porém, a grande contribuição deste trabalho, a partir dos resultados obtidos, é demons-
trar a gestores e formadores de opinião que uma maior rede de captação de dados sobre
concentração de poluentes levaria a uma melhora expressiva nos modelos de previsão da dis-
persão de poluentes acompanhados de assimilação de dados.
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