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RESUMO

KRUMREICH, Cesar, Fenomenologia de processos em altas energias utilizando
a equacao Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov com polos discretos 2020, 134p. Tese
(Doutorado em Fisica) - Programa de P6s-Graduagao em Fisica, Departamento de Fisica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2020.

Nos dias atuais, a descricao tedrica do comportamento da secao de choque no regime de
altas energias ainda é motivo de questionamento. Uma proposta que se encontra valida é
que o leve crescimento da secao de choque, neste regime de energia, esta associado a troca
de um objeto com os nimeros quanticos do vacuo, chamado de Pomeron. Fenomenologi-
camente, via teoria de Regge, foi possivel obter algumas de suas propriedades. Em QCD,
encontramos por meio de calculos perturbativos que o Pomeron é descrito através de in-
teracoes entre glions em forma de uma “escada”. A evolugao dos gltions nessa “escada” é
descrita pela equacao Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov (BFKL). Neste trabalho, apresen-
tamos algumas abordagens a respeito da solucao da equacao BFKL com constante de
acoplamento fixa e dinamica. Utilizaremos o método de autofuncoes discretas que nos re-
tornam como solucao no plano complexo do momentum angular uma sequéncia infinita de
polos. Uma aplicagao proposta é ajustar a curva tedrica a dados experimentais da funcao
de estrutura F, para investigar as propriedades infravermelhas da equagao BFKL. Uma
vez fixado os parametros livres, utilizamos o resultado do nosso ajuste para producao de
quark charm, producao de mésons vetoriais massivos e a producao de dois fétons a altas
energias. Todos esses processos sao descritos pela primeira vez com esse formalismo em

Leading Order (LO).

Palavras Chave: equacao BFKL, Pomeron, polos






ABSTRACT

KRUMREICH, Cesar, Phenomenology of high energy processes using the
Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov equation with discrete poles 2020, 134p. Thesis
(Doctorate Degree in Physics) - Programa de Pés-Graduagao em Fisica, Departamento
de Fisica, Instituto de Fisisca e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, 2020.

In the present day, the theoretical description of the behavior of the cross section in the
high energy regime is still a matter of questioning. One proposal that is valid is that the
small growth of the cross section, in this energy regime, is associated with the exchange
of an object with the vacuum quantum numbers, called Pomeron. Phenomenologically,
via theory Regge, it was possible to obtain some of its properties. In QCD we find by
means of perturbative calculations that the Pomeron is described through interactions
between gluons in the form of a “ladder”. The evolution of the gluons in this “ladder”
is described by the Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov (BFKL) equation. In this work, we
present some approaches regarding the solution of the BFKL equation with fixed and
dynamic coupling constant. We will use the discrete eigenfunction method that return us
as a solution in the complex plane of angular momentum an infinite sequence of poles.
A proposed application is to fit the theoretical curve to experimental data of the F,
structure function to investigate the infrared properties of BFKL equation. Once the free
parameters are fixed, we use the result of our adjustment for charm quark production,
production of massive vector mesons and the production of two photons at high energies.
All of these processes are described for the first time with this formalism in Leading Order

(LO).

Key-words: BFKL equation, Pomeron, poles
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1 INTRODUCAO

A fisica de particulas é um ramo da fisica que investiga os constituintes elementares da
matéria e da radiagao, e também, sua interagao e aplicagoes. Hoje em dia, as particulas
fundamentais estao dispostas no que chamamos de Modelo Padrao. Além de classifica-las
o Modelo Padrao descreve a forca eletrofraca e a forga forte [1,2]. Atualmente, o desen-
volvimento cientifico-tecnoldgico na area de fisica de particulas é muito significativo e isso
se deve em grande parte a construgao do Large Hadron Colli der (LHC). Finalmente,
conseguimos descobrir a existéncia do ja teorizado Béson de Higgs [3,4].

Apesar desses grandes avancos, alguns resultados em relacao a dados cientificos ainda se
encontram em andlise, por exemplo, a descricao tedrica da secao de choque total a altas
energias. Uma proposta, sugerida por volta da década de 60 e ainda vigente, afirma que o
leve crescimento da secao de choque total estd relacionado com a troca de um objeto que
porta os nimeros quanticos do viacuo, chamado de Pomeron (nome em homenagem a Po-
meranchuk). No ambito da teoria de Regge [5,6], ele surge como uma troca de um reggeon
(troca de uma familia de ressonancias no canal do quadrado do momentum transferido).
Este reggeon esta associado a conjectura de que a singularidade da amplitude de espalha-
mento no plano complexo do momentum angular seja um polo. Donnachie e Landshoff em
1992 [7] efetuaram um ajuste de dados para a se¢ao de choque total e chegaram ao resul-
tado de que a intercepto da trajetoria do Pomeron é aproximadamente 1,08. Este resultado
estd relacionado a uma cinematica, na qual nao existe fragmentacao da estrutura interna
dos hadrons. Apesar de que no interior dos hadrons haja um acoplamento forte, temos que
os quarks, assintoticamente, com o aumento da energia adquirem o comportamento de
“particulas livres”. Esse comportamento é chamado de liberdade assintotica. Isso implica
que a aplicagao de uma teoria perturbativa através da utilizacao de diagramas e regras de
Feynman seja possivel na Cromodinamica Quantica (Quantum Chromodynamics, QCD).
Na QCD perturbativa, para modelar tal objeto, que porta os niimeros quanticos do vacuo
(singleto de cor), é necessario que haja pelo menos a troca de dois glions nessa interagao.
No entanto, para altas energias com essa simples troca a se¢cao de choque total permanece
constante; portanto para que se possa obter um leve crescimento da mesma é necessario
que a interacao entre glions seja levada em conta. Essa interacao entre glions é descrita
por uma “escada” e a equagao que descreve a evolugao dessa escada é a Balitsky-Fadin-
Kuraev-Lipatov (BFKL) [6,8]. Sua solu¢ao com constante de acoplamento fixo tem como
caracteristica um corte no plano complexo do momentum angular, onde o valor com maior
parte real contribui para intercepto da trajetéria do Pomeron. O resultado da intercepto da
trajetéria do Pomeron com acoplamento fixo é de aproximadamente 1,5. No entanto, esse

resultado, do ponto de vista fisico, nao é consistente, devido ao fato de que nessa solugao
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da equacao BFKL nao se levou em conta que a constante de acoplamento é dinamica.
A construcao de uma solucao da equacao BFKL com acoplamento dinamico pode ser
encontrada em [9-11]. Seu resultado traz uma nova perspectiva em rela¢do a abordagem
do Pomeron em QCD perturbativa. Agora o corte no plano complexo do momentum an-
gular é substituido por uma sequéncia infinita de polos no eixo real positivo, que surgem
dos zeros da fungao de Airy [10,12] e os zeros da fungao de Airy somado com os polos
de Regge [11]. Nessa tultima abordagem, o autor d& destaque a respeito da contribuigao
macia para Pomeron oriundo da QCD perturbativa. A introducao de um acoplamento
dinamico em processos duros, faz com que os coeficientes de difusao dependam do lo-
garitmo dos momenta, em discordancia com o caso fixo, onde eram contantes. O efeito
de difusao causa o surgimento de diferentes momenta transversais na "escada‘“. Em um
regime de grande rapidez, momenta transversais podem se difundir para escalas menores
que Aqcp, ou seja, para escalas infravermelhas, evidenciando que o Pomeron BFKL pode
ter contribuicdo macia nao perturbativa em sua descricao. Além desse tipo de abordagem
podemos solucionar a equacao BFKL com constante de acoplamento dinamica, através
do método de autofungoes discretas, inicialmente abordado em [13]. Atualmente, ele tem
sido bastante explorado [14-20], na busca de uma descrigao mais precisa dos dados expe-
rimentais.

O objetivo do presente trabalho é aplicar a equacao BFKL em observaveis onde a troca
do Pomeron seja relevante. Utilizamos o método de autofungoes discretas [6] em primeira
ordem (Leading Order, LO) a zero momentum transferido. O observéavel fisico proposto
para aplicacao da equacao BFKL foi a funcao de estrutura F3, onde concretizaremos ajus-
tes em relagao a dados experimentais. Temos dois parametros livres que sao a condigao
inicial da varidvel de Bjorken z; e a fase nao perturbativa 7,,. Esta dltima ¢ nosso vinculo
com as propriedades infravermelhas da equacao BFKL. A principio, dentro da QCD, elas
sao desconhecidas. Entretanto, por ser um parametro livre, pode ser ajustavel a dados
experimentais. Uma vez fixados, os parametros livres através do ajuste de F3, aplicaremos
eles em outros processos onde a troca do Pomeron seja relevante. Dentre esses processos
escolhemos a produgao do quark charm e mésons vetoriais J/W¥ e YT [21], pois sdo ob-
servaveis cuja escala dura possibilitam sua analise dentro da QCD perturbativa. Além da
producao de charm e dos mésons vetoriais, aplicaremos para producao de dois fotons em
altas energias representada pela secao de choque v*v* e v e a funcao de estrutura do foton
Fj. Tanto a producao do quark charm e mésons vetoriais J/¥ e T quanto a producao
de dois fétons a altas energias sao processos pelos quais esse formalismo é utilizado de
forma inédita. A grande importancia da aplicacao em outros processos estd atrelada a
universalidade do nosso resultado. Ela nos mostra que a utilizacao de uma sequéncia de
polos de uma descricao em LO do Pomeron é possivel em processos de altas energias e

também nos mostra o quanto é robusto o ajuste do modelo. E importante ressaltar que
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nosso estudo da equagao BFKL em termos de polos discretos resultou na publicagao dos
artigos [22,23].

Por fim, esta tese esta organizada como segue: no capitulo dois mostramos como as
particulas estao classificadas no Modelo Padrao, falamos de algumas caracteristicas da
Cromodinamica Quantica e apresentamos o espalhamento profundamente inelastico. No
capitulo trés foi feita uma revisao da teoria de Regge, na qual damos énfase as justificativas
que levaram a descricao de um objeto chamado Pomeron. No capitulo quatro, tratamos
a respeito do Pomeron na QCD. Fizemos uma revisao da equagao BFKL, mostrando sua
solugao com acoplamento fixo. O capitulo cinco esta dedicado especialmente as solugoes
com constante de acoplamento dinamico. O capitulo seis esta destinado a aplicacao da
equacao BFKL com polos discretos na funcao de estrutura F;, para funcao de estrutura do
quark charm F5° e sigma reduzido do quark charm ¢, na producao de mésons vetoriais
J/W e T e para as secao de choque féton real - féton real .., e se¢do de choque féton
virtual - féton virtual o+, e fungao de estrutura F3' do féton real. Por fim, no capitulo

sete apresentamos nossas conclusoes.
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2 CROMODINAMICA QUANTICA E A ESTRUTURA HADRONICA

Introduzimos este capitulo a fim de fazer uma revisao de alguns conceitos bésicos que sao
utilizados para a derivacao da equagao BFKL. Comecamos o capitulo mostrando como
esta distribuido o Modelo Padrao em relacao as particulas que participam da interacao
forte, mostramos de onde sao derivadas as regras de Feymnan, além disso explicamos o
que é confinamento e liberdade assintotica, e por fim fizemos um resumo do espalhamento

profundamente ineldstico.
2.1 Modelo Padrao e a Cromodinamica Quantica

O Modelo Padrao [24,25] descreve as forgas fundamentais que sao a forga forte, fraca e
eletromagnética, bem como as particulas fundamentais da matéria. Apesar da eficiéncia
de tal modelo em descrever resultados experimentais, temos que ele ainda se encontra

incompleto, pois nao contempla, por exemplo a gravidade.

Representativamente, nele as particulas fundamentais sao descritas em termos de bdsons
e férmions. Os bdsons sao mediadores da interacao e possuem spin inteiro. Temos que o
mediador da interacdo eletromagnética é o féton, da interacdo fraca sdo os bésons W¥ e
7% e o da interacao forte sao os glions. Férmions sao particulas que constituem a matéria
caraterizados por possuirem spin semi-inteiro, sendo classificados como quarks e 1éptons.
Os léptons sao particulas que estao sob a acao da interacao fraca e eletromagnética e
sao divididos em trés familias: elétron, miion e tau e seus respectivos neutrinos. Ja os
quarks estao sob agao da interacao forte e devido ao confinamento de cor nunca sao
observados livres na natureza; somente de forma indireta. Existem seis tipos de sabores
de quarks que sao up, down, strange, charm, bottom, e top. Temos que cada um desses
sabores podem apresentar trés cargas de cor. Essa carga de cor estd relacionada a forca
forte que existe entre quarks e glions. Para elas sao comumente atribuidas os nome de
verde, azul e vermelho, e cada cor tem sua respectiva anticor magenta, amarelo e ciano. O
confinamento de quarks e glions impossibilita que os hadrons possam ter cor. Portanto,
para que tenhamos um estado “sem cor® precisamos da juncao de trés quarks ou trés
antiquarks que formarao os barions ou a jungao de quarks com seu respectivo antiquark,
formando assim os mésons. Além dos quarks, os glions também possuem carga de cor,
no caso sao oito combinagoes de cor/anticor. Essa propriedade possibilita, ndo somente
quarks e glions interagirem, mas também proporciona que glions interajam entre si.
Veremos no capitulo quatro que essa propriedade é de suma importancia para elaboragao
do Pomeron dentro da QCD perturbativa, pois o Pomeron é construido levando-se em

conta a interacao entre glions em forma de "escada”’. Por fim, podemos destacar no
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Modelo Padrao o béson de Higgs descoberto em 2012, que é responsavel por dar massas

as outras particulas elementares.
2.2 Lagrangiana da QCD

A Cromodinamica Quantica (QCD) [26] é uma &rea da fisica que descreve as interagoes
fortes. Essa interagao forte ocorre entre os partons (coletivamente chamados de quarks e
glions). Quarks sao férmions de spin 1/2, com massa, carga elétrica fracionaria e possuem
carga de cor. Ja os gliions sao bésons de spin 1 sem massa e carga elétrica e compartilham
a propriedade de carga de cor com os quarks. A QCD é baseada no grupo SU(3) com trés
graus de liberdade representados pela carga de cor.

Para calcular as amplitudes de espalhamento dos processos na QCD é preciso de regras de
Feynman. Essas regras sao derivadas da lagrangiana da QCD [27,28], que é representada

Ccomo se segue

ﬁQCD = Ecléssica + Ecalibre—ﬁxo + ‘Cfantasma- (21)

A lagrangiana classica é a responsavel pela dinamica de quarks e glions. Ela é dada por

I a,.a 1 apv a
L assica = ¢(Z7uau - gsAMT - mf)d’ - L_LF : Fum (22)
onde
Vr
v=1 U
Vg

é o spinor com indices r b e g que significam as trés cores portadas pelos quarks, g, ¢ a
constante de acoplamento, m sdo as massas dos quarks para cada respectivo sabor f, Af
é o campo de glions com indice de Lorentz u, 7 = \*/2 sao geradores do grupo SU(3)

representados pelas oito matrizes de Gell-Mann [1]

010 0 — 0 10
A= 100 Ay = 0 Aa=10 -1 0
000 0 0 0 0 0
0 01 0 0 — 0 00
AM=1]100 0 A= 00 =10 01
100 0 010
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1
Ar=10 0 —i Ag = —=

0
0

3
v 0 V3

o O =
o = O

-2

o Indice a refere-se as oito possiveis combinagoes de cores dos glions. O termo Fj, é o

tensor intensidade de campo de glions a qual obedece a relacao
Fi, = 0,4, —0,A;, — gf“bcAZAl‘j. (2.3)
Aqui f®¢ ¢ a constante de estrutura do grupo SU(3), que pode ser representada por
(A% AP] = dfebene, (2.4)

Podemos destacar que através da quantidade F**"Fj, surgiram novos vértices que sao os
de trés e de quatro glions como estd apresentado na Figura (2.2). Além da lagrangiana
classica temos a lagrangiana do calibre-fixo que surge diante da inviabilidade de determi-
nar um propagador para o gliion sem que haja uma escolha de calibre. O termo de fixagao

de calibre covariante é dado por [§]

1

3¢ (0" A" (2.5)

Ecalibre—ﬁxo =
O fato de fixar um calibre covariante acarretara no surgimento de graus de liberdade nao
fisicos. A maneira de eliminar estes graus nao fisicos é subtrair outro campo de forma
a cancelar esta contribuicao. A esta quantidade subtraida é atribuida o nome de campo

fantasma de Faddeev-Popov [29], que é dado pela lagrangiana
Leantasma = (0,¢*) (60" + gsf“bcAZ)cc. (2.6)

A quantidade ¢** representa os campos fantasmas que sao responsaveis por cancelar o

calibre covariante.

Agora iremos colocar a representagao das regras de Feynman para os propagadores e
vértices, conforme indicam a Figura (2.1) e a Figura (2.2), respectivamente. No caso da

Figura (2.1) a quantidade D,,, (k) do propagador do glion é

ki

D;w(k) = Gu — (1 - f) L2

(2.7)

que no caso do calibre de Landau £ = 0 e no calibre de Feynman & = 1.
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Figura 2.1 - Propagadores da QCD. Os quarks s3o representados pela linha continua, os fantasmas pela linha
tracejada, os glions pela linha ondular, p e k sdo momenta, my representa a massa dos quarks
com seu respectivo sabor f, os indices com letras latinas (a, b, c, ...), referem-se as cores dos
gldons, e os indices (i, j, k, ...), as cores dos quarks, i e v sdo os indices de Lorentz. Figura do
autor.
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N
b~ H a
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c
- /p
7

—gsf%[(p1 — p3)g"*
+(p2 — p1)g" + (p3 — p2)g"”)

_igg[fabefcde (g,upgl/a _ guagup)
_ _|_facefbdc (g;u/gpa . g;tagyp)
_|_fadefl)cc (g;u/gpa - g;t,ogua)]

Figura 2.2 - Vértices da QCD. Os quarks s3o representados pela linha continua, os fantasmas pela linha
tracejada, os glions pela linha ondular, p é o momentum, os indices com letras latinas (a, b, c,
...), referem-se as cores dos glions, e (i, j, k, ...), as cores dos quarks, , v e o sdo os indices de
Lorentz, f é uma constante estrutral do grupo SU(3), v é a matriz de Dirac e g5 é a constante
de acoplamento. Figura do autor.
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2.3 Constante de acoplamento da QCD

Na fisica de particulas, em especial na QCD, temos duas propriedades muito importantes

que sao o confinamento e a liberdade assintotica. Antes de entender essa duas proprieda-

des, iremos mostrar a deducao da constante de acoplamento ay. Temos que a constante

de acoplamento pode ser construida por meio do grupo de renormalizagao [26,30]
dQS(QQ)

) B0n(@2), (28)

onde

o da
dp?’

r-n() e sa@) - (2.9

W

A varidvel p representa a escala de renormalizagao e () a virtualidade. A funcao S em

QCD tem sua expansao em mais baixas ordens em a, dada por

Blas) = —aZ[Bo + fras + O(a2)], (2.10)
sendo que
33 — 2ny 153 — 19n;
=5 =—" 2.11
o= "5z R S TSR (211)

onde ny ¢ o numero de sabores ativos. Podemos escrever que

Qg (Q2) d
ﬂ_/ % (2.12)
asu2) Blas)

Usando a Equacao (2.10) e Equacao (2.11) em (2.12) e considerando o termo de [(asy)

somente em primeira ordem, obtemos

2 o, (1?)
= 2.1
Oés(Q ) 14 Oés(/l2>ﬂ[)t, ( 3)
A escala de confinamento da QCD é definida da forma [§]
InA%qp = Inp? — _ (2.14)
aeb Boaus(1?)’ '
portanto
0 (Q?) = ! . (2.15)
BoIn(Q*/Agcp)
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Figura 2.3 - Grafico de a; em fun¢do de Q. Figura extraida de [31].

Podemos observar na Figura (2.3) que quando estamos em grandes distancias ou ainda em
pequeno () o acoplamento é bastante intenso, ocasionando que os quarks e glions estejam
fortemente ligados nos hadrons (confinamento). Todavia se estamos falando de pequenas
distancias ou grande () a constante de acoplamento tende a zero, acarretando que os
quarks se comportem como ”particulas livres” (liberdade assintética). Esta propriedade
de liberdade assintética permite que dentro da QCD seja possiveis calculos da interacao
entre particulas via regras de Feynman. A Equagao (2.15) serd de grande importancia
na tese, pois é comum atribuir a constante de acoplamento valores fixos a céalculos de
primeira ordem, porém em nosso trabalho trataremos de uma abordagem via equacao

BFKL, onde utilizaremos o acoplamento dinamico, ou seja, nos moldes como se encontra
a Equacao (2.15).

2.4 Espalhamento profundamente inelastico

O espalhamento profundamente inelastico (Deep Inelastic Scattering, DIS) [8,25,27] se
baseia na interacao de um lépton com um nicleon. Se no estado final somente o hadron
é detectado dizemos que este espalhamento é inclusivo, mas se no estado final tivermos,
por exemplo os mésons vetoriais J/1) ou Y, definimos como sendo um processo semi-
inclusivo. Este tipo de espalhamento tem sua aplicabilidade atribuida a investigacao da
estrutura hadronica. Isto é possivel, pois s6 um dos constituintes do espalhamento possui
subestrutura. Podemos representar o espalhamento elétron-préoton, que caracteriza um

processo DIS conforme descreve o diagrama da Figura (2.4). O processo elétron-proéton,
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Figura 2.4 - Espalhamento profundamente inelastico. Figura do autor.

pode ser determinado pela representacao
e(k)P(p) = (k)X (p'), (2.16)

onde e representa o elétron que transporta quadrimomentum inicial k e quadrimomentum
final £’. Esse elétron emite um féton virtual +* com momentum transferido ¢ que vai
interagir com os constituintes do préton. Aqui P representa o préton com momentum p
e massa m, e X é o estado final hadronico com momentum p’. A partir do espalhamento

(2.16), podemos deduzir algumas varidveis cineméticas como:
Q*=—¢*=—(k—F), (2.17)

onde () esta vinculada a resolugao do processo. Essa resolugao aumenta e medida em que

as distancias diminuem. O quadrado da energia do centro de massa é
s = (k+p)*. (2.18)
A energia do centro de massa do processo féton-préton é

W? = (q+p)* (2.19)
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também caracterizada como a massa invariante do sistema X. A fracdo de momentum do

préton portada pelo parton/nticleon é dada por:

Q@ Q”?

. 2p.q  2myr  Q*+W?2-—m2 (2:20)

também conhecida como variavel de Bjorken. A quantidade v = F — E’ é a diferenga de
energia do estado final e inicial do elétron. Quando temos a condicao de que Q2 > mg,
caracterizamos o processo como sendo profundo, pois esta condigao implica que o foton
penetra o nicleon. J4 se tivermos a condicao W?2 > mi, nos diz que o processo ¢ inelastico
e que ouve a fragmentacao do nicleon. A parcela

. W2t @ —my (2.21)

—_ m2
S mp

3

=
S

conhecida como inelasticidade, representa a quantidade de energia do 1épton transferida
para o nucleon através do féton trocado. Essa quantidade também pode ser escrita como
y=v/E.
Agora calcularemos a se¢ao de choque diferencial para o DIS inclusivo. Ela pode ser
expressa da forma [8,25]

do o?  FE

= _em T W 2.22
dE'dQ ~ 2m,Q* E " W (222)

onde a.,, é o acoplamento eletromagnético, d€2 = dcos(0)dy é o angulo sélido que identi-

ficarda o angulo de saida do lépton emergente,

y 2Ws (v, Q? . .
W = —2m, Wy (v, Q%) <gm/ - q’;g ) L2 9) (pu - p—fqu> (pu - p—gq%) (223)

mp

¢ o tensor hadronico, padronizado conforme [8,25] e
Ly = 2(kuk, + Kk, — kK g,,) (2.24)

é o tensor leptonico em ordem dominante obtido via regra de Feymnan da Eletrodinamica
Quantica (Quantum Electrodynamics, QED). Com a substituicdo da Equacao (2.24) e a

Equagao (2.23) na Equacao (2.22), ficamos com

2 /
dg’(:iQ = 4&5’;E {2W1(1/, Q?)sen? (g) + Wa(v, Q*)cos® (g)] . (2.25)
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Introduzindo as fungoes de estrutura adimensionais

Fi(z,Q%) = m,Wi(v,Q%), (2.26)
Fy(2,Q%) = vWy(v,Q?) (2.27)

mais a substituicao das variaveis do sistema de referéncia de laboratorio

2EE'sen” (%) B FE
Tr = e Y= 1 — —,
my(E — E') E
obtemos
do dra T _zgm
dmdQQ = ng [l’yzFl(gj, Q2) + (1 —Yy— QEPFQ(.T, Q2)>] . (228)

Também podemos escrever o tensor hadronico Equagao (2.23) em relagao as fungoes de

estrutura com a utilizacdo das relagoes (2.26) e (2.27), de modo que ficamos com

y 2F,(z, Q? , '
W/J,y - —2F1<«T7Q2> (g,u,u - q;g ) + 2; qQ ) <p,u - %Qy) (pu - %%/) . (229)

Através do teorema Optico somos capazes de escrever a secao de choque total de foto-

absor¢ao como [§]

o3 P, Q%) = (2.30)

onde sﬁ é o quadrivetor do féton virtual com helicidade A. Temos que os projetores de
helicidade do féton sao [8,25]

42 = 30 W — (gw N quq;) ’ (2.31)
A=0,+1
an oo & (p + 12, ) (py + Mqu> (2.32)
iz no v ng,(VQ-I—QQ) no2e Q? ;
1 * * 1
T 1 1 -1 -1 L
dl) = 3 (Gl 4 0007 = 3 (d2) —d)). (2.33)

Agora somos capazes de escrever a secao de choque total de fotoabsorcao em termos das

fungoes de estrutura Fy e Fy. Usando a Equagao (2.29), Equagao (2.32) e Equacgao (2.33),
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obtemos os resultados

. 2m2a A
v*P 2 . em (T) Y em
op (2,Q7) = ——m=d,,/)W" = 2¢Fy, 2.34
7 ) mpy/V? + Q? K Q? ' ( )
* 2 2 em 4 2 em
o] F(z,Q%) = T Gem gLy — 2T (Fy — 22 F7). (2.35)

mp /V2+Q2 224 Q2

Podemos escrever a Equagao (2.34) e a Equacao (2.35) em termos da fungao de estrutura
transversal e longitudinal com a substituicao de Fr = 2zF; e F, = Fy, — 2xF}, respecti-
vamente. Assim obtemos que a soma da secao de choque transversal mais a longitudinal

fica

* * 47T20{em
o7 "(2,Q%) + o] " (2,Q%) = 02

(Fr(z,Q%) + Fr(2,Q%)). (2.36)

A funcao de estrutura pode ser escrita em termos de F, = Fr + F, portanto a secao de

choque para fotoabsorcao adquire a forma

@@ = o7 "(@.Q) + 07 "(2,Q?)
2
_ 471'@0;67% FQ(.T,Q2>- (237)

2.5 Conclusao

Neste capitulo fizemos um breve resumo do Modelo Padrao, Lagrangiana da QCD, cons-
tante de acoplamento e DIS, cujo objetivo é fornecer conceitos bésicos para a construgao
da equacao BFKL dentro da QCD perturbativa e entender o DIS, pois faremos uma analise
fenomenolégica deste tipo de espalhamento. A priori no proximo capitulo daremos foco
a teoria de Regge, na qual o Pomeron é descrito em altas energias dentro de uma pers-
pectiva nao perturbativa. Seguimos este roteiro porque teoria de Regge vai servir nesta
tese como ponto de partida para o entendimento do comportamento da secao de choque
a altas energias, que acaba sendo associado a troca de um objeto portador dos nimeros

quanticos do vacuo.
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3 O POMERON EM TEORIA DE REGGE

Reservamos este capitulo para descrever a teoria de Regge. Embora a teoria de Regge
nao seja o foco desse trabalho é de grande valia que apresentemos, mesmo que de forma
simples, a hipdtese que levou a concepcao de que haveria a troca de um objeto que
portasse os numeros quanticos do vacuo, para que a secao de choque a altas energias tivesse
um leve crescimento. Veremos que este leve crescimento estd diretamente relacionado a

singularidade do plano complexo do momentum angular.

3.1 Teoria de Regge

A teoria de Regge [5,6,8] é uma teoria nao perturbativa de altas energias, cujo objetivo é
estudar as propriedades analiticas em termos do momentum angular. Ela parte do pres-
suposto que estados ligados para um potencial esférico simétrico incidem em uma familia
de ressonancias, isso ocorre a medida em que o momento angular e energia aumentam.
Estes estados ligados representam polos da amplitude da onda parcial no caso de [ inteiro.

Para um potencial esfericamente simétrico, a amplitude pode ser expressa por [5,6, 8]

F(k9) = i(Ql + D)ay(k)P,(cos9), (3.1)

=0

onde ¢ é um angulo, [ 0 momentum angular, a;(k) a amplitude da onda parcial, P,
o polinomio de Legendre e k£ o quadri-momentum. A proposta da teoria de Regge é
estender o momentum angular [ para valores complexos, nos retornando uma fungao para
a amplitude da onda parcial da forma a(l,k), onde [ representa polos simples ou polos de

Regge. Sua localizacao é delineada pela relacao,
I =a(k) (3.2)

conhecida como trajetéria de Regge. Essa formulacao tem uma aplicabilidade em fisica de
particulas no ambito da matriz S. A matriz S nao contém a informacao da dinamica da
teoria, esse fato faz com que sejamos incapazes de estudar a propriedade de analiticidade,
fazendo com que a existéncia dos polos de Regge seja apenas uma especulacao. Apesar
dessa inconveniéncia, desde a década de 60 até os dias atuais a comunidade cientifica ainda
tem se utilizado de tal teoria na descri¢ao de fenomenos de fisica de altas energias [32,33],

COITlpI‘OV&IldO Seu Sucesso.

Sob certas propriedades da matriz S [34] somos capazes de estender [ a valores complexos.
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Desta forma, os polos de Regge [6,8] sao localizados em
[ =at), (3.3)

onde t representa o quadrado o momentum transferido. No caso do quadrado do momen-
tum transferido ¢ fixo e quadrado de energia do centro de massa s — oo a amplitude de
espalhamento elastico se comporta como

A(sit) ~ 50, (3.4)

S$—00

O que vai determinar o comportamento assintético da amplitude de espalhamento é a sin-
gularidade a(t) com maior parte real no plano ¢. Até agora, estamos nos referindo apenas
a polos simples, nao quer dizer que nao sejamos confrontados com outro tipo de singula-
ridade, como polos nao simples e cortes, que surgem como contribuicoes complementares

da amplitude de espalhamento.

3.1.1 Trajetoria de Regge

A trajetoria de Regge descreve que a interagao forte é proveniente por uma troca de uma
familia de ressonancias no canal t. Chew e Frautschi [8], observaram que ao fazer um
ajuste dos dados para mésons leves, em relacao ao spin das particulas versus a massa ao
quadrado, andlogos a «(t) e t, respectivamente, obtiveram um resultado que se compor-
tava linearmente. Esse comportamento pode ser observado no grifico da Figura (3.1). A

equacao que descreve a evolucao da familia de ressonancias é obtida através da expansao

a()B | s |falla] |
5+t W [ps]
4 wuaﬁl
3+ ',.r""'as,.os
27 +Ff2, as
1 e
0 .
0 1 2 3 4 5 6 7 8
[t] (GeV?)

Figura 3.1 - Trajetéria mesénica de «(t) versos [t| de p, fa, as e w. Figura extraida de [8].
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de a(t) em séries de poténcias em torno de ¢ = 0, resultando em
a(t) = a(0) 4+ a't. (3.5)

Através da Figura (3.1), podemos ter um resultado aproximado para o coeficiente linear

e angular da Equagao (3.5), que é, respectivamente,

a(0)=055 e o =086GeV 2
A condigao (3.5), também é vélida para particulas de spin semi-inteiro, ou seja, os barions.
3.1.2 Construindo a ideia do Pomeron

Esta secao esta destinada a responder a pergunta do por que o leve crescimento da secao de
choque a altas energias esta associado ao Pomeron. Para termos um entendimento do que
levou a essa interpretacao precisamos ter o conhecimento acerca de algumas suposicoes.
Uma delas, a de Pomeranchuck [6], refere que para um processo no qual ha troca de carga
a se¢do de choque diminui assintoticamente (teorema de Pomeranchuck). J& para Foldy
e Peirels [6], um processo pelo qual a se¢ao de choque nao diminui com o aumento do
quadrado da energia do centro de massa s era um indicio do predominio da troca dos
numeros quanticos do vacuo (isospin zero e conjugagao de carga par). Um candidato para
descrever tais eventos seria a trajetéria da particula fo da Figura (3.1), que porta os
nimeros quanticos do vacuo. No entanto, veremos que ela nao explicava o porque do leve
aumento da secao de choque. Isso fica claro quando substituimos a intercepto a(0) = 0,55
na secao de choque total, obtida através do teorema éptico para parte imaginaria da

amplitude de espalhamento com zero momentum transferido (¢t = 0) [§]

—00 5—00

1
Trot, = ;ImAel(s,t =0) ~ 5201 (3.6)

Vemos que a secao de choque diminui com o aumento de s, precisamos, porém, de um
intercepto que faga que tenhamos um leve crescimento da mesma. Para isso acontecer
temos que ter necessariamente uma trajetoria de Regge com intercepto «(0) > 1 e ainda
satisfazer a condicao de carregar os numeros quanticos do vacuo. A esse candidato é

atribuido o nome de Pomeron.

Donnachie e Landshoff [7], fizeram um ajuste dos dados da segao de choque total utilizando

a parametrizacao

Orop = X sH0808 |y g—0,4525 (3.7)
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onde X e Y sao parametros livres dependentes da reagao. O expoente do primeiro termo
é relacionado a troca do Pomeron com intercepto af™¢(0) ~ 1,0808 e o expoente do
segundo a troca de um trajetérias de Regge com intercepto ag(0) ~ 0,5475. Colaboragoes
mais atuais mostraram um leve crescimento da segao de choque [35,36]. Um problema dos
resultados encontrados para o intercepto do Pomeron é que eles sao ap(0) > 1, violando
o limite de Froissart-Martin, ou seja, a unitariedade. O limite de Froissat-Martin nos diz
que o crescimento da secao de choque para s — 0o nio deve ser maior do que In? s. Temos
que assintoticamente ocorre multiplas trocas de Pomerons, e a insercao da probabilidade

desses multiplos espalhamentos restaura a unitariedade [37-39].

O parametro X da Equacao (3.7), por estar relacionado com a troca dos niimeros quanticos
do vacuo, nao muda de particula para anti-particula, devido o acoplamento ocorrer com
mesma intensidade para ambas. Podemos evidenciar este comportamento nos processos

pp, Pp e Tp na Figura (3.2) e K*p na Figura (3.3).

80 | TTT I T T T rrrr T T T T TTTT I T 30 '[ T T T [ T T T T T T T T

a ] a i ]
(mb) (mb) [ ™ P 13.63s%0808 . 35 (2504528

70 | pBARp: 21.70s%%08 . gg 309504528

28 mtp  13.63s%9%%8, 27 56570452

21.70s%0808 L 55 0pg~04528

]
o

80

LANNLEL B B R B B L LB R

50

PR [ T W T NN SR T S '

40

PRI

. (a)

30|||.| " el Ll 1- 20 (- L L A L TR——
6 10 100 1000 6 10 100

Vs (GeV) Vs (GeV)

Figura 3.2 - Sec3o de choque para pp, pp e 7 p. Figuras extraidas de [7].

O valor de o pode ser encontrado para pequenos valores de t a alguma energia fixa, a

partir da se¢ao de choque diferencial do espalhamento eléstico pp. Representada por [6]

do
% o 5202, (3.8)

A Figura (3.4) mostra um ajuste dos dados para a segdo de choque diferencial e nos dé o

coeficiente angular o/ ~ 0,25. Com esse resultado mais o do intercepto, quantificado por
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Figura 3.3 - Sec3o de choque para K*p. Figura extraida de [7].
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[t (GeV?)

Figura 3.4 - Espalhamento eldstico pp com /s = 53 GeV. Figura extraida de [5].

Donnachie e Landshoff, somos capazes de escrever a trajetéria do Pomeron. Seu resultado

é:
alt) = 1,08 4+ 0,25 GeV %t (3.9)

Nessa trajetoria nao temos nenhuma ressonancia. Um candidato para descrever o Pome-
ron, seria estados ligados de glions, conhecido como bola de grude (particula hipotética).

Um ajuste dos dados para a trajetéria Equagao (3.9), nos dd a seguinte representagao
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grafica dessa particula hipotética [40] .

1 1 1 i L L L 1
0O 05 1 16 2 25 3 35 4

t] (GeV?)

Figura 3.5 - Trajetéria do Pomeron com o candidato a bola de grude. Figura extraida de [40].

3.2 Conclusao

Foi feita uma revisao da teoria de Regge, que é uma teoria nao perturbativa que serve na
descrigao das se¢oes de choque a altas energias. O comportamento assintdtico da segao de
choque total foi atribuido a troca de um objeto chamado Pomeron. Fenomenologicamente,
foi vidvel chegar a um valor quantitativo para a sua intercepto, que é de ap'®¥¢(0) ~ 1,1.
O foco do préximo capitulo é investiga-lo no ambito da QCD. Veremos que, perturbativa-
mente, e sob certas condigoes cinematicas é possivel modelar o Pomeron através da troca
de interagoes entre glions. Isto traz a possibilidade de estudéa-lo do ponto de vista de um

objeto que tem estrutura.
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4 O POMERON NA QCD: A EQUACAO BFKL

No capitulo anterior dedicamos a descricao do Pomeron em altas energias através da
teoria de Regge. Dedicaremos este capitulo a sua descrigao dentro da QCD perturbativa.
Nela temos como exemplo o modelo de Low e Nussinov, que é a maneira mais basica para
representar o Pomeron. [41,42]. Neste modelo no espalhamento eldstico temos a troca de
dois glions, pois é a meio mais simples de nao haver troca de cor. Mas somente a troca
de dois glions nao nos dé o crescimento assintético da se¢ao de choque total e a interacao
entre eles deve ser levada em conta. Essa interacao é descrita através de uma “escada”
de glions, e a equacao que descreve a evolucao dos glions nessa “escada” é a equacao
BFKL [6,8,27]. Daremos foco ao cdlculo em Leading Log Approximation (LLA), onde
diagramas com termos de maior poténcia em (o lns/t)", servem de aproximagao em cada
ordem em teoria de perturbacao. A soma de todas essas contribuicoes dominantes, em
octeto de cor, nos darao a trajetoria do glion. Além disso, vamos mostrar a solucao da

equacao BFKL a momentum transferido nulo, com uma constante de acoplamento fixa.

4.1 Espalhamento quark-quark via troca de um glion

O diagrama da Figura (4.1) retrata o espalhamento gg via troca de um glion. Com esse
tipo de espalhamento nao teriamos como descrever o Pomeron. Isto acontece porque o
Pomeron é descrito por uma configuragao “incolor” e para que isso ocorra é necessario
termos um objeto singleto de cor. Veremos nas préximas segoes, que a parcela de singleto
de cor aparece a partir de espalhamentos quark-quark via troca de dois glions. E con-
veniente descrever o espalhamento quark-quark via troca de um glion, pois utilizaremos
os resultados encontrados para andlises posteriores, como, por exemplo, para o glion reg-
geizado. De forma a simplificar o problema, foram omitidos os indices de helicidade dos

espinores de Dirac.

PI,j IJ‘;*T

Y
v

q,a

k
¥

r

pz?f pQ:k'

Figura 4.1 - Espalhamento quark-quark via troca de um gldon. Figura extraida de [8].
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A amplitude de espalhamento do diagrama da Figura (4.1), em regras de Feynman [1] na
QCD é

i) = 005 (g0 ) )| 20 ) (<o ) . (40)

onde as primeiras letras latinas (a, b, ¢, ...), referem-se as cores dos glions, e (i, j, k, ...),
as cores dos quarks, p e v sao os indices de Lorentz e g, é a constante de acoplamento da
QCD. J4 os geradores A*® que aparecem nos vértices sao representados por oito matrizes de

a _ lya b _ 1yb
Gell-Mann [1]. Esses geradores, podem ser expressos em termos de 7/t = 5% e 7 = 5},

Dessa forma podemos rearranjar a Equagao (4.1), tal que

1

" [a(ph)vuu(p2)]- (4.2)

—iA(s,t) = igiriiu(p) " u(py)]

Préximo passo serd introduzir uma parametrizacao para o momentum ¢ do propagador

do glion, que é a de Sudakov [8]

q = ap1 + fp2 +qu, (4.3)

onde ¢, = (0,q,0) é um quadri-vetor com apenas componentes transversais. O quadrado

da energia de centro de massa para caso de s >t é
S 2p1.p2. (44)

Temos que a varidvel de Mandelstam ¢ esta relacionada com o quadrado do momentum

transferido. Entao, usando a Equagao (4.3) pode-se escrever que

t=q*=2aBp1.p2 — Q> = afs — . (4.5)

Ciente das defini¢oes descritas acima, podemos escrever a condicao de camada de massa

para os quarks de saida, ou seja,

(p1—q)?=—(1-a)Bs—q*> =0, (4.6)
(P2 =) =a(l+p)s — g’ =0. (4.7)

Quando relacionamos a Equacao (4.6) com a Equacao (4.7), chegamos a conclusao de que

a = —f3, e se impormos a condicao de que s > 2, implica que
%
a:|5]:?>>1 e ¢~ —q° (4.8)
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Para calcular a amplitude de espalhamento da Equagao (4.2), serd utilizada aproximagao
eiconal [8]. Além de facilitar os cdlculos é uma ferramenta que possibilita a soma de infi-
nitos diagramas. A partir de agora todos os cédlculos, na qual sua aplicagdo é conveniente,
serao baseados nesse tipo de aproximacao. Nela tomamos o limite de altas energias na
amplitude, ou seja, consideramos s >> |t|, o que implica que as componentes ¢ sao muito

menores que p} e phy, 0 que nos permite escrever que

u(p))y u(pr) = 2pY e w(ph)vuu(p2) = 2p2 . (4.9)

Substituindo a Equacao (4.9) na Equacao (4.2) e utilizando a defini¢ao (4.4) ficamos com

w
a, _a p pZ, a as
A(st) = 937}3‘%14 ( 1q2 u) = 87?043%7%5;7 (4.10)

onde a constante de acoplamento vale o, = g2 /4.

Agora, resta calcular o quadrado da amplitude de espalhamento do processo ggq, mas

primeiramente calculamos o quadrado do fator de cor

a a 1 a a * 1 a a
(rhm)? = ﬁ(%ﬂkz)(ﬂ?}ﬂz) :m(Tikal)(ijiTll;c) (4.11)

1
= FETT(TGTb)TT(TaTb) =

onde N. = 3 e 0,0 = 0 = 8. O fator 1/N? incluso em (4.11) representa as possiveis
combinacoes de cores no estado inicial, j4 o termo N?—1 é a soma sobre todas as possiveis
cores no estado inicial e final. Uma versao mais detalhada do cdlculo do fator de cor, no
espalhamento ¢q via troca de um glion, pode ser encontrada em [1]. Como ja temos o
resultado do quadrado do fator de cor, ao tomarmos o quadrado da amplitude da Equagao
(4.10), ficamos com

8 ,s°

De modo geral é assim que calculamos o quadrado da amplitude de espalhamento, na
qual serve, por exemplo, para o calculo de secoes de choque. Daqui em diante, vamos nos
deter ao cédlculo de diagramas de Feynman do processo de espalhamento (quark-quark)

qq — qq onde ocorre a troca de mais de um glion.

4.2 Espalhamento quark-quark via troca de dois gliions

A Figura (4.2) nos mostra diagramas do espalhamento quark-quark via troca de dois
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glions que contribuem em LLA. Somente o diagrama caixa e o cruzado tem parcela
dominante. Temos uma variedade maior de diagramas com troca de dois glions, mas eles

sao responsaveis por corregoes de ordem mais alta.

2} P1 P1 D1

v
\ i
1

Yo p’z

(b)

Figura 4.2 - Espalhamento gq¢ — ¢q com troca de dois glions: (a) conhecido como diagrama caixa; (b)
diagrama cruzado. Figura extraida de [8].

A fim de obter a amplitude de espalhamento utilizaremos as regras de Cutkosky [8], que
dizem que a parte imaginaria da amplitude é descrita pelo produto do espago de fase com

duas amplitudes externas, ou seja,
1
mA(s.1) = 5 / AT, A(s 1) Al (s,(k — 0)?), (4.13)

onde o } representa o conjugado hermitiano da amplitude.

Podemos representar diagramaticamente o corte da Figura (4.2,a) como estd representado
na Figura (4.3)

P1,] K1,Mm

[

|

[

k,a [

[

[

+ - |
p‘z,l K2, 1 K2, pé,kf

Figura 4.3 - Parte imagindria da Figura (4.2,a). Figura extraida de [8].
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O diagrama da Figura (4.1) se assemelha ao diagrama do lado esquerdo e direito do corte
da Figura (4.3), de modo que o resultado da amplitude de espalhamento da Equagao
(4.10), pode ser usado como comparativo para termos o resultado das amplitudes de

espalhamento externas da Equacgao (4.13), ou seja,

S

A(s,k?) = —87?045(7',?”7'31)?, (4.14)
Al(s,(k — q)%) = —8ma,(tl,7° QL 4.15
(s,(k —q)7) (TomiTok) k—q? (4.15)
O espacgo de fase de duas particulas intermediarias é descrito por
d4l€1 d41€2
/ L, — / G e )A()2r) 80 2 — b — o) (4.16)
= [ i~ K + )
- (27T>2 D1 D2 .
A parametrizacao de Sudakov para o quadrimomentum do glion no canal ¢ é
k= ap) + Bp2 + ki, (4.17)
onde o elemento diferencial de volume em quatro dimensoes é dado por
d'k = gdadﬁko. (4.18)

A partir da Equagao (4.6) e Equacao (4.7) é possivel deduzir algumas relagbes para o

limite de grande s, como as que sao mostradas e seguir:

k
oz:|6|:§<<1, (4.19)
K~ K2, (k—q)*~—(k—q)? (4.20)
com
kK~ (k—q)*~d% (4.21)

Substituindo a Equagao (4.6) e (4.7), sé que agora em termos do momentum k do glion,
mais a Equagao (4.18) na Equagao (4.16), resulta na seguinte expressao para o espaco de

fase de dois corpos [§]

/dH2 - /dadﬁkoé(—ﬁ(l —a)s+ K)5(a(l + B)s — 1), (4.22)
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Usando a propriedade d(ax) = ‘7}45 (x) em (4.22) e integrando a funcao delta, obtemos

/ﬂl— 1(/d@%%56+kié CKY L 1(/fk (4.23)
27 Q2 @ S @ s ) 8m2s ’

Agora, substituindo os resultados encontrados na Equacgoes (4.14), (4.15) e (4.23) na

Equagao (4.13), temos

2(_a_b a_b d2k
ImA(s,t) = 4sa (7°7°)i; (T ) / K (4.24)

k —q)?
Para prosseguir os célculos necessitamos usar relagao de dispersao [6], que nos diz que

1
ReA = —mln (s) ImA. (4.25)

O valor de n é determinado pela poténcia do logaritmo que a parte imaginaria da ampli-

tude carrega, ou seja,
In"(s), n=0,12. . (4.26)

Para a Equagao (4.24) n = 0, portanto a parte real serd

2
4ot b

7Ts(T T )ij(T“Tb)kl§1H <§) /% (4.27)

A(8,8)pig.a2,0 =
Uma vez que no diagrama caixa s/t é negativa, da Equacao (4.27) é possivel extrair a
parte real e imagindria mediante o uso de In(—s) = In(s) — i7, assim obtemos que

2
4o

- (TaTb)ij(TaTb)ké {hl (%) — iw} /ﬁ (4.28)

A singularidade da integral da Equacao (4.27) é divergente no infravermelho, devido aos

A(s,t)piga2a = —

quarks externos estarem situados dentro da camada de massa. Mas em uma situacao real,
eles se encontram confinados dentro dos hadrons e fora da camada de massa. A fim de
contornar este problema, determinamos um corte infravermelho ;2, desta maneira ficamos

com

A(s,)Figa2,a = —48:5 (°7°)i (77" ) [ln (%) — m}
X/kﬁ+umiiqv+my

(4.29)
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Para futura conveniéncia, escrevemos a seguinte fun¢ao adimensional

NCaS 2

2 —q
W= / (& + 1) [(k — q)? + 2] (430

desta forma a Equacao (4.28) pode ser escrita como

167o,
N,

(TaTb)z‘j(TaTb)kéln (;) €(t). (4.31)

A(s,t)pigasa = —

Para a contribuicao do canal u, o cdlculo nao é muito diferente do diagrama caixa. O
resultado pode ser obtido com a simples substituicao de v por s e na mudanca de um dos

termos do fator de cor na Equagao (4.31), com isso queremos dizer que

16may,
N,

(7775 (TbT“)kl%Lln (%) e(t). (4.32)

A(8,)piga2p = —

Quando s > t segue que u ~ —s, assim da Equagao (4.32), temos

16w

A(s,t)rigany = N (7°7)s5 (TbT“)kl;hl (%) e(t). (4.33)

A soma do diagrama caixa mais o cruzado, nos dao o resultado

A(s)rigazars = A(s,)pigasa + A(S)riga2p
16may S

= - {w,ﬂmln (%)-m(wb)kl} e(t). (4.34)

N. |

Na Equacao (4.34), temos que o primeiro termo a direita é antissimétrico e estd relacionado

com a troca de octeto de cor e o segundo termo é simétrico e esta relacionado ao singleto
de cor. Agora, nos deteremos ao calculo do fator de cor referente de ambas partes. Entao

se segue que para octeto de cor temos

C® = ~((=*7)i; — (P17 Tk
1
= Syl

2
Z..]Cabcifabd c d

= T ij Tkl
= —S7878. (4.35)

Note que, devido a anti-simetria em a e b, escrevemos o produto das matrizes de cor em
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forma de comutador. Para a parte singleto vamos ter

1
¢ = m(TaTb)ij(TbTa)kl

C

1

— F3Tr(7'“7'b)T1"(7‘“7'b)5,~j5kl
1

= (Gu)0d

C
N2 -1
C
O fator 1/N?, acrescentado na Equacgio (4.36) reflete as possiveis combinagoes de cores
no estado inicial e as fungoes delta surgem como imposicao da nao mudanca das cores dos

quarks.

Substituindo a Equagao (4.35) na Equagao (4.34), obtemos para o caso octeto de cor

s s
A® (5. ) pigaoass = 87ra87'i‘37,§lzln (m) €(t). (4.37)

E para o caso singleto de cor substituindo a Equagao (4.36) na Equagao (4.34), assim

temos

16im%a, [ N? — 1
A(l)(sat)Fig.4.2,a+b = (

S
0;i0k—€(t). 4.38
(M) dvdueto (439
4.3 Espalhamento quark-quark via troca de trés glions

Nesta subsegao, trataremos do espalhamento gq via troca de trés glions (dois loops).
Comecaremos com a correcao de vértice, elemento utilizado na construcao da “escada”
de glions (objeto que descreve o Pomeron na QCD), e apés isso, daremos seguimento ao

calculo das préximas correcoes de lacos.

A parametrizagao dos momenta transversos dos glions (parametrizacao de Sudakov) para

o caso do espalhamento em que ha troca de trés glions é
ki =onpr + Bipa + ki e ky = copr + Bapa + kol (4.39)
onde k1, = (0,ky,0) e ka; = (0,ks,0). As contribuigdes em LO procedem da cinemadtica

I>ar>a e 1> 6> (4.40)
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Nesse regime, a condi¢ao de camada de massa para os glions de saida é
a1 frs = —(k; — ko)?. (4.41)
A conjuntura de que s > —k? e s> —k3, implica que
Bkl =-k e k~kl =k (4.42)
Além disso, os momenta transversais sao todos proporcionais k3 ~ k3 ~ q?.

P1. K1,

k| - k'-;.l-.,l':
P, K3, T
{a)
M. i K1, T Pi, ] 3 Ky, 1T
- ka,c ky —ka,c
2,8 o b 1 3
pa,l K3, Tt pa,l K3, M
(b) (c)
Pi.] K1, P1,] Koy, Tt
ki, b ki b
{6.6‘ ki — kz,c ky —ka,c
pa,d i K, pa, ! 3’ Ka, T
id) (€]

Figura 4.4 - Diagramas com emissdes reais de glions para o processo qq — qqg. Figura extraida de [8].
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A Figura (4.4), mostra os diagramas com emissoes reais de glions, que serdo computados
para obtencao da correcao de vértice. Comegamos utilizando as regras de Feynman, para

determinar a amplitude de espalhamento da Figura (4.4,a)

. 1
Z"LtgigAA,a = ( QZgSpl) Tmj (_ﬁ> gSfabC((sz - kl)ug P
2

1
+(2ky — k) g™ — (k1 + ko)Pg™™) ( k2) (— 2@gsp2) (4.43)
Calculando em separado algumas contribui¢oes da Equagao (4.43), obtemos

Py (ko + ko) g™ py = s[(an + aa)py + (B1 + Ba)ph + (k7 +k51)]/2,  (4.44)
P (2ks — k1)!g"phy = s(282 — Bi)ps/2, (4.45)
Py (2k1 — ko) g™y = s(20q — an)pl /2. (4.46)

Substituindo as Equagoes (4.44), (4.45) e (4.46) na Equagao (4.43), e impondo a condi¢ao

cinematica Equagao (4.40), temos que

1
Ty (Qap] + Baph — (kY +K3,)). (4.47)

o _
AFig.4.4,a - QngSfabC mj Thl k2k2

Agora, calculando a amplitude de espalhamento para o caso da emissao do glion da Figura

(4.4,b), via regras de Feynman, obtemos

, . c {
Z'Alp-?ig.4.4,b - (_229519[1))7}/]' ((pl kLt k2)2> (4.48)

x (—2igs) (ph — kY + k)rb L ( k:.2> (—2igsp2y) T

Com a imposicio da cinemética da Equacdo (4.40), sendo que s > —k? e s > —kj,
podemos escrever que (p; — ki + k2)? &~ s3,. Com esse resultado e sabendo que s = 2p;.ps,

a Equagao (4.48) fica da forma

p
P
Ap —4 miTo = 4.49
Fig.4.4b — Qs ( 7°) 3 Tnl 5281{3 ( )
Para o caso da Figura (4.4,c), utilizando as regras de Feynman, obtemos
iAig a4 = (_%gsplu)ﬂbfj ( kz) (—2ig.ph) (4.50)

ot (o ) (2~ )
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Novamente, com a utilizacao da cinemética Equagoes (4.40), podemos chegar no resultado
(p1—k9)? &~ —5835. Com isso é possivel manipular os termos da amplitude de espalhamento

e chegar na solucgao

p
c P
Alp?ig.4.4c 4gs ( b) J'Trlzl 62311{2 ' (451)
2

O célculo para os diagramas da Figura (4.4d,e), seguem de forma semelhante aos da

Figura (4.4b,c), e seu resultado é, respectivamente,

0
c p
Agig.4.4,d = 4935(7°7)m jTgl—als2k2’ (4.52)
1
c Ph
Ag‘ig.4.4e 498 ( b) Tgl 821{2 (453)
(631

Por fim, somando todas as Equagoes (4.47),(4.49),(4.51),(4.52) e (4.53), obtemos

1
Ag‘ig.4‘4,a+b+c+d+e - 2ng Sfabc mj nl k2k2 (Cklpf + BZPQ - (ka + kgL)) (454)
p P
c D3 3.0b b Pl
—4¢3s[r0, 7678 —4qg s|T, 7T .
Utilizando a propriedade [7°,7¢] = if..7%, e manipulando algebricamente, encontramos

para a amplitude, a partir da soma de todos os processos da Figura (4.4), o resultado

vy
Ag‘ig.4.4,a+b+c+d+e = —4192 k12k22 m] fabc p,y(k:hk?) (455)

onde
2p2up1v 2k% k2 P p p
F (k17k2> s o1 _B S B2 "‘ — | Py — (ku + ku) (456)
2

é o vértice efetivo de Lipatov. Podemos representa-lo diagramaticamente, como mostrado
na Figura (4.5).

A amplitude de espalhamento da Figura (4.5) é
: . a i oy
iA? (ky, kQ)Fig.4.5 = (—Qngplf)ij (_ﬁ) fabcgsr,fy(kl,kz) (—F) (—2293172)7'21- (4.57)
i

Esse resultado corresponde a mesma cinemdtica encontrada na Equacao (4.55). Dando
continuidade as correcoes de lagos, para o caso da troca do glion real é dado pelo diagrama
da Figura (4.6)
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pl:j K1, M

FP kl—kz,('.,_ﬂ

-

pa,l K3,

Figura 4.5 - Processo qq — qqg com vértice corrigido (Vértice de Lipatov). Figura extraida de [8].

k1 —gq,a

ka —q, b

-

[
[
|
|
|
|
|
|
|

K3 pa. k

Figura 4.6 - Contribuicdo do glion real para o caso de dois lagos. Figura extraida de [8].

Usando a regra de Cutkosky, escrevemos a parte imaginaria da amplitude da Figura (4.6)

COmo:
ImA(s, t)Fig.4.6 = —% dUgAp(kl,k2>AgT(k1 — q,kQ — q) (458)

O termo —g,,, representa a soma da helicidade dos glions intermedidrios. O espago de

fase para trés corpos é

1 d*ky d*ry d*ks
/dH3 B (2m)° / (2m)3 (2m)3 (2m)3 (4.59)

X5(“?)5(’13)5(“3)(27)45(191 + o+ p3 — K1 — Ko — K3).

Usando a integracao em k3 para absorver a conservacao da energia e integrando sobre o

momenta dos glions trocados, temos

1 4 4 2 2 2
/CU_[?, = Ok /d kid*kad ((p1 — k1)7)0((p2 + k2)°) + 0((k1 — k2)?). (4.60)
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Com o uso da Equagao (4.39), obtemos

s? 21, 72
/dng = m/d@ldagdﬁldﬁgd kld kg
X 0(=p1(1 —ar)s — ki)d(az(1 + B2)s — k3)
X 8((ar — a)(Br — B2)s — (ki — ka)?). (4.61)

Se impormos a condigao cinematica Equagao (4.40), podemos reescrever a Equagao (4.61),

da forma
2
/dﬂg = W/daldagdﬁldﬁngkldzkg
x  6(—p1s —kI)0(ags — k3)0(—a1fas — (k; — ky)?). (4.62)

Usando a propriedade 6(ax) = ‘7145(37), obtemos

d
/dﬂ3 _ 2 / O‘l/cﬂ /d2k2/ dasd(css — K2)
7T
doy 2] 2
_ Pk, | d?k
4(27r)5s /qz/s / / 2
1
= —— () [ &k, [ ik 4.
4<2w>5s“(|t|)/ [ s

O resultado da amplitude de espalhamento do lado direito do corte da Figura (4.6), via

regras de Feynmam é:

. v i
iA% (k1 — g, ks — q)Figas = (—2igsp) 7o, (—m) (4.64)

7

CJeGu T8 (~(ky — q), — (ke — @) (‘W) (~2ig)r.

O produto da amplitude de espalhamento da Equagao (4.57) com a Equacao (4.64), resulta

em

Ap(kla k2)AQT(k1 —q, k? - Q) = _16gS(Ta/Ta)ij(Tb/Tb)klfabcfa’b’c (465)

oSl vy
gPQF/fV(kIJkQ)F;f’V’(_<k1 - Q), - (k2 - q))kaQ(kl N q)g(kQ . q>2
172
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Com o uso da cinemética das Equagoes (4.41) e (4.42), a contragao dos vértices fica

F;’fu(klakZ)Fpu’V/(_<kl —q),— (k2 —q)) = (4.66)

—8P2uP1vP2w P1v/ < 2 k7 (ky — q)” _ k3 (ky — Q)Q)
52 (kl — k2)2 (kl — kg)

Colocando a Equagao (4.66) em (4.65), nos da o resultado

Ap(kh k2)AgT<k1 —q, kQ - Q) == —25604377'38 fabcfa/b’ (T T )l] (Tb/Tb)kl
q? 1 1
KIG(k —a)P(ke —a? Kk —aP(ki —k)? Kk —a?(k —k

} . (4.67)

Por fim, substituindo a Equagao (4.67) e (4.63) em (4.58), temos para a parte imaginaria

da amplitude resulta em

2 3
ImA(s,t)FigAﬁ = : fabcfa’b’ (T T )w<7'b7' kl S 111 (|i> /d2k1/d2k2 (468)

q> 1

Kki(k — q)2(k: — q)?  ki(ki —q)’(ki — ko)?  K(ko — q> (ki — k2>2] '

. . o~ ;. ~ /
A contribuicdo do canal u é igual e oposta ao do canal s, entdo com a mudanca de 7° <+ 7%,

e usando In(—s) = In(s) — i na Equagao (4.69), a soma dos dois canais dé

2035

IA(S, )pigas = —— fabefare(T T ([(Tb/T )]klln(| |) _”(Tb/Tb>’”)

< d2k1/ ks [ksz R

1
kg(kl - q> (k1 — kg) kl(kQ _ q)Q(kl _ k2)2:| . (4.69)

Agora, vamos nos deter ao calculo do fator de octeto de cor, temos uma anti-simetria

contida em b e b/, por isso escrevemos que

1 ! /
= i(fabcfa’b’c - fab’cfa’bc) (Ta Ta)ij [Tb 77—b]kl- (470)

Usando a identidade de Jacobi

fi23 534 + f325f154 + faosfi35 = 0, (4.71)
ficamos com
(8) 1 a __a b b
C¥ = §faa’cfcbb/(7_ i7" Tkt (4.72)
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No entanto, também temos uma anti-simetria em a e a’, de modo que podemos escrever

1 I a a,_a /
c® = 7 foare (T 755 = (7)) fenw [ 7

= l<fwf 7 7)o 7l
== (faa cfaa’f )(fcbb’fgbb’Tkl)

= = 5cf5cg Tkl

2

N

J& para caso singleto de cor,

1

C(l) - N2 (7— T )zg(TbT )klfabcfa’b’

1 /
= mTl"(T T)TI'<TbTb)(;z'j(;klfabcfa’b’c

- 4N2 6 0Burabus s v

= 4]1\72 0i50k10a’a fabe farve

= 4]1V 0i70k1 (0ara)?

_ NjN 51560, (4.74)

Com o uso do resultado das Equagoes (4.72) e (4.74) na Equacao (4.69), chegamos a

conclusao de que a parte imaginaria da amplitude de espalhamento octeto de cor e singleto

de cor sao, respectivamente,

N2 3
ImA(S)(S,t)FigAﬁ <= Tkl sln (|t|) /dzkl/d2k2 (475)

q2

. Lﬁké(kl — a2k —q? Kk — q) (ki — k) Ki(ks — q> (ki — k2>2} |

2N.a3s (N2 -1
ImA(l)(S,t)FigAﬁ = —1 - ( 4N2 )(51]5kl/d2k1/d2k2 (476)

q2

* [kfkg(kl —q)?(ks —q)?  Ki(k — Q) (ki —ko)?2  K3(ko — q) (ki — k2)2} .

Uma vez que ja temos o resultado para a amplitude de espalhamento para o caso em

que a troca de trés glions é real, agora nos deteremos ao calculo da contribuicao virtual.
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P1. J K, T Ki,m p}, i

"'-l kl X jﬂﬂ a
P, Kz, T Ko, T P, k
m.J 1.0 K1, T !
- - s I
|
ki fy — kg I
| b
|
NE) |
'_E-'I:{ Kz, n I [ ;_;.‘:!

Figura 4.7 - Processo qq — qqg contribuig3o virtual para troca de trés glions. Figura extraida de [8].

Para esta parcela virtual temos os seguintes diagramas descritos na Figura (4.7). A parte

imagindria da amplitude de espalhamento é descrita de tal maneira:

1
ImA(s, t)pigar = /dHQA(s, k2) AT (s, (ky — q)?) (4.77)
1
5 [ AR AT G, (01,
onde o produto da amplitude do primeiro termo a direita da Equacao (4.77), refere-se ao

da Figura (4.7,a). Suas amplitudes sao identificadas em analogia com os calculos feitos
nas Equagoes (4.36) e (4.10), da forma

A(s, k3) = 87Tostb T len ( ) e(k3), (4.78)
Al(s, (ks — q)%) = Smririr——— (4.79)

T, )
i'nk <k2 . q>2

e o segundo ao da Figura (4.7,b), as amplitudes sdo descritas pelas equagoes

A(s, k7) = 87?0487717’1 T P2 “n ( ) e(k?), (4.80)
ax __a* S
Al(s, (ki — q)?) = 8nry miTnk (jg, — )2 (4.81)
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onde

N« k2
B = -2 | PP?ky— L 4.82
(ki) Am? / Kk — ko)?’ (482
N.a k2
k2) = | Pk —2 . 4.83
) = [ et (4.83)

A parte imagindria da amplitude de espalhamento da Figura (4.7,a), é obtida com a
utilizagao das Equagoes (4.23), (4.78), (4.79) e (4.83), assim resultando em

Neo? (7%7)5 ()t s In ( > ) (4.84)

i

d’k / 4’k .
/ ' K (ks — )(k1 k)2

Ja a parte imaginédria da amplitude de espalhamento da Figura (4.7,b), é obtida com a
utilizagdo das Equagoes (4.23), (4.80), (4.81) e (4.82), de forma que temos

ImA(S, t)pigara = — 2

N.a? S
A (s, Drrg a7 = — oo (145, (7 s In (m) (485)

1
x [ d’k /ko .
/ ' “I(k; — q)2(ky — ky)?

Note que foi usado a proposicao de que In(s/kj) ~ In(s/k3) ~ In(s/|t|).

O uso de In(—s) = Ins — i na Equagao (4.84), mais sua soma com a Equacao (4.85), nos

retorna

N a3s

ImA(s, t)rigazath =

(7°7%);5 |:[7‘ 7 ln (’ ‘) — iﬂ(T“rb)kl] (4.86)

< f / ke <k2 - > (e — k) | Ik — q>i<k1 - k2>2) |

O mesmo calculo para o fator de octeto de cor foi feito na subsecao anterior, e seu valor

¢ dado pela Equagao (4.35), e por fim, obtemos
- NZog s

ImA(8)<S7t)Fig.4.7,a+b T o2 - Tis Tkz s In <|t|> (4.87)

1 1

x [ d’k / 4’k ( - > :

/ 1 Kk — a)?(k — k)2 Kk — q)2(k; — ky)?

Esse resultado corresponde a contribuicao virtual total em LO, na qual trés glions estao

envolvidos no processo de espalhamento em octeto de cor.
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Somando a contribuic@o real mais virtual, Equagoes (4.69) e (4.87), resulta em

N2a3 s
ImA(S)(Sat)Fig.4.6+Fig.4.7,a+b CTT Ti; s In <—) (4.88)

2
% | &k / %k ! .
/ ' 2kfk§(k1 - Q)2(k2 - Q)2

Utilizando as Equagoes (4.82) e (4.83), mais a relagao de dispersao Equacao (4.25), escre-

vemos a parte real da Equacao (4.88) da forma

S
./4(8) (S, t)Fig.4.6+Fig.4.7,a+b 47'('04 7' Tkl ; hl ( ’f;| ) Eg(t) (489)

Se considerarmos a soma das contribuigoes das amplitudes em LO j& calculadas em octeto

de cor, temos que

A®)(s,1) = 8ra, 7t ST (1 +1In <|t|> e(t) + 11n2 ( i > X(t) + ) . (4.90)

1

Supondo que a série se mantém com o calculo de diagramas com troca de mais de trés

glions, podemos escrever

€(t)
A®) (s, 1) = Sma,r? i ln<|j|>

Qg
= 8ma,T;Thln (;,) : (4.91)
onde oy = 1+ €(t) é caracterizada como a trajetéria do glion reggeizado.

No caso de singleto de cor, com contribuicao virtual de dois lagos, a substituicao da
Equacao (4.36) na Equacao (4.87), fica

N.ads (N2 —1
ImA(l)(S,t)Fig.4A7,a+b:_Z p < 4N2 )5ij5kl (4.92)

/d2k1/d2k2 <k2 ky — ) (ki — ko)? " k3 (ki — q)?

A soma das Equagoes (4.76) e (4.91) nos retorna

1

(ki — ko) )

2N.a3s (N2 — 1
TmAY (s, )pigastFigatary = —i - ( AN )5ij5kl (4.93)

1
4’k / 4’k < + )
/ ' 2\ 2K2 (ks — ) (ki — ko) 2k3(k; — q)2(k; — k)2
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Essa é a contribuicao total do espalhamento gq singleto de cor com troca de trés glions.
4.4 Calculo de diagramas de ordens superiores

Nessa secao, vamos fazer uma generalizacao, na qual diagramas de ordem superiores sao
levados em conta. Com isso queremos construir uma equacao, que possa dar um sentido
para o Pomeron na QCD. A maneira mais simples de se conseguir um singleto de cor é com
a troca de dois glions, mas devido a dinamica do espalhamento essa simples conversao,
nao é eficiente ao ponto de descrever a troca do Pomeron. Uma forma de solucionar
este problema foi determinar a evolugao dos glions em forma de uma “escada“ [6]. A
generalizacao para diagramas de ordem superior é descrita na cinemética multi-Regge,

onde trabalhamos com ordens dominantes em In s. A parametrizacao adotada segue sendo

P, d | Pis?
- - | - -
ky % a1 I i) ki —q
|
L9
|
2 2 I iy ka —q
|
|
|
|
ki3 LOTE) I |'.|.;_| ki1 —aq
' 000,
|
by %, a; I i ki —
|
Qoo 2000
kit Wiyl : 7 %k,+1 —=q
|
|
|
|
"E“ n 1 'Elr.' gkﬂ _'T
go. ! 000
|
kn-l-'l Gn+t1 | Iiillr|+| “""‘-—:' =1q
1
* I'-G * I * L=
| I
P‘]:E I"l‘-""‘f

Figura 4.8 - Parte imagindria da amplitude de espalhamento para o diagrama a nivel de 4rvore. Figura extraida

de [8].

o7



a de Sudakov [6], sé que agora para i-ésima componente, ou seja,
ki :aip1+ﬁip2+ku, 1= 1,2,...,n+1. (494)
Os momenta transversais sao de mesma ordem e menores que S

ki~ky.ki~k,  ~q’ (4.95)

e se encontra um forte ordenamento dos momenta longitudinais

2
I>ar>a> . 0> a0 > % (4.96)

q2

1> |Bpy1| > ... > |Ba| > |51 > - (4.97)

A amplitude de espalhamento para o lado esquerdo do corte Figura (4.8), pode ser escrita

em generalizagdo da Equacao (4.57) por

TN o . M1, __a
A, = (—2ig,)p) 73

—1
X Gsfarasts Lry (K1,K2) (ﬁ)
2

X gsfa2a3b2pﬁ22ys(k2,k3) (%)
3

—1
X gsfanan+lbn]—’}fsl/n+1(kn7kn+1) <k2_)

n+1
X (—2igs)py" Tt (4.98)

Em foma de produtério segue que
o . N o an i n 2pN1pVi+1 ' i
gt = 2st0. P g T | e T b | - 000

2 KiVit1
ki i=1 i+1

A generalizacao das contragoes do vértice de Lipatov é

2 y 2k>
[’pn (kn:knJrl) = pZMpl e |:<an + _n) p?

HnVn+41 s /an
2

ok?
+ (5n+1 + om?) Py — (kp, + kfz—l—lL)} . (4.100)

A Equagao (4.98) nos fornece somente a amplitude de espalhamento nivel arvore, nao

levando em conta as correcoes radiativas. Estas corregoes vao ser calculadas mediante
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uma transformacao de calibre em LO, cuja mudanga em todas as ordens em «y, vai

modificar o propagador do glion no canal ¢, assim

—Z —Z —S; E(k?) —Z (67N E(k?)
k—z%—z(k—z) :k—z(—ai) ’ (4.101)

onde

Q1

si = (kiv1 — kip1)® = (ks —kipa)”. (4.102)

%

Da Equagao (4.101) podemos generalizar a energia de centro de massa da i-ésima segao

de escada, ou seja,

N .« —k?
)= 2 | PPpo—MmMt 4.1
i) = 15 [ P (4.103)

O propagador do glion no calibre de Feynman é dado por:

y (k2)
D, (si,k7) = —i ]:2” (kz) : (4.104)

Um glion com este propagador é chamado de glion reggeizado. A substituicao de glions
nas linhas verticais, por glions reggeizados equivale a considerar as corregoes radiativas
virtuais. O diagrama da Figura (4.8) apresenta uma mudanga realizadas nas linhas verti-
cais utilizando glions reggeizados. Eles sao representados por asteriscos e sua trajetoria
¢ dada pela fungao a(t) = 1 + €(t). Para obtermos a amplitude de espalhamento para
n glions, cujo resultado agrega as correcoes radiativas virtuais, basta substituirmos a

Equagao (4.101) em (4.98), assim temos:

7 gl_mp_zg = (_Qngp;lu)Ti(j'l (kZ) (a_)
1 aq
X gsfalazblp;fllyg(kl’k2) (F) (_)
2 2

(65) k2)
X gsfa2a3b2 ,U,QVg(kQ?kS) (_2) _)
3

o\ €2

1

X gsfanan+lbn[’[b):Vn+1(knakn—i-l ( )(072)
TH-l

X (—2igsps )Tt (4.105)
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A qual é equivalente a escrever

; e(kQ) Vit1
n+2_a1_an [ 1 2p" sy
/2)1—>n+2 = 223(95) * 1Tkl i k2 (05_1) H |: s faiaiJrlbi
1 i

i o (ki11)
sz ki, k; . . 4.106
o e ) (2 (4.106)

Por comparacao a equacgao anterior, podemos escrever a amplitude de espalhamento do

lado direito da Figura (4.8) como

) i 1 e(ki—q) n 1 p2
g, = 2is(g,)" P r Ty 1@ (071) H fa;azﬂbi

—4 Y e(kiy1—a)
Qi kl — ,— kl — ! . 41
X FILLrLVZ+1( ( q) ( +1 q)) (ki—i—l _ q>2 < > ( 07)

A parte imaginaria da amplitude de espalhamento elastica qq com troca de uma ”escada”
de glions, nas quais as linhas verticais sao glions reggeizados é obtida através da relacao

de unitariedade da matriz S, ou seja,

—1)
ImA(sﬂf) = %gmgr--gpngn/dﬂn+2~’42an+2(k17 ok )

Levando em conta a helicidade dos glions intermedidrios, temos a contragao dos vértices

de Lipatov. Seu resultado ¢é

L (kiski1) Do (— (ki — @), — (ki1 — @) = (4.109)
— 8PP Pl Pruy ( > Kk —q) KZ, (ki — Q)Q)

52 (ki —kiy1)? N (ki — ki+1)?

Por conveniéncia escrevemos

F/fv(kivkiﬂ)rpu’w(_(ki - Q) - (ki—',-l - q))

_8p2ulplu.b+1pgu ply
= S K (). (4.110)
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Substituindo as Equagoes (4.106) e (4.107) na Equacao (4.108), ficamos com

d 1
ImA(s,t) = 252 Zntd ‘”7’“”“7“17 "“/dﬂn —_—
e(k?)+e((k1—q)*) n
1 (—2)
X — a;a asal
(041> E {k?-s-l(ki—s—l —q)? i dol, 0
o\ kD) He((Rivi—a)?)
X K(ki7ki+1> ( . ) . (4111)
Qit1
A férmula geral do espaco de fase (n 4 2) corpos, é descrito por:
gntl n+1 2
dIl,,o = Yo / H deydf;d*k (4.112)

X

6(=Bi(1 — ai)s — k%)5(04n+1(1 + Bar1)s — Ko 1y)

i — i) (B — Bi)s — (kj —kj1)*.

X
=
=
Q

Utilizando a cinemédtica multi-Regge, dadas pelas Equagoes (4.96) e (4.97) e integrando

em relacao a (;, temos:

dOéi 1 n+1
s = ST H / ' /0 don [ | / d*k;0(qnrs — k7). (4.113)
a Q; j=1

141

Quando substituimos a Equacdo (4.113) na Equagao (4.111), ficamos com uma integral

do tipo

k2H / dav (O““) §(ansrs — k), (4.114)

Qi1

na qual ap =1 e a1 = 0. Com a utilizacao da transformada de Mellin, obtemos

Fw) = K2 /100d<k2> (kz)w 112[/% dof (0‘”1)5(an+1s—k). (4.115)

Absorvendo a integral em s/k com a fungao delta, temos

H/ dai (O‘Z“)ag. (4.116)
Q41

7,
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Fazendo a mudanga da varidveis

¢ = (4.117)

e sabendo que a,, = £1£...§,, a Equagao (4.116) fica
n 1 1
_ deev (=) . 4.118
s =1 [ e 16 (4.118)

O fator de octeto de cor é dado por

8) _ a1 _Gnt1 01 _%nq1
CV = =7 T T T fasaiabi fajar, b,

NA\" N.
— <—> 77‘%7']?[. (4.119)

Com a substituigao do espago de fase na Equagao (4.111) e a utilizagao da transformada

de Mellin e sabendo que o fator de octeto de cor é dado pela Equagao (4.119), podemos

escrever
P’k F®(wk,q)
8 2\ 2_a_a [aial}
£ )(w,q ) = 4N (may) Tikal/ e k2(k SR (4.120)
onde a funcio F'® (w k, q) satisfaz a equacdo integral
[w — (k) — e(~(k — a)*)|F® (wk,q) (4.121)
N.a K(k,k)
=1--" | &’k—— " F® :
[ R P )

A direita de (4.121) representa as contribuigoes radiativas reais. Ja a esquerda temos os
termos de € responsaveis pelas corregoes radioativas virtuais. Comparando K (k, k) com

a Equacao (4.66), obtemos

K- Rk-

K(k,k)=q k—r) k—r)? " (4.122)
As expressoes explicitas para os glions reggeizados podem ser escritas como
e(—12) = — et /d2kck—2, (4.123)
472 K2k — k)2
e((—k —q)?) = —]LTC; / &k C —ﬁ%ﬁi o (4.124)
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Préximo passo a ser tomado ¢ substituir as Equagoes (4.122), (4.123) e (4.124) em (4.121).

Com essa mudanca, as contribuicoes radiativas virtuais desaparecem, portanto ficamos

com
N.o q?
8 _ CcS 2 8
wF®(wk q) =1- -5 /dkmF”(w,m,q), (4.125)
onde
N, q?
-} =" | Pk———W—. 4.126
() = 75 [ Pt (1126)

Assim (4.125) pode ser reescrita como uma fungao independente de k

1
F® = 4.127
(0) = (4.127
Portanto, da Equacao (4.121), podemos escrever
2
— 1
O (w, q?) = 47T20437'g-7']?l6< @) : (4.128)

¢ w—e(—q?)

Para obter a parte imaginaria da amplitude de espalhamento octeto de cor, basta substi-

tuir a Equagao (4.128) na transformada inversa de Mellin (A.13), assim temos

Al taThe(t) [ s ctioo sye 1
TmA® (s.4) = — 2Ty (5 / d (-) S 4.129
m AT (s.t) omi 1) oo “O\E) w—e() (4.129)

A fim de calcular a fungao integral da Equagao (6.9), utilizamos o teorema dos residuos [43]

4, tiTde(t) [ s s\ 1
I ®)(st) = L — 2mi i — —€(t))——
m AT (s.1) omi g ) | ) i

s 1+e(t)
2 a a
= Ama,Tme(t) <m> : (4.130)

—100

A amplitude de espalhamento total do sistema, é obtida utilizando a relagao de dispersao

descrita na Equagao (4.25), assim

ag(t)
A® (s) = dma, i, (;) , (4.131)
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onde oy (t) = 1+€(t) é a trajetéria do glion reggeizado que surge devido ao anzatz (4.101).

Somando as contribuicoes do canal u, usando u ~ —s, temos

AVGsa) = amaryeis| (5) = (<5)™]

t t

| a(t)
= dra,rirs [1 - emimea®)] (;) . (4.132)

Quando «,(t) ~ 1, podemos aproximar a Equagao (4.132), por

a(t)
A®)(st) = 8ma, Tt T (j) : (4.133)

que é a amplitude de espalhamento total de octeto de cor em todas as contribuigoes

perturbativas, idéntica ao resultado ja encontrado em (4.91).
4.5 A Equacao BFKL

Para chegar no resultado da equagao BFKL, precisamos ter um objeto singleto de cor. O
célculo do valor do fator de cor para o espalhamento da Figura (4.8) é dado por
C(l) = T T]?lm—l 21 kln+1 fazaz_Hb fa al+1
N2 -1

= () AN?

— 5 0ij Ok (4.134)

O calculo da parte singleto de cor é semelhante ao da parte octeto s6 muda o fator de

cor, assim podemos escrever

D (o ) — (20 12 Ne — Pk
PO at) = 8 i N s / G wk.a) (4.135)
de modo que
[w — e(—K*) — e(—(k — q)*)|F (w )k, q) (4.136)
=1- QZ;];IC 2 %F(l)(w,&,q).

Introduzindo uma funcdo F(w,k,k’,q), que se relaciona com FM(w,k, q) através de

d?k’
F(l)(w,k,q):/ 5 - F(w,k, K, q), (4.137)
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desta forma a Equacgao (4.136), pode ser reescrita como

[w — e(=k?*) — e(—(k — q)*)]F(w,k,K'q) (4.138)
sy 2N [ K(R) o
=5k~ k) = =5 —RQ(n_q)QF( K. Kq).

A solucao da equagao BFKL no caso singleto é mais complicada do que no octeto, pois nao
ocorre nenhum cancelamento das corregoes radiativas virtuais e reais. Para solucioné-la,

modificamos os integrando das equagoes (4.123) e (4.124), da forma

d’k P
/m o 2/ (k _ K',)2[I<.',2 + (k — K,/)Q] (4139)
Kk P
/ (k —q)%(k — k)2 - 2/ k—r)?(k—q?+ (k—r)? (4.140)

sendo assim da Equacao (4.138), temos

Ncas 2 _q2
U}F(’U},k, k/,Q) = 6(1{ — k/) + 2—7{2 /d K {mF(U},k, k/,q)

+ i (P - TR
((k —q)’k*F(w, Kk kK,q) (k—q)’F(ukXK), q))}

. () — QK2 (k= a2+ (k— )2

(4.141)
Finalmente, obtivemos a equacao BFKL para troca de singleto de cor. Desta equacao
podemos tirar algumas conclusoes, por exemplo se tomarmos o limite de kK?> — oo e
k? — oo ela é finita na regido ultravioleta. Além disso, na medida em que acontece o
comportamento infravermelho, temos que para kK — 0 e k = Kk esta equacao é regular.
Podemos observar da aplicacao desta ultima condicao, que os termos que se encontram em
colchetes se cancelam, devido a isso eliminamos a divergéncia que ocorre no fator (R_;k)g
Agora se a condi¢ao de que k — 0 é imposta, divergéncias infravermelhas aparecem devido

aos termos relacionados com os glions virtuais [13].

Da Equagcao (4.141), podemos inferir a condi¢ao de momentum transferido nulo, ou seja,
(q=0),

N.a Kk
F(wk, K ,0) = 0%k — K / 4.142
wF(wk K0) = 8k~ )+ 250 [ (1.142)
k2
/ /
X |iF(’U),K,, k ,O) — mF(M, k,k ,O) .
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O ntcleo da BFKL é

N.o, 1
2 (k—K)?

K(k,k) = 2¢(—k*)6*(k — k) + (4.143)

De (4.143), temos que o primeiro termo representa as condigoes radioativas virtuais e o
segundo termo as corregoes radioativas reais. Conhecido o nicleo da BFKL a Equagao

(4.142), pode ser reescrita como
wF(wk, k'0) =6*(k — k) + /d%/C(k, K)F(w, k,K,0). (4.144)

Além disso, podemos reescrever a equagao BFKL em termos de uma equagao integro-

diferencial em relacio a rapidez In(s/k?), para isso contamos com o auxilio da propriedade

8]

OF (s,k,K',0) 1 ot ( s )“’
IEVS R L dw [ = F(wk,k’,0). 4.145
D (s ) 27Ti/c wiiz) w (w ) ( )

—100

Com a substituicao da Equagao (4.144) na Equagao (4.145), chegamos ao resultado

OF(sk,k'0) N / P’k
= 4.146
O1In(s/k?) w2 (k — k)? ( )
/ K /
X |:F(S,K/,k,0) - mF(S,k,k,O) .

Até agora apresentamos de forma genérica a equacao BFKL. Dedicaremos a préxima secao

a sua solugao para o caso de zero momentum transferido.
4.6 Solugao da equacao BFKL para t =10

Na solugao da equagao BFKL para ¢ = 0 representamos a Equagao (4.144) pela seguinte

expressao
wF(wk,k',0) =T+ KF(wk, K, 0). (4.147)

Comparando a Equagao (4.142) com a Equagao (4.147) é fécil observar que

N.o d’k
KoF (wk, k., 0)= "2
& (U), s By ) 2 /(k—l‘&)Z
k2
/ /
X |:F(1,U,K;,k ,O) — mF(w,k,k,O) . (4148)
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A Equacao (4.148), pode ser identificada como uma funcao de Green, desde que o operador
K admita um conjunto de autofungoes @, ou seja, um conjunto de fungoes @,, e escalares

W, tais que
K®®, =w,P,, (4.149)

onde o indice a representa um rétulo que pode ser discreto e/ou continuo. Além disso,

temos que @, obedece a seguinte relacao de completeza

Z@ k)?! (k') = 6%(k — k). (4.150)

Finalmente utilizando as Equagoes (4.149) e (4.150) em (4.147), obtemos a solu¢ao da

funcao de Green

F(wkX,0)=>" M, (4.151)

w—w
o a

sendo que a soma em « representa uma integral sobre as varidveis continuas. Com o
objetivo de facilitar os passos seguintes, identificaremos na Equacao, (4.148) que &, (k) =
F(wk, k' ,0) e &,(k) = F(w,k,k’,0), assim ficamos com

K ® &, (k) = Nﬁf / (kd_’z E [@a(n) - %} . (4.152)

Uma vez que k é um vetor no espago bidimensional podemos escrever a Equagao (5.61),

usando varidveis polares descritas por k = (|k|,0) e k = (|k|,), ou seja,

K ® &, :NO‘S/ drs? /%dgo {cp (|m|,@)—ml, (4.153)

272 K2+ (k — k)2

onde ’k = dK?dyp.

Para encontrar as autofungdes do niicleo da BFKL, escrevemos @, (|k|,J)) em série de
Fourier em 1, e, logo apds, integramos a funcao em relacao a esse angulo. Ao realizar
esse procedimento, nota-se que os coeficientes dependentes de |k|, comportam-se com
poténcia em k2, isso se deve ao fato de que o nicleo da BFKL é adimensional e para
regularizar a dimensao esse argumento com poténcia deve ser imposto. Uma revisao mais
detalhada desse calculo pode ser encontrada [6]. Além disso, outra imposi¢ao deve ser
levada em conta, a de que a autofungao obedeca a relagdo de completeza (4.150), e para

que isso ocorra a funcdo de poténcia deve ter a forma (k*)*~! e ser multiplicada por uma
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exponencial complexa com nimero inteiro vezes o angulo azimutal, assim obtemos que

@, ,(|k|,0) = —=(K?) "2+ (4.154)

7?\/_

onde foi usado que v = % + v, com v real. Esse fator v é definido como um numero
complexo arbitrario, similar a dimensao anomala da Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-
Parisi (DGLAP) [44-46].

A Equagao (4.154) ¢ normalizada de modo a satisfazer a
/d2k€l5n7y(k)q5;‘l,’l,,(k) = 0 O(v —1V'). (4.155)

Substituindo a Equagao (4.154) na Equagao (4.149) com a — (n,r), encontramos uma

expressao para os autovalores
2
Q
— C S d d
o2 / " / "k—r)? k K)?

———Hu 2

K k
infp=9) _ > | 4.156
: [<k) ‘ n2+<k—n>2] (4156)

O segundo termo da Equacao (4.156), a direita da igualdade, pode ser rearranjado de

forma que ficamos com

NOéS K 2+“’ zn(cp 9)

—<i§—§) [~ i )

Para o célculo da integral (4.157), em relac¢do a ¢ , primeiramente substituimos no primeiro

termo ¢"¥~Y) = z e apés, utilizamos teorema dos residuos. O resultado desse calculo pode

ser escrito como

2 Im|
( ) Oéch /k J ) 1 K/2 +iv k2 N k2
Wp\V = K _ | — —
= b e e T RN P
In]+1

00 1 k2 5 —w k2 k2
+ /k dk? m(—) — + . (4.158)

K’ K2(K? =K% k2y/4kt + K
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Agora, fazemos a seguinte substituicdo a = k?/k* na primeira integral e a = k*/k? na

segunda, ficamos com

[n|—1 [n]—1

N 1 ——tiv __ 1 —iv 1
wy(v) = Gt [/ da [a - + 2 ] (4.159)
0

T l1—a l1—a

/1 (1 1 > /1 da }
— | da|-——F— )+ —.
0 a av'1 4+ 4a? o V4 +a?

O resultado do termo entre parénteses e a ultima integral de (4.159) tem o mesmo valor,
sendo que sua soma se anula, os dois termos restantes sao calculados através da com-

paracao com a fungao digama [47], representada por

U(z) = C”nd_];(z) - /01 da% +U(1), Re(z) > 0. (4.160)

Portanto, o resultado do autovalor vai ser

wn(v) = QSWNCRe {2\11(1) v <|"|2+1 +z'1/) . ('”'; L w>] o (4.161)

em que ¥(1) = —vg. A quantidade g é a constante de Euler (yg = 0,577215...).

Sabendo que as autofungoes tem a forma descrita na Equagao (4.154), e escrevendo que

wy, (V) = asxn(v), podemos reescrever a Equagao (4.151) como

) 1 >© o +00 62'1/ ln(k2 /k/Q)
FlukK,0) = ——— 3 e >/ v (4.162)
271'2(1{ k/ )5 =0 —0 w — aan(V)

onde ¥ e ¥ sao os angulos entre k e k' e algum eixo arbitrario do plano transversal.
Na equagao (4.162) se v é uma variavel continua, nao é possivel obter um polo isolado
na transformada de Mellin que possa ser associado com a intercepto do Pomeron. O
comportamento de In(s) em ordem dominante de F(s,k,k’,0) é determinada pela sua
singularidade mais a direita da transformada de Mellin de F(w, k, k’,0) sobre o eixo real
de w, ou seja, a singularidade com maior parte real no plano w. Esse comportamento
pode ser visto na Figura (4.9). Uma vez que a fungao x,(v) diminui com a elevacao de

de n, impomos o caso de n = 0. Assim da Equacao (4.162), temos

1 +00 v ln(k2/k'2)
Fwk K.,0) = / ‘

S — dy— 4.163
om(k’k?)2 Jooo W —wo(v) (4:165)
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A fungao (4.161) tem um maximo em v = 0, e, ao expandir em torno desse ponto teremos

= N g 4@y + ), (4.164)

wo(v)

onde ((z) representa a fungao zeta de Riemann, cujo valor de ((3) ~ 1,202. A Equagao

(4.164) pode ser reescrita como
wo(v) = A — N2 (4.165)

Neste caso, assumimos que as constantes seguem os valores A\ = %4ln2 e N =
%14(’(3). Agora, substituimos a Equagao (4.165) na Equacao (4.163), obtemos que

1 /+c>o ; Rz In(k2/k'?)

Flwkk,0) = —— _
(wa ) ) ) 27T(k2k/2)% Vw _ >\+ A/y2

(4.166)

—00

Usando teorema dos residuos para o célculo da integral em (4.166), temos o seguinte

resultado

F(wk, k'0) (4.167)

w—\

que mostra a existéncia de um ponto de ramificacao em w = \. Para o caso de N, = 3 e
as >~ 0,2, temos que X assume o valor de aproximadamente 0,5. O corte no plano complexo

de w, estd expresso graficamente na Figura (4.9).

Im(w)
F 3

3.4

W

o

-3

Figura 4.9 - Gréfico da singularidade (corte com ponto de ramificacdo em \) da equacdo BFKL representada
pela Equagdo (4.167). Figura do autor.

Préximo passo é obter a dependéncia em s da amplitude de singleto de cor, para isso
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vamos efetuar a transformada inversa de Mellin da funcao F'(w,k,k’,0), que seria fazer

1 w
FlskK.0) = —— ) du <%> Flwk, X 0) (4.168)

—+o0 s \Y
_ 1 1 / dueiuln(kQ/k’Q)fdw (k2)

%Qﬂ(k2k/2)% —oo ¢ w—wo(v)

O contorno C' estd a direita de todas as singularidades do plano complexo de w de
F(w,k, k',0). A integracao em relacao a w pode ser realizada via teorema dos residuos [43].

Portanto, no limite de w — wy(v), ficamos com

' 1 e win(k?/k?) (S g
™ 2 J—c0

1 s\ [T L s , 'S
= —27r(k2k’2)% <E> /_oo dv exp |:—)\V In (F) +ivin (F)] :

, . “+o00 a2 _ﬁ .
J& a integral em v tem a forma [~ dre %" —= | /Te~ia encontrada em [47], assim

obtemos que

2 2
F(sk K ,0) = ! L (%)Aexp _m
CLOUSS \/1ns/k2 k

(4.170)

Esta equacao representa a solugao LO do Pomeron da equacao BFKL. O termo \/ﬁ surge
do fato da transformada de Mellin conter no plano w um corte em vez de um polo. Além

disso, por identificagao, a quantidade

Neo

afm(0)=1+A=1+ 41n 2, (4.171)

™

representa a intercepto do Pomeron na QCD perturbativa, conhecida como BFKL Po-
meron. Ao impormos um valor arbitrario a, =~ 0,2, temos que a@"(0) — 1 ~ 0,5 é um
valor muito maior do que o encontrado na intercepto do Pomeron suave ligado a teoria

de Regge, cujo resultado aproximado é a3"¥¢(0) — 1 ~ 0,1.

4.7 Equacao BFKL em DIS
O espalhamento profundamente ineléstico (Deep Inelastic Scattering, DIS) é, atualmente,
utilizado para analisar a estrutura interna dos hadrons, para uma revisao [1,8]|. Neste

regime de espalhamento, definimos novas varidveis cinematicas. Uma delas, é o x-Bjorken,

representada pela relacao z =~ Q%/s, onde Q? é a virtualidade (responsavel pela resolugao).
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Uma vez que imposta essa relagdo na Equacao (4.146), nao temos vinculo do angulo
azimutal entre k e k. Este fato, nos da a possibilidade de calcular a integral angular
separadamente [11]. Com ajuda das integrais (A.10) e (A.11) encontradas no apéndice A,

obtemos que

F(y,k, K 0) — F(y,k,k',0) N F(yk, k', 0)

|k2 — K2 Vakt + K

onde y é a rapidez definida por y = In(1/z). Uma vez que a fungao de estrutura do

'S , (4.172)

OF (y,k,k',0) ~ Neag /°° dr?
0

K2

dy T

glion [8] é dada por

2./
F0k) = G [ oK ) (4.173)

no qual ¢,(k’) tem o papel de fator de impacto. Da Equagao (4.172), encontramos

8f<y7k) e * dK? 9 f(y, K,) — f(yjk) f(y’k)
dy ozs/o K? k [ k® — k2| T Vit K| (4.174)

onde a; = N.ag/m. A Equacao (4.174) é escrita de forma equivalente a

of (y,k)
dy

= a,x(7) @ f(y, k). (4.175)
Se as funcoes de estrutura tem a forma de
flyk) =) e flyw) = (k)7 (4.176)

ao efetuar o calculo do autovalor, semelhante a da secao anterior, chegamos na seguinte

equacao integral

k2 1 K2\7 1 k2 k2
x(7) :/ dK® T2 5 <_2) - 2 +
0 k* —k? \k k(K" =K%  g2y/4kt + k!
IS 1 k2 —v+1 k2 k2
+ de? | —— [ = — + . (477
/kz & (&2—k2 (Rz) k2(k?2 —K%) k2 4kt + K ( )

Para resolvé-la atribufmos a mudanca de varidvel a = k?/k* na primeira integral e
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a = k?/k? na segunda, ficando com

R R
T ) [l am

O termo que se encontra entre parénteses se anula. As integrais restantes de (4.178),

podem ser comparadas com as fungoes digama [47]

a—1

Lot b ol—a
_ {4 | =)= [ d ). (4179
0@ = [ ) e w-2) = [aeiT e )
Portanto, tenmos

X(7) = 2¢(1) =¥ (y) = (1 =) (4.180)

Para resolver a Equacao (4.175), primeiramente fazemos a transformada de Mellin em
relacao a k, na qual introduziremos uma variavel ky com a finalidade de regularizar a

dimensao. Assim ficamos com

foe = [T () sl (418)

Sustituindo a Equacao (4.175) na Equacao (4.181), obtemos

%ﬁ) = ax () Fw.7). (4.182)

Agora aplicaremos a transformada de Laplace da derivada, ou seja,

g{%@;”} = wC{fy)} — F(0.7),

asx(ML{fyy)} = wi{fy)} - f(0,7),

asx(V)F(w,y) = wF(w,v) - f(0,7),

que tem solucao

F(wyy) = M (4.183)

Veremos a seguir que a fungao y(y) tem um minimo em vy = 1/2, o que de fato, para grande

y nos torna possivel utilizagao da técnica de ponto de sela. No entanto, para encontrar
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uma equacao integral que dependa tanto da rapidez y, quanto do coeficiente de difusao r,
necessitamos adotarmos o uso das transformadas, tanto a de Mellin quanto a de Laplace
com o propésito de encontrar a funcao de Green que satisfaca a equagao diferencial em
relacao a essas variaveis. Temos dependéncia em 7 e y, fazendo a transformada de Laplace

de f(y,r) em relacao a r, portanto

fuo=[ e ), (4.184)

—00

onde 7 = In(k?/k3). A transformada de Laplace de f(y,r) em relacio a y, pode ser escrita

como
Fluwr) = [ dyep(yr), (4.185)
0
E por fim, definimos a transformada de Laplace de f (y,y) em relagao a y, que é

Flw,7) = / " dyely). (4.186)

A transformada de Mellin em relagao varidvel k, estda definida na regido 0 < Re(vy) < 1.
Neste intervalo a fun¢ao v tem um minimo em v = 1/2. A existéncia desse ponto critico
nos da a liberdade de impor que existe uma funcao na qual sua derivada primeira o

originou. Essa funcao é descrita por

R = [ avie) =20y {%} | (1.187)

O comportamento de R(7) e L(7) pode ser observado no grafico da Figura (4.10)

|
[}'I

Figura 4.10 - Grafico das fun¢des x(v) Equagdo (4.180) em azul e R(y) Equagdo (4.187) em vermelho. Figura
do autor.
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A fim de avaliar as singularidades no plano complexo, efetuamos a transformada inversa

de Mellin da Equagao (4.184) e (4.186), que resulta, respectivamente, em

fyr) = 271rz /::O dve™ f(y) (4.188)
(§]
| petioo
flym) = 9 / ;. dwe™ F(w,y). (4.189)

A solugao da equagao BFKL em termos da fung¢ao de Green com condi¢ao de contorno

y = 0 é dada por

+OO ~
flyr) = / dro (0, 70)G(y.r o). (4.190)

[e.9]

Para solucionar a Equagao (4.190), substituimos as Equagoes (4.183) e (4.189) na Equacao

(4.188) e impomos que ¢ = d = 1/2, o que nos retorna

-l—zoo +zoo N f(o,'}/)

77,00

Na Equacgao (4.191) temos uma singularidade em w = asx(7), entdo pelo teorema dos

residuos no limite de w — a,x(7), ficamos com

1 L tico B
fyr) = / T a0 f(0 ), (4.192)

2mi ico

Fazendo a transformada de Laplace de f (0,r), em relagdo a 7y, obtemos

f(0y) = / droe™ " f(0,r0). (4.193)
Substituindo essa transformada na Equagao (4.192), temos que

1 1iico 0o B
fly,r) = /2 dv/ droe? o vasx™) £(0 ). (4.194)

27TZ —100 o0
Por identificacao de (4.190) a fungao tem Green tem a forma:

1 %—O—zoo ~
G(y,r,ro) = — / dwe”“‘mHy%X(”). (4.195)

271

—100
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Adotaremos que o = 0, entao

271

5—100

1 %Jrioo r4yasx(y)
Glyr)=-— [ drye? TV, (4.196)
2

Para o célculo da integral da Equagao (4.196), utilizamos o método de ponto de sela
( veja Apéndice A.1). Esse método exige que conhegamos a expansao da func¢ao em relagao
ao ponto critico, para nosso caso, ele assume o valor de v = 1/2. Portanto, efetuando a

expansao da Equagao (4.180), (deduzida no Apéndice A.2), temos
x(7) = 4In(2) + 14(y — 1/2)*¢(3) + ... . (4.197)
Antes de prosseguir os calculos identificamos as quantidades
A=4da,In(2) e N =14a,((3). (4.198)

Com o resultado de (4.197), ja somos capazes de chegar a uma equagao integral do género
(A.5), na qual foi descrita no apéndice. Utilizando o método de ponto de sela, a Equagao

(4.196) vai adquirir a seguinte forma:

r +oo
G(y,r) = % exp [5 + Ay} / d(y—1/2)exp {r(v — %) +yN(y — %)2 . (4.199)

Por fim, calculando a integral gaussiana, obtemos

r % 2
e r
G(y,r) ~ (47)\/y) exp [)\y — 4>\/y} . (4.200)

Sabendo que y = In(1/z), escrevemos

Gly,r) =™, (4.201)
que é o comportamento dominante da distribuicao nao integrada do glion a pequeno x.
4.8 Equacgao de Difusao

Uma interessante caracteristica da equacao BFKL é seu padrao de difusao. Temos uma
distribuicao gaussiana em r = In(k®*/k3), com largura y = In(1/z). Um importante re-
sultado desse padrao de difusao é que a medida que a energia do sistema aumenta, uma
quantidade maior de momentos transversais surgem, e, em decorréncia disso, a regiao nao

perturbativa entra. Podemos escrever a Equagao (4.175) com dependéncia em y e r, sendo
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assim

Il
Ql

X(V) @ fly,r). (4.202)

Usando a Equagao (4.197), desprezando os termos de terceira e maior ordem na poténcia

de v, temos

of (y,r)

o a;s[41n(2) + 14(y — 1/2)*C(3)1f(y. 7). (4.203)

Uma vez que v = % — v, e definimos v como operador da forma —i%, a Equagcao (4.203),

pode ser escrita como

of (y,r)
dy

0 f(y,
=My, 7))+ A ag T), (4.204)

que ¢é a equacao de difusao da BFKL.

4.9 Conclusao

Um importante resultado, dentro da QCD perturbativa, é que podemos representar o
Pomeron através de interagoes entre glions em forma de uma “escada‘“. A evolucao dos
glions dentro dessa estrutura é descrita pela equacao BFKL. Apresentamos os calculos
em LO, com constante de acoplamento fixa. Vimos que uma solucao em DIS também ¢é
possivel e que a equacao BFKL apresenta caracter difusivo. Veremos no préximo capitulo
que a solucao da equacao BFKL com constante de acoplamento dinamico nos traz como

resultado no plano complexo do momentum angular uma sequéncia de infinitos polos.

7






5 O POMERON NA QCD: A EQUACAO BFKL COM CONSTANTE DE
ACOPLAMENTO DINAMICA

Dedicamos este capitulo a equacao BFKL, cuja solucao é descrita em termos do aco-
plamento dinamico. Temos na literatura varias maneiras de abordar o acoplamento
dindmico [6, 10-13, 48, 49], porém faremos uma revisao de dois métodos baseados em
transformadas com o objetivo de mostrar para o leitor que o uso de uma constante de
acoplamento dinamica leva a uma solucao cujo resultado é uma sequéncia infinita de
polos no plano complexo do momentum angular. Apds isso apresentamos o método de
autofuncoes discretas [6,14-16], na qual vai ser objeto de aplicagdo em processos de alta

energia na qual temos troca do Pomeron.
5.1 Solucao da equacao BFKL para o, dinamico

Para a constante de acoplamento dinamica, comecaremos descrevendo a solucao geral.
O artificio usado é substituir a constante de acoplamento fixo, usada inicialmente na

Equacao (4.174), pela representagao perturbativa [6],

1

s k) = 27 192 5
) = (e )

(5.1)

onde Agcp € o parametro de escala QCD e fy = (33 — 2nys)/127w. O termo ns é o nimero
de sabores de quarks atuantes em k. Assumindo que «a; ¢ dinamico na Equagao (4.174),
fato este faz com que a teoria se aproxime mais da realidade, visto que para a QCD a
constante de acoplamento se comporta dinamicamente. A Equacao BFKL, cuja solucao

devemos encontrar é [11].

0f(yX’) _ 3 /°° dK? [as(ﬂz)f(y, ®) — o) (k) | o) wk)] o)

dy s K2 Ik — k2| NP

Com a utilizacdo de h(y, k?) = a,(k?)f(y,k*), podemos representar a Equacio (5.2) por

%j‘) — %as(kQ)X(kQ) ® h(y,k*). (5.3)

O argumento da Equacao (4.181), descrito por (k?/k2)~7, na qual assumiremos a escolha
de que k = AéCD, mais a parte logaritmica da Equagao (5.1), podem ser manipulados

algebricamente a fim de encontrar a identidade
K\ (K o (k)
— In | — = | =5 . (5.4)
AQCD AQCD vy AQCD
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Utilizando a transformada de Mellin de h(y,k*) em relacio a k?, ou seja,

ﬁ(m)=/f%< K ) h(y. k%), (5.5)

2
AQCD

juntamente com as Equagoes (5.4) e (5.3), encontramos que

_0%h(y)

ek asx(7)h(y.), (5.6)

onde as = 3/mfy. Na Equagao (5.3) utilizamos a transformada de Mellin para obter
uma equacao diferencial com derivada parcial em relacao a . Agora queremos eliminar
a derivacao em relagao a y da Equacao (5.6) a fim de obter dependéncia em w. Para isso

usaremos a propriedade da derivada da transformada da Laplace em relacao a w, ou seja,

E{%} B wﬁ{aﬁgyﬁ)} - aﬁéi’”), (5.7)

que pode ser escrita como

2 H ) = - S (53)

A Equagao (5.8) é uma equagao diferencial parcial ndao homogénea, cuja solugao geral é
a soma da solucao particular mais a homogeénea. A parcela homogénea é calculada com a

diferenciagao da parte a esquerda da igualdade da Equacgao (5.8), ou seja,

" om L &7 ~
wA ) = — (). 5.9
/70 v 7)Hh(uw’) W Jy 7X(7) 59)

Resolvendo a Equacao (5.9), encontramos que
Hy(w,y) = Hy(w,yo)e” 5 (FOI=R00)), (5.10)

Para encontrar a solucao particular, utilizamos o método do fator integrante. No nosso

caso, o fator integrante assume o valor de
I =e' a0, (5.11)

Multiplicando a Equagao (5.8) pela Equacao (5.11), e efetuando a integragao desse resul-
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tado, temos que

"0 a T 10M0) g
— (e S dx() — 1 Z D T G5 [ d'X()
/70 3787 (e Hp(w,y)) //0 0y P e . (5.12)

Por fim, identificamos na Equagao (5.12), uma solugao particular em termos da solugao

homogénea

1 /” 9 Oh(0,y') Hp(wyy) (5.13)

H = — .
o) w oy Hp(wy)

0

Somando as Equagoes (5.10) e (5.13), encontramos a solugao total para a equagao dife-

rencial parcial. Seu resultado é

- 1 (7 ,0h(0) Hy(wy)
H(w,y) = Hy(wy) + W /vo 0y oy Hp(wy')

(5.14)

Esta equagao representa a solugao geral para caso da constante de acoplamento dinamica.
O primeiro termo a direita da Equacao (5.14), nos mostra que a singularidade do mo-
mentum angular, estd contida em w = 0 e nao depende de ~, diferentemente do caso
fixo. J& o segundo termo sé nos retornam singularidade tteis se a parte do integrando é
proporcional ao primeiro termo, e se o0 momentum angular seja independente de v. Em
conclusao, podemos destacar que devido a mudanca para uma constante de acoplamento

dinamica, o corte foi substituido por uma singularidade essencial em w = 0.

Vamos dar seguimento com a abordagem da solucao da BFKL com acoplamento dinamico
encontrada em [10]. Nela somente a solugdo homogénea é levada em conta, de forma que

temos que
H(’LU,’)/) = Hh<w770>6_% IJO d’Y,X(’Y,)' (515)

Fazendo a transformada de Laplace inversa em relacao a v e vy, chegamos a conclusao de

que

Liico a
ﬁ f;_m dvy exp ['yr — f; d’Y’X('Y/)}

H(w,r) = H(w,ro) ——"— Bl . (5.16)
70 Sy ioe V0 X0 [WO 5 L d'y’x(v’)}
A transformada inversa de Laplace de H(w,r), em relacao a w é
1 %—l—ioo
HOn = o0 dwe™ H(w,r). 5.17
(y,r) o /;ioo we (w,r) ( )
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Substituindo a Equacao (5.16) na Equagao (5.17), obtemos

l
1 [EHic = 27 4y exp [77“ — Qs ffy dy'x (v )}
H(y, ) 2 / dwewy 72 100

T gioe %m %2_ioo dryp exp [707'0 + % fv?) dvy'x ’Y')}

H(w,ro). (5.18)

Para prosseguir os célculos precisamos da transformadas de Laplace de H(w,rg), em

relacao a w, que resulta em

H(w,ro):/ dyoe™ """ H (yo,70)- (5.19)
0

Substituindo a Equacao (5.19) na Equagao (5.18), temos

Liico 0o d

2 WAY)
T A

E—ZOO

L ico &
gL AL
X Yo,70)- .
o Ji ™ dryo exp [w’o + % [2dy'x(y )]

A funcao de Green satisfaz a condigao inicial

G(y,90,7 =10) = 6(y — Yo)- (5.21)

Com distribuicao de x fixada a uma virtualidade inicial » = ry é identificada da forma

H(y.r) 2/ G (y,y0,r = 10)H (Y0, 70)dyo, (5.22)
0

assim chegamos a conclusao de que

1.
o ) /éﬂ-oo dw T f .Oodyexp [VT——fvd’YX )} (5.23)
Y,Yo,7To) = _~ew e l '
1 ico 271 ﬁ ; d')/(] exp |:’}/07”0 + 2= f'yo Y X Y )]

Utilizando a Equacao (4.197) e o uso das propriedade do apéndice (A.2), somos capazes

) = x(3)+1uee (v-3)

1+D (7’ - %)2] : (5.24)

de escrever que
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onde D = —¢® (1) /x (3). Reescrevemos a Equagao (5.23) da forma

G — w(yfyo) i 525
(3/73/077“77'0) /Q;—ioo 27Tie ](70) ( )
onde I(7) e I(7,), sao, respectivamente,
() = - e % T ) (5.26)
VS [, DR ey [, D) :
I(7) L %Hood +&s/;d’ (Y) (5.27)
= — ex ro + — ) )
Yo o 1 Yo €XP [YoTo w /., ¥ Xy

Vamos calcular, passo a passo, somente a Equagao (5.26), a dlgebra para chegar no resul-

tado da Equagao (5.27) é semelhante. Portanto, substituindo a Equagao (5.24) na Equagao

(5.26), obtemos
() = = /;+md = 1/2) (L /7 Lio(v- Y| ses)
7) =5 - yd(y exp |7 = —x | 5 Y -3 . (5.

Sabendo que (ko) = 1/8or0 € identificando wy, = 3a,x (1) /7, escrevemos

1+D (’y' - %)2” . (5.29)

N

21 J1 oo

1, -
1 PR rowr [
I(v) = —[ dyd(v' —1/2) exp [W— OwL[
2 2

Resolvendo a integral em d(y — 1/2) e multiplicando a equacdo por ez~ z, obtemos

65 %—l—ioo wy 1 wy, ('Y . %>3
I(v) = —/ dry exp (r - Em) (7 — —) — Dt (5.30)

21 J1 oo

1
Com a mudanca de variavel a = — (%) 3 (’y — l), e a identificacdo com a funcao de

Airy, mediante relagao integral
3
Ai(z) = — [ e 3 *da, (5.31)

temos o resultado

I(7) = — (w;:OD) : e5 A ((r - %m) (le:oD) é) . (5.32)
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Por analogia,

I(7) = — <le:OD) : ¢F A ((7’0 - %m) (wL'L:OD) é) . (5.33)

Substituindo a Equacao (5.32) e (5.33) na Equacao (5.25), obtemos

1

. w w 3
yayoﬂ”ﬂ”o =e2 e / _.ew e
1

. 2mi 5\
e i (o= ) (55) )

As singularidades no plano complexo do momentum angular surgem quando a funcao de

(5.34)

Airy encontrada no denominador da Equacao (5.34), zera. Isso acontece sempre que as
fungoes de Airy sao negativas, ou seja, quando rg < “Lrg. Uma boa estimativa desses

zeros, pode ser encontrada mediante a relagao

1 2
wr, Wy, 3 3mn 3m\32
(TO a wnro) (erOD) T ( 2 8 ) ' (5.35)

Um célculo numérico pode ser encontrado na Tabela (5.1).

wr, Wo w1 w9 ws Wy Wy
0,650 0,300 0,170 0,120 0,093 0,075 0,064
0,500 0,220 0,135 0,102 0,081 0,068 0,055
0.330 0,170 0,115 0,087 0,072 0,053 0,040
0,250 0,140 0,100 0,078 0,064 0,056 0,050
0,200 0,122 0,090 0,071 0,069 0,051 0,046

Tabela 5.1 - Tabela com valores das singularidades contidas no plano complexo de w. Resultado extraido
de [10].

Nessa tabela é possivel observar que a medida que n cresce os polos se aproximam de

zero. Para valores muito grandes de n, eles obedecem a lei
1
wy, x — — 0. (5.36)
n

Podemos encontrar a fungao de Green para a constante de acoplamento dinamico seguindo

os mesmos passos que foram feitos para chegar na Equagao (4.200), de modo que para
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este caso somente vamos colocar sua solucao, que é

(r —rg)?
G(y,yo,r,r0) x exp |wp(y — o) — ———| . 5.37
(v:30.770) 090 = pi ] (537)
Esse resultado nos retorna que o ponto de sela é encontrado em
(r—ro)?
Wg =Wy, — —————. 5.38
° " 4D(y — yo)? ( )

O comportamento das singularidades, oriundas de uma constante de acoplamento

dindmica, estdo ilustradas na Figura (5.1).

Im o

w - integration contour

saddle
oy iy point

Re o

forlarger « T

Figura 5.1 - Singularidades do plano complexo de w para a dindmico obtida através da Equacdo implicita
(5.35) para os polos e a Equacdo (5.38) para o ponto de sela. Figura extraida de [50].

5.1.1 Difusao da BFKL para o, dinamico

Em outra abordagem [11], bastante semelhante a anterior, a equagao BFKL é solucionada,
a partir de sua equagao de difusao. Primeiramente vamos construi-la. Para este propdsito,

reescrevemos a Equagao (5.3), utilizando de sua estrutura de convolugao

1 Oh(yr) 3
—== = —x(H)h ) 5.39
o) 9y —X(Nh(y.r) (5.39)
Aqui 4 é definido como um operador diferencial que depende de r e tem a forma 5 = %.
Uma propriedade conveniente do nticleo x segue na relagao
e X(¥ +a)e™ = x(9). (5.40)
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Essa identidade é comprovada quando aplicamos em ambos lados da igualdade a trans-
formadas de Mellin. Além disso, se assumirmos seu uso mais a substituicao do termo
ha(y,r) = e®/2h(y,r) na Equacdo (5.67), obtemos

1 Oha(y,r)
as(r) Oy

3 ar 2 —ar
=_e x5+ a/2)e” 2 hy(y,r). (5.41)

Vimos na se¢ao (4.7) que x tem um minimo em 1/2. Este fato faz com que a fungao
ao ser expandida nesse ponto, tenha derivada primeira nula. Podemos fazer o uso desse
resultado para escrever a equacao BFKL em termos de uma equacgao de difusao. Basta
que na Equagao (5.41) atribuirmos a = 1 e desprezarmos os termos de terceira e ordens
maiores da expansao de y da Equacao (4.197). Agora para 4 = 1/2, em aproximagao,

obtemos que

1 Om(yr) 3
as(r) dy

[41n(2) + 14¢(3)4% ) (y,7). (5.42)

Usamos na Equacao (5.42) e a relagdo de que a5 = 3/nfy e ¥ = 9/0r. Além disso,

identificamos as quantidades A\ = 4d,1n(2) e X = 14a,((3), ficamos com

1 ahl (yar)

0?hy(y,r)
Boas(r) Oy '

~ )\hl (y,?") + A a2

(5.43)

E possivel relacionar a Equacao (5.43) com uma equacao de difusao. Aqui a coordenada
temporal é equiparada a y e a espacial a r. O termo Oés(r)ﬁ(]j\/ representa o coeficiente de
difusao. Podemos interpreta-lo como sendo a velocidade com a qual os glions se difundem
em y. Ao contrario do caso em que «; é fixo, y depende de ay(r), e se considerarmos
grandes escalas de r a taxa pela qual os glions se difundem é relativamente pequena. Por
outro lado, se quisermos retratar a fisica do infravermelho (regiao de pequeno momentum
transversal), devemos atribuir na Equacao (5.43), condigdes de contorno no qual r = r
seja pequeno. Podemos destacar também que, ao invés do caso fixo, onde os coeficientes
da equacgao de difusao sao constantes, no caso dinamico encontramos coeficientes com

dependéncia em 7.

Substituindo a Equacao (5.1) na Equagao (5.43), encontramos

Tahl (yﬂn)

62hl (y,r)
oy '

~ \h N
1(2/770) + 87’2

(5.44)

Se utilizarmos a transformada de Laplace da derivada de h(w,u), que é obtida usando a
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relacao L{f'(a)} = aL{f}(a) — f(0) e por simplificagao h(0,u) = 0, obtemos

_ < <, 0%h(w,r)

_ / 4
rwh(w,r) = Ah(w,r) + A 5 (5.45)

Esta equacao pode ser escrita na forma de uma equacao diferencial de Airy. Para isso

utilizaremos da seguinte mudanca de variavel r = z(A/w)"/® + N jw.

Ph(w,r) -
que tem solucao
h(w,r) = Ai(z). (5.47)

As singularidades do plano complexo do momentum angular surgem como condigoes de

contorno

hi(w,r) = hy(w, 7o) il((;)) )

(5.48)

onde h;(w, 7o), para os autores, do ponto de vista fenomenoldgico, representa uma soma
de polos de Regge [11]. Essa condigao de contorno pode ser expressa por

7 %’(wﬂ‘o)

hl(w,ro) = w— N . (549)

i

O numerador do lado direito da Equagao (5.49) representa o residuo dos polos. Além das
singularidades encontradas por essa equacao, temos, porém, as provindas dos zeros da

funcao de Airy, que surgem quando seu argumento é negativo. Esse argumento é descrito

1/3 3
(e, A
20 = <5\/) " (w 7‘0) : (5.50)

Portanto, para ser negativo, devem obedecer a condi¢ao

por

A An(2
e < > = 42182 (5.51)
To To
Os zeros da funcao de Airy, podem ser encontrados mediante formula zy = —(37n/2 —

3m/8)%3, com n positivo e inteiro. Podemos obter um valor para o qual w seja méximo,
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utilizando a expressao

Winag = — — €. (5.52)

Resolvendo para €, obtemos

~ ~\ 1/3 2/3
A 1 A 97
maxr — l——==% | = - . 5.53
w To 7’3/3 ()\’) ( 8 ) ( )

E possfvel obter os polos no limite w < 5\/ ug. Nesse limite a Equacao (5.50), fica

5\ 1/3 5\ 2/3
=(3) () 55

AR
W w, =\ (;) |:§7Tn - éﬂl : (5.55)

Temos uma infinidade de polos que se encontram, a partir de w = 0 até n — oo. Pode-
mos encontrar o conjunto de singularidade de hi(y,r), mediante transformada inversa de

Laplace em relagao a w, assim temos

hi(y,r) = Z VNH (M) + Z e’ H (wy,,r). (5.56)

A n=1

O primeiro terno a direita da Equacgao (5.56), representa a fisica suave, ja o segundo termo
é referente aos polos dos zeros da funcao de Airy. Podemos representar graficamente o
comportamento da somas dessas singularidades na Figura (5.2).

No caso de n ser grande, com o uso da Equacao (5.55) e que w ~ 5\/7“, r pode ser grande

3 A\
™

até
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Figura 5.2 - Sequéncia infinita de polos no plano complexo de w calculadas através da Equagdo (5.55) € Wiax
da Equagdo (5.53), que sdo oriundas da solugdo da equagdo BFKL para o caso de a dindmico.
Figura extraida de [11].

Se r > ro e n grande, temos que
N\ 1/2
) 2 \'? [\ 3mn\/?
’H(wn,r) ~ A (371'_7”L> <§) r— (T)

o2 3 (5:58)
exp N AE T , .

. . _2.3/2 . , - .
onde foi usado que Ai(z) ~ e~3*"". Devido o fato de que os residuos vao rapidamente
para zero, temos que para r grande somente valores de n grande vao ser relevantes. Para

grande 7 a grande n o resultado da Equagao (5.56), fica

< A RN A
hl(%?‘):ZeXp N (g) (;) +37T_n<§> . (5.59)

< <\ —1/2
. , . 6/\23/2 bY /
O maior termo dessa série se encontra a n = 5 , portanto

s

hi(y,r) ~ exp [yx riA ] . (5.60)

T N 95\/y2

define o comportamento a grande 7.
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5.1.2 Solugao da equagao BFKL via autofuncoes discretas

Nesta secao veremos o tratamento da BFKL via autofuncoes discretas em LO, utilizado
uma método semelhante ao Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB), ou também conhecida
como aproximacao semi-classica. A partir deste método de autofuncoes discretas podemos
determinar as propriedade infravermelhas da BFKL através de ajustes de observaveis
fisicos. A equacao BFKL nos moldes desta secao é construida a partir da obtencao dos
autovalores e autofungoes. Portanto, uma vez que o nicleo da equacao (4.144), admita

um conjunto de fungoes f,, e escalares w,, a equacdo para o autovalor fica [6]

_ N.o d’k . 'S
nfn(k) = =2 wik) — —— fu(k)| . 5.61
w19 = 257 [ R0 - ) (5:61)
Novamente, ao invés de usaremos a constante de acoplamento fixa utilizaremos a expressao

perturbativa em ordem dominante dada por

1

Oés(k) = W,

(5.62)

onde r = In(k?/ Aqcp)- Conforme [6] as autofungdes podem ser escritas no espago dos

momenta como

fu(k) = (5.63)

onde
ﬁxk)Nexp<i¢/wdﬂyuU). (5.64)

A fungao v contém um zero em yo(v) = 41n(2), portanto existe algum valor critico de r,
na qual sua derivada seja infinita. Para esse valor temos a quantidade

 12n(2)

- 7Tﬁoujn '

(5.65)

Te

Quando r ~ r., é possivel fazer uma aproximacao de v, com a utilizagao das Equacoes
(5.62) e (5.65) em xo(v) = 41In2 — 14¢(3)r?, obtemos

y:(é%%%ﬁn—m)m. (5.66)

Note que quando r > r. a fungdo v se torna imaginaria. Veremos que, neste caso, a au-

tofungao tem o comportamento de um decaimento exponencial. Também na proximidade
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da regiao do ponto de viragem r ~ r., desde que v seja pequeno, podemos usar como

aproximagao para a Equagao BFKL a quantidade (4.164) até a ordem quadratica. Uma

vez que v = —id/0r e a constante de acoplamento é dindmica, temos
_ N, 921 -
Wy fn(k) = Bor {4 In2 — 14§(3)%} fu(k). (5.67)

Com a mudanca de variavel

2= (%) v (r — o), (5.68)

obtemos a seguinte equagao

9% f(k) -

o~ 2l = 0. (5.69)
que é a equacao diferencial de Airy, cuja solucao é dada em termos de duas funcoes
independentes Ai(z) e Bi(z). No limite assintético de r — oo, obtemos a informagao da
condigao de contorno ultravioleta. Nesse limite, Ai(z) — 0 e Bi(z) — oo. Uma condigao de
contorno que nos leva a infinitos nao é boa, portanto consideramos somente como solucao

a fungao de Ai(z). Seu comportamento assintético é dado por [6]

1 2 3
Ai(z) — -sen (—(—2)2 + E) : z — —00, (5.70)
Vrli A3 4
1 2.3
Ai(z) — e 3%, Z — 00. (5.71)

2\/T1

O comportamento da autofungao pode ser visto com mais detalhes na Figura (5.3). Nela
temos que a regiao 1 corresponde a regiao nao perturbativa, ou também conhecida como
regiao infravermelha, onde temos momenta com valor abaixo de Aqgcp; a regiao 2 corres-
ponde a uma regiao oscilatéria, na qual é fixada uma fase a r = ry; a regiao 3 é representa
por uma regiao oscilatéria 2 para um determinado multiplo de 7, e por fim, a regiao 4

descreve um decaimento exponencial.

Com a utilizacao da equagao (5.68) e da equagao (5.66), podemos escrever que

= (—2) (%)1/3. (5.72)

Identificando da equagdo (5.68) que dr' = (wfByw,/14N.((3))"3d%', e a utilizacio da
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Figura 5.3 - Comportamento da autofunc3o. Figura do autor.

equagao (5.72), podemos representar a mudanga de fase do r. para r por

/rrcy(r’)dr’ = /ZO(—Zl)édz’ = ;(_Z)g' (5:73)

Agora, faremos a deducao da equacao BFKL, a partir da funcao de Green da funcao Airy

(z - 8‘9—;) G(z,2) = 6(z — 2). (5.74)

Dado que o Wronskiano devido a duas fungoes de Airy independentes é

W{Ai(z),Bi(z)} = Ai(z)%Bi(z) - Bi(z)%Ai(z) = l (5.75)

™

Entao, podemos definir a solucao da funcao de Green da forma
G(z,2") = n[Bi(2)Ai(2)0(Z" — 2) + Ai(2)Bi(2)0(z — 2)]. (5.76)

Graficamente, essa func¢ao é semelhante ao da Figura (5.3), e também tem o comporta-

mento ultravioleta desejado quando r — 0o, ou seja,
G(z,2') =0, (5.77)

porém nao é muito bem definida na regiao de pequeno r. Podemos destacar também que,
a Equacao (5.76) pode ser escrita de forma a acrescentar uma solu¢ao homogénea, cujo

propésito, além de determinar as singularidades do plano complexo de w, é fornecer a
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funcao de Green uma correcao a pequeno r, a regiao infravermelha. Portanto, escrevemos

G(z,7) = 7[Bi(2)Ai(2)0(' — 2) + Ai(2)Bi(2)0(z — 2)], (5.78)

onde o termo Bi(z), representa uma superposicao das funcoes Ai(z) e Bi(z)

Bi(z) = Bi(z) + c¢(w)Ai(z). (5.79)
Aqui ¢(w) é uma constante que assume o valor de cot(¢p(w)).
Com ajuda da expressdo w, = ﬂggr [4 In2— 14((3)59—;} mais a equagao (5.68) e a uti-
lizagao da generalizacdo da equagao de Airy [16], podemos escrever
2/3 2
1 1 1
i 0N L (1)
14N.((3) 022 N(r) orz0r) N(r')
Portanto,
~1/6
71-Boujn
Nr)=\|————= . .81
0= (ixees) >80

Com ajuda da equagao xo(v) = 41In(2) — 14¢(3) e das Equagoes (5.68) e (5.72), podemos

escrever que

I 7 Byw ~1/6
|2(r)|5 /28((3) _( Bo n)) ' (5.82)

Xolv)  \14N((3

Desta forma a normalizacao também pode ser escrita como

(5.83)

Este resultado de normalizacao é obtido através da generalizacdo da funcao de Airy
Equacao (5.80) para o caso de que r ~ r. para r longe de 7. é possivel obter esse mesmo
resultado como mostrado em [16].

Com o resultado da Equagao (5.78), juntamente com a constante de normalizacdo, cons-

truimos uma fungao de Green
G(r,y") = aN(r)N (") [Bi(z(r)Ai(z()0(" — r) + Ai(z(r)Bi(z(")0(r —")].  (5.84)

Como pode ser visto em [16] a solu¢ao da fungao de Green ¢ escrita em termos de uma
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parte discreta e outra continua como mostrada através da equagao
(w" —w(rp))G(ry") = 6(r — 1), (5.85)

onde w’ é a parte continua e w(r,) representa a parte discreta. No entanto, em nos-
sas andlises fenomenolégicas usaremos somente a parte discreta, pois como veremos no
proximo capitulo a utilizacao somente da parte discreta em formas de polos é capaz de
descrever os processos fisicos pelos quais analisaremos.

Para um dado valor de ' fixo, no caso em que r < 7', o segundo termo da Equacao (5.84)
é suprimido pela funcao de Heaviside. Assim, o comportamento da funcao de Green é

governado pela funcao Bi(z). No caso em que r < 7, temos que

sen( [ vy (r')dr' + % — Qb(w))

Bi(z(r)) =~ sen(p(w))

(5.86)

N

1
ﬁz
Fixando uma fase nao perturbativa 7,, em um ponto muito préximo da regiao infraver-

melha r = 7, no argumento senoidal do numerador da Equagao (5.86), obtemos

o(w) = / ) Vo (T")dr" + % — M- (5.87)

Note que ¢(w), representa a diferenga entre a fase perturbativa e a nao-perturbativa. Seu

valor é dado por
o(w) = nm, n=123.., (5.88)

onde n representa o nimero de polos encontrados no eixo real positivo do plano complexo
do momentum angular. O primeiro termo a direita de Equagao (5.87), pode ser escrito

em termos da integracao por partes, de modo que fiquemos com

Te Vw(r())
/ Vo (T dr" = —v (1) 1o + / Xo(V)dV'. (5.89)
0

ro ’/Tﬁow
Foi usado que r = 3xo(v)/mfow. Para o caso em que 1y é pequeno, a constante de

acoplamento é grande, e, portanto

Xo(Vu(r)) = o) 0 (5.90)

e se ainda w é pequeno, 1,,(ry) se aproxima do valor assintético vy, assim x(v,) = 0. Essa
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aproximagcao nos permite escrever a Equagao (5.87) da forma

3 /VO / /
w— w, = — V)dv'. 5.91
Temos que vy = 0,67309 e [ xo(/)d/ = 0,96278 [13]. A equagdo (5.91) nos diz que a
fase fixada a r = r. mais a fase nao perturbativa fixada a r = rq, nos levam a quantizacao,

ou seja, a um conjunto discreto de autovalores.

Com a aproximacio f,(k) ~ /7N (r(k))Ai(z) mais a utilizacio da Equacdo (5.63), po-

demos escrever a autofungao na proximidade do ponto critico da forma [6]

Fu(k) ~ \/g (%) o Ai ((%) . (r — m) . (5.92)

Como dispomos da informacao do autovalor e da autofuncao, somos capazes de determinar
a equagao BFKL em termos de polos discretos. Conforme pode ser visto em [16], podemos

representa-la da forma
fo) fa (k)
Gk k)= 5.93

Como 7 = In(k?/ Agep) e’ = = In(k”?/ A% cp) escrevemos por conveniéncia a funcao G em
termos de k e k’. Dado que a transformada de Mellin em relacao a da funcao de Green

da Equagao (5.93) ¢ [16]

G(kX) E/ dye "G (y,k,k') (5.94)
0
e sua inversa
1 a-+100
Glyk k) = o / dwe™ Gk K). (5.95)

Com a substituigao da Equacao (5.93) na Equacao (5.95) e a utilizagao do teorema dos

residuos, obtemos

GlykK) = Z e £ (k) fr(K'). (5.96)

Substituindo y = In(xy/z), onde x representa a fragdo de momentum do préton carregada
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pelo parton interagente e xy seria sua condigao inicial, obtemos

GlakK)=Y" (%) k) [ (). (5.97)

Esse resultado nos mostra que a transformada inversa de Mellin, retornou para a funcao
de Green, como solucao, uma sequéncia de polos isolados, em substituicao ao corte, en-
contrado quando usada a constante de acoplamento fixa. A Equagao (5.97) vai ser o foco
de andlise do trabalho, cujo objetivo é aplica-la em processos de altas energias onde a

troca do Pomeron seja relevante. Trataremos desse assunto no proximo capitulo.
5.2 Conclusao

Tratamos a respeito de algumas abordagens da solucao da equacao BFKL para o caso de
as dinamico. Em conclusao a solucao da equagao BFKL com constante de acoplamento
dinamica nos retorna em substituicao ao corte no plano complexo do momentum angular
no caso fixo, uma sequéncia infinita de polos. Usaremos no préximo capitulo a solucao via
autofuncao discreta e investigaremos as propriedades infravermelhas através de ajustes
de F, e aplicaremos seu resultado em outros observaveis fisicos, a fim de comprovar a

universalidade do nosso resultado.
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6 FENOMENOLOGIA DE PROCESSOS DIFRATIVOS UTILIZANDO O
FORMALISMO BFKL VIA AUTOFUNCOES DISCRETAS

Neste capitulo, utilizaremos a solucao da equacao BFKL para o caso da constante de aco-
plamento dinamica. Usaremos o método da aproximagao semi-classica, na qual é possivel
determinar as autofuncoes e autovalores da equagao BFKL. Ajustaremos a predicao tedrica
com dados experimentais da funcao de estrutura F3 e mostraremos que nosso resultado
é compativel de ser aplicado em outros processos de espalhamento. A escolha da funcao
de estrutura Fy do processo foton-proton v*p — v*p se deve a vasta gama de pontos
experimentais em diferentes faixas de energia. Um processo com “comportamento ideal
de ser aplicado a equagao BFKL, por exemplo, é no caso do espalhamento v*v* — v*~*
para virtualidades iguais e a producao de jatos de Mueller-Navelet na qual o momento
transverso de ambos os glions oriundos dos préotons também sejam de mesmo valor. Esses
processos sao ideais pelo fato de que neles temos somente evolucao em x, caracterizando
um processo tipico BFKL, entretanto o nimero de dados experimentais inviabiliza um
resultado de ajuste refinado. O fato é que na fungao de estrutura F, além da evolugao
em x teremos também evolucao em (2, portanto contribuicoes colineares passam a ser
relevantes. Este porém faz com que nosso ajuste nao possa ser feito para valores muito
grandes de Q%, para que tenhamos coeréncia com o processo tipo BFKL. Comecaremos a
primeira secao fazendo o ajuste de F, em relagao ao niimero de polos com os parametros
livres que sao g e 1Mp,. Apds ter fixado esses parametros livres, aplicaremos a equacao
BFKL com polos discretos para produgao do quark charm, dos mésons vetoriais J/W e T,
e producao de dois fétons as se¢oes de choque f6ton real - féton real (), féton virtual -

féton virtual (y*7*), e a funcao de estrutura do f6ton real (FY)).
6.1 Ajuste da funcao de estrutura F,

Nesta secao iremos aplicar a equagao (5.97) para o caso de F» no processo féton - préton
(v*p = v*p). O espalhamento em questao estd ilustrado na Figura (6.1), onde temos a
seguinte sequéncia de processos no sistema de repouso do alvo: um féton flutua num par
quark-antiquark; o par quark-antiquark interage com o préton e por fim o par quark-
antiquark se recombina gerando no estado final um féton virtual. Nesta figura temos
que a quantidade ®, representa o fator de impacto do préton e @, o fator de impacto do
foton, calculavel usando regras de Feymman da QED. Neste processo, a troca do Pomeron
perturbativo, descrito pela equacao BFKL, dada por G(z,k,k’) que representa a solucao

para o caso em que a constante de acoplamento é dinamica.

Para calcular a funcao de estrutura F3, foi usada a seguinte equacao bem estabelecida na
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Figura 6.1 - Espalhamento féton-préton (y*p — ~*p), nas quais ®, e ®,, sdo os fatores de impacto do féton
e préton, respectivamente. Tal processo é mediado pelo Pomeron através da equacdo BFKL que
é representada por G(z,k, k'), onde k e k' s3o momenta transverso. Figura do autor.

literatura [6, 8]:

d’k d2k'
RwQ) =[5 [0 Q0 KK,k Q)

_ in;qu Z /dz—k}"xk/dz/ dc

(L2201 —2) — 21— Q) +122(1 — 2)¢(1 ()
Q22(1 - 2) + K*¢(1 - ()

, (6.1)

onde () representa a virtualidade do féton, z é fracao de momentum do féton, ¢ é um
parametro de Feymman e e, a carga dos quarks. A distribuicao de glion nao integrada
usada ¢ definida em [21,51] pela convolugdo do fator de impacto do préton @, com a
fungao do nicleo BFKL Equacao (5.97)

dk’2
F(z,k) = / 2 ®,(kK',Qo)k*G(z, k, K'). (6.2)
Como ja conhecemos a estrutura da equagao BFKL em termos de polos discretos, somos
capazes de fazer um ajuste da funcao de estrutura F, tedrica com dados experimentais,
em relacao aos parametros livres. Apesar de estarmos estudando em um regime de altas
energias, o fato de que atualmente s6 conseguimos definir o fator de impacto do proton
em termos de escala de pequeno momentum, traz a impossibilidade da sua elaboracao via
teoria de perturbacao. Sua modelagem é determinada pelas propriedades de confinamento,

portanto ele carrega informagao nao perturbativa da estrutura hadronica. Iremos usar a
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definigao do fator de impacto do préton da forma [21],

, C (K -2
q)p<k ,Qo) — m <—2) (& on

onde Qg = 0,28 GeV, d = 6,5 e C' = 2,35.

Fixamos alguns parametros na Equacao (5.91). No caso de 1y = ln(k(z)/AéCD) usamos
o valor de kg = 1GeV [15] e Aqep = 210MeV [52,53]. Vamos nos limitar aos quatro
sabores mais leves de quarks [52,53], logo ny = 4, consequentemente o somatério sobre o
quadrado de suas cargas serd » 62 = 10/9. Delimitamos o intervalo de fase de —37/4 a
+7/4 conforme [15] e restringimos o valor de Q? entre 3,5 GeV? a 45 GeV?. Esta escolha
de virtualidade se deve ao fato de que Q? pequeno efeitos de saturacao sao mais evidentes
e a Q% grande, contribuicoes colineares se tornam cada vez mais relevantes.

O ajuste da funcao de estrutura F;, foi feito mediante utilizacao do Minuit que é um
programa de minimizagdo numérica produzida pelo CERN [54,55], onde comparamos 58

pontos experimentais de H1 [56].

polos To N wy Wo ws Wy X /Ny
2 0,000035678 | -1,24740 | 0,43193 | 0,21828 62,53099 /56
3 0,000007515 | -0,84075 | 0,38337 | 0,20515 | 0,14004 66,69527/56
4 0,000001745 | -0,23821 | 0,32861 | 0,18835 | 0,13201 | 0,10161 | 122,9235/56

Tabela 6.1 - Resultado do ajuste de F5 Equagdo (6.1). Aqui a primeira coluna é referente a quantidade de
polos, a segunda a varidvel de Bjorken inicial, a terceira a fase ndo perturbativa, da quarta a
sétima é o resultado do autovalor e por fim a dltima coluna descreve uma medida de divergéncia
entre a distribuicdo dos dados e uma distribuicdo esperada pelo niimero de graus de liberdade.

Na Tabela (6.1) é exposto os resultados que obtiveram os melhores x?, que foram para

2, 3 e 4 polos. Na Figura (6.2) e na Figura (6.3) apresentamos como se comportam as
curvas do nosso ajuste, onde 2 polos é representado pela curva tracejada, 3 polos pela
sélida e 4 polos pela pontilhada. Vale salientar, novamente, que o ajuste foi feito de Q?
entre 3,5 GeV? a 45 GeV?, as demais faixas de Q? expostas nessas figuras mostram a ex-
trapolacao do modelo.

Uma vez fixado o valor dos ajustes para um observavel com grande nimero de pontos
experimentais, vamos aplicar o resultado em outro observavel relacionado. Se conside-
rarmos que Iy ~ z7*/f a Q* fixo, entdao podemos dizer que .y = dFy/dIn(1/z). A
Figura (6.4) nos mostra a taxa de crescimento de A.;; em relagdo a Q2. A drea sombreada
representa a regiao onde 3,5GeV < Q? < 45GeV, que corresponde a faixa de energia

pela qual foi realizado o ajuste. Podemos observar que os melhores valores de x? que siao
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pontilhada (verde) s3o 4 polos. Dados extraidos de [57-59].

de 2 e 3 polos, também sao os que melhor descrevem os resultados de A.fy na faixa de
energia pela qual foi feito o ajuste. E notério que a medida em que aumentamos n, ou
seja, o numero de polos o Acfy diminui, sendo que para n > 4 eles nao descrevem bem os
resultados experimentais, mostrando que nao necessitamos aumentar o nimero de polos
n > 4 para que tenhamos melhores resultados de y? com o ajuste de Fh. Outra coisa que
observamos é que quando Q% > 200 GeV para 3 e 4 polos a funcao tem um crescimento
abrupto. Isto provavelmente é consequéncia da perda de normalizagao vista na Figura

(6.3) quando extrapolamos o resultado do ajuste a valores grandes de Q.

Obtivemos os melhores resultados com 2 e 3 polos para os observaveis até aqui analisa-
dos. Quantitativamente esses dois resultados foram muito semelhantes. Uma maneira de
investigar qual deles ¢ a melhor escolha para descrever o Pomeron seria aplicando para a
producao de mésons vetoriais J/W e T, pois em tais processos temos dados experimentais
do LHC com maior energia do centro de massa, possibilitando analisar escalas de z muito

pequenas, consequentemente analisar a restricao da dinamica da QCD em altas energias.
6.2 Producao de quarks pesados

Nesta secao aplicaremos o formalismo da se¢ao anterior para producao de quarks pesados,
mais especificamente para producao do quark charm. A aplicacao para producao do quark
charm é possivel, pois se trata de uma particula massiva, permitindo a utilizacao das regras
de Feynmam. E importante salientar que apesar de termos incluido o quark charm para
fazer o ajuste de Fy, nao incluimos sua massa como parametro livre, portanto devemos
definir uma escala de massa dentro de seu limite de incerteza. Definimos o valor da massa

do quark charm como sendo m. = 1,27 GeV [60]. Calcularemos a funcao de estrutura do
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quark charm mediante equagao [61]

cc Q2 ! cc cc
Fe° = o ), dz | PR{|VE(z, R)|* + |¥{(z, R)|*}ouy(x,R). (6.4)
As superposicao das fungoes de onda transversal e longitudinal do féton indo a um dipolo
de cor sao
C 2 em
W R = S + (1= ) KEER) + mE K3 (eR) ), (65)
U
cc 2 BQem o 00r 92
|\IIL (Z7R)| - 4Q “ (1 z )KO(ER)’

onde Ky e K, sao funcoes de Bessel modificadas de segundo tipo, z fracao de momentum

do féton e R é o tamanho do dipolo, €2 = z(1 — 2)Q* + m? e a quantidade

oap(,R) — fv—” i—f(l — R Ry F(zk), (6.6)
representa a secao de choque dipolo-préton em relacao ao espaco do momentum. Note que
a equacao nos da a possibilidade de termos o vinculo com a equacao BFKL através da
distribuicao de glion nao integrada. Portanto para uma eventual aplicacao basta usar a
mesma distribui¢ao de glion nao integrada utilizada para o calculo de Fy, Equagao (6.2),

com os devidos parametros fixados que se encontram na Tabela (6.1).

Por fim, utilizaremos na secao de choque de dipolo a seguinte expressao para a fracao de

momento

Ty = (1 + 45?) x. (6.7)

Nosso resultado se encontra na Figura (6.5). Novamente extrapolamos a faixa de energia
para valores Q% > 45 GeV? para observar o comportamento das curvas em relacao aos
polos. Com isso observamos que para energia de 160 GeV? acontece a perda de norma-
lizagao para 3 e 4 polos, conforme também pode ser observado esse comportamento em F5.
Além disso, podemos observar que o nimero de polos é fortemente dependente de x para
escalas muito pequenas e que no geral conseguimos descrever bem os dados experimentais
para F§° com o modelo baseado na equagao BFKL em termos de polos discretos. Agora

calcularemos a secao de choque reduzida que é descrita em termos da funcao de estrutura
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Figura 6.5 - Gréfico de F5° versus z feito a partir dos dados obtidos da Tabela (6.1). A curva tracejada (azul)
sdo 2 polos, sélida (vermelha) sdo 3 polos e pontilhada (verde) sdo 4 polos. Dados extraidos
de [62].

do quark charm F5° e a funcao de estrutura longitudinal do quark charm Ff¢

gQ

WFEE(%Q2)7 (6.8)

o7 (2, Q% §) = F*(2,Q%) —
onde 7 é a inelasticidade dada por § = Q?/zs. A quantidade /s é a energia do centro de
massa do colisor, que no caso do HERA ¢ de /s = 318 GeV [62,63]. Delimitamos o limite
méximo de inelasticidade em § = 0,7 conforme [63]. Note que a se¢ao de choque reduzida

é fortemente dependente do colisor devido a variavel de inelasticidade.
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Figura 6.6 - Gréfico de o< versus z feito a partir dos dados obtidos da Tabela (6.1). A curva tracejada (azul)
sdo 2 polos, sélida (vermelha) s3o 3 polos e pontilhada (verde) sdo 4 polos. Dados extraidos
de [62-64].
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Nosso resultado para se¢ao de choque reduzida se encontra na Figura (6.6). Observamos
que para 2, 3 e 4 polos os resultados sao melhores para escalas de x pequenas para cada
respectivo Q% analisado. Além disso, em Q* = 120 GeV? observamos que ¢<° perde norma-
lizagao para 3 e 4 polos e que o resultado é fortemente dependente de x. Na proxima segao
aplicaremos novamente o formalismo BFKL com polos discretos, agora para producao de
mésons vetoriais, onde utilizaremos de novo a secao de choque de dipolo-préton para

descrever o processo em questao.
6.3 Producao de mésons vetoriais J/¥ e T

Uma vez obtido os parametros livres através do ajuste da fungao de estrutura Fy, vamos
aplica-lo, de forma inédita, para outro processo em que a troca do Pomeron duro é rele-
vante, por exemplo a producao de mésons vetoriais. E de conhecimento que os mésons [2]
sao particulas formadas pela uniao de um quark com um antiquark de cores opostas. Eles
apresentam um curto periodo de vida e decaem em elétrons, neutrinos e fotons. Além de
serem produzidos no HERA, os mésons podem ser produzidos no LHC. Nele as secoes de
choque para o processo vp — Vp, podem ser obtidas através de colisoes ultraperiféricas,
por exemplo do préton-préton (pp) e préton-chumbo (pPb). Estas colisdes proporcionam
a experimentacao da distribuicao de glions no préton até uma escala de fracao de mo-
mentum muito pequena do nicleon, atingindo valores x > 4 x 107% [65]. Temos que nesse
regime de altas energias as massas dos mésons J/W e T fornecem uma escala dura, per-
mitindo a possibilidade de uma descricao dentro da QCD perturbativa.

Na QCD perturbativa utilizaremos o modelo de dipolos, onde o DIS é considerado como
sendo uma interagao de dipolos de cor [66]. O processo pelo qual investigaremos estd ilus-
trado na Figura (6.7). Tal processo de espalhamento é considerado quase-eldstico, pois o
proton permanece intacto no seu estado final. Podemos descrevé-lo através de trés etapas:
flutuacao do fé6ton em um par quark-antiquark, o par quark-antiquark interage com préton
e por fim o par quark-antiquark se recombina gerando no estado final um méson vetorial.
No modelo de dipolos o par de quark-antiquark possui um raio de tamanho R, transpor-
tando uma fracao de momentum z do féton. Temos que a amplitude de espalhamento

para o processo v*'p — Vp, integrada nessas variaveis é descrita por

1
- dz .
AL wQa) = [ @R /0 W) Ayl RA). (6.9)

Note que amplitude de espalhamento usada neste trabalho [66] é diferente das convengoes
habituais [8, 67], pelo fator 1/47m, que tem origem na normalizacao da fungao de onda
do méson vetorial. Os indices T e L representam a polarizagao transversa e longitudinal

do féton virtual, respectivamente, A q(z,R,A) corresponde a amplitude elementar de um
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Figura 6.7 - Espalhamento féton-préton (y*p — Vp), cujo estado final se encontra os mésons vetoriais J/¥
ou T e o préton intacto. Temos que @y e ®, sdo os fatores de impacto do méson vetorial e
préton, respectivamente. Tal processo é mediado pelo Pomeron através da equacdo BFKL que é
representada por G(x, k,k’), onde k e k' sdo momenta transverso. Figura do autor.

dipolo com tamanho R indo ao préton, t = —A? é o momentum transversal perdido pelo
préton emergente no estado final e (U5 ¥)7,, denota a superposicao das fungées de ondas
do féton com o méson vetorial. Elas sao representadas pelas relagdes [66]

(UpW)r(R) = ege [m} Ko(eR)pr(R, 2)

mz(1 — 2)

(22 4+ (1 — 2)2)eK1 (eR)Ippr(R, 2)], (6.10)

mi — Vk

(U5 0),(R) = efe%mz(l — 2)Ky(€R) (Mv%OL(R’ RN Vo

or(R, z)) ,(6.11)
onde f = ¢,b denota os sabores dos quarks com carga ey, referentes ao méson J/W¥ e T,
respectivamente, €© = z(1 — 2)Q* + m} e Ko(eR) e Ki(eR) sao fungdes de Bessel modi-
ficadas de segundo tipo. Para a fungao de onda no estado fundamental (15) gpr}f (R, 2),

utilizamos o modelo Boosted Gaussian [68—-70]

2R2 . 2 2R2
MRy, 22(1 2R my 13). (6.12)

1s
R,2)=Nrpz(l—2)e — - +
ng,L( ) T,L ( ) Xp ( 82(1 . Z) R%S 2
Veja que trabalharemos no limite de Q — 0 (féton quase real), portanto ndo teremos
polarizacao longitudinal. Os valores dos parametros utilizados no modelo de Boosted

Gaussian, Equagoes (6.12), se encontram na Tabela (6.2).

A amplitude de espalhamento para ¢g, encontrada na Equacao (6.9), pode ser expressa
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Meson mf/GeV NT RQ/GGV_Q Mv/GeV i
J/¥  m.=127 0,596 2,45 3,097 2/3
T my =4,2 0,481 0,57 9,460 1/3

Tabela 6.2 - Tabela com pardmetros do modelo Boosted Gaussian de J/U e Y. Dados extraidos de [60, 67].

por
Aga(z,R,A) = / d*be™ ™A A q(z,R,D). (6.13)
Substituindo a Equagao (6.13) na Equagao (6.9), obtemos
ATP7VP (1 A) / ’R / d*b / dz (U5 W) e A A (2,R,b). (6.14)

Se considerarmos as corregoes nao frontais da fungao de onda [66], devemos multiplicar a

i(1-z)RA

Equacao (6.14) por e , assim ficamos com

d .

A amplitude de espalhamento pode ser expressa em termos da matriz-S por A (z,R,b) =

2i[1 — S(z,R,b)], portanto podemos escrever que
1
. d ,
ATP7VP(e A) = / d*R / d*b / 4—Z(\11*Vx1:)Teﬂ[b (1=2RI-A91 — S(z,R,b)]
o 4w

1
= 2 / R / d’b / Z—Z(xp;q:)Te—i[b—<1—Z>R1-AN(9;,R,5). (6.16)
0 7

A quantidade N (z,R,b) representa a amplitude de espalhamento do dipolo-nticleon, na
qual contém a informacao do espalhamento em um determinado parametro de impacto
b. Temos que a secao de choque de dipolos contém toda a informacao sobre o alvo. No
caso de A = 0 a dependéncia do integrando em relacao ao parametro de impacto fica

exclusivamente vinculada a secao de choque de dipolo-préton dada por
Gup (@ R) = 2 / PN (z, R, b). (6.17)

Portanto, podemos escrever a parte imaginaria da amplitude de espalhamento da Equacao
(6.16) da forma

* Ldz
APV (2, 0) = / R / W V) rou(a,R) (6.18)
0
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Pelo fato deste trabalho estar focado no calculo de observaveis em relagao ao espaco dos
momenta, queremos uma expressao da secao de choque de dipolo em termos da densidade
do glion nao integrada [71], usaremos em substitui¢ao a Equagao (6.17), a seguinte relagao

de segao de choque dipolo-préton

oap (. R) = fv—” f—fa ~ %Ry F(z k). (6.19)
Escolhemos a quantidade Q" como sendo nossa escolha de escala, que entra no limite
superior de integracao em relagao ao quadrado do momentum transverso da Equacao
(6.19). Na literatura é encontrado as seguintes convengdes Q2 ~ Q% + M2 /4 e Q% ~
Q* + M [21]. Como Q* = 0, a nossa escala vai ser representada pelas duas quantidades
MZ/4 e ME. Note que a Equagao (6.19) nos dd o vinculo com a equagao BFKL com polos
discretos, através da distribuicao de glion nao integrada, a mesma utilizada em Fj, pela
qual fixamos os parametros livres. Portanto somos capazes de usar o mesmo formalismo

aplicando os parametros fixados que se encontram na Tabela (6.1).

Algumas correcoes podem ser feitas para a amplitude de espalhamento como a correcao
da parte real. Essa correcao ocorre por que a matriz-S foi considerada puramente real,
consequentemente a amplitude de espalhamento serda puramente imaginéaria. A priori pre-
cisamos saber como escrever a parte real da amplitude de espalhamento; podemos fazer
isso mediante as seguintes relagoes de dispersao

ReA(z,A) AT dinlmA(x,A)

= tan— A=

ImA(x,A) 27 din(1/x) (6.20)

Além da correcao da parte real, temos que o par qq podem apresentar diferentes fragoes
de momentum do préton x e 2/, levando a mais uma correcdo que chamamos de torcao
dada por [72]

B 22)\+3 F()\—l— 5/2)
Ry(A) = v T(A+4) 7

Consequentemente, juntando todas as corregoes, Equagdes (6.21) e (6.20), teremos

(6.21)

VsV 9 Ydz (. AT .
Arp (x,0) = [ &R 1o\l + tan7 (V3 V) roay(z,R)R,. (6.22)
0

Usaremos um modelo que relaciona a secao de choque total com a secao de choque dife-
rencial a zero momentum transferido, assumindo que a integracao em t suficientemente

—Bp (W)t

pequeno é da forma o ~ e , onde Bp é um parametro de inclinacao [73,74]. A

ligacao da amplitude de espalhamento com a secao de choque diferencial a zero momen-
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tum transferido, pode ser escrita por

1
= 0P

/ / in (Z +tanA2 ) (U3 ) roay(2,R) R, 2(.6.23)

Por fim, a secao de choque total devido a fotoprodugao de méson vetorial é dada por

do
—(vyp — Vp)
dt Ao

167

1 do M2
W) = ——— — =Y 24
o (W) Bp(7) di (vp — Vp) - T= o (6.24)
sendo que
W
BD(W) = bg + 40/1n—. (625)
Wo

Os parametros da equacdo acima sio o/ = 0,06 GeV 2 e W, = 90 GeV. Para o méson .J/¥
temos que by = 4,9 GeV 2 e para T temos que by = 4,63 GeV 2 [73,74].

Como a distribuicao de glion nao integrada ja foi devidamente ajustada através de Fj,
aplicaremos o mesmo ajuste na obtencao dos resultados referentes a mésons vetoriais.
Como foi feito em [21], ajustamos uma normalizagdo que chamamos de fator de norma-
lizagdo NO aos resultados para a producao do J/W e Y. A Tabela (6.3) e Tabela (6.4)
mostra os resultados dos fatores NO com seus respectivos x? para 2, 3 e 4 polos. Repre-
sentamos as curvas sélidas das Figuras (6.8 - 6.10) como M2 /4 e as tracejadas como ME.
Ajustamos uma constante de normalizagao aos dados experimentais para a producao do
J/W [65,75-84] e T [83,85-88] e obtivemos resultado satisfatorio de x?/N, para 3 polos
com a escolha de escala M /4 como pode ser visto na Tabela (6.3) e na Tabela (6.4). Em
outra andlise focada na utilizacao de uma sequéncia de polos para descrever o Pomeron
também se obteve o melhor resultado com 3 polos [89], evidenciando que nosso resultado
estd concordando com o que se encontra na literatura. Se considerarmos como solucao
somente os melhores 2, obtidos através de F, que sao de 2 e 3 polos, podemos observar
na Figura (6.8) que nossas curvas nao descrevem bem os resultados para LHCb (2018),
ou seja, nao descrevem muito bem para grandes energias do centro de massa, evidenci-
ando que talvez podemos ter alguma contribuicao proveniente dos efeitos de saturacao.
Nosso estudo da producao de mésons vetoriais utilizando o formalismo BFKL com polos
discretos nos rendeu uma publicagao [23]. Daremos inicio nas préximas segoes a aplicagao

para outros processos e faremos nossas predigoes para futuros aceleradores de particulas.

108



Polos | Q" NO X?/Nay
2 Ma/él 0,9887 | 2627,295/98
M‘Q/ 0,4492 | 2959,066/98
Ma/él 1,9246 | 262,6539/98
1,1274 | 365,2832/98
M‘Q//4 1,8180 | 731,8597/98
M‘z/ 1,2348 | 610,5878/98

=W Wi N
S

Tabela 6.3 - Ajuste da normaliza¢do para a produgdo do méson J/¥. Na primeira coluna se encontra o nimero
de polos, na segunda coluna a escala escolhida, na terceira coluna a constante de normalizagao
ajustada aos dados experimentais e na quarta coluna a quantidade estatistica que descreve uma
medida de divergéncia entre a distribuicdo dos dados e uma distribuicdo esperada pelo niimero
de graus de liberdade.

Polos | Q" NO X /N
2 M‘Q//Zl 0,9306 | 14,3556/10
M‘Z/ 0,7619 | 17,6874/10
M‘Q//Zl 1,9353 | 2,6033/10
M‘Z/ 2,4542 | 4,2685/10
M‘Q//Zl 4,4003 | 7,0079/10
M‘Q/ 2,2296 | 4,6888/10

=W W N

Tabela 6.4 - Ajuste da normalizac3o para a producdo do méson Y. Na primeira coluna se encontra o niimero
de polos, na segunda coluna a escala escolhida, na terceira coluna a constante de normalizagao
ajustada aos dados experimentais e na quarta coluna a quantidade estatistica que descreve uma
medida de divergéncia entre a distribuicdo dos dados e uma distribuicdo esperada pelo niimero
de graus de liberdade.

6.4 Producao de dois f6tons em altas energias

Nesta secao calcularemos a secao de choque para os processos féton virtual - féton virtual
(v*y*) e féton real - féton real () e a fungao de estrutura para um féton real (Fy'). Os
resultados aqui apresentados foram publicados em forma de um artigo em [22]. Conforme
foi feito para producao de mésons vetoriais e a producao do quark charm, utilizaremos
novamente nosso resultado do ajuste de F, do processo v*p, cuja a intencao é testar
sua universalidade e fazer predigoes para o Colisor Linear Internacional (International
Linear Collider, ILC) [90] ou para o Futuro Colisor Circular (Future Circular Collider,
FCC) [91]. Temos que o célculo do espalhamento de dois fétons tem uma vantagem em
relagao aos outros, pois ambos fatores de impacto do féton sao calculaveis via QED/QCD,
ao contrario dos outros que tinham incertezas quanto a parte nao-perturbativa do proton
(confinamento) e a funcdo de onda dos mésons. A priori colocamos a defini¢ao da segao

de choque de dois fotons virtuais que interagem via dois dipolos coloridos, na qual os
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relacionada ao ajuste de J/U, onde a curva sélida (azul) é referente
a escala M2 /4 e a tracejada (azul) é referente a escala M, ambas para 2 polos. J3 a Figura 2
direita também estd relacionada ao ajuste de J/¥, onde a curva sélida (vermelha) é referente a
escala M2 /4 e a tracejada (vermelha) é referente a escala M, ambas para 3 polos.
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relacionada ao ajuste de J/W¥, onde a curva sélida (verde) é referente

a escala MZ /4 e a tracejada (verde) é referente a escala MZ, ambas para 4 polos. J3 a Figura 3
direita est3 relacionada ao ajuste de YT, onde a curva sélida (azul) é referente a escala M3 /4 e a
tracejada (azul) é referente a escala M2, ambas para 2 polos.

fotons virtuais flutuam. Com esta mesma definicao podemos generalizar para os casos de

producgao de vy e Fy.

O processo de espalhamento mostrado na Figura (6.11) descreve que um féton virtual

proveniente de uma fonte carregada (elétron, hadron) flutua em um par quark-antiquark,

o par quark-antiquark interage com o outro féton e por fim o par quark-antiquark se
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Figura 6.10 - A Figura da esquerda estd relacionada ao ajuste de T, onde a curva sélida (vermelha) é referente
a escala M7 /4 e a tracejada (vermelha) é referente a escala M2, ambas para 3 polos. J3 a Figura
a direita também estd relacionada ao ajuste de Y, onde a curva sélida (verde) é referente a escala
M3 /4 e a tracejada (verde) é referente a escala M7, ambas para 4 polos.

Figura 6.11 - Espalhamento féton-féton (y*v* — ~*+*), na qual ®, representa o fator de impacto do
féton. Tal processo é mediado pelo Pomeron através da equagdo BFKL que é representada
por G(z,k, k'), onde k e k' sio momenta transverso. Figura do autor.

recombina gerando no estado final um féton virtual. A secao de choque para tal processo

pode ser expressa por [§]

2 2 21/
oo — N L / 'k / K & (1), ()G, k, K). (6.26)

Como pode ser visto em [92-95] a se¢ao de choque Equacao (6.26), onde temos somente
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troca de graus de liberdade gluonicos pode ser escrita em termos da secao de choque de

dipolo, conforme

ny
oG (W2, Q2 Q) = Z/ o [ @Rt a1 R

a,b=1

X/ dZQ/d2R2|¢§(22,R2)|20'dd($ab,R1,R2), (627)
0

onde Q% e Q3 sao as virtualidades dos fétons, 2; e 23 sdo a fragoes de momentum longitu-
dinais dos quarks indo aos fétons, Ry e Ry sao a separacao dos pares q e ¢, W é a energia
do centro de massa, x4, ¢ a variavel de Bjorken, 044 é a secao de choque de dipolo-dipolo,
os estados de polarizagao do féton i e j podem ser transversal (1) ou longitudinal (L), os
sabores dos quarks a,b = u,d, s,c. A funcao de onda do féton é dada em termos da sua

decomposigao em relagao aos sabores dos quarks, ou seja,

[Wre(zR)P =) [r (= R)P, (6.28)
f

onde os sabores dos quarks podem ser f = a,b. A superposicao das funcoes de onda do

foton transversal e longitudinal sao, respectivamente,

Vi R)P = S T L 0 PIGKIGR) iR (620
c
ViR = S T LG = PR R), (6.30)
com
€t = 2(1 — 2)Q* + m7. (6.31)

Aqui K e K; sao funcoes de Bessel modificadas de segundo tipo, e é a carga dos quarks e
my é a massa dos quarks. Note que quando aplicamos a Equagao (6.29) e Equacao (6.30)

na Equacao (6.27), temos que R = Ry,Ry e z = z1,29.

A secdo de choque de dipolo Equagao (6.19) deve sofrer algumas modificacdo a fim de
que seja possivel sua aplicagao na Equagao (6.27). Seguimos a proposta definida em [95],

onde a variavel de Bjorken ¢é substituida pela expressao

Q% + Q3%+ 4m?2 + 4m?
Tap =
' W2+ QF + Q3

(6.32)
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e o tamanho de dipolo é definido em termos de um tamanho de dipolo efetivo, dado por

RYR;

= s 6.33

Usamos a defini¢ao de R, ¢ do modelo 1 de [95]. Essa escolha ocorre devido a boa descri¢ao
dos dados experimentais com a utiliza¢do do modelo Golec-Biernat e Wiisthoff (GBW) [96]
para o caso do espalhamento de dois fétons [95]. Uma caracteristica importante é que a
utilizacao desta parametrizacao nos leva a transparéncia de cor, quer dizer que, quando
Ry — 0¢e Ry — 0, temos 044(Tap, R1, R2) — 0.

As secoes de choque de dipolo sao formuladas no regime de altas energias, no entanto para
grande valores da variavel de Bjorken ha a necessidade de correcao do limiar, levando-
a a ser multiplicada pelo fator (1 — x,)°. Aparentemente esta correcio nao vai surtir
muito efeito no nosso resultado, pois estamos analisando escalas de x muito pequenas.
Ela comeca a se tornar importante quando sondamos valores de x grande. Por fim e nao
menos importante, a secao de choque de dipolo precisa ser multiplicada pela razao de
2/3. Essa medida é fundamentada na regra de contagem de quarks, ou seja, é a razao
do numero de quarks constituintes em um féton pelo nimero de quarks constituintes do
proton. Portanto, podemos escrever que a se¢ao de dipolo-dipolo em termos da se¢ao de

choque dipolo-préton, através da relagao
2
Oad(Tap, By, Ro) = gUdp(%b, Reypy). (6.34)

Calcularemos a se¢ao de choque do processo y*v* — v*~v*, utilizando a solugao da equagao
BFKL com constante de acoplamento dinamica Equagao (5.97). Neste processo usamos
a varidvel rapidez da forma y = In(WW?/Q,Q>). Consideramos as massas dos quarks leves
como m, = mg = mg; = 0,14 GeV e a massa do quark charm m, = 1,27 GeV. Visto que
estamos analisando a secao de choque onde no estado inicial e final temos dois fétons
virtuais a se¢cao de choque fica

T = US‘W* =ofr+ol, +oip+of,. (6.35)
A Figura (6.12) mostra nosso resultado de o+, onde consideramos dados experimentais
y > 5. Note que aqui s6 calculamos a contribuicao da parte gluonica. Outras contribuicoes
da secao de choque total que decrescem com a energia, como a do diagrama caixa QPM
(Quark Parton Model) [97] e a parte reggednica [94], que corresponde a um fenémeno nao
perturbativo relacionado as trajetérias de Regge dos mésons leves, nao foram acrescenta-
das, pois em nosso resultado investigamos uma regiao cinemética onde elas nao sao tao

significativas. Além disso, escolhemos como escala na integragao em momentum transverso
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na se¢ao de choque de dipolo Equagao (6.19) a média da soma do quadrado da energia
de cada féton virtual, ou seja, Q% = (Q? + Q3)/2.

80 F [== 2 Polos Q,=Q, =35GeV’
=) [ | —— 3 Polos
E 60f |-+ 4Polos E
5 L | ® OPAL _
~40pL "
Sald|
© 20

0

G- (y)lnb]

G, (y)lnb]

Figura 6.12 - Se¢do de choque o+« versus rapidez y. A curva tracejada (azul) sdo 2 polos, sélida (vermelha)
sdo 3 polos e pontilhada (verde) sdo 4 polos. Dados extraidos de [98,99].

Agora calcularemos a funcao de estrutura Fy'. No caso da medigao da fungao de estrutura
do préton a energia da particula alvo é conhecida. O que nao acontece no caso da fungao
de estrutura do féton, fazendo com que a cinemaética do processo dependa da medicao do
estado final hadronico. Porém, ele é parcialmente observado no detector, acarretando que
a obtengao de dados experimentais de F} fique vinculada a modelagem do estado final
hadronico via método Monte Carlo.

Em nossos célculos escolhemos que Q? = Q? e Q3 = 0. Essa convengao nos indica que
temos um foton fora da camada de massa com virtualidades () e outro dentro da camada

de massa sem virtualidade. Portanto, podemos definir a funcao de estrutura do féton real
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da seguinte maneira:

Q2
Fy = W[U%T(WQ; Q*, Q3 =0) + o7, (W?,Q% Q3 = 0)]. (6.36)
em
Com z = Q?*/(W? + Q?). Nosso resultado se encontra na Figura (6.13), com escolha
de escala Q”? = 2. Consideramos valores experimentais da varidvel de Bjorken com
x < 1072, Apesar de descrever bem os dados no intervalo de z ~ 1072 — 1072 é observével
que em Fj /ae, o nimero de polos é fortemente dependente de x quando analisamos

escalas x < 10™* como pode ser visto na Figura (6.13).
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Figura 6.13 - Fun¢3o de estrutura do féton real F) /o versus x. A curva tracejada (azul) sdo 2 polos, sélida
(vermelha) sdo 3 polos e pontilhada (verde) sdo 4 polos. Dados extraidos de [100, 101].

Podemos também calcular o,,. Para obter a secao de choque da parte gluonica devemos
impor na Equagao (6.27) que Q? = 0 e Q3 = 0. Isso seria a mesma coisa que considerarmos
na Figura (6.11) ao invés de f6tons virtuais somente f6tons reais. Portanto impondo esta

condicao, temos que

Oy = TG (6.37)
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Adotamos como escala a soma do quadrado das massas dos quark up, down, strange e
charm, totalizando Q"? = 1,6717 GeV?. As nossas predigoes se encontram na Figura (6.14).
Consideramos os dados experimentais com W > 50 GeV. Em geral, esse tipo de processo
nos leva a muita incerteza em relacao aos pontos experimentais. Aparentemente um dos
motivos é que sao obtidos a partir de experimentos com virtualidades diferentes de zero
e necessitam do método de Monte Carlo através dos geradores de eventos Phojet [102] e
Pythia [103] para obterem resultados da se¢ao de choque total f6ton real - féton real (7).
Vale ressaltar que existe uma certa inconsisténcia no que diz respeito aos resultados do
Pythia em relagao ao Phojet para grande W. Uma alternativa talvez seria tomar a média

desses resultados.

3 T T T T T T T T T ; : : ,
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Figura 6.14 - Se¢do de choque 0., versus energia do centro de massa . A curva tracejada (azul) sdo 2 polos,
sélida (vermelha) sdo 3 polos e pontilhada (verde) s3o 4 polos. Dados extraidos de [104,105].

Os resultados obtidos para Fy e se¢do de choque v*4* sdo promissores na regiao de
r ~ 10%> — 10% e rapidez y ~ 5 — 6, respectivamente. Uma andlise mais detalhada a
respeito de qual resultado em relacao ao nimero de polos que melhor descreve a troca
do Pomeron nesses processos necessitam de mais dados experimentais. Deixamos aqui
nossa contribuicao fazendo predicoes para o ILC ou FCC, diminuindo os valores de z
até 107% para F, e estendendo os valores de y para secao de choque y*y* até 11. A

respeito da secao de choque vy para os dados experimentais obtidos de Phojet 2 polos
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descrevem bem os resultados, em contrapartida para os dados experimentais obtidos de
Pythia 4 polos descrevem bem os resultados, mas se levarmos em conta a curva que
melhor minimiza a diferenga em relagao aos resultados que retornam esses dois geradores
de eventos, certamente é a curva que é obtida com 3 polos. Podemos observar também
que para menores valores de energia do centro de massa, temos que as previsoes sao
semelhantes, mas essa diferenca aumenta com a energia. Além disso, estendemos a energia
do centro de massa W para uma futura andlise com os dados experimentais do ILC ou

FCC. Esta analise é importante para restringir a dinamica da QCD em altas energias.
6.5 Conclusao

Até agora grande parte do trabalho esteve dedicado a descricao das solucoes da equacao
BFKL. Este capitulo esta focado em sua aplicacao. Determinamos o ajuste da equacao
BFKL através de pontos experimentais de Fy, fixando assim a condicao inicial de Bjorken
xo e a fase nao perturbativa 7,, para 2, 3 e 4 polos, e em geral temos um ajuste muito
bom aos dados disponiveis. Aplicamos nosso resultado para a producao do quark charm,
onde calculamos sua funcao de estrutura e o sigma reduzido. Além disso, utilizamos o
formalismo para producao de mésons vetoriais, onde reajustamos uma constante de nor-
malizacao aos dados experimentais de J/¥ e YT e obtivemos como melhor resultado a
escolha da troca do Pomeron através de 3 polos. Aplicamos também nosso resultado para
producao de dois fétons em altas energias, onde calculamos as secoes de choque de v*v* e
vy e a funcao de estrutura Fy', comparamos com dados do LEP e fizemos predigoes para

futuros aceleradores de particulas.
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7 CONCLUSAO

Esta tese tem como tema central o estudo da equagao BFKL com acoplamento dinamico.
Embora este tema seja o foco do trabalho, iniciamos a tese implementando uma revisao de
conceitos basicos que estao relacionados a Cromodinamica Quantica e ao espalhamento.
Além disso, fizemos um resumo da teoria de Regge para mostrar o caracter nao pertur-
bativo do Pomeron. Foi apresentado o calculo da solucao da equacao BFKL com acopla-
mento fixo, na qual é obtido como solu¢ao um corte no plano complexo do momentum
angular. A seguir exploramos varias abordagens a respeito da solucao da equacao BFKL
com constante de acoplamento dinamico, cuja solucao caracteristica destas abordagens é
a sequéncia infinita de polos no plano complexo do momentum angular. Definimos qual
delas sera fonte de aplicagao em processos difrativos e a partir disto fizemos um ajuste da
fungao de estrutura Fy do processo féton-préton (v*p — v*p), onde obtivemos a condigao
inicial de variavel de Bjorken x( e nosso vinculo com as propriedades infravermelhas que
¢ a fase 7,,. Uma vez que fixados os parametros livres de Fh, definimos um A.¢y que ¢
equivalente a solucao do plano complexo do momentum angular, e comparamos 0 nosso
resultado a dados experimentais em relacao a evolucao em Q2. Obtivemos como melhores
resultados 2 e 3 polos na regiao de 3,5 < Q? < 45. Paralelamente esses também foram os
melhores x?/Ng do ajuste da fungao de estrutura Fs. Além disso, estendemos a aplica¢ao
a outros processos cujo a troca do Pomeron seja relevante. Um deles é a producao do
quark charm, onde calculamos a funcao de estrutura F5¢ e a segao de choque reduzida
0 e obtivemos resultados pertinentes dentro da regiao cinemaética que foi feito o ajuste
de F,. Outro processo é a producao de mésons vetoriais J/W e T, na qual reajustamos
uma normalizacao aos dados experimentais e obtivemos como melhor solucao a troca do
Pomeron através de 3 polos, além disso podemos observar que este resultado com 3 polos
nao descreve bem os pontos experimentais do LHCb (2018) para grandes energias de cen-
tro de massa e isso acaba dando margem a interpretacao de que outras corregoes devem
ser levadas em conta como por exemplo efeitos de saturagao. Por fim, aplicamos nosso
resultado também para o processo de troca de dois fétons no célculo da se¢ao de choque
féton virtual - féton virtual (y*~*), féton real - féton real () e fungao de estrutura do
féton real (Fy), onde s6 consideramos a troca de graus de liberdade gludnicos, obvia-
mente dentro de uma cinematica onde eles sao dominantes. Nossa abordagem se restringe
a analise de poucos dados experimentais. Embora sejam poucos pontos nosso resultado
consegue descreve-los de forma satisfatoria os dados do LEP. Estendemos a solucao para
os processos de producao de dois fotons para cinematicas além do que nossos dados expe-
rimentais atuais podem descrever. Dependemos de resultados de novos aceleradores para
analises mais profundas a respeito da restricao da dinamica da QCD em altas energias.

Embora todos os calculos expostos neste trabalho sejam em LO, também ha a possibilidade
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de uma aplicacdo em préxima ordem dominante (Next to Leading Order, NLO). Outra
possibilidade de trabalho, seria utilizar a solucao da equacao BFKL com acoplamento
dindmico em LO para o caso da troca de momentum transferido diferente de zero (¢ # 0).
Uma aplicacao viavel também seria a utilizacao do nosso resultado para a produgao de

jatos Mueller-Navelet.
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A METODOS MATEMATICOS
A.1 Método do ponto de sela

O método do ponto de sela [106] é um artificio matemédtico que utiliza uma extensao
do método de Laplace com o propdsito de fazer aproximacao de uma integral no plano
complexo. A idéia é deformar o contorno no plano complexo para poder passar perto do

ponto estaciondrio. Vamos considerar a seguinte integral

1 a+ico
I(N) = —/ g(2)eN Pz, (A1)

Comi

—1400
onde f(z) é uma fungao complexa. No caso desta integral, temos que considerar grande

N, pois é onde se acentuam as propriedades extremas. E possivel fazer uma aproximacao

da Equacao (A.1), de forma que ficamos com

I(N) ~ — /_ " (N, (A.2)

Se zg é onde a Equacao A.3 é satisfeita, a expansao em seu entorno nos dé que

f(z) = f(z0) + %f”(Zo)(z — )%, 9(2) ~ g(20)- (A.4)

Substituindo (A.4) em (A.2), chegamos a uma generalizacao do método, que se restringe

ao calculo de uma integral gaussiana, dada por:

N f(= +o0
I(N) ~ M / 3N (o) (z=20)? g (A.5)
m —

o
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A.2 Expansao da fungao x(v) em série de Taylor para v = 1/2.

A expansao em série de Taylor de ¥ () e ¥(1 — ) em v = 1/2, resulta em

R ORCIO T RO RT
Y1 —7) =@ (%) - (7 —~ %) P G) + % (7 — %)22/1(2) G) +.. (AY)

A funcdo 9(v) é equivalente a 1(® () para v iguais. Entdo, para o caso de v = 1/2,

obtemos que

0 (%) = ¢© <%> = —21In(2) +1(1). (A.8)

Além disso, precisamos de uma férmula que generalize a funcao ¥ em termos de suas

derivadas com a funcao zeta de Riemann. Para nosso contexto ela é representa por [107]

P (%) = (=1)" (2" — 1)¢(n +1). (A.9)

Finalmente, se usarmos as Equagdes (A.6), (A.7), (A.8) e (A.9) na Equacdo (4.180),
chegamos ao resultado da Equacao (4.197).

A.3 Integrais angulares

Colocamos aqui algumas integrais uteis para o calculo da equacao BFKL que sao “facil-

mente” calculdveis através do teorema dos residuos. Definimos as seguintes integrais [27]:

2 do 2m
| @ (A-10)

onde ¢ é o angulo que se encontra entre k e k.

/2” do s (A11)
o K2+ (k—k)? VAT KT '
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A.4 Transformada de Mellin

Nesta se¢ao de apéndice colocaremos a definicao da transformada de Mellin e sua inversa.

Primeiramente empregamos a definicao da tranformada de Mellin que é

fo = [a(L) (yﬂ) ), (A12)

onde yy ¢ uma escala introduzida com a finalidade de regularizar a dimensao.

A inversa de (A.12) é dada por

r =g [ (LY (A13)

B 2mi —i00 Yo
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