
UNIVERSIDADE FEDERAL DE PELOTAS
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RESUMO

KRUMREICH, Cesar, Fenomenologia de processos em altas energias utilizando
a equação Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov com polos discretos 2020, 134p. Tese
(Doutorado em F́ısica) - Programa de Pós-Graduação em F́ısica, Departamento de F́ısica,
Instituto de F́ısica e Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2020.

Nos dias atuais, a descrição teórica do comportamento da seção de choque no regime de
altas energias ainda é motivo de questionamento. Uma proposta que se encontra válida é
que o leve crescimento da seção de choque, neste regime de energia, está associado a troca
de um objeto com os números quânticos do vácuo, chamado de Pomeron. Fenomenologi-
camente, via teoria de Regge, foi posśıvel obter algumas de suas propriedades. Em QCD,
encontramos por meio de cálculos perturbativos que o Pomeron é descrito através de in-
terações entre glúons em forma de uma “escada”. A evolução dos glúons nessa “escada” é
descrita pela equação Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov (BFKL). Neste trabalho, apresen-
tamos algumas abordagens a respeito da solução da equação BFKL com constante de
acoplamento fixa e dinâmica. Utilizaremos o método de autofunções discretas que nos re-
tornam como solução no plano complexo do momentum angular uma sequência infinita de
polos. Uma aplicação proposta é ajustar a curva teórica a dados experimentais da função
de estrutura F2 para investigar as propriedades infravermelhas da equação BFKL. Uma
vez fixado os parâmetros livres, utilizamos o resultado do nosso ajuste para produção de
quark charm, produção de mésons vetoriais massivos e a produção de dois fótons a altas
energias. Todos esses processos são descritos pela primeira vez com esse formalismo em
Leading Order (LO).

Palavras Chave: equação BFKL, Pomeron, polos





ABSTRACT

KRUMREICH, Cesar, Phenomenology of high energy processes using the
Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov equation with discrete poles 2020, 134p. Thesis
(Doctorate Degree in Physics) - Programa de Pós-Graduação em F́ısica, Departamento
de F́ısica, Instituto de F́ısisca e Matemática, Universidade Federal de Pelotas, 2020.

In the present day, the theoretical description of the behavior of the cross section in the
high energy regime is still a matter of questioning. One proposal that is valid is that the
small growth of the cross section, in this energy regime, is associated with the exchange
of an object with the vacuum quantum numbers, called Pomeron. Phenomenologically,
via theory Regge, it was possible to obtain some of its properties. In QCD we find by
means of perturbative calculations that the Pomeron is described through interactions
between gluons in the form of a “ladder”. The evolution of the gluons in this “ladder”
is described by the Balitsky-Fadin-Kuraev-Lipatov (BFKL) equation. In this work, we
present some approaches regarding the solution of the BFKL equation with fixed and
dynamic coupling constant. We will use the discrete eigenfunction method that return us
as a solution in the complex plane of angular momentum an infinite sequence of poles.
A proposed application is to fit the theoretical curve to experimental data of the F2

structure function to investigate the infrared properties of BFKL equation. Once the free
parameters are fixed, we use the result of our adjustment for charm quark production,
production of massive vector mesons and the production of two photons at high energies.
All of these processes are described for the first time with this formalism in Leading Order
(LO).

Key-words: BFKL equation, Pomeron, poles
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melha) são 3 polos e pontilhada (verde) são 4 polos. Dados extráıdos de [57–59].101
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2 /α versus x. A curva tracejada (azul) são
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1 INTRODUÇÃO

A f́ısica de part́ıculas é um ramo da f́ısica que investiga os constituintes elementares da

matéria e da radiação, e também, sua interação e aplicações. Hoje em dia, as part́ıculas

fundamentais estão dispostas no que chamamos de Modelo Padrão. Além de classificá-las

o Modelo Padrão descreve a força eletrofraca e a força forte [1, 2]. Atualmente, o desen-

volvimento cient́ıfico-tecnológico na área de f́ısica de part́ıculas é muito significativo e isso

se deve em grande parte a construção do Large Hadron Colli der (LHC). Finalmente,

conseguimos descobrir a existência do já teorizado Bóson de Higgs [3, 4].

Apesar desses grandes avanços, alguns resultados em relação a dados cient́ıficos ainda se

encontram em análise, por exemplo, a descrição teórica da seção de choque total a altas

energias. Uma proposta, sugerida por volta da década de 60 e ainda vigente, afirma que o

leve crescimento da seção de choque total está relacionado com a troca de um objeto que

porta os números quânticos do vácuo, chamado de Pomeron (nome em homenagem a Po-

meranchuk). No âmbito da teoria de Regge [5,6], ele surge como uma troca de um reggeon

(troca de uma famı́lia de ressonâncias no canal do quadrado do momentum transferido).

Este reggeon está associado à conjectura de que a singularidade da amplitude de espalha-

mento no plano complexo do momentum angular seja um polo. Donnachie e Landshoff em

1992 [7] efetuaram um ajuste de dados para a seção de choque total e chegaram ao resul-

tado de que a intercepto da trajetória do Pomeron é aproximadamente 1,08. Este resultado

está relacionado a uma cinemática, na qual não existe fragmentação da estrutura interna

dos hádrons. Apesar de que no interior dos hádrons haja um acoplamento forte, temos que

os quarks, assintoticamente, com o aumento da energia adquirem o comportamento de

“part́ıculas livres”. Esse comportamento é chamado de liberdade assintótica. Isso implica

que a aplicação de uma teoria perturbativa através da utilização de diagramas e regras de

Feynman seja posśıvel na Cromodinâmica Quântica (Quantum Chromodynamics, QCD).

Na QCD perturbativa, para modelar tal objeto, que porta os números quânticos do vácuo

(singleto de cor), é necessário que haja pelo menos a troca de dois glúons nessa interação.

No entanto, para altas energias com essa simples troca a seção de choque total permanece

constante; portanto para que se possa obter um leve crescimento da mesma é necessário

que a interação entre glúons seja levada em conta. Essa interação entre glúons é descrita

por uma “escada” e a equação que descreve a evolução dessa escada é a Balitsky-Fadin-

Kuraev-Lipatov (BFKL) [6,8]. Sua solução com constante de acoplamento fixo tem como

caracteŕıstica um corte no plano complexo do momentum angular, onde o valor com maior

parte real contribui para intercepto da trajetória do Pomeron. O resultado da intercepto da

trajetória do Pomeron com acoplamento fixo é de aproximadamente 1,5. No entanto, esse

resultado, do ponto de vista f́ısico, não é consistente, devido ao fato de que nessa solução
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da equação BFKL não se levou em conta que a constante de acoplamento é dinâmica.

A construção de uma solução da equação BFKL com acoplamento dinâmico pode ser

encontrada em [9–11]. Seu resultado traz uma nova perspectiva em relação a abordagem

do Pomeron em QCD perturbativa. Agora o corte no plano complexo do momentum an-

gular é substitúıdo por uma sequência infinita de polos no eixo real positivo, que surgem

dos zeros da função de Airy [10, 12] e os zeros da função de Airy somado com os polos

de Regge [11]. Nessa última abordagem, o autor dá destaque a respeito da contribuição

macia para Pomeron oriundo da QCD perturbativa. A introdução de um acoplamento

dinâmico em processos duros, faz com que os coeficientes de difusão dependam do lo-

garitmo dos momenta, em discordância com o caso fixo, onde eram contantes. O efeito

de difusão causa o surgimento de diferentes momenta transversais na ”escada“. Em um

regime de grande rapidez, momenta transversais podem se difundir para escalas menores

que ΛQCD, ou seja, para escalas infravermelhas, evidenciando que o Pomeron BFKL pode

ter contribuição macia não perturbativa em sua descrição. Além desse tipo de abordagem

podemos solucionar a equação BFKL com constante de acoplamento dinâmica, através

do método de autofunções discretas, inicialmente abordado em [13]. Atualmente, ele tem

sido bastante explorado [14–20], na busca de uma descrição mais precisa dos dados expe-

rimentais.

O objetivo do presente trabalho é aplicar a equação BFKL em observáveis onde a troca

do Pomeron seja relevante. Utilizamos o método de autofunções discretas [6] em primeira

ordem (Leading Order, LO) a zero momentum transferido. O observável f́ısico proposto

para aplicação da equação BFKL foi a função de estrutura F2, onde concretizaremos ajus-

tes em relação a dados experimentais. Temos dois parâmetros livres que são a condição

inicial da variável de Bjorken x0 e a fase não perturbativa ηnp. Esta última é nosso v́ınculo

com as propriedades infravermelhas da equação BFKL. A prinćıpio, dentro da QCD, elas

são desconhecidas. Entretanto, por ser um parâmetro livre, pode ser ajustável a dados

experimentais. Uma vez fixados, os parâmetros livres através do ajuste de F2, aplicaremos

eles em outros processos onde a troca do Pomeron seja relevante. Dentre esses processos

escolhemos a produção do quark charm e mésons vetoriais J/Ψ e Υ [21], pois são ob-

serváveis cuja escala dura possibilitam sua análise dentro da QCD perturbativa. Além da

produção de charm e dos mésons vetoriais, aplicaremos para produção de dois fótons em

altas energias representada pela seção de choque γ∗γ∗ e γγ e a função de estrutura do fóton

F γ
2 . Tanto a produção do quark charm e mésons vetoriais J/Ψ e Υ quanto a produção

de dois fótons a altas energias são processos pelos quais esse formalismo é utilizado de

forma inédita. A grande importância da aplicação em outros processos está atrelada a

universalidade do nosso resultado. Ela nos mostra que a utilização de uma sequência de

polos de uma descrição em LO do Pomeron é posśıvel em processos de altas energias e

também nos mostra o quanto é robusto o ajuste do modelo. É importante ressaltar que
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nosso estudo da equação BFKL em termos de polos discretos resultou na publicação dos

artigos [22, 23].

Por fim, esta tese está organizada como segue: no caṕıtulo dois mostramos como as

part́ıculas estão classificadas no Modelo Padrão, falamos de algumas caracteŕısticas da

Cromodinâmica Quântica e apresentamos o espalhamento profundamente inelástico. No

caṕıtulo três foi feita uma revisão da teoria de Regge, na qual damos ênfase às justificativas

que levaram à descrição de um objeto chamado Pomeron. No caṕıtulo quatro, tratamos

a respeito do Pomeron na QCD. Fizemos uma revisão da equação BFKL, mostrando sua

solução com acoplamento fixo. O caṕıtulo cinco está dedicado especialmente as soluções

com constante de acoplamento dinâmico. O caṕıtulo seis está destinado a aplicação da

equação BFKL com polos discretos na função de estrutura F2, para função de estrutura do

quark charm F cc̄
2 e sigma reduzido do quark charm σcc̄r , na produção de mésons vetoriais

J/Ψ e Υ e para as seção de choque fóton real - fóton real σγγ e seção de choque fóton

virtual - fóton virtual σγ∗γ∗ e função de estrutura F γ
2 do fóton real. Por fim, no caṕıtulo

sete apresentamos nossas conclusões.
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2 CROMODINÂMICA QUÂNTICA E A ESTRUTURA HADRÔNICA

Introduzimos este caṕıtulo a fim de fazer uma revisão de alguns conceitos básicos que são

utilizados para a derivação da equação BFKL. Começamos o caṕıtulo mostrando como

está distribúıdo o Modelo Padrão em relação as part́ıculas que participam da interação

forte, mostramos de onde são derivadas as regras de Feymnan, além disso explicamos o

que é confinamento e liberdade assintótica, e por fim fizemos um resumo do espalhamento

profundamente inelástico.

2.1 Modelo Padrão e a Cromodinâmica Quântica

O Modelo Padrão [24, 25] descreve as forças fundamentais que são a força forte, fraca e

eletromagnética, bem como as part́ıculas fundamentais da matéria. Apesar da eficiência

de tal modelo em descrever resultados experimentais, temos que ele ainda se encontra

incompleto, pois não contempla, por exemplo a gravidade.

Representativamente, nele as part́ıculas fundamentais são descritas em termos de bósons

e férmions. Os bósons são mediadores da interação e possuem spin inteiro. Temos que o

mediador da interação eletromagnética é o fóton, da interação fraca são os bósons W± e

Z0 e o da interação forte são os glúons. Férmions são part́ıculas que constituem a matéria

caraterizados por possúırem spin semi-inteiro, sendo classificados como quarks e léptons.

Os léptons são part́ıculas que estão sob a ação da interação fraca e eletromagnética e

são divididos em três famı́lias: elétron, múon e tau e seus respectivos neutrinos. Já os

quarks estão sob ação da interação forte e devido ao confinamento de cor nunca são

observados livres na natureza; somente de forma indireta. Existem seis tipos de sabores

de quarks que são up, down, strange, charm, bottom, e top. Temos que cada um desses

sabores podem apresentar três cargas de cor. Essa carga de cor está relacionada a força

forte que existe entre quarks e glúons. Para elas são comumente atribúıdas os nome de

verde, azul e vermelho, e cada cor tem sua respectiva anticor magenta, amarelo e ciano. O

confinamento de quarks e glúons impossibilita que os hádrons possam ter cor. Portanto,

para que tenhamos um estado “sem cor“ precisamos da junção de três quarks ou três

antiquarks que formarão os bárions ou a junção de quarks com seu respectivo antiquark,

formando assim os mésons. Além dos quarks, os glúons também possuem carga de cor,

no caso são oito combinações de cor/anticor. Essa propriedade possibilita, não somente

quarks e glúons interagirem, mas também proporciona que glúons interajam entre si.

Veremos no caṕıtulo quatro que essa propriedade é de suma importância para elaboração

do Pomeron dentro da QCD perturbativa, pois o Pomeron é constrúıdo levando-se em

conta a interação entre glúons em forma de ”escada”. Por fim, podemos destacar no
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Modelo Padrão o bóson de Higgs descoberto em 2012, que é responsável por dar massas

as outras part́ıculas elementares.

2.2 Lagrangiana da QCD

A Cromodinâmica Quântica (QCD) [26] é uma área da f́ısica que descreve as interações

fortes. Essa interação forte ocorre entre os pártons (coletivamente chamados de quarks e

glúons). Quarks são férmions de spin 1/2, com massa, carga elétrica fracionária e possuem

carga de cor. Já os glúons são bósons de spin 1 sem massa e carga elétrica e compartilham

a propriedade de carga de cor com os quarks. A QCD é baseada no grupo SU(3) com três

graus de liberdade representados pela carga de cor.

Para calcular as amplitudes de espalhamento dos processos na QCD é preciso de regras de

Feynman. Essas regras são derivadas da lagrangiana da QCD [27,28], que é representada

como se segue

LQCD = Lclássica + Lcalibre−fixo + Lfantasma. (2.1)

A lagrangiana clássica é a responsável pela dinâmica de quarks e glúons. Ela é dada por

Lclássica = ψ̄(iγµ∂µ − gsAaµτa −mf )ψ −
1

4
F aµνF a

µν , (2.2)

onde

ψ =

 ψr

ψb

ψg


é o spinor com ı́ndices r b e g que significam as três cores portadas pelos quarks, gs é a

constante de acoplamento, m são as massas dos quarks para cada respectivo sabor f , Aaµ

é o campo de glúons com ı́ndice de Lorentz µ, τa = λa/2 são geradores do grupo SU(3)

representados pelas oito matrizes de Gell-Mann [1]

λ1 =

 0 1 0

1 0 0

0 0 0

 λ2 =

 0 −i 0

i 0 0

0 0 0

 λ3 =

 1 0 0

0 −1 0

0 0 0



λ4 =

 0 0 1

0 0 0

1 0 0

 λ5 =

 0 0 −i
0 0 0

i 0 0

 λ6 =

 0 0 0

0 0 1

0 1 0
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λ7 =

 0 0 0

0 0 −i
0 i 0

 λ8 =
1√
3

 1 0 0

0 1 0

0 0 −2

 ,

o ı́ndice a refere-se as oito posśıveis combinações de cores dos glúons. O termo F a
µν é o

tensor intensidade de campo de glúons a qual obedece a relação

F a
µν = ∂µA

a
ν − ∂νAaµ − gfabcAbµAcν . (2.3)

Aqui fabc é a constante de estrutura do grupo SU(3), que pode ser representada por

[λa, λb] = ifabcλc. (2.4)

Podemos destacar que através da quantidade F aµνF a
µν surgiram novos vértices que são os

de três e de quatro glúons como está apresentado na Figura (2.2). Além da lagrangiana

clássica temos a lagrangiana do calibre-fixo que surge diante da inviabilidade de determi-

nar um propagador para o glúon sem que haja uma escolha de calibre. O termo de fixação

de calibre covariante é dado por [8]

Lcalibre−fixo = − 1

2ξ
(∂µAaµ)2. (2.5)

O fato de fixar um calibre covariante acarretará no surgimento de graus de liberdade não

f́ısicos. A maneira de eliminar estes graus não f́ısicos é subtrair outro campo de forma

a cancelar esta contribuição. A esta quantidade subtráıda é atribúıda o nome de campo

fantasma de Faddeev-Popov [29], que é dado pela lagrangiana

Lfantasma = (∂µc
a∗)(δac∂µ + gsf

abcAbµ)cc. (2.6)

A quantidade ca∗ representa os campos fantasmas que são responsáveis por cancelar o

calibre covariante.

Agora iremos colocar a representação das regras de Feynman para os propagadores e

vértices, conforme indicam a Figura (2.1) e a Figura (2.2), respectivamente. No caso da

Figura (2.1) a quantidade Dµν(k) do propagador do glúon é

Dµν(k) = gµν − (1− ξ)kµkν
k2

, (2.7)

que no caso do calibre de Landau ξ = 0 e no calibre de Feynman ξ = 1.
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a k b

ν µ
=

−iDµν(k)δ
ab

k2+iǫ

b k a

= iδab

k2+iǫ

j p i

=
i(p/+mf )δ

ij

p2−m2
f+iǫ

Figura 2.1 - Propagadores da QCD. Os quarks são representados pela linha cont́ınua, os fantasmas pela linha
tracejada, os glúons pela linha ondular, p e k são momenta, mf representa a massa dos quarks
com seu respectivo sabor f , os ı́ndices com letras latinas (a, b, c, ...), referem-se às cores dos
glúons, e os ı́ndices (i, j, k, ...), as cores dos quarks, µ e ν são os ı́ndices de Lorentz. Figura do
autor.

= igsγ
µ(τ a)ji

j

i

µ a

b

c
p

µ a

a

c

µ

p3

ρ
p2

bν
p1

µ

c

ρ d

σ

b

νa

= igsp
µfabc

−gsf
abc[(p1 − p3)g

µρ

+(p2 − p1)g
µν + (p3 − p2)g

νρ]
=

−ig2s [f
abef cde(gµρgνσ − gµσgνρ)

+facef bde(gµνgρσ − gµσgνρ)

+fadef bce(gµνgρσ − gµρgνσ)]

=

Figura 2.2 - Vértices da QCD. Os quarks são representados pela linha cont́ınua, os fantasmas pela linha
tracejada, os glúons pela linha ondular, p é o momentum, os ı́ndices com letras latinas (a, b, c,
...), referem-se às cores dos glúons, e (i, j, k, ...), as cores dos quarks, µ, ν e σ são os ı́ndices de
Lorentz, f é uma constante estrutral do grupo SU(3), γµ é a matriz de Dirac e gs é a constante
de acoplamento. Figura do autor.
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2.3 Constante de acoplamento da QCD

Na f́ısica de part́ıculas, em especial na QCD, temos duas propriedades muito importantes

que são o confinamento e a liberdade assintótica. Antes de entender essa duas proprieda-

des, iremos mostrar a dedução da constante de acoplamento αs. Temos que a constante

de acoplamento pode ser constrúıda por meio do grupo de renormalização [26,30]

dαs(Q
2)

dt′
= β(αs(Q

2)), (2.8)

onde

t′ = ln

(
Q2

µ2

)
e β(αs(Q

2)) = µ2dαs
dµ2

. (2.9)

A variável µ representa a escala de renormalização e Q a virtualidade. A função β em

QCD tem sua expansão em mais baixas ordens em αs dada por

β(αs) = −α2
s[β0 + β1αs +O(α2

s)], (2.10)

sendo que

β0 =
33− 2nf

12π
e β1 =

153− 19nf
2π(33− 2nf )

, (2.11)

onde nf é o número de sabores ativos. Podemos escrever que

t′ =

∫ αs(Q2)

αs(µ2)

dαs
β(αs)

. (2.12)

Usando a Equação (2.10) e Equação (2.11) em (2.12) e considerando o termo de β(αs)

somente em primeira ordem, obtemos

αs(Q
2) =

αs(µ
2)

1 + αs(µ2)β0t′
. (2.13)

A escala de confinamento da QCD é definida da forma [8]

ln Λ2
QCD = lnµ2 − 1

β0αs(µ2)
, (2.14)

portanto

αs(Q
2) =

1

β0 ln(Q2/Λ2
QCD)

. (2.15)
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Figura 2.3 - Gráfico de αs em função de Q. Figura extráıda de [31].

Podemos observar na Figura (2.3) que quando estamos em grandes distâncias ou ainda em

pequeno Q o acoplamento é bastante intenso, ocasionando que os quarks e glúons estejam

fortemente ligados nos hádrons (confinamento). Todavia se estamos falando de pequenas

distâncias ou grande Q a constante de acoplamento tende a zero, acarretando que os

quarks se comportem como ”part́ıculas livres” (liberdade assintótica). Esta propriedade

de liberdade assintótica permite que dentro da QCD seja posśıveis cálculos da interação

entre part́ıculas via regras de Feynman. A Equação (2.15) será de grande importância

na tese, pois é comum atribuir a constante de acoplamento valores fixos a cálculos de

primeira ordem, porém em nosso trabalho trataremos de uma abordagem via equação

BFKL, onde utilizaremos o acoplamento dinâmico, ou seja, nos moldes como se encontra

a Equação (2.15).

2.4 Espalhamento profundamente inelástico

O espalhamento profundamente inelástico (Deep Inelastic Scattering, DIS) [8, 25, 27] se

baseia na interação de um lépton com um núcleon. Se no estado final somente o hádron

é detectado dizemos que este espalhamento é inclusivo, mas se no estado final tivermos,

por exemplo os mésons vetoriais J/ψ ou Υ, definimos como sendo um processo semi-

inclusivo. Este tipo de espalhamento tem sua aplicabilidade atribúıda a investigação da

estrutura hadrônica. Isto é posśıvel, pois só um dos constituintes do espalhamento possui

subestrutura. Podemos representar o espalhamento elétron-próton, que caracteriza um

processo DIS conforme descreve o diagrama da Figura (2.4). O processo elétron-próton,
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X

γ∗(q)

P (p)

e(k)

e(k′)

Figura 2.4 - Espalhamento profundamente inelástico. Figura do autor.

pode ser determinado pela representação

e(k)P (p)→ e(k′)X(p′), (2.16)

onde e representa o elétron que transporta quadrimomentum inicial k e quadrimomentum

final k′. Esse elétron emite um fóton virtual γ∗ com momentum transferido q que vai

interagir com os constituintes do próton. Aqui P representa o próton com momentum p

e massa mp e X é o estado final hadrônico com momentum p′. A partir do espalhamento

(2.16), podemos deduzir algumas variáveis cinemáticas como:

Q2 = −q2 = −(k − k′)2, (2.17)

onde Q está vinculada à resolução do processo. Essa resolução aumenta e medida em que

as distâncias diminuem. O quadrado da energia do centro de massa é

s = (k + p)2. (2.18)

A energia do centro de massa do processo fóton-próton é

W 2 = (q + p)2, (2.19)
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também caracterizada como a massa invariante do sistema X. A fração de momentum do

próton portada pelo parton/núcleon é dada por:

x =
Q2

2p.q
=

Q2

2mpν
=

Q2

Q2 +W 2 −m2
p

, (2.20)

também conhecida como variável de Bjorken. A quantidade ν = E − E ′ é a diferença de

energia do estado final e inicial do elétron. Quando temos a condição de que Q2 � m2
p,

caracterizamos o processo como sendo profundo, pois esta condição implica que o fóton

penetra o núcleon. Já se tivermos a condição W 2 � m2
p, nos diz que o processo é inelástico

e que ouve a fragmentação do núcleon. A parcela

ȳ =
p.q

p.k
=
W 2 +Q2 −m2

p

s−m2
p

(2.21)

conhecida como inelasticidade, representa a quantidade de energia do lépton transferida

para o núcleon através do fóton trocado. Essa quantidade também pode ser escrita como

ȳ = ν/E.

Agora calcularemos a seção de choque diferencial para o DIS inclusivo. Ela pode ser

expressa da forma [8,25]

dσ

dE ′dΩ
=

α2
em

2mpQ4

E ′

E
LµνW

µν , (2.22)

onde αem é o acoplamento eletromagnético, dΩ = dcos(θ)dϕ é o ângulo sólido que identi-

ficará o ângulo de sáıda do lépton emergente,

Wµν = −2mpW1(ν,Q2)

(
gµν −

qµqν
q2

)
+

2W2(ν,Q2)

mp

(
pµ −

p.q

q2
qµ

)(
pν −

p.q

q2
qν

)
(2.23)

é o tensor hadrônico, padronizado conforme [8,25] e

Lµν = 2(kµk
′

ν + k
′

νkµ − k.k
′
gµν) (2.24)

é o tensor leptônico em ordem dominante obtido via regra de Feymnan da Eletrodinâmica

Quântica (Quantum Electrodynamics, QED). Com a substituição da Equação (2.24) e a

Equação (2.23) na Equação (2.22), ficamos com

dσ

dE ′dΩ
=

4α2
emE

′

Q2

[
2W1(ν,Q2)sen2

(
θ

2

)
+W2(ν,Q2)cos2

(
θ

2

)]
. (2.25)
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Introduzindo as funções de estrutura adimensionais

F1(x,Q2) ≡ mpW1(ν,Q2), (2.26)

F2(x,Q2) ≡ νW2(ν,Q2) (2.27)

mais a substituição das variáveis do sistema de referência de laboratório

x =
2EE ′sen2

(
θ
2

)
mp(E − E ′)

e ȳ = 1− E ′

E
,

obtemos

dσ

dxdQ2
=

4πα2
em

xQ2

[
xȳ2F1(x,Q2) +

(
1− ȳ − xȳmp

2E
F2(x,Q2)

)]
. (2.28)

Também podemos escrever o tensor hadrônico Equação (2.23) em relação as funções de

estrutura com a utilização das relações (2.26) e (2.27), de modo que ficamos com

Wµν = −2F1(x,Q2)

(
gµν −

qµqν
q2

)
+

2F2(x,Q2)

p.q

(
pµ −

p.q

q2
qµ

)(
pν −

p.q

q2
qν

)
. (2.29)

Através do teorema óptico somos capazes de escrever a seção de choque total de foto-

absorção como [8]

σγ
∗P
λ (x,Q2) =

2π2αem

mp

√
ν2 +Q2

ε(λ)
µ ε(λ)∗

ν W µν , (2.30)

onde ελµ é o quadrivetor do fóton virtual com helicidade λ. Temos que os projetores de

helicidade do fóton são [8, 25]

d(
∑

)
µν =

∑
λ=0,±1

ε(λ)
µ ε(λ)∗

ν = −
(
gµν +

qµqν
Q2

)
, (2.31)

d(L)
µν = ε(0)

µ ε(0)∗

ν = − Q2

m2
p(ν

2 +Q2)

(
pµ +

q.p

Q2
qµ

)(
pν +

q.p

Q2
qν

)
, (2.32)

d(T )
µν =

1

2

(
ε(+1)
µ ε(+1)∗

ν + ε(−1)
µ ε(−1)∗

ν

)
=

1

2

(
d(

∑
)

µν − d(L)
µν

)
. (2.33)

Agora somos capazes de escrever a seção de choque total de fotoabsorção em termos das

funções de estrutura F1 e F2. Usando a Equação (2.29), Equação (2.32) e Equação (2.33),
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obtemos os resultados

σγ
∗P
T (x,Q2) =

2π2αem

mp

√
ν2 +Q2

d(T )
µν W

µν =
4π2αem
Q2

2xF1, (2.34)

σγ
∗P
L (x,Q2) =

2π2αem

mp

√
ν2 +Q2

d(L)
µν W

µν =
4π2αem
Q2

(F2 − 2xF1). (2.35)

Podemos escrever a Equação (2.34) e a Equação (2.35) em termos da função de estrutura

transversal e longitudinal com a substituição de FT = 2xF1 e FL = F2 − 2xF1, respecti-

vamente. Assim obtemos que a soma da seção de choque transversal mais a longitudinal

fica

σγ
∗P
T (x,Q2) + σγ

∗P
L (x,Q2) =

4π2αem
Q2

(FT (x,Q2) + FL(x,Q2)). (2.36)

A função de estrutura pode ser escrita em termos de F2 = FT + FL, portanto a seção de

choque para fotoabsorção adquire a forma

σγ
∗P (x,Q2) = σγ

∗P
T (x,Q2) + σγ

∗P
L (x,Q2)

=
4π2αem
Q2

F2(x,Q2). (2.37)

2.5 Conclusão

Neste caṕıtulo fizemos um breve resumo do Modelo Padrão, Lagrangiana da QCD, cons-

tante de acoplamento e DIS, cujo objetivo é fornecer conceitos básicos para a construção

da equação BFKL dentro da QCD perturbativa e entender o DIS, pois faremos uma análise

fenomenológica deste tipo de espalhamento. A priori no próximo caṕıtulo daremos foco

à teoria de Regge, na qual o Pomeron é descrito em altas energias dentro de uma pers-

pectiva não perturbativa. Seguimos este roteiro porque teoria de Regge vai servir nesta

tese como ponto de partida para o entendimento do comportamento da seção de choque

a altas energias, que acaba sendo associado à troca de um objeto portador dos números

quânticos do vácuo.
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3 O POMERON EM TEORIA DE REGGE

Reservamos este caṕıtulo para descrever a teoria de Regge. Embora a teoria de Regge

não seja o foco desse trabalho é de grande valia que apresentemos, mesmo que de forma

simples, a hipótese que levou à concepção de que haveria a troca de um objeto que

portasse os números quânticos do vácuo, para que a seção de choque a altas energias tivesse

um leve crescimento. Veremos que este leve crescimento está diretamente relacionado a

singularidade do plano complexo do momentum angular.

3.1 Teoria de Regge

A teoria de Regge [5,6,8] é uma teoria não perturbativa de altas energias, cujo objetivo é

estudar as propriedades anaĺıticas em termos do momentum angular. Ela parte do pres-

suposto que estados ligados para um potencial esférico simétrico incidem em uma famı́lia

de ressonâncias, isso ocorre à medida em que o momento angular e energia aumentam.

Estes estados ligados representam polos da amplitude da onda parcial no caso de l inteiro.

Para um potencial esfericamente simétrico, a amplitude pode ser expressa por [5, 6, 8]

F (k,ϑ) =
∞∑
l=0

(2l + 1)al(k)Pl(cosϑ), (3.1)

onde ϑ é um angulo, l o momentum angular, al(k) a amplitude da onda parcial, Pl

o polinômio de Legendre e k o quadri-momentum. A proposta da teoria de Regge é

estender o momentum angular l para valores complexos, nos retornando uma função para

a amplitude da onda parcial da forma a(l,k), onde l representa polos simples ou polos de

Regge. Sua localização é delineada pela relação,

l = α(k) (3.2)

conhecida como trajetória de Regge. Essa formulação tem uma aplicabilidade em f́ısica de

part́ıculas no âmbito da matriz S. A matriz S não contém a informação da dinâmica da

teoria, esse fato faz com que sejamos incapazes de estudar a propriedade de analiticidade,

fazendo com que a existência dos polos de Regge seja apenas uma especulação. Apesar

dessa inconveniência, desde a década de 60 até os dias atuais a comunidade cient́ıfica ainda

tem se utilizado de tal teoria na descrição de fenômenos de f́ısica de altas energias [32,33],

comprovando seu sucesso.

Sob certas propriedades da matriz S [34] somos capazes de estender l a valores complexos.
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Desta forma, os polos de Regge [6, 8] são localizados em

l = α(t), (3.3)

onde t representa o quadrado o momentum transferido. No caso do quadrado do momen-

tum transferido t fixo e quadrado de energia do centro de massa s → ∞ a amplitude de

espalhamento elástico se comporta como

A(s,t) ∼
s→∞

sα(t). (3.4)

O que vai determinar o comportamento assintótico da amplitude de espalhamento é a sin-

gularidade α(t) com maior parte real no plano t. Até agora, estamos nos referindo apenas

a polos simples, não quer dizer que não sejamos confrontados com outro tipo de singula-

ridade, como polos não simples e cortes, que surgem como contribuições complementares

da amplitude de espalhamento.

3.1.1 Trajetória de Regge

A trajetória de Regge descreve que a interação forte é proveniente por uma troca de uma

famı́lia de ressonâncias no canal t. Chew e Frautschi [8], observaram que ao fazer um

ajuste dos dados para mésons leves, em relação ao spin das part́ıculas versus a massa ao

quadrado, análogos a α(t) e t, respectivamente, obtiveram um resultado que se compor-

tava linearmente. Esse comportamento pode ser observado no gráfico da Figura (3.1). A

equação que descreve a evolução da famı́lia de ressonâncias é obtida através da expansão

Figura 3.1 - Trajetória mesônica de α(t) versos |t| de ρ, f2, a2 e ω. Figura extráıda de [8].
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de α(t) em séries de potências em torno de t = 0, resultando em

α(t) = α(0) + α′t. (3.5)

Através da Figura (3.1), podemos ter um resultado aproximado para o coeficiente linear

e angular da Equação (3.5), que é, respectivamente,

α(0) = 0,55 e α′ = 0,86 GeV−2.

A condição (3.5), também é válida para part́ıculas de spin semi-inteiro, ou seja, os bárions.

3.1.2 Construindo a ideia do Pomeron

Esta seção está destinada a responder a pergunta do por que o leve crescimento da seção de

choque a altas energias está associado ao Pomeron. Para termos um entendimento do que

levou a essa interpretação precisamos ter o conhecimento acerca de algumas suposições.

Uma delas, a de Pomeranchuck [6], refere que para um processo no qual há troca de carga

a seção de choque diminui assintoticamente (teorema de Pomeranchuck). Já para Foldy

e Peirels [6], um processo pelo qual a seção de choque não diminui com o aumento do

quadrado da energia do centro de massa s era um ind́ıcio do predomı́nio da troca dos

números quânticos do vácuo (isospin zero e conjugação de carga par). Um candidato para

descrever tais eventos seria a trajetória da part́ıcula f2 da Figura (3.1), que porta os

números quânticos do vácuo. No entanto, veremos que ela não explicava o porque do leve

aumento da seção de choque. Isso fica claro quando substitúımos a intercepto α(0) = 0,55

na seção de choque total, obtida através do teorema óptico para parte imaginária da

amplitude de espalhamento com zero momentum transferido (t = 0) [8]

σtot '
s→∞

1

s
ImAel(s,t = 0) ∼

s→∞
sα(0)−1. (3.6)

Vemos que a seção de choque diminui com o aumento de s, precisamos, porém, de um

intercepto que faça que tenhamos um leve crescimento da mesma. Para isso acontecer

temos que ter necessariamente uma trajetória de Regge com intercepto α(0) > 1 e ainda

satisfazer a condição de carregar os números quânticos do vácuo. A esse candidato é

atribúıdo o nome de Pomeron.

Donnachie e Landshoff [7], fizeram um ajuste dos dados da seção de choque total utilizando

a parametrização

σtot = Xs0,0808 + Y s−0,4525, (3.7)
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onde X e Y são parâmetros livres dependentes da reação. O expoente do primeiro termo

é relacionado à troca do Pomeron com intercepto αsuave
P (0) ' 1,0808 e o expoente do

segundo a troca de um trajetórias de Regge com intercepto αR(0) ' 0,5475. Colaborações

mais atuais mostraram um leve crescimento da seção de choque [35,36]. Um problema dos

resultados encontrados para o intercepto do Pomeron é que eles são αP(0) > 1, violando

o limite de Froissart-Martin, ou seja, a unitariedade. O limite de Froissat-Martin nos diz

que o crescimento da seção de choque para s→∞ não deve ser maior do que ln2 s. Temos

que assintoticamente ocorre múltiplas trocas de Pomerons, e a inserção da probabilidade

desses múltiplos espalhamentos restaura a unitariedade [37–39].

O parâmetroX da Equação (3.7), por estar relacionado com a troca dos números quânticos

do vácuo, não muda de part́ıcula para anti-part́ıcula, devido o acoplamento ocorrer com

mesma intensidade para ambas. Podemos evidenciar este comportamento nos processos

pp, p̄p e π±p na Figura (3.2) e K±p na Figura (3.3).

Figura 3.2 - Seção de choque para pp, p̄p e π±p. Figuras extráıdas de [7].

O valor de α′ pode ser encontrado para pequenos valores de t a alguma energia fixa, a

partir da seção de choque diferencial do espalhamento elástico pp. Representada por [6]

dσel

dt
∝ s2α(0)−2. (3.8)

A Figura (3.4) mostra um ajuste dos dados para a seção de choque diferencial e nos dá o

coeficiente angular α′ ' 0,25. Com esse resultado mais o do intercepto, quantificado por

36



Figura 3.3 - Seção de choque para K±p. Figura extráıda de [7].

Figura 3.4 - Espalhamento elástico pp com
√
s = 53 GeV. Figura extráıda de [5].

Donnachie e Landshoff, somos capazes de escrever a trajetória do Pomeron. Seu resultado

é:

α(t) = 1,08 + 0,25 GeV−2t. (3.9)

Nessa trajetória não temos nenhuma ressonância. Um candidato para descrever o Pome-

ron, seria estados ligados de glúons, conhecido como bola de grude (part́ıcula hipotética).

Um ajuste dos dados para a trajetória Equação (3.9), nos dá a seguinte representação
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gráfica dessa part́ıcula hipotética [40] .

Figura 3.5 - Trajetória do Pomeron com o candidato a bola de grude. Figura extráıda de [40].

3.2 Conclusão

Foi feita uma revisão da teoria de Regge, que é uma teoria não perturbativa que serve na

descrição das seções de choque a altas energias. O comportamento assintótico da seção de

choque total foi atribúıdo à troca de um objeto chamado Pomeron. Fenomenologicamente,

foi viável chegar a um valor quantitativo para a sua intercepto, que é de αsuave
P (0) ≈ 1,1.

O foco do próximo caṕıtulo é investigá-lo no âmbito da QCD. Veremos que, perturbativa-

mente, e sob certas condições cinemáticas é posśıvel modelar o Pomeron através da troca

de interações entre glúons. Isto traz a possibilidade de estudá-lo do ponto de vista de um

objeto que tem estrutura.
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4 O POMERON NA QCD: A EQUAÇÃO BFKL

No caṕıtulo anterior dedicamos a descrição do Pomeron em altas energias através da

teoria de Regge. Dedicaremos este caṕıtulo a sua descrição dentro da QCD perturbativa.

Nela temos como exemplo o modelo de Low e Nussinov, que é a maneira mais básica para

representar o Pomeron. [41,42]. Neste modelo no espalhamento elástico temos a troca de

dois glúons, pois é a meio mais simples de não haver troca de cor. Mas somente a troca

de dois glúons não nos dá o crescimento assintótico da seção de choque total e a interação

entre eles deve ser levada em conta. Essa interação é descrita através de uma “escada”

de glúons, e a equação que descreve a evolução dos glúons nessa “escada” é a equação

BFKL [6, 8, 27]. Daremos foco ao cálculo em Leading Log Approximation (LLA), onde

diagramas com termos de maior potência em (αslns/t)
n, servem de aproximação em cada

ordem em teoria de perturbação. A soma de todas essas contribuições dominantes, em

octeto de cor, nos darão a trajetória do glúon. Além disso, vamos mostrar a solução da

equação BFKL a momentum transferido nulo, com uma constante de acoplamento fixa.

4.1 Espalhamento quark-quark via troca de um glúon

O diagrama da Figura (4.1) retrata o espalhamento qq via troca de um glúon. Com esse

tipo de espalhamento não teŕıamos como descrever o Pomeron. Isto acontece porque o

Pomeron é descrito por uma configuração “incolor” e para que isso ocorra é necessário

termos um objeto singleto de cor. Veremos nas próximas seções, que a parcela de singleto

de cor aparece a partir de espalhamentos quark-quark via troca de dois glúons. É con-

veniente descrever o espalhamento quark-quark via troca de um glúon, pois utilizaremos

os resultados encontrados para análises posteriores, como, por exemplo, para o glúon reg-

geizado. De forma a simplificar o problema, foram omitidos os ı́ndices de helicidade dos

espinores de Dirac.

Figura 4.1 - Espalhamento quark-quark via troca de um glúon. Figura extráıda de [8].
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A amplitude de espalhamento do diagrama da Figura (4.1), em regras de Feynman [1] na

QCD é

−iA(s,t) = [ū(p′1)

(
−1

2
igsλ

a
ijγ

µ

)
u(p1)]

−igµν
q2

δab[ū(p′2)

(
−1

2
igsλ

b
klγ

ν

)
u(p2)], (4.1)

onde as primeiras letras latinas (a, b, c, ...), referem-se às cores dos glúons, e (i, j, k, ...),

as cores dos quarks, µ e ν são os ı́ndices de Lorentz e gs é a constante de acoplamento da

QCD. Já os geradores λa,b que aparecem nos vértices são representados por oito matrizes de

Gell-Mann [1]. Esses geradores, podem ser expressos em termos de τaij = 1
2
λaij e τ bkl = 1

2
λbkl.

Dessa forma podemos rearranjar a Equação (4.1), tal que

−iA(s,t) = ig2
sτ

a
ijτ

a
kl[ū(p′1)γµu(p1)]

1

q2
[ū(p′2)γµu(p2)]. (4.2)

Próximo passo será introduzir uma parametrização para o momentum q do propagador

do glúon, que é a de Sudakov [8]

q = αp1 + βp2 + q⊥, (4.3)

onde q⊥ = (0,q, 0) é um quadri-vetor com apenas componentes transversais. O quadrado

da energia de centro de massa para caso de s� t é

s ≈ 2p1.p2. (4.4)

Temos que a variável de Mandelstam t está relacionada com o quadrado do momentum

transferido. Então, usando a Equação (4.3) pode-se escrever que

t = q2 = 2αβp1.p2 − q2 = αβs− q2. (4.5)

Ciente das definições descritas acima, podemos escrever a condição de camada de massa

para os quarks de sáıda, ou seja,

(p1 − q)2 = −(1− α)βs− q2 = 0, (4.6)

(p2 − q)2 = α(1 + β)s− q2 = 0. (4.7)

Quando relacionamos a Equação (4.6) com a Equação (4.7), chegamos a conclusão de que

α = −β, e se impormos a condição de que s� q2, implica que

α = |β| ' q2

s
� 1 e q2 ' −q2. (4.8)
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Para calcular a amplitude de espalhamento da Equação (4.2), será utilizada aproximação

eiconal [8]. Além de facilitar os cálculos é uma ferramenta que possibilita a soma de infi-

nitos diagramas. A partir de agora todos os cálculos, na qual sua aplicação é conveniente,

serão baseados nesse tipo de aproximação. Nela tomamos o limite de altas energias na

amplitude, ou seja, consideramos s� |t|, o que implica que as componentes qµ são muito

menores que pµ1 e pµ2 , o que nos permite escrever que

ū(p′1)γµu(p1) = 2pµ1 e ū(p′2)γµu(p2) = 2p2,µ. (4.9)

Substituindo a Equação (4.9) na Equação (4.2) e utilizando a definição (4.4) ficamos com

A(s,t) = g2
sτ

a
ijτ

a
kl4

(
pµ1p2,µ

q2

)
= 8παsτ

a
ijτ

a
kl

s

t
, (4.10)

onde a constante de acoplamento vale αs = g2
s/4π.

Agora, resta calcular o quadrado da amplitude de espalhamento do processo qq, mas

primeiramente calculamos o quadrado do fator de cor

(τaijτ
a
kl)

2 =
1

N2
c

(τaijτ
a
kl)(τ

b
ijτ

b
kl)
∗ =

1

N2
c

(τaijτ
a
kl)(τ

b
jiτ

b
lk) (4.11)

=
1

N2
c

Tr(τaτ b)Tr(τaτ b) =
1

N2
c

1

4
(δ2
ab) =

N2
c − 1

4N2
c

=
2

9
,

onde Nc = 3 e δaa = δbb = 8. O fator 1/N2
c incluso em (4.11) representa as posśıveis

combinações de cores no estado inicial, já o termo N2
c −1 é a soma sobre todas as posśıveis

cores no estado inicial e final. Uma versão mais detalhada do cálculo do fator de cor, no

espalhamento qq via troca de um glúon, pode ser encontrada em [1]. Como já temos o

resultado do quadrado do fator de cor, ao tomarmos o quadrado da amplitude da Equação

(4.10), ficamos com

|A(s,t)|2 =
8

9
g4
s

s2

t2
. (4.12)

De modo geral é assim que calculamos o quadrado da amplitude de espalhamento, na

qual serve, por exemplo, para o cálculo de seções de choque. Daqui em diante, vamos nos

deter ao cálculo de diagramas de Feynman do processo de espalhamento (quark-quark)

qq → qq onde ocorre a troca de mais de um glúon.

4.2 Espalhamento quark-quark via troca de dois glúons

A Figura (4.2) nos mostra diagramas do espalhamento quark-quark via troca de dois
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glúons que contribuem em LLA. Somente o diagrama caixa e o cruzado tem parcela

dominante. Temos uma variedade maior de diagramas com troca de dois glúons, mas eles

são responsáveis por correções de ordem mais alta.

Figura 4.2 - Espalhamento qq → qq com troca de dois glúons: (a) conhecido como diagrama caixa; (b)
diagrama cruzado. Figura extráıda de [8].

A fim de obter a amplitude de espalhamento utilizaremos as regras de Cutkosky [8], que

dizem que a parte imaginária da amplitude é descrita pelo produto do espaço de fase com

duas amplitudes externas, ou seja,

ImA(s,t) =
1

2

∫
dΠ2A(s,k2)A†(s,(k − q)2), (4.13)

onde o † representa o conjugado hermitiano da amplitude.

Podemos representar diagramaticamente o corte da Figura (4.2,a) como está representado

na Figura (4.3)

Figura 4.3 - Parte imaginária da Figura (4.2,a). Figura extráıda de [8].
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O diagrama da Figura (4.1) se assemelha ao diagrama do lado esquerdo e direito do corte

da Figura (4.3), de modo que o resultado da amplitude de espalhamento da Equação

(4.10), pode ser usado como comparativo para termos o resultado das amplitudes de

espalhamento externas da Equação (4.13), ou seja,

A(s,k2) = −8παs(τ
a
mjτ

a
nl)

s

k2 , (4.14)

A†(s,(k − q)2) = −8παs(τ
b
miτ

b
nk)
∗ s

(k− q)2
. (4.15)

O espaço de fase de duas part́ıculas intermediárias é descrito por∫
dΠ2 =

∫
d4κ1

(2π)3

d4κ2

(2π)3
δ(κ2

1)δ(κ2
2)(2π)4δ(p1 + p2 − κ1 − κ2) (4.16)

=

∫
d4k

(2π)2
δ((p1 − k)2)δ((p2 + k)2).

A parametrização de Sudakov para o quadrimomentum do glúon no canal t é

k = αp1 + βp2 + k⊥, (4.17)

onde o elemento diferencial de volume em quatro dimensões é dado por

d4k =
s

2
dαdβd2k. (4.18)

A partir da Equação (4.6) e Equação (4.7) é posśıvel deduzir algumas relações para o

limite de grande s, como as que são mostradas e seguir:

α = |β| ' k

s
� 1, (4.19)

k2 ' −k2, (k − q)2 ' −(k− q)2 (4.20)

com

k2 ' (k− q)2 ' q2. (4.21)

Substituindo a Equação (4.6) e (4.7), só que agora em termos do momentum k do glúon,

mais a Equação (4.18) na Equação (4.16), resulta na seguinte expressão para o espaço de

fase de dois corpos [8]∫
dΠ2 =

s

8π2

∫
dαdβd2kδ(−β(1− α)s+ k2)δ(α(1 + β)s− k2). (4.22)
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Usando a propriedade δ(ax) = 1
|a|δ(x) em (4.22) e integrando a função delta, obtemos

∫
dΠ2 =

1

8π2s

∫
dαdβd2kδ

(
β +

k2

s

)
δ

(
α− k2

s

)
=

1

8π2s

∫
d2k (4.23)

Agora, substituindo os resultados encontrados na Equações (4.14), (4.15) e (4.23) na

Equação (4.13), temos

ImA(s,t) = 4sα2
s(τ

aτ b)ij(τ
aτ b)kl

∫
d2k

k2(k− q)2
. (4.24)

Para prosseguir os cálculos necessitamos usar relação de dispersão [6], que nos diz que

ReA = − 1

(n+ 1)π
ln (s) ImA. (4.25)

O valor de n é determinado pela potência do logaritmo que a parte imaginária da ampli-

tude carrega, ou seja,

lnn(s), n = 0,1,2... . (4.26)

Para a Equação (4.24) n = 0, portanto a parte real será

A(s,t)Fig.4.2,a =
4α2

s

π
(τaτ b)ij(τ

aτ b)kl
s

t
ln
(s
t

)∫ d2k

k2(k− q)2
. (4.27)

Uma vez que no diagrama caixa s/t é negativa, da Equação (4.27) é posśıvel extrair a

parte real e imaginária mediante o uso de ln(−s) = ln(s)− iπ, assim obtemos que

A(s,t)Fig.4.2,a = −4α2
s

π
(τaτ b)ij(τ

aτ b)kl
s

t

[
ln

(
s

|t|

)
− iπ

] ∫
d2k

k2(k− q)2
. (4.28)

A singularidade da integral da Equação (4.27) é divergente no infravermelho, devido aos

quarks externos estarem situados dentro da camada de massa. Mas em uma situação real,

eles se encontram confinados dentro dos hádrons e fora da camada de massa. A fim de

contornar este problema, determinamos um corte infravermelho µ2, desta maneira ficamos

com

A(s,t)Fig.4.2,a = −4sα2
s

π
(τaτ b)ij(τ

aτ b)kl

[
ln

(
s

|t|

)
− iπ

]
×
∫

d2k

(k2 + µ2)[(k− q)2 + µ2]
. (4.29)
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Para futura conveniência, escrevemos a seguinte função adimensional

ε(t) =
Ncαs
4π2

∫
d2k

−q2

(k2 + µ2)[(k− q)2 + µ2]
, (4.30)

desta forma a Equação (4.28) pode ser escrita como

A(s,t)Fig.4.2,a = −16παs
Nc

(τaτ b)ij(τ
aτ b)kl

s

t
ln
(s
t

)
ε(t). (4.31)

Para a contribuição do canal u, o cálculo não é muito diferente do diagrama caixa. O

resultado pode ser obtido com a simples substituição de u por s e na mudança de um dos

termos do fator de cor na Equação (4.31), com isso queremos dizer que

A(s,t)Fig.4.2,b = −16παs
Nc

(τaτ b)ij(τ
bτa)kl

u

t
ln
(u
t

)
ε(t). (4.32)

Quando s� t segue que u ' −s, assim da Equação (4.32), temos

A(s,t)Fig.4.2,b =
16παs
Nc

(τaτ b)ij(τ
bτa)kl

s

t
ln

(
s

|t|

)
ε(t). (4.33)

A soma do diagrama caixa mais o cruzado, nos dão o resultado

A(s,t)Fig.4.2,a+b = A(s,t)Fig.4.2,a +A(s,t)Fig.4.2,b

= −16παs
Nc

(τaτ b)ij
s

t

[
[τa,τ b]klln

(
s

|t|

)
− iπ(τaτ b)kl

]
ε(t). (4.34)

Na Equação (4.34), temos que o primeiro termo à direita é antissimétrico e está relacionado

com a troca de octeto de cor e o segundo termo é simétrico e está relacionado ao singleto

de cor. Agora, nos deteremos ao cálculo do fator de cor referente de ambas partes. Então

se segue que para octeto de cor temos

C(8) =
1

2
((τaτ b)ij − (τ bτa)ij)[τ

a, τ b]kl

=
1

2
[τa, τ b]ij[τ

a, τ b]kl

=
ifabcifabd

2
τ cijτ

d
kl

= −Nc

2
τ cijτ

c
kl. (4.35)

Note que, devido à anti-simetria em a e b, escrevemos o produto das matrizes de cor em
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forma de comutador. Para a parte singleto vamos ter

C(1) =
1

N2
c

(τaτ b)ij(τ
bτa)kl

=
1

N2
c

Tr(τaτ b)Tr(τaτ b)δijδkl

=
1

4N2
c

(δab)
2δijδkl

=
N2
c − 1

4N2
c

δijδkl. (4.36)

O fator 1/N2
c , acrescentado na Equação (4.36) reflete as posśıveis combinações de cores

no estado inicial e as funções delta surgem como imposição da não mudança das cores dos

quarks.

Substituindo a Equação (4.35) na Equação (4.34), obtemos para o caso octeto de cor

A(8)(s,t)Fig.4.2,a+b = 8παsτ
a
ijτ

a
kl

s

t
ln

(
s

|t|

)
ε(t). (4.37)

E para o caso singleto de cor substituindo a Equação (4.36) na Equação (4.34), assim

temos

A(1)(s,t)Fig.4.2,a+b =
16iπ2αs
Nc

(
N2
c − 1

4N2
c

)
δijδkl

s

t
ε(t). (4.38)

4.3 Espalhamento quark-quark via troca de três glúons

Nesta subseção, trataremos do espalhamento qq via troca de três glúons (dois loops).

Começaremos com a correção de vértice, elemento utilizado na construção da “escada”

de glúons (objeto que descreve o Pomeron na QCD), e após isso, daremos seguimento ao

cálculo das próximas correções de laços.

A parametrização dos momenta transversos dos glúons (parametrização de Sudakov) para

o caso do espalhamento em que há troca de três glúons é

k1 = α1p1 + β1p2 + k1⊥ e k2 = α2p1 + β2p2 + k2⊥, (4.39)

onde k1⊥ = (0,k1,0) e k2⊥ = (0,k2,0). As contribuições em LO procedem da cinemática

1� α1 � α2 e 1� |β2| � |β1|. (4.40)
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Nesse regime, a condição de camada de massa para os glúons de sáıda é

α1β2s = −(k1 − k2)2. (4.41)

A conjuntura de que s� −k2
1 e s� −k2

2, implica que

k2
1 ≈ k2

1⊥ = −k2
1 e k2

2 ≈ k2
2⊥ = −k2

2. (4.42)

Além disso, os momenta transversais são todos proporcionais k2
1 ' k2

2 ' q2.

Figura 4.4 - Diagramas com emissões reais de glúons para o processo qq → qqg. Figura extráıda de [8].
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A Figura (4.4), mostra os diagramas com emissões reais de glúons, que serão computados

para obtenção da correção de vértice. Começamos utilizando as regras de Feynman, para

determinar a amplitude de espalhamento da Figura (4.4,a)

iAρFig.4.4,a = −(−2igsp
µ
1)τamj

(
− i

k2
2

)
gsfabc((2k2 − k1)µgνρ

+(2k1 − k2)νgρµ − (k1 + k2)ρgµν)

(
− i

k2
2

)
(−2igsp

ν
2)τ bnl. (4.43)

Cálculando em separado algumas contribuições da Equação (4.43), obtemos

pµ1(k1 + k2)ρgµνpν2 = s[(α1 + α2)pρ1 + (β1 + β2)pρ2 + (kρ1⊥ + kρ2⊥)]/2, (4.44)

pµ1(2k2 − k1)µgνρpρ2 = s(2β2 − β1)pρ2/2, (4.45)

pµ1(2k1 − k2)νgρµpν2 = s(2α1 − α2)pρ1/2. (4.46)

Substituindo as Equações (4.44), (4.45) e (4.46) na Equação (4.43), e impondo a condição

cinemática Equação (4.40), temos que

AρFig.4.4,a = −2ig3
ssfabcτ

a
mjτ

b
nl

1

k2
1k

2
2

(α1p
ρ
1 + β2p

ρ
2 − (kρ1⊥ + kρ2⊥)). (4.47)

Agora, calculando a amplitude de espalhamento para o caso da emissão do glúon da Figura

(4.4,b), via regras de Feynman, obtemos

iAρFig.4.4,b = (−2igsp
ρ
1)τ cj′j

(
i

(p1 − k1 + k2)2

)
(4.48)

×(−2igs)(p
µ
1 − kµ1 + kµ2 )τ bmj′

(
− i

k2
2

)
(−2igsp2µ)τ bnl.

Com a imposição da cinemática da Equação (4.40), sendo que s � −k2
1 e s � −k2

2,

podemos escrever que (p1−k1 +k2)2 ≈ sβ2. Com esse resultado e sabendo que s = 2p1.p2,

a Equação (4.48) fica da forma

AρFig.4.4,b = −4g3
ss(τ

bτ c)mjτ
b
nl

pρ1
β2sk

2
2

. (4.49)

Para o caso da Figura (4.4,c), utilizando as regras de Feynman, obtemos

iAρFig.4.4,c = (−2igsp1µ)τ bj′j

(
− i

k2
2

)
(−2igsp

µ
2) (4.50)

×τ bnl
(

i

(p2 − k2)2

)
(−2igs(p

ρ
1 − kρ2))τ cmj′ .
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Novamente, com a utilização da cinemática Equações (4.40), podemos chegar no resultado

(p1−k2)2 ≈ −sβ2. Com isso é posśıvel manipular os termos da amplitude de espalhamento

e chegar na solução

AρFig.4.4,c = 4g3
ss(τ

cτ b)mjτ
b
nl

pρ1
β2sk

2
2

. (4.51)

O cálculo para os diagramas da Figura (4.4d,e), seguem de forma semelhante aos da

Figura (4.4b,c), e seu resultado é, respectivamente,

AρFig.4.4,d = 4g3
ss(τ

bτ c)mjτ
b
nl

pρ2
α1sk

2
1

, (4.52)

AρFig.4.4,e = 4g3
ss(τ

cτ b)mjτ
b
nl

pρ2
α1sk

2
1

. (4.53)

Por fim, somando todas as Equações (4.47),(4.49),(4.51),(4.52) e (4.53), obtemos

AρFig.4.4,a+b+c+d+e = −2ig3
ssfabcτ

a
mjτ

b
nl

1

k2
1k

2
2

(α1p
ρ
1 + β2p

ρ
2 − (kρ1⊥ + kρ2⊥)) (4.54)

−4g3
ss[τ

b,τ c]τ bnl
pρ2

α1sk
2
1

− 4g3
ss[τ

b,τ c]τ bnl
pρ1

β2sk
2
2

.

Utilizando a propriedade [τ b,τ c] = ifabcτ
a, e manipulando algebricamente, encontramos

para a amplitude, a partir da soma de todos os processos da Figura (4.4), o resultado

AρFig.4.4,a+b+c+d+e = −4ig3
s

pµ1p
µ
2

k2
1k

2
2

τamjτ
b
nlfabcΓ

ρ
µν(k1,k2), (4.55)

onde

Γ ρ
µν(k1,k2) =

2p2µp1ν

s

[(
α1 +

2k2
1

β2s

)
pρ1 +

(
β2 +

2k2
2

α1s

)
pρ2 − (kρ1⊥ + kρ2⊥)

]
(4.56)

é o vértice efetivo de Lipatov. Podemos representá-lo diagramaticamente, como mostrado

na Figura (4.5).

A amplitude de espalhamento da Figura (4.5) é

iAρ(k1, k2)Fig.4.5 = (−2igsp
µ
1)τamj

(
− i

k2
1

)
fabcgsΓ

ρ
µν(k1,k2)

(
− i

k2
2

)
(−2igsp

ν
2)τ bnl. (4.57)

Esse resultado corresponde a mesma cinemática encontrada na Equação (4.55). Dando

continuidade as correções de laços, para o caso da troca do glúon real é dado pelo diagrama

da Figura (4.6)
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Figura 4.5 - Processo qq → qqg com vértice corrigido (Vértice de Lipatov). Figura extráıda de [8].

Figura 4.6 - Contribuição do glúon real para o caso de dois laços. Figura extráıda de [8].

Usando a regra de Cutkosky, escrevemos a parte imaginária da amplitude da Figura (4.6)

como:

ImA(s, t)Fig.4.6 = −gρ%
2

∫
dΠ3Aρ(k1,k2)A%†(k1 − q,k2 − q). (4.58)

O termo −gρ%, representa a soma da helicidade dos glúons intermediários. O espaço de

fase para três corpos é∫
dΠ3 =

1

(2π)5

∫
d4κ1

(2π)3

d4κ2

(2π)3

d4κ3

(2π)3
(4.59)

×δ(κ2
1)δ(κ2

2)δ(κ2
3)(2π)4δ(p1 + p2 + p3 − κ1 − κ2 − κ3).

Usando a integração em κ3 para absorver a conservação da energia e integrando sobre o

momenta dos glúons trocados, temos∫
dΠ3 =

1

(2π)5

∫
d4k1d

4k2δ((p1 − k1)2)δ((p2 + k2)2) + δ((k1 − k2)2). (4.60)
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Com o uso da Equação (4.39), obtemos∫
dΠ3 =

s2

4(2π)5

∫
dα1dα2dβ1dβ2d

2k1d
2k2

× δ(−β1(1− α1)s− k1)δ(α2(1 + β2)s− k2
2)

× δ((α1 − α2)(β1 − β2)s− (k1 − k2)2). (4.61)

Se impormos a condição cinemática Equação (4.40), podemos reescrever a Equação (4.61),

da forma ∫
dΠ3 =

s2

4(2π)5

∫
dα1dα2dβ1dβ2d

2k1d
2k2

× δ(−β1s− k2
1)δ(α2s− k2

2)δ(−α1β2s− (k1 − k2)2). (4.62)

Usando a propriedade δ(ax) = 1
|a|δ(x), obtemos

∫
dΠ3 =

1

4(2π)5s

∫ 1

α2

dα1

α1

∫
d2k1

∫
d2k2

∫ 1

0

dα2δ(α2s− k2
2)

=
1

4(2π)5s

∫ 1

q2/s

dα1

α1

∫
d2k1

∫
d2k2

=
1

4(2π)5s
ln

(
s

|t|

)∫
d2k1

∫
d2k2. (4.63)

O resultado da amplitude de espalhamento do lado direito do corte da Figura (4.6), via

regras de Feynmam é:

iA%†(k1 − q, k2 − q)Fig.4.6 = (−2igsp
µ′

1 )τa
′

im

(
− i

(k1 − q)2

)
(4.64)

×fa′b′cgsΓ %
µ′ν′(−(k1 − q),− (k2 − q))

(
− i

(k2 − q)2

)
(−2igsp

ν′

2 )τ b
′

kn.

O produto da amplitude de espalhamento da Equação (4.57) com a Equação (4.64), resulta

em

Aρ(k1, k2)A%†(k1 − q, k2 − q) = −16g6
s(τ

a′τa)ij(τ
b′τ b)klfabcfa′b′c (4.65)

gρ%Γ
ρ
µν(k1,k2)Γ %

µ′ν′(−(k1 − q),− (k2 − q))
pµ1p

ν
2p
µ′

1 p
ν′
2

k2
1k

2
2(k1 − q)2(k2 − q)2

.
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Com o uso da cinemática das Equações (4.41) e (4.42), a contração dos vértices fica

Γ ρ
µν(k1,k2)Γρµ′ν′(−(k1 − q),− (k2 − q)) = (4.66)

−8p2µp1νp2µ′p1ν′

s2

(
q2 − k2

1(k2 − q)2

(k1 − k2)2
− k2

2(k1 − q)2

(k1 − k2)2

)
.

Colocando a Equação (4.66) em (4.65), nos dá o resultado

Aρ(k1, k2)A%†(k1 − q, k2 − q) = −256α3
sπ

3s2fabcfa′b′c(τ
a′τa)ij(τ

b′τ b)kl

×
[

q2

k2
1k

2
2(k1 − q)2(k2 − q)2

− 1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

− 1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2

]
. (4.67)

Por fim, substituindo a Equação (4.67) e (4.63) em (4.58), temos para a parte imaginária

da amplitude resulta em

ImA(s, t)Fig.4.6 = −2α3
s

π2
fabcfa′b′c(τ

a′τa)ij(τ
b′τ b)kl s ln

(
s

|t|

)∫
d2k1

∫
d2k2 (4.68)

×
[

q2

k2
1k

2
2(k1 − q)2(k2 − q)2

− 1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

− 1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

]
.

A contribuição do canal u é igual e oposta ao do canal s, então com a mudança de τ b ↔ τ b
′
,

e usando ln(−s) = ln(s)− iπ na Equação (4.69), a soma dos dois canais dá

ImA(s, t)Fig.4.6 = −2α3
ss

π2
fabcfa′b′c(τ

a′τa)ij

(
[(τ b

′
,τ b)]klln

(
s

|t|

)
− iπ(τ b

′
τ b)kl

)
×

∫
d2k1

∫
d2k2

[
q2

k2
1k

2
2(k1 − q)2(k2 − q)2

− 1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

− 1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

]
. (4.69)

Agora, vamos nos deter ao cálculo do fator de octeto de cor, temos uma anti-simetria

contida em b e b′, por isso escrevemos que

C(8) =
1

2
(fabcfa′b′c − fab′cfa′bc)(τa

′
τa)ij[τ

b′ ,τ b]kl. (4.70)

Usando a identidade de Jacobi

f123f534 + f325f154 + f425f135 = 0, (4.71)

ficamos com

C(8) =
1

2
faa′cfcbb′(τ

a′τa)ij[τ
b′ ,τ b]kl. (4.72)
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No entanto, também temos uma anti-simetria em a e a′, de modo que podemos escrever

C(8) =
1

4
faa′c((τ

a′τa)ij − (τaτa
′
)ij)fcbb′ [τ

b′ ,τ b]kl

=
1

4
(faa′c[τ

a′ , τa]ij)(fcbb′ [τ
b′ , τ b]kl)

= −1

4
(faa′cfaa′fτ

f
ij)(fcbb′fgbb′τ

g
kl)

= −9

4
δcfδcgτ

f
ijτ

g
kl

= −N
2
c

4
τ cijτ

c
kl. (4.73)

Já para caso singleto de cor,

C(1) =
1

N2
c

(τa
′
τa)ij(τ

b′τ b)klfabcfa′b′c

=
1

N2
c

Tr(τa
′
τa)Tr(τ b

′
τ b)δijδklfabcfa′b′c

=
1

4N2
c

δijδklδa′aδb′bfabcfa′b′c

=
1

4N2
c

δijδklδa′afabcfa′bc

=
1

4Nc

δijδkl(δa′a)
2

=
N2
c − 1

4Nc

δijδkl. (4.74)

Com o uso do resultado das Equações (4.72) e (4.74) na Equação (4.69), chegamos a

conclusão de que a parte imaginária da amplitude de espalhamento octeto de cor e singleto

de cor são, respectivamente,

ImA(8)(s, t)Fig.4.6 =
N2
c α

3
s

2π2
τaijτ

a
kl s ln

(
s

|t|

)∫
d2k1

∫
d2k2 (4.75)

×
[

q2

k2
1k

2
2(k1 − q)2(k2 − q)2

− 1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

− 1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

]
.

e

ImA(1)(s, t)Fig.4.6 = −i2Ncα
3
ss

π

(
N2
c − 1

4N2
c

)
δijδkl

∫
d2k1

∫
d2k2 (4.76)

×
[

q2

k2
1k

2
2(k1 − q)2(k2 − q)2

− 1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

− 1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

]
.

Uma vez que já temos o resultado para a amplitude de espalhamento para o caso em

que a troca de três glúons é real, agora nos deteremos ao cálculo da contribuição virtual.
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Figura 4.7 - Processo qq → qqg contribuição virtual para troca de três glúons. Figura extráıda de [8].

Para esta parcela virtual temos os seguintes diagramas descritos na Figura (4.7). A parte

imaginária da amplitude de espalhamento é descrita de tal maneira:

ImA(s, t)Fig.4.7 =
1

2

∫
dΠ2A(s, k2

2)A†(s, (k2 − q)2) (4.77)

+
1

2

∫
dΠ2A(s, k2

1)A†(s, (k1 − q)2),

onde o produto da amplitude do primeiro termo à direita da Equação (4.77), refere-se ao

da Figura (4.7,a). Suas amplitudes são identificadas em analogia com os cálculos feitos

nas Equações (4.36) e (4.10), da forma

A(s, k2
2) = 8παsτ

b
mjτ

b
nl

s

k2
2

ln

(
s

k2
2

)
ε(k2

2), (4.78)

A†(s, (k2 − q)2) = 8πτa∗miτ
a∗
nk

s

(k2 − q)2
, (4.79)

e o segundo ao da Figura (4.7,b), as amplitudes são descritas pelas equações

A(s, k2
1) = 8παsτ

b
mjτ

b
nl

s

k2
1

ln

(
s

k2
1

)
ε(k2

1), (4.80)

A†(s, (k1 − q)2) = 8πτa∗miτ
a∗
nk

s

(k1 − q)2
, (4.81)
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onde

ε(k2
1) =

Ncαs
4π2

∫
d2k2

k2
1

k2
2(k1 − k2)2

, (4.82)

ε(k2
2) =

Ncαs
4π2

∫
d2k1

k2
2

k2
1(k2 − k1)2

. (4.83)

A parte imaginária da amplitude de espalhamento da Figura (4.7,a), é obtida com a

utilização das Equações (4.23), (4.78), (4.79) e (4.83), assim resultando em

ImA(s, t)Fig.4.7,a = −Ncα
3
s

π2
(τaτ b)ij(τ

aτ b)kl s ln

(
s

|t|

)
(4.84)

×
∫
d2k1

∫
d2k2

1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

.

Já a parte imaginária da amplitude de espalhamento da Figura (4.7,b), é obtida com a

utilização das Equações (4.23), (4.80), (4.81) e (4.82), de forma que temos

ImA(s, t)Fig.4.7,b = −Ncα
3
s

π2
(τaτ b)ij(τ

bτa)kl s ln

(
s

|t|

)
(4.85)

×
∫
d2k1

∫
d2k2

1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

.

Note que foi usado a proposição de que ln(s/k2
1) ' ln(s/k2

2) ' ln(s/|t|).

O uso de ln(−s) = lns− iπ na Equação (4.84), mais sua soma com a Equação (4.85), nos

retorna

ImA(s, t)Fig.4.7,a+b = −Ncα
3
ss

π2
(τaτ b)ij

[
[τa, τ b]klln

(
s

|t|

)
− iπ(τaτ b)kl

]
(4.86)

×
∫
d2k1

∫
d2k2

(
1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

+
1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

)
.

O mesmo cálculo para o fator de octeto de cor foi feito na subseção anterior, e seu valor

é dado pela Equação (4.35), e por fim, obtemos

ImA(8)(s, t)Fig.4.7,a+b = −N
2
c α

3
s

2π2
τaijτ

a
kl s ln

(
s

|t|

)
(4.87)

×
∫
d2k1

∫
d2k2

(
1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

+
1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

)
.

Esse resultado corresponde a contribuição virtual total em LO, na qual três glúons estão

envolvidos no processo de espalhamento em octeto de cor.
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Somando a contribuição real mais virtual, Equações (4.69) e (4.87), resulta em

ImA(8)(s, t)Fig.4.6+Fig.4.7,a+b =
N2
c α

3
s

2π2
τaijτ

a
kl s ln

(
s

|t|

)
(4.88)

×
∫
d2k1

∫
d2k2

q2

k2
1k

2
2(k1 − q)2(k2 − q)2

.

Utilizando as Equações (4.82) e (4.83), mais a relação de dispersão Equação (4.25), escre-

vemos a parte real da Equação (4.88) da forma

A(8)(s, t)Fig.4.6+Fig.4.7,a+b = 4παsτ
a
ijτ

a
kl

s

t
ln2

(
s

|t|

)
ε2(t). (4.89)

Se considerarmos a soma das contribuições das amplitudes em LO já calculadas em octeto

de cor, temos que

A(8)(s, t) = 8παsτ
a
ijτ

a
kl

s

t

(
1 + ln

(
s

|t|

)
ε(t) +

1

2
ln2

(
s

|t|

)
ε2(t) + ...

)
. (4.90)

Supondo que a série se mantém com o cálculo de diagramas com troca de mais de três

glúons, podemos escrever

A(8)(s, t) = 8παsτ
a
ijτ

a
kl

s

t
ln

(
s

|t|

)ε(t)
= 8παsτ

a
ijτ

a
klln

(
s

|t|

)αg
, (4.91)

onde αg = 1 + ε(t) é caracterizada como a trajetória do glúon reggeizado.

No caso de singleto de cor, com contribuição virtual de dois laços, a substituição da

Equação (4.36) na Equação (4.87), fica

ImA(1)(s, t)Fig.4.7,a+b = −iNcα
3
ss

π

(
N2
c − 1

4N2
c

)
δijδkl (4.92)

×
∫
d2k1

∫
d2k2

(
1

k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

+
1

k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

)
.

A soma das Equações (4.76) e (4.91) nos retorna

ImA(1)(s, t)Fig.4.6+Fig.4.7,a+b = −i2Ncα
3
ss

π

(
N2
c − 1

4N2
c

)
δijδkl (4.93)

×
∫
d2k1

∫
d2k2

(
1

2k2
1(k2 − q)2(k1 − k2)2

+
1

2k2
2(k1 − q)2(k1 − k2)2

)
.
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Essa é a contribuição total do espalhamento qq singleto de cor com troca de três glúons.

4.4 Cálculo de diagramas de ordens superiores

Nessa seção, vamos fazer uma generalização, na qual diagramas de ordem superiores são

levados em conta. Com isso queremos construir uma equação, que possa dar um sentido

para o Pomeron na QCD. A maneira mais simples de se conseguir um singleto de cor é com

a troca de dois glúons, mas devido à dinâmica do espalhamento essa simples conversão,

não é eficiente ao ponto de descrever a troca do Pomeron. Uma forma de solucionar

este problema foi determinar a evolução dos glúons em forma de uma “escada“ [6]. A

generalização para diagramas de ordem superior é descrita na cinemática multi-Regge,

onde trabalhamos com ordens dominantes em ln s. A parametrização adotada segue sendo

Figura 4.8 - Parte imaginária da amplitude de espalhamento para o diagrama a ńıvel de árvore. Figura extráıda
de [8].
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a de Sudakov [6], só que agora para i-ésima componente, ou seja,

ki = αip1 + βip2 + ki⊥, i = 1,2,...,n+ 1. (4.94)

Os momenta transversais são de mesma ordem e menores que s

k2
1 ' k2

2...k
2
n ' k2

n+1 ' q2 (4.95)

e se encontra um forte ordenamento dos momenta longitudinais

1� α1 � α2 � ...� αn+1 �
q2

s
(4.96)

1� |βn+1| � ...� |β2| � |β1| �
q2

s
. (4.97)

A amplitude de espalhamento para o lado esquerdo do corte Figura (4.8), pode ser escrita

em generalização da Equação (4.57) por

iAρ1...ρn2→n+2 = (−2igs)p
µ1
1 τ

a1
ij

× gsfa1a2b1Γ
ρ1
µ1ν2

(k1,k2)

(−i
k2

2

)
× gsfa2a3b2Γ

ρ2
µ2ν3

(k2,k3)

(−i
k2

3

)
...

× gsfanan+1bnΓ
ρn
µnνn+1

(kn,kn+1)

( −i
k2
n+1

)
× (−2igs)p

νn+1

2 τ
an+1

kl . (4.98)

Em foma de produtório segue que

Aρ1...ρn2→n+2 = 2is(gs)
n+2τa1ij τ

an+1

kl

i

k2
1

n∏
i=1

[
2pµi1 p

νi+1

2

s
faiai+1biΓ

ρi
µiνi+1

(ki, ki+1)
i

k2
i+1

]
. (4.99)

A generalização das contrações do vértice de Lipatov é

Γ ρn
µnνn+1

(kn,kn+1) =
2p2µp1νn+1

s

[(
αn +

2k2
n

βns

)
pρ1

+

(
βn+1 +

2k2
n+1

αns

)
pρ2 − (kρn⊥ + kρn+1⊥)

]
. (4.100)

A Equação (4.98) nos fornece somente a amplitude de espalhamento ńıvel árvore, não

levando em conta as correções radiativas. Estas correções vão ser calculadas mediante
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uma transformação de calibre em LO, cuja mudança em todas as ordens em αs, vai

modificar o propagador do glúon no canal t, assim

−i
k2
i

→ −i
k2
i

(−si
k2
i

)ε(k2i )

' −i
k2
i

(
αi−1

αi

)ε(k2i )

, (4.101)

onde

si = (ki+1 − ki+1)2 ' αi−1

αi
(ki − ki+1)2. (4.102)

Da Equação (4.101) podemos generalizar a energia de centro de massa da i-ésima seção

de escada, ou seja,

ε(k2
i ) =

Ncαs
4π2

∫
d2κ

−k2
i

κ2(κ− ki)2
. (4.103)

O propagador do glúon no calibre de Feynman é dado por:

Dµν(si,k
2
i ) = −igµν

k2
i

(
s

k2

)ε(k2i )

. (4.104)

Um glúon com este propagador é chamado de glúon reggeizado. A substituição de glúons

nas linhas verticais, por glúons reggeizados equivale a considerar as correções radiativas

virtuais. O diagrama da Figura (4.8) apresenta uma mudança realizadas nas linhas verti-

cais utilizando glúons reggeizados. Eles são representados por asteriscos e sua trajetória

é dada pela função α(t) = 1 + ε(t). Para obtermos a amplitude de espalhamento para

n glúons, cujo resultado agrega as correções radiativas virtuais, basta substituirmos a

Equação (4.101) em (4.98), assim temos:

iAρ1...ρn2→n+2 = (−2igsp
µ1
1 )τa1ij

(
i

k2
1

)(
1

α1

)ε(k21)

× gsfa1a2b1Γ
ρ1
µ1ν2

(k1,k2)

(
i

k2
2

)(
α1

α2

)ε(k22)

× gsfa2a3b2Γ
ρ2
µ2ν3

(k2,k3)

(
i

k2
3

)(
α2

α3

)ε(k23)

...

× gsfanan+1bnΓ
ρn
µnνn+1

(kn,kn+1)

( −i
k2
n+1

)(
α1

α2

)ε(k2n)

× (−2igsp
νn+1

2 )τ
an+1

kl . (4.105)
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A qual é equivalente a escrever

Aρ1...ρn2→n+2 = 2is(gs)
n+2τa1ij τ

an+1

kl

i

k2
1

(
1

α1

)ε(k21) n∏
i=1

[
2pµi1 p

νi+1

2

s
faiai+1bi

× Γ ρi
µiνi+1

(ki, ki+1)
i

k2
i+1

(
αi
αi+1

)ε(k2i+1)
]
. (4.106)

Por comparação à equação anterior, podemos escrever a amplitude de espalhamento do

lado direito da Figura (4.8) como

A%1...%n2→n+2 = 2is(gs)
n+2τ

a′1
ij τ

a′n+1

kl

i

(k1 − q)2

(
1

α1

)ε(k21−q) n∏
i=1

[
2p

µ′i
1 p

ν′i+1

2

s
fa′ia′i+1bi

× Γ %i
µiνi+1

(−(ki − q),−(ki+1 − q))
−i

(ki+1 − q)2

(
αi
αi+1

)ε(k2i+1−q)
]
. (4.107)

A parte imaginária da amplitude de espalhamento elástica qq com troca de uma ”escada”

de glúons, nas quais as linhas verticais são glúons reggeizados é obtida através da relação

de unitariedade da matriz S, ou seja,

ImA(s,t) =
(−1)n

2
gρ1%1 ...gρn%n

∫
dΠn+2Aρ1...ρn2→n+2(k1,...,kn)

×A%1...%n†2→n+2(k1 − q,...,kn − q). (4.108)

Levando em conta a helicidade dos glúons intermediários, temos a contração dos vértices

de Lipatov. Seu resultado é

Γ ρ
µν(ki,ki+1)Γρµ′ν′(−(ki − q),− (ki+1 − q)) = (4.109)

−8p2µip1νi+1
p2µ

′
i
p1ν

′
i+1

s2

(
q2 − k2

i (ki+1 − q)2

(ki − ki+1)2
− k2

i+1(ki − q)2

(ki − ki+1)2

)
Por conveniência escrevemos

Γ ρ
µν(ki,ki+1)Γρµ′ν′(−(ki − q),− (ki+1 − q))

≡
−8p2µip1νi+1

p2µ
′
i
p1ν

′
i+1

s2
K(ki,ki+1). (4.110)
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Substituindo as Equações (4.106) e (4.107) na Equação (4.108), ficamos com

ImA(s,t) =
∞∑
n=0

2s2g2n+4
s τa1ij τ

an+1

kl τ
a′1
ij τ

a′n+1

kl

∫
dΠn+2

1

k2
1(k1 − q)2

×
(

1

α1

)ε(k21)+ε((k1−q)2) n∏
i=1

[
(−2)

k2
i+1(ki+1 − q)2

faiai+1bifa′ia′i+1bi

× K(ki,ki+1)

(
αi
αi+1

)ε(k2i+1)+ε((ki+1−q)2)
]
. (4.111)

A fórmula geral do espaço de fase (n+ 2) corpos, é descrito por:

dΠn+2 =
sn+1

2n+1(2π)3n+2

∫ n+1∏
i=1

dαidβid
2ki (4.112)

× δ(−βi(1− αi)s− k2
1)δ(αn+1(1 + βn+1)s− k2

n+1)

×
n∏
j=1

δ(αj − αj+1)(βj − βj+1)s− (kj − kj+1)2.

Utilizando a cinemática multi-Regge, dadas pelas Equações (4.96) e (4.97) e integrando

em relação a βi, temos:

dΠn+2 =
1

2n+1(2π)3n+2

n∏
i=1

∫ 1

αi+1

dαi
αi

∫ 1

0

dαn+1

n+1∏
j=1

∫
d2kjδ(αn+1s− k2). (4.113)

Quando substitúımos a Equação (4.113) na Equação (4.111), ficamos com uma integral

do tipo

f(s) = k2
n∏
i=1

∫ 1

αi+1

dαi
αi
fi

(
αi+1

αi

)
δ(αn+1s− k), (4.114)

na qual α0 = 1 e αn+1 = 0. Com a utilização da transformada de Mellin, obtemos

f(w) = k2

∫ ∞
1

d

(
s

k2

)(
s

k2

)−w−1 n∏
i=1

∫ 1

αi+1

dαi
αi
fi

(
αi+1

αi

)
δ(αn+1s− k). (4.115)

Absorvendo a integral em s/k com a função delta, temos

f(w) =
n∏
i=1

∫ 1

αi+1

dαi
αi
fi

(
αi+1

αi

)
αwn . (4.116)
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Fazendo a mudança da variáveis

ξ =
αi+1

αi
, (4.117)

e sabendo que αn = ξ1ξ2...ξn, a Equação (4.116) fica

f(w) =
n∏
i=1

∫ 1

αi+1

dξiξ
w−1
i fi

(
1

ξi

)
. (4.118)

O fator de octeto de cor é dado por

C(8) = −τa1ij τan+1

kl τ
a′1
ij τ

a′n+1

kl faiai+1bifa′ia′i+1bi

=

(
Nc

2

)n
Nc

2
τaijτ

a
kl. (4.119)

Com a substituição do espaço de fase na Equação (4.111) e a utilização da transformada

de Mellin e sabendo que o fator de octeto de cor é dado pela Equação (4.119), podemos

escrever

f (8)(w,q2) = 4Nc(παs)
2τaijτ

a
kl

∫
d2k

(2π)2

F (8)(w,k,q)

k2(k− q)2
, (4.120)

onde a função F (8)(w,k,q) satisfaz a equação integral

[w − ε(−k2)− ε(−(k− q)2)]F (8)(w,k,q) (4.121)

= 1− Ncαs
4π2

∫
d2k

K(k,κ)

κ2(κ− q)2
F (8)(w,κ,q).

A direita de (4.121) representa as contribuições radiativas reais. Já à esquerda temos os

termos de ε responsáveis pelas correções radioativas virtuais. Comparando K(k,κ) com

a Equação (4.66), obtemos

K(k,κ) = q− k2(κ− q)2

(k− κ)2
− κ2(k− q)2

(k− κ)2 . (4.122)

As expressões expĺıcitas para os glúons reggeizados podem ser escritas como

ε(−k2) = −Ncαs
4π2

∫
d2κ

k2

κ2(k− κ)2
, (4.123)

ε((−k− q)2) = −Ncαs
4π2

∫
d2κ

(k− q)2

(κ− q)2(k− κ)2
. (4.124)
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Próximo passo a ser tomado é substituir as Equações (4.122), (4.123) e (4.124) em (4.121).

Com essa mudança, as contribuições radiativas virtuais desaparecem, portanto ficamos

com

wF (8)(w,k,q) = 1− Ncαs
4π2

∫
d2k

q2

κ2(κ− q)2
F (8)(w,κ,q), (4.125)

onde

ε(−q2) = −Ncαs
4π2

∫
d2k

q2

κ2(κ− q)2
. (4.126)

Assim (4.125) pode ser reescrita como uma função independente de k

F (8)(w,q) =
1

w − ε(−q2)
. (4.127)

Portanto, da Equação (4.121), podemos escrever

f (8)(w,q2) = 4π2αsτ
a
ijτ

a
kl

ε(−q2)

q2

1

w − ε(−q2)
. (4.128)

Para obter a parte imaginária da amplitude de espalhamento octeto de cor, basta substi-

tuir a Equação (4.128) na transformada inversa de Mellin (A.13), assim temos

ImA(8)(s,t) =
4π2αsτ

a
ijτ

a
klε(t)

2πi

(
s

|t|

)∫ c+i∞

c−i∞
dw
(s
t

)w 1

w − ε(t) . (4.129)

A fim de calcular a função integral da Equação (6.9), utilizamos o teorema dos reśıduos [43]

ImA(8)(s,t) =
4π2αsτ

a
ijτ

a
klε(t)

2πi

(
s

|t|

)[
2πi lim

w→ε(t)

(
s

|t|

)w
(w − ε(t)) 1

w − ε(t)

]
= 4π2αsτ

a
ijτ

a
klε(t)

(
s

|t|

)1+ε(t)

. (4.130)

A amplitude de espalhamento total do sistema, é obtida utilizando a relação de dispersão

descrita na Equação (4.25), assim

A(8)(s,t) = 4παsτ
a
ijτ

a
kl

(s
t

)αg(t)

, (4.131)
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onde αg(t) = 1+ε(t) é a trajetória do glúon reggeizado que surge devido ao anzatz (4.101).

Somando as contribuições do canal u, usando u ' −s, temos

A(8)(s,t) = 4παsτ
a
ijτ

a
kl

[(s
t

)αg(t)

−
(
−s
t

)αg(t)
]

= 4παsτ
a
ijτ

a
kl

[
1− e−iπαg(t)

] (s
t

)α(t)

. (4.132)

Quando αg(t) ' 1, podemos aproximar a Equação (4.132), por

A(8)(s,t) = 8παsτ
a
ijτ

a
kl

(s
t

)α(t)

. (4.133)

que é a amplitude de espalhamento total de octeto de cor em todas as contribuições

perturbativas, idêntica ao resultado já encontrado em (4.91).

4.5 A Equação BFKL

Para chegar no resultado da equação BFKL, precisamos ter um objeto singleto de cor. O

cálculo do valor do fator de cor para o espalhamento da Figura (4.8) é dado por

C(1) = τa1ij τ
an+1

kl τ
a′1
ij τ

a′n+1

kl faiai+1bifa′ia′i+1bi

= (Nc)
nN

2
c − 1

4N2
c

δijδkl. (4.134)

O cálculo da parte singleto de cor é semelhante ao da parte octeto só muda o fator de

cor, assim podemos escrever

f (1)(w,q2) = 8(π2αs)
2N

2
c − 1

4N2
c

δijδkl

∫
d2k

(2π2)
F (1)(w,k,q), (4.135)

de modo que

[w − ε(−k2)− ε(−(k− q)2)]F (1)(w,k,q) (4.136)

= 1− 2αsNc

4π2

∫
d2k

K(k,κ)

κ2(κ− q)2
F (1)(w,κ,q).

Introduzindo uma função F (w,k,k′,q), que se relaciona com F (1)(w,k,q) através de

F (1)(w,k,q) =

∫
d2k′

k′2
F (w,k,k′,q), (4.137)
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desta forma a Equação (4.136), pode ser reescrita como

[w − ε(−k2)− ε(−(k− q)2)]F (w,k,k′q) (4.138)

= δ(k− k′)− 2αsNc

4π2

∫
d2k

K(k,κ)

κ2(κ− q)2
F (w,κ,k′q).

A solução da equação BFKL no caso singleto é mais complicada do que no octeto, pois não

ocorre nenhum cancelamento das correções radiativas virtuais e reais. Para solucioná-la,

modificamos os integrando das equações (4.123) e (4.124), da forma∫
d2κ

κ2(k− κ)2
= 2

∫
d2κ

(k− κ)2[κ2 + (k− κ)2]
(4.139)

e ∫
d2κ

(κ− q)2(k− κ)2
= 2

∫
d2κ

(k− κ)2[(κ− q)2 + (k− κ)2]
, (4.140)

sendo assim da Equação (4.138), temos

wF (w,k,k′,q) = δ(k− k′) +
Ncαs
2π2

∫
d2κ

[ −q2

(κ− q)2
F (w,k,k′,q)

+
1

(κ− k)2

(
F (w,κ,k′,q)− k2F (w,k,k′,q)

κ2 + (k− κ)2

)
+

1

(κ− k)2

×
(

(k− q)2κ2F (w,κ,k′,q)

(κ− q)2k2 − (k− q)2F (w,k,k′,q)

(κ− q)2 + (k− κ)2

)]
. (4.141)

Finalmente, obtivemos a equação BFKL para troca de singleto de cor. Desta equação

podemos tirar algumas conclusões, por exemplo se tomarmos o limite de κ2 → ∞ e

k2 → ∞ ela é finita na região ultravioleta. Além disso, na medida em que acontece o

comportamento infravermelho, temos que para κ → 0 e k = κ esta equação é regular.

Podemos observar da aplicação desta última condição, que os termos que se encontram em

colchetes se cancelam, devido a isso eliminamos a divergência que ocorre no fator 1
(κ−k)2

.

Agora se a condição de que κ→ 0 é imposta, divergências infravermelhas aparecem devido

aos termos relacionados com os glúons virtuais [13].

Da Equação (4.141), podemos inferir a condição de momentum transferido nulo, ou seja,

(q = 0),

wF (w,k,k′,0) = δ2(k− k′) +
Ncαs
π2

∫
d2κ

(k− κ)2
(4.142)

×
[
F (w,κ,k′,0)− k2

κ2 + (k− κ)2
F (w,k,k′,0)

]
.
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O núcleo da BFKL é

K(k,κ) = 2ε(−k2)δ2(k− κ) +
Ncαs
π2

1

(k− κ)2
. (4.143)

De (4.143), temos que o primeiro termo representa as condições radioativas virtuais e o

segundo termo as correções radioativas reais. Conhecido o núcleo da BFKL a Equação

(4.142), pode ser reescrita como

wF (w,k,k′,0) = δ2(k− k′) +

∫
d2κK(k,κ)F (w,κ,k′, 0). (4.144)

Além disso, podemos reescrever a equação BFKL em termos de uma equação integro-

diferencial em relação à rapidez ln(s/k2), para isso contamos com o aux́ılio da propriedade

[8]

∂F (s,k,k′,0)

∂ ln(s/k2)
=

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
dw

(
s

k2

)w
wF (w,k,k’, 0). (4.145)

Com a substituição da Equação (4.144) na Equação (4.145), chegamos ao resultado

∂F (s,k,k′,0)

∂ ln(s/k2)
=
Ncαs
π2

∫
d2κ

(k− κ)2
(4.146)

×
[
F (s,κ,k′,0)− k2

κ2 + (k− κ)2
F (s,k,k′,0)

]
.

Até agora apresentamos de forma genérica a equação BFKL. Dedicaremos a próxima seção

a sua solução para o caso de zero momentum transferido.

4.6 Solução da equação BFKL para t = 0

Na solução da equação BFKL para t = 0 representamos a Equação (4.144) pela seguinte

expressão

wF (w,k,k′, 0) = I +K⊗F (w,k,k′, 0). (4.147)

Comparando a Equação (4.142) com a Equação (4.147) é fácil observar que

K⊗F (w,k,k′, 0) =
Ncαs
π2

∫
d2κ

(k− κ)2

×
[
F (w,κ,k′, 0)− k2

κ2 + (k− κ)2
F (w,k,k′, 0)

]
. (4.148)

66



A Equação (4.148), pode ser identificada como uma função de Green, desde que o operador

K admita um conjunto de autofunções Φα, ou seja, um conjunto de funções Φα e escalares

wα, tais que

K ⊗ Φα = wαΦα, (4.149)

onde o ı́ndice α representa um rótulo que pode ser discreto e/ou cont́ınuo. Além disso,

temos que Φα obedece a seguinte relação de completeza∑
α

Φα(k)Φ∗α(k′) = δ2(k− k′). (4.150)

Finalmente utilizando as Equações (4.149) e (4.150) em (4.147), obtemos a solução da

função de Green

F (w,k,k′, 0) =
∑
α

Φα(k)Φ∗α(k′)

w − wα
, (4.151)

sendo que a soma em α representa uma integral sobre as variáveis cont́ınuas. Com o

objetivo de facilitar os passos seguintes, identificaremos na Equação, (4.148) que Φα(k) ≡
F (w,k,k′, 0) e Φα(κ) ≡ F (w,κ,k′, 0), assim ficamos com

K ⊗ Φα(k) ≡ Ncαs
π2

∫
d2κ

(k− κ)2

[
Φα(κ)− k2Φα(k)

κ2 + (k− κ)2

]
. (4.152)

Uma vez que k é um vetor no espaço bidimensional podemos escrever a Equação (5.61),

usando variáveis polares descritas por k ≡ (|k|,ϑ) e κ ≡ (|κ|,ϕ), ou seja,

K ⊗ Φα(k) ≡ Ncαs
2π2

∫ ∞
0

dκ2

∫ 2π

0

dϕ
1

(k− κ)2

[
Φα(|κ|,ϕ)− k2Φα(|k|,ϑ)

κ2 + (k− κ)2

]
, (4.153)

onde d2κ = 1
2
dκ2dϕ.

Para encontrar as autofunções do núcleo da BFKL, escrevemos Φα(|k|,ϑ) em série de

Fourier em ϑ, e, logo após, integramos a função em relação a esse ângulo. Ao realizar

esse procedimento, nota-se que os coeficientes dependentes de |κ|, comportam-se com

potência em k2, isso se deve ao fato de que o núcleo da BFKL é adimensional e para

regularizar a dimensão esse argumento com potência deve ser imposto. Uma revisão mais

detalhada desse cálculo pode ser encontrada [6]. Além disso, outra imposição deve ser

levada em conta, a de que a autofunção obedeça a relação de completeza (4.150), e para

que isso ocorra a função de potência deve ter a forma (k2)γ−1 e ser multiplicada por uma
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exponencial complexa com número inteiro vezes o ângulo azimutal, assim obtemos que

Φn,ν(|k|,ϑ) =
1

π
√

2
(k2)−

1
2

+iνeinϑ, (4.154)

onde foi usado que γ = 1
2

+ iν, com ν real. Esse fator γ é definido como um número

complexo arbitrário, similar à dimensão anômala da Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-

Parisi (DGLAP) [44–46].

A Equação (4.154) é normalizada de modo a satisfazer a∫
d2kΦn,ν(k)Φ∗n′,ν′(k) = δnn′δ(ν − ν ′). (4.155)

Substituindo a Equação (4.154) na Equação (4.149) com α → (n,ν), encontramos uma

expressão para os autovalores

wn(ν) =
Ncαs
2π2

∫ ∞
0

dκ2

∫ 2π

0

dϕ
1

(k− κ)2

×
[(

κ2

k2

)− 1
2

+iν

ein(ϕ−ϑ) − k2

κ2 + (k− κ)2

]
. (4.156)

O segundo termo da Equação (4.156), à direita da igualdade, pode ser rearranjado de

forma que ficamos com

wn(ν) =
Ncαs
2π2

∫ ∞
0

dκ2

∫ 2π

0

dϕ

[
1

(k− κ)2

(
κ2

k2

)− 1
2

+iν

ein(ϕ−ϑ) (4.157)

−
(

k2

κ2

)[
1

(k− κ)2
− 1

κ2 + (k− κ)2

] ]
.

Para o cálculo da integral (4.157), em relação a ϕ , primeiramente substitúımos no primeiro

termo ei(ϕ−ϑ) = z, e após, utilizamos teorema dos reśıduos. O resultado desse cálculo pode

ser escrito como

wn(ν) =
αsNc

π

∫ k2

0

dκ2

 1

k2 − κ2

(
κ2

k2

) |n|−1
2

+iν

− k2

κ2(k2 − κ2)
+

k2

κ2
√

4κ4 + k4


+

∫ ∞
k2

dκ2

 1

κ2 − k2

(
k2

κ2

) |n|+1
2
−iν

− k2

κ2(κ2 − k2)
+

k2

κ2
√

4κ4 + k4

 . (4.158)
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Agora, fazemos a seguinte substituição a = κ2/k2 na primeira integral e a = k2/κ2 na

segunda, ficamos com

wn(ν) =
αsNc

π

[ ∫ 1

0

da

[
a
|n|−1

2
+iν − 1

1− a +
a
|n|−1

2
−iν − 1

1− a

]
(4.159)

−
∫ 1

0

da

(
1

a
− 1

a
√

1 + 4a2

)
+

∫ 1

0

da√
4 + a2

]
.

O resultado do termo entre parênteses e a última integral de (4.159) tem o mesmo valor,

sendo que sua soma se anula, os dois termos restantes são calculados através da com-

paração com a função digama [47], representada por

Ψ(z) ≡ d ln Γ(z)

dz
=

∫ 1

0

da
az−1 − 1

a− 1
+ Ψ(1), Re(z) > 0. (4.160)

Portanto, o resultado do autovalor vai ser

wn(ν) =
αsNc

π
Re

[
2Ψ(1)−Ψ

( |n|+ 1

2
+ iν

)
−Ψ

( |n|+ 1

2
− iν

)]
, (4.161)

em que Ψ(1) = −γE. A quantidade γE é a constante de Euler (γE = 0,577215...).

Sabendo que as autofunções tem a forma descrita na Equação (4.154), e escrevendo que

wn(ν) = ᾱsχn(ν), podemos reescrever a Equação (4.151) como

F (w,k,k′,0) =
1

2π2(k2k′2)
1
2

∞∑
n=0

ein(ϑ−ϑ′)
∫ +∞

−∞
dν

eiν ln(k2/k′2)

w − αsχn(ν)
, (4.162)

onde ϑ e ϑ′ são os ângulos entre k e k′ e algum eixo arbitrário do plano transversal.

Na equação (4.162) se ν é uma variável cont́ınua, não é posśıvel obter um polo isolado

na transformada de Mellin que possa ser associado com a intercepto do Pomeron. O

comportamento de ln(s) em ordem dominante de F (s, k, k′,0) é determinada pela sua

singularidade mais à direita da transformada de Mellin de F (w, k, k′,0) sobre o eixo real

de w, ou seja, a singularidade com maior parte real no plano w. Esse comportamento

pode ser visto na Figura (4.9). Uma vez que a função χn(ν) diminui com a elevação de

de n, impomos o caso de n = 0. Assim da Equação (4.162), temos

F (w,k,k′,0) =
1

2π(k2k′2)
1
2

∫ +∞

−∞
dν
eiν ln(k2/k′2)

w − w0(ν)
. (4.163)
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A função (4.161) tem um máximo em ν = 0, e, ao expandir em torno desse ponto teremos

w0(ν) =
Ncαs
π

(4 ln 2− 14ζ(3)ν2 + ...), (4.164)

onde ζ(z) representa a função zeta de Riemann, cujo valor de ζ(3) ' 1,202. A Equação

(4.164) pode ser reescrita como

w0(ν) = λ− λ′ν2. (4.165)

Neste caso, assumimos que as constantes seguem os valores λ = Ncαs
π

4 ln 2 e λ′ =
Ncαs
π

14ζ(3). Agora, substitúımos a Equação (4.165) na Equação (4.163), obtemos que

F (w,k,k′,0) =
1

2π(k2k′2)
1
2

∫ +∞

−∞
dν

eiν ln(k2/k′2)

w − λ+ λ′ν2
. (4.166)

Usando teorema dos reśıduos para o cálculo da integral em (4.166), temos o seguinte

resultado

F (w,k,k′,0) ∝ 1√
w − λ

, (4.167)

que mostra a existência de um ponto de ramificação em w = λ. Para o caso de Nc = 3 e

αs ' 0,2, temos que λ assume o valor de aproximadamente 0,5. O corte no plano complexo

de w, está expresso graficamente na Figura (4.9).

Figura 4.9 - Gráfico da singularidade (corte com ponto de ramificação em λ) da equação BFKL representada
pela Equação (4.167). Figura do autor.

Próximo passo é obter a dependência em s da amplitude de singleto de cor, para isso
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vamos efetuar a transformada inversa de Mellin da função F (w,k,k′,0), que seria fazer

F (s,k,k′,0) =
1

2πi

∮
C

dw

(
s

k2

)w
F (w,k,k′,0) (4.168)

=
1

2πi

1

2π(k2k′2)
1
2

∫ +∞

−∞
dνeiν ln(k2/k′2)

∮
C

dw

(
s
k2

)w
w − w0(ν)

.

O contorno C está à direita de todas as singularidades do plano complexo de w de

F (w,k,k′,0). A integração em relação a w pode ser realizada via teorema dos reśıduos [43].

Portanto, no limite de w → w0(ν), ficamos com

F (s,k,k′,0) =
1

2π(k2k′2)
1
2

∫ +∞

−∞
dνeiν ln(k2/k′2)

(
s

k2

)λ−λ′ν2
(4.169)

=
1

2π(k2k′2)
1
2

( s
k

)λ ∫ +∞

−∞
dν exp

[
−λ′ν2 ln

(
s

k2

)
+ iν ln

(
k2

k′2

)]
.

Já a integral em ν tem a forma
∫ +∞
−∞ dxe−ax

2+ibx =
√

π
a
e−

b2

4a encontrada em [47], assim

obtemos que

F (s,k,k′,0) =
1√

2π3λ′k2k′2
1√

ln s/k2

(
s

k2

)λ
exp

− ln2
(

k2

k′2

)
4λ′ ln

(
s
k2

)
. (4.170)

Esta equação representa a solução LO do Pomeron da equação BFKL. O termo 1√
ln s

surge

do fato da transformada de Mellin conter no plano w um corte em vez de um polo. Além

disso, por identificação, a quantidade

αduro
P (0) = 1 + λ = 1 +

Ncαs
π

4 ln 2, (4.171)

representa a intercepto do Pomeron na QCD perturbativa, conhecida como BFKL Po-

meron. Ao impormos um valor arbitrário αs ' 0,2, temos que αduro
P (0) − 1 ' 0,5 é um

valor muito maior do que o encontrado na intercepto do Pomeron suave ligado a teoria

de Regge, cujo resultado aproximado é αsuave
P (0)− 1 ' 0,1.

4.7 Equação BFKL em DIS

O espalhamento profundamente inelástico (Deep Inelastic Scattering, DIS ) é, atualmente,

utilizado para analisar a estrutura interna dos hádrons, para uma revisão [1, 8]. Neste

regime de espalhamento, definimos novas variáveis cinemáticas. Uma delas, é o x-Bjorken,

representada pela relação x ≈ Q2/s, onde Q2 é a virtualidade (responsável pela resolução).
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Uma vez que imposta essa relação na Equação (4.146), não temos v́ınculo do ângulo

azimutal entre k e κ. Este fato, nos dá a possibilidade de calcular a integral angular

separadamente [11]. Com ajuda das integrais (A.10) e (A.11) encontradas no apêndice A,

obtemos que

∂F (y,k,k′,0)

∂y
=
Ncαs
π

∫ ∞
0

dκ2

κ2
k2

[
F (y,κ,k′,0)− F (y,k,k′,0)

|k2 − κ2| +
F (y,k,k′, 0)√

4κ4 + k4

]
, (4.172)

onde y é a rapidez definida por y = ln(1/x). Uma vez que a função de estrutura do

glúon [8] é dada por

f(y,k) =
1

(2π)3

∫
d2k′

k′2
φp(k

′)k2F (y,k,k′,0), (4.173)

no qual φp(k
′) tem o papel de fator de impacto. Da Equação (4.172), encontramos

∂f(y,k)

∂y
= ᾱs

∫ ∞
0

dκ2

κ2
k2

[
f(y,κ)− f(y,k)

|k2 − κ2| +
f(y,k)√
4κ4 + k4

]
, (4.174)

onde ᾱs = Ncαs/π. A Equação (4.174) é escrita de forma equivalente a

∂f(y,k)

∂y
≡ ᾱsχ(γ)⊗ f(y,k). (4.175)

Se as funções de estrutura tem a forma de

f(y,k) = (k2)γ−1 e f(y,κ) = (κ2)γ−1, (4.176)

ao efetuar o cálculo do autovalor, semelhante a da seção anterior, chegamos na seguinte

equação integral

χ(γ) =

∫ k2

0

dκ2

(
1

k2 − κ2

(
κ2

k2

)γ−1

− k2

κ2(k2 − κ2)
+

k2

κ2
√

4κ4 + k4

)

+

∫ ∞
k2

dκ2

(
1

κ2 − k2

(
k2

κ2

)−γ+1

− k2

κ2(κ2 − k2)
+

k2

κ2
√

4κ4 + k4

)
. (4.177)

Para resolvê-la atribúımos a mudança de variável a = κ2/k2 na primeira integral e
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a = k2/κ2 na segunda, ficando com

χ(γ) = −
∫ 1

0

da

(
aγ−1 − 1

1− a − 1− a−γ
1− a

)
+

[
−
∫ 1

0

da

(
1

a
− 1

a
√

1 + 4a2

)
+

∫ 1

0

da√
4 + a2

]
. (4.178)

O termo que se encontra entre parênteses se anula. As integrais restantes de (4.178),

podem ser comparadas com as funções digama [47]

ψ(z) =

∫ 1

0

da
az−1 − 1

a− 1
+ ψ(1) e ψ(1− z) =

∫ 1

0

da
1− a−z
1− a + ψ(1). (4.179)

Portanto, tenmos

χ(γ) = 2ψ(1)− ψ(γ)− ψ(1− γ). (4.180)

Para resolver a Equação (4.175), primeiramente fazemos a transformada de Mellin em

relação a k, na qual introduziremos uma variável k0 com a finalidade de regularizar a

dimensão. Assim ficamos com

f̃(y,γ) =

∫ ∞
1

dk2

k2

(
k2

k2
0

)−γ
f(y,k). (4.181)

Sustituindo a Equação (4.175) na Equação (4.181), obtemos

∂f̃(y,γ)

∂y
= ᾱsχ(γ)f̃(y, γ). (4.182)

Agora aplicaremos a transformada de Laplace da derivada, ou seja,

L
{
∂f̃(y,γ)

∂y

}
= wL

{
f̃(y,γ)

}
− f̃(0, γ),

ᾱsχ(γ)L
{
f̃(y,γ)

}
= wL

{
f̃(y,γ)

}
− f̃(0, γ),

ᾱsχ(γ)F (w, γ) = wF (w, γ)− f̃(0, γ),

que tem solução

F (w,γ) =
f̃(0,γ)

w − ᾱsχ(γ)
. (4.183)

Veremos a seguir que a função χ(γ) tem um mı́nimo em γ = 1/2, o que de fato, para grande

y nos torna posśıvel utilização da técnica de ponto de sela. No entanto, para encontrar
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uma equação integral que dependa tanto da rapidez y, quanto do coeficiente de difusão r,

necessitamos adotarmos o uso das transformadas, tanto a de Mellin quanto a de Laplace

com o propósito de encontrar a função de Green que satisfaça a equação diferencial em

relação a essas variáveis. Temos dependência em r e y, fazendo a transformada de Laplace

de f(y, r) em relação a r, portanto

f̃(y,γ) =

∫ +∞

−∞
dre−γrf(y,r), (4.184)

onde r = ln(k2/k2
0). A transformada de Laplace de f(y,r) em relação a y, pode ser escrita

como

f̃(w,r) =

∫ ∞
0

dye−wyf(y,r). (4.185)

E por fim, definimos a transformada de Laplace de f̃(y,γ) em relação a y, que é

F (w, γ) =

∫ ∞
0

dye−wyf̃(y,γ). (4.186)

A transformada de Mellin em relação variável k, está definida na região 0 < Re(γ) < 1.

Neste intervalo a função γ tem um mı́nimo em γ = 1/2. A existência desse ponto cŕıtico

nos dá a liberdade de impor que existe uma função na qual sua derivada primeira o

originou. Essa função é descrita por

R(γ) =

∫
dγ′χ̃(γ′) = 2ψ(1)γ − ln

[
Γ(γ)

Γ(1− γ)

]
. (4.187)

O comportamento de R(γ) e L̃(γ) pode ser observado no gráfico da Figura (4.10)

Figura 4.10 - Gráfico das funções χ(γ) Equação (4.180) em azul e R(γ) Equação (4.187) em vermelho. Figura
do autor.
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A fim de avaliar as singularidades no plano complexo, efetuamos a transformada inversa

de Mellin da Equação (4.184) e (4.186), que resulta, respectivamente, em

f(y,r) =
1

2πi

∫ d+i∞

d−i∞
dγeγrf̃(y,γ) (4.188)

e

f̃(y,γ) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
dwewyF (w,γ). (4.189)

A solução da equação BFKL em termos da função de Green com condição de contorno

y = 0 é dada por

f(y,r) =

∫ +∞

−∞
dr0f̃(0, r0)G(y,r, r0). (4.190)

Para solucionar a Equação (4.190), substitúımos as Equações (4.183) e (4.189) na Equação

(4.188) e impomos que c = d = 1/2, o que nos retorna

f(y,r) =

(
1

2πi

)2 ∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγdweγr+yw
f̃(0,γ)

w − ᾱsχ(γ)
. (4.191)

Na Equação (4.191) temos uma singularidade em w = ᾱsχ(γ), então pelo teorema dos

reśıduos no limite de w → ᾱsχ(γ), ficamos com

f(y,r) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγeγr+yᾱsχ(γ)f̃(0,γ). (4.192)

Fazendo a transformada de Laplace de f̃(0,r0), em relação a r0, obtemos

f̃(0,γ) =

∫ ∞
−∞

dr0e
−γr0 f̃(0,r0). (4.193)

Substituindo essa transformada na Equação (4.192), temos que

f(y,r) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγ

∫ ∞
−∞

dr0e
γ(r−r0)+yᾱsχ(γ)f̃(0,r0). (4.194)

Por identificação de (4.190) a função tem Green tem a forma:

G(y,r,r0) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγeγ(r−r0)+yᾱsχ(γ). (4.195)

75



Adotaremos que r0 = 0, então

G(y,r) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγeγr+yᾱsχ(γ). (4.196)

Para o cálculo da integral da Equação (4.196), utilizamos o método de ponto de sela

( veja Apêndice A.1). Esse método exige que conheçamos a expansão da função em relação

ao ponto cŕıtico, para nosso caso, ele assume o valor de γ = 1/2. Portanto, efetuando a

expansão da Equação (4.180), (deduzida no Apêndice A.2), temos

χ(γ) = 4 ln(2) + 14(γ − 1/2)2ζ(3) + ... . (4.197)

Antes de prosseguir os cálculos identificamos as quantidades

λ = 4ᾱs ln(2) e λ′ = 14ᾱsζ(3). (4.198)

Com o resultado de (4.197), já somos capazes de chegar a uma equação integral do gênero

(A.5), na qual foi descrita no apêndice. Utilizando o método de ponto de sela, a Equação

(4.196) vai adquirir a seguinte forma:

G(y,r) =
1

2π
exp

[r
2

+ λy
] ∫ +∞

−∞
d(γ − 1/2) exp

[
r(γ − 1

2
) + yλ′(γ − 1

2
)2

]
. (4.199)

Por fim, calculando a integral gaussiana, obtemos

G(y,r) ≈
(

er

4πλ′y

) 1
2

exp

[
λy − r2

4λ′y

]
. (4.200)

Sabendo que y = ln(1/x), escrevemos

G(y,r) ≈ x−λ, (4.201)

que é o comportamento dominante da distribuição não integrada do glúon a pequeno x.

4.8 Equação de Difusão

Uma interessante caracteŕıstica da equação BFKL é seu padrão de difusão. Temos uma

distribuição gaussiana em r = ln(k2/k2
0), com largura y = ln(1/x). Um importante re-

sultado desse padrão de difusão é que a medida que a energia do sistema aumenta, uma

quantidade maior de momentos transversais surgem, e, em decorrência disso, a região não

perturbativa entra. Podemos escrever a Equação (4.175) com dependência em y e r, sendo
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assim

∂f(y,r)

∂y
≡ ᾱsχ(γ)⊗ f(y, r). (4.202)

Usando a Equação (4.197), desprezando os termos de terceira e maior ordem na potência

de γ, temos

∂f(y,r)

∂y
= ᾱs[4 ln(2) + 14(γ − 1/2)2ζ(3)]f(y, r). (4.203)

Uma vez que γ = 1
2
− iν, e definimos ν como operador da forma −i ∂

∂r
, a Equação (4.203),

pode ser escrita como

∂f(y,r)

∂y
= λf(y, r) + λ′

∂2f(y,r)

∂r2
, (4.204)

que é a equação de difusão da BFKL.

4.9 Conclusão

Um importante resultado, dentro da QCD perturbativa, é que podemos representar o

Pomeron através de interações entre glúons em forma de uma “escada“. A evolução dos

glúons dentro dessa estrutura é descrita pela equação BFKL. Apresentamos os cálculos

em LO, com constante de acoplamento fixa. Vimos que uma solução em DIS também é

posśıvel e que a equação BFKL apresenta carácter difusivo. Veremos no próximo caṕıtulo

que a solução da equação BFKL com constante de acoplamento dinâmico nos traz como

resultado no plano complexo do momentum angular uma sequência de infinitos polos.
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5 O POMERON NA QCD: A EQUAÇÃO BFKL COM CONSTANTE DE

ACOPLAMENTO DINÂMICA

Dedicamos este caṕıtulo a equação BFKL, cuja solução é descrita em termos do aco-

plamento dinâmico. Temos na literatura várias maneiras de abordar o acoplamento

dinâmico [6, 10–13, 48, 49], porém faremos uma revisão de dois métodos baseados em

transformadas com o objetivo de mostrar para o leitor que o uso de uma constante de

acoplamento dinâmica leva a uma solução cujo resultado é uma sequência infinita de

polos no plano complexo do momentum angular. Após isso apresentamos o método de

autofunções discretas [6, 14–16], na qual vai ser objeto de aplicação em processos de alta

energia na qual temos troca do Pomeron.

5.1 Solução da equação BFKL para αs dinâmico

Para a constante de acoplamento dinâmica, começaremos descrevendo a solução geral.

O artif́ıcio usado é substituir a constante de acoplamento fixo, usada inicialmente na

Equação (4.174), pela representação perturbativa [6],

αs(k) =
1

β0 ln(k2/Λ2
QCD)

, (5.1)

onde ΛQCD é o parâmetro de escala QCD e β0 = (33− 2nf )/12π. O termo nf é o número

de sabores de quarks atuantes em k. Assumindo que αs é dinâmico na Equação (4.174),

fato este faz com que a teoria se aproxime mais da realidade, visto que para a QCD a

constante de acoplamento se comporta dinamicamente. A Equação BFKL, cuja solução

devemos encontrar é [11].

∂f(y,k2)

∂y
=

3

π

∫ ∞
0

dκ2

κ2
k2

[
αs(κ

2)f(y,κ)− αs(k2)f(y,k2)

|k2 − κ2| +
αs(k

2)f(y,k2)√
4κ4 + k4

]
. (5.2)

Com a utilização de h(y,k2) = αs(k
2)f(y,k2), podemos representar a Equação (5.2) por

∂h(y,k2)

∂y
=

3

π
αs(k

2)χ(k2)⊗ h(y,k2). (5.3)

O argumento da Equação (4.181), descrito por (k2/k2
0)−γ, na qual assumiremos a escolha

de que k2
0 = Λ2

QCD, mais a parte logaŕıtmica da Equação (5.1), podem ser manipulados

algebricamente a fim de encontrar a identidade(
k2

Λ2
QCD

)−γ
ln

(
k2

Λ2
QCD

)
= − ∂

∂γ

(
k2

Λ2
QCD

)−γ
. (5.4)
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Utilizando a transformada de Mellin de h(y,k2) em relação a k2, ou seja,

h̃(y,γ) =

∫ ∞
1

dk2

k2

(
k2

Λ2
QCD

)−γ
h(y,k2), (5.5)

juntamente com as Equações (5.4) e (5.3), encontramos que

−∂
2h̃(y,γ)

∂y∂γ
= α̃sχ(γ)h̃(y,γ), (5.6)

onde α̃s = 3/πβ0. Na Equação (5.3) utilizamos a transformada de Mellin para obter

uma equação diferencial com derivada parcial em relação a γ. Agora queremos eliminar

a derivação em relação a y da Equação (5.6) a fim de obter dependência em w. Para isso

usaremos a propriedade da derivada da transformada da Laplace em relação a w, ou seja,

L
{
∂2h̃(y,γ)

∂y∂γ

}
= wL

{
∂h̃(y,γ)

∂γ

}
− ∂h̃(0,γ)

∂γ
, (5.7)

que pode ser escrita como

∂H(w,γ)

∂γ
+
α̃s
w
χ(γ)H(w,γ) =

1

w

∂h̃(0,γ)

∂γ
. (5.8)

A Equação (5.8) é uma equação diferencial parcial não homogênea, cuja solução geral é

a soma da solução particular mais a homogênea. A parcela homogênea é calculada com a

diferenciação da parte à esquerda da igualdade da Equação (5.8), ou seja,∫ γ

γ0

∂Hh(w,γ
′)

1

Hh(w,γ′)
= − α̃s

w

∫ γ

γ0

∂γ′χ(γ′). (5.9)

Resolvendo a Equação (5.9), encontramos que

Hh(w,γ) = Hh(w,γ0)e−
α̃s
w

(R(γ)−R(γ0)). (5.10)

Para encontrar a solução particular, utilizamos o método do fator integrante. No nosso

caso, o fator integrante assume o valor de

I = e
α̃s
w

∫
dγχ(γ). (5.11)

Multiplicando a Equação (5.8) pela Equação (5.11), e efetuando a integração desse resul-
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tado, temos que∫ γ′

γ0

∂γ
∂

∂γ

(
e
α̃s
w

∫
dγχ(γ)Hp(w,γ)

)
=

∫ γ

γ0

∂γ′
1

w

∂h̃(0,γ′)

∂γ′
e
α̃s
w

∫
dγ′χ(γ′). (5.12)

Por fim, identificamos na Equação (5.12), uma solução particular em termos da solução

homogênea

Hp(w,γ) =
1

w

∫ γ

γ0

∂γ′
∂h̃(0,γ′)

∂γ′
Hh(w,γ)

Hh(w,γ′)
. (5.13)

Somando as Equações (5.10) e (5.13), encontramos a solução total para a equação dife-

rencial parcial. Seu resultado é

H(w,γ) = Hh(w,γ) +
1

w

∫ γ

γ0

∂γ′
∂h̃(0,γ′)

∂γ′
Hh(w,γ)

Hh(w,γ′)
. (5.14)

Esta equação representa a solução geral para caso da constante de acoplamento dinâmica.

O primeiro termo à direita da Equação (5.14), nos mostra que a singularidade do mo-

mentum angular, está contida em w = 0 e não depende de γ, diferentemente do caso

fixo. Já o segundo termo só nos retornam singularidade úteis se a parte do integrando é

proporcional ao primeiro termo, e se o momentum angular seja independente de γ. Em

conclusão, podemos destacar que devido a mudança para uma constante de acoplamento

dinâmica, o corte foi substitúıdo por uma singularidade essencial em w = 0.

Vamos dar seguimento com a abordagem da solução da BFKL com acoplamento dinâmico

encontrada em [10]. Nela somente a solução homogênea é levada em conta, de forma que

temos que

H(w,γ) = Hh(w,γ0)e
− α̃s
w

∫ γ
γ0
dγ′χ(γ′)

. (5.15)

Fazendo a transformada de Laplace inversa em relação a γ e γ0, chegamos a conclusão de

que

H(w,r) = H(w,r0)

1
2πi

∫ 1
2

+i∞
1
2
−i∞ dγ exp

[
γr − α̃s

w

∫ γ
1
2
dγ′χ(γ′)

]
1

2πi

∫ 1
2

+i∞
1
2
−i∞ dγ0 exp

[
γ0r0 + α̃s

w

∫ 1
2

γ0
dγ′χ(γ′)

] . (5.16)

A transformada inversa de Laplace de H(w,r), em relação a w é

H(y,r) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dwewyH(w, r). (5.17)
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Substituindo a Equação (5.16) na Equação (5.17), obtemos

H(y,r) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dwewy
1

2πi

∫ 1
2

+i∞
1
2
−i∞ dγ exp

[
γr − α̃s

w

∫ γ
1
2
dγ′χ(γ′)

]
1

2πi

∫ 1
2

+i∞
1
2
−i∞ dγ0 exp

[
γ0r0 + α̃s

w

∫ 1
2

γ0
dγ′χ(γ′)

]H(w,r0). (5.18)

Para prosseguir os cálculos precisamos da transformadas de Laplace de H(w,r0), em

relação a w, que resulta em

H(w,r0) =

∫ ∞
0

dy0e
−wy0H(y0, r0). (5.19)

Substituindo a Equação (5.19) na Equação (5.18), temos

H(y,r) =

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

∫ ∞
0

dwdy0

2πi
ew(y−y0)

×
1

2πi

∫ 1
2

+i∞
1
2
−i∞ dγ exp

[
γr − α̃s

w

∫ γ
1
2
dγ′χ(γ′)

]
1

2πi

∫ 1
2

+i∞
1
2
−i∞ dγ0 exp

[
γ0r0 + α̃s

w

∫ 1
2

γ0
dγ′χ(γ′)

]H(y0,r0). (5.20)

A função de Green satisfaz a condição inicial

G(y,y0, r = r0) = δ(y − y0). (5.21)

Com distribuição de x fixada a uma virtualidade inicial r = r0 é identificada da forma

H(y,r) =

∫ ∞
0

G(y,y0,r = r0)H(y0, r0)dy0, (5.22)

assim chegamos a conclusão de que

G(y,y0,r,r0) =

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dw

2πi
ew(y−y0)

1
2πi

∫ 1
2

+i∞
1
2
−i∞ dγ exp

[
γr − α̃s

w

∫ γ
1
2
dγ′χ(γ′)

]
1

2πi

∫ 1
2

+i∞
1
2
−i∞ dγ0 exp

[
γ0r0 + α̃s

w

∫ 1
2

γ0
dγ′χ(γ′)

] . (5.23)

Utilizando a Equação (4.197) e o uso das propriedade do apêndice (A.2), somos capazes

de escrever que

χ(γ′) = χ

(
1

2

)
+ 14ζ(3)

(
γ′ − 1

2

)2

= χ

(
1

2

)[
1 +D

(
γ′ − 1

2

)2
]
, (5.24)
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onde D = −ψ(2)
(

1
2

)
/χ
(

1
2

)
. Reescrevemos a Equação (5.23) da forma

G(y,y0,r,r0) =

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dw

2πi
ew(y−y0) I(γ)

I(γ0)
. (5.25)

onde I(γ) e I(γo), são, respectivamente,

I(γ) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγ exp

[
γr − α̃s

w

∫ γ

1
2

dγ′χ(γ′)

]
, (5.26)

I(γ0) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγ0 exp

[
γ0r0 +

α̃s
w

∫ 1
2

γ0

dγ′χ(γ′)

]
. (5.27)

Vamos calcular, passo a passo, somente a Equação (5.26), a álgebra para chegar no resul-

tado da Equação (5.27) é semelhante. Portanto, substituindo a Equação (5.24) na Equação

(5.26), obtemos

I(γ) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγd(γ′ − 1/2) exp

[
γr − α̃s

w
χ

(
1

2

)∫ γ

1
2

[
1 +D

(
γ′ − 1

2

)2
]]

. (5.28)

Sabendo que αs(k0) = 1/β0r0 e identificando wL = 3αsχ
(

1
2

)
/π, escrevemos

I(γ) =
1

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγd(γ′ − 1/2) exp

[
γr − r0wL

w

∫ γ

1
2

[
1 +D

(
γ′ − 1

2

)2
]]

. (5.29)

Resolvendo a integral em d(γ′ − 1/2) e multiplicando a equação por e
r
2
− r

2 , obtemos

I(γ) =
e
r
2

2πi

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dγ exp

[(
r − wL

w
r0

)(
γ − 1

2

)
− wL

w
r0D

(
γ − 1

2

)3

3

]
. (5.30)

Com a mudança de variável a = −
(
wLr0D
w

) 1
3
(
γ − 1

2

)
, e a identificação com a função de

Airy, mediante relação integral

Ai(z) =
1

2πi

∫
c

e
a3

3
−zada, (5.31)

temos o resultado

I(γ) = −
(

w

wLr0D

) 1
3

e
r
2 Ai

((
r − wL

w
r0

)( w

wLr0D

) 1
3

)
. (5.32)
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Por analogia,

I(γ0) = −
(

w

wLr0D

) 1
3

e
r0
2 Ai

((
r0 −

wL
w
r0

)( w

wLr0D

) 1
3

)
. (5.33)

Substituindo a Equação (5.32) e (5.33) na Equação (5.25), obtemos

G(y,y0,r,r0) = e
1
2

(r−r0)

∫ 1
2

+i∞

1
2
−i∞

dw

2πi
ew(y−y0)

Ai

((
r − wL

w
r0

) (
w

wLr0D

) 1
3

)
Ai

((
r0 − wL

w
r0

) (
w

wLr0D

) 1
3

) . (5.34)

As singularidades no plano complexo do momentum angular surgem quando a função de

Airy encontrada no denominador da Equação (5.34), zera. Isso acontece sempre que as

funções de Airy são negativas, ou seja, quando r0 <
wL
w
r0. Uma boa estimativa desses

zeros, pode ser encontrada mediante a relação

(
r0 −

wL
wn

r0

)(
wn

wLr0D

) 1
3

= −
(

3πn

2
− 3π

8

) 2
3

. (5.35)

Um cálculo numérico pode ser encontrado na Tabela (5.1).

wL w0 w1 w2 w3 w4 w5

0,650 0,300 0,170 0,120 0,093 0,075 0,064
0,500 0,220 0,135 0,102 0,081 0,068 0,055
0.330 0,170 0,115 0,087 0,072 0,053 0,040
0,250 0,140 0,100 0,078 0,064 0,056 0,050
0,200 0,122 0,090 0,071 0,069 0,051 0,046

Tabela 5.1 - Tabela com valores das singularidades contidas no plano complexo de w. Resultado extráıdo
de [10].

Nessa tabela é posśıvel observar que a medida que n cresce os polos se aproximam de

zero. Para valores muito grandes de n, eles obedecem a lei

wn ∝
1

n
→ 0. (5.36)

Podemos encontrar a função de Green para a constante de acoplamento dinâmico seguindo

os mesmos passos que foram feitos para chegar na Equação (4.200), de modo que para
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este caso somente vamos colocar sua solução, que é

G(y,y0,r,r0) ∝ exp

[
wL(y − y0)− (r − r0)2

4D(y − y0)

]
. (5.37)

Esse resultado nos retorna que o ponto de sela é encontrado em

wS = wL −
(r − r0)2

4D(y − y0)2
. (5.38)

O comportamento das singularidades, oriundas de uma constante de acoplamento

dinâmica, estão ilustradas na Figura (5.1).

Figura 5.1 - Singularidades do plano complexo de w para αs dinâmico obtida através da Equação impĺıcita
(5.35) para os polos e a Equação (5.38) para o ponto de sela. Figura extráıda de [50].

5.1.1 Difusão da BFKL para αs dinâmico

Em outra abordagem [11], bastante semelhante a anterior, a equação BFKL é solucionada,

a partir de sua equação de difusão. Primeiramente vamos constrúı-la. Para este propósito,

reescrevemos a Equação (5.3), utilizando de sua estrutura de convolução

1

αs(r)

∂h(y,r)

∂y
=

3

π
χ(γ̂)h(y,r). (5.39)

Aqui γ̂ é definido como um operador diferencial que depende de r e tem a forma γ̂ = ∂
∂r

.

Uma propriedade conveniente do núcleo χ segue na relação

earχ(γ̂ + a)e−ar = χ(γ̂). (5.40)
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Essa identidade é comprovada quando aplicamos em ambos lados da igualdade a trans-

formadas de Mellin. Além disso, se assumirmos seu uso mais a substituição do termo

ha(y,r) = ear/2h(y,r) na Equação (5.67), obtemos

1

αs(r)

∂ha(y,r)

∂y
=

3

π
ear/2χ(γ̂ + a/2)e−ar/2ha(y,r). (5.41)

Vimos na seção (4.7) que χ tem um mı́nimo em 1/2. Este fato faz com que a função

ao ser expandida nesse ponto, tenha derivada primeira nula. Podemos fazer o uso desse

resultado para escrever a equação BFKL em termos de uma equação de difusão. Basta

que na Equação (5.41) atribuirmos a = 1 e desprezarmos os termos de terceira e ordens

maiores da expansão de χ da Equação (4.197). Agora para γ̂ = 1/2, em aproximação,

obtemos que

1

αs(r)

∂h1(y,r)

∂y
' 3

π
[4 ln(2) + 14ζ(3)γ̂2]h1(y,r). (5.42)

Usamos na Equação (5.42) e a relação de que α̃s = 3/πβ0 e γ̂ = ∂/∂r. Além disso,

identificamos as quantidades λ̃ = 4α̃s ln(2) e λ̃′ = 14α̃sζ(3), ficamos com

1

β0αs(r)

∂h1(y,r)

∂y
' λ̃h1(y,r) + λ̃′

∂2h1(y,r)

∂r2
. (5.43)

É posśıvel relacionar a Equação (5.43) com uma equação de difusão. Aqui a coordenada

temporal é equiparada a y e a espacial a r. O termo αs(r)β0λ̃
′ representa o coeficiente de

difusão. Podemos interpretá-lo como sendo a velocidade com a qual os glúons se difundem

em y. Ao contrário do caso em que αs é fixo, y depende de αs(r), e se considerarmos

grandes escalas de r a taxa pela qual os glúons se difundem é relativamente pequena. Por

outro lado, se quisermos retratar a f́ısica do infravermelho (região de pequeno momentum

transversal), devemos atribuir na Equação (5.43), condições de contorno no qual r = r0

seja pequeno. Podemos destacar também que, ao invés do caso fixo, onde os coeficientes

da equação de difusão são constantes, no caso dinâmico encontramos coeficientes com

dependência em r.

Substituindo a Equação (5.1) na Equação (5.43), encontramos

r
∂h1(y,r)

∂y
' λ̃h1(y,r) + λ̃′

∂2h1(y,r)

∂r2
. (5.44)

Se utilizarmos a transformada de Laplace da derivada de h̄(w,u), que é obtida usando a
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relação L{f ′(a)} = aL{f}(a)− f(0) e por simplificação h(0,u) = 0, obtemos

rwh̄(w,r) = λ̃h̄(w,r) + λ̃′
∂2h̄(w,r)

∂r2
. (5.45)

Esta equação pode ser escrita na forma de uma equação diferencial de Airy. Para isso

utilizaremos da seguinte mudança de variável r = z(λ̃/w)1/3 + λ̃′/w.

∂2h̄(w,r)

∂z2
− zh̄(w,r) = 0 (5.46)

que tem solução

h̄(w,r) = Ai(z). (5.47)

As singularidades do plano complexo do momentum angular surgem como condições de

contorno

h̄1(w,r) = h̄1(w, r0)
Ai(z)

Ai(z0)
, (5.48)

onde h̄1(w, r0), para os autores, do ponto de vista fenomenológico, representa uma soma

de polos de Regge [11]. Essa condição de contorno pode ser expressa por

h̄1(w,r0) =
∑
i

γi(w,r0)

w − λi
. (5.49)

O numerador do lado direito da Equação (5.49) representa o reśıduo dos polos. Além das

singularidades encontradas por essa equação, temos, porém, as provindas dos zeros da

função de Airy, que surgem quando seu argumento é negativo. Esse argumento é descrito

por

z0 =

(
w

λ̃′

)1/3
r0

w

(
w − λ̃

r0

)
. (5.50)

Portanto, para ser negativo, devem obedecer a condição

wmax <
λ̃

r0

= 4
λ̃ ln(2)

r0

. (5.51)

Os zeros da função de Airy, podem ser encontrados mediante formula z0 = −(3πn/2 −
3π/8)2/3, com n positivo e inteiro. Podemos obter um valor para o qual w seja máximo,
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utilizando a expressão

wmax =
λ̃

r0

− ε. (5.52)

Resolvendo para ε, obtemos

wmax =
λ̃

r0

1− 1

r
2/3
0

(
λ̃

λ̃′

)1/3(
9π

8

)2/3
 . (5.53)

É posśıvel obter os polos no limite w � λ̃/u0. Nesse limite a Equação (5.50), fica

z0 '
(
λ̃

λ̃′

)1/3(
λ̃

w

)2/3

, (5.54)

assim podemos localizá-los em

w ' wn = λ̃

(
λ̃

λ̃′

)1/2 [
3

2
πn− 3

8
π

]−1

. (5.55)

Temos uma infinidade de polos que se encontram, a partir de w = 0 até n → ∞. Pode-

mos encontrar o conjunto de singularidade de h1(y,r), mediante transformada inversa de

Laplace em relação a w, assim temos

h1(y,r) =
∑
i

eyλiH(λi,r) +
∞∑
n=1

eywnH(wn,r). (5.56)

O primeiro terno à direita da Equação (5.56), representa a f́ısica suave, já o segundo termo

é referente aos polos dos zeros da função de Airy. Podemos representar graficamente o

comportamento da somas dessas singularidades na Figura (5.2).

No caso de n ser grande, com o uso da Equação (5.55) e que w ∼ λ̃/r, r pode ser grande

até

r ∼ 3πn

2

(
λ̃

λ̃′

)1/2

. (5.57)
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Figura 5.2 - Sequência infinita de polos no plano complexo de w calculadas através da Equação (5.55) e wmax
da Equação (5.53), que são oriundas da solução da equação BFKL para o caso de αs dinâmico.
Figura extráıda de [11].

Se r � r0 e n grande, temos que

H(wn,r) ∼ Ai

( 2

3πn

)1/3
(
λ̃

λ̃′

)1/2

r −
(

3πn

2

)2/3


∼ exp

− 1√
πn

(
2r

3

)3/2
(
λ̃

λ̃′

)3/4
 , (5.58)

onde foi usado que Ai(z) ≈ e−
2
3
z3/2 . Devido o fato de que os reśıduos vão rapidamente

para zero, temos que para r grande somente valores de n grande vão ser relevantes. Para

grande r a grande n o resultado da Equação (5.56), fica

h1(y,r) '
∞∑
n

exp

− 1√
πn

(
2r

3

)3/2
(
λ̃

λ̃′

)3/4

+
2λ̃

3πn

(
λ̃

λ̃′

)1/2
 . (5.59)

O maior termo dessa série se encontra a n = 6λ̃2y2

πr3

(
λ̃
λ̃′

)−1/2

, portanto

h1(y,r) ∼ exp

[
yλ̃

r
− r3λ̃

9λ̃′y2

]
. (5.60)

define o comportamento a grande r.

89



5.1.2 Solução da equação BFKL via autofunções discretas

Nesta seção veremos o tratamento da BFKL via autofunções discretas em LO, utilizado

uma método semelhante ao Wentzel-Kramers-Brillouin (WKB), ou também conhecida

como aproximação semi-clássica. A partir deste método de autofunções discretas podemos

determinar as propriedade infravermelhas da BFKL através de ajustes de observáveis

f́ısicos. A equação BFKL nos moldes desta seção é constrúıda a partir da obtenção dos

autovalores e autofunções. Portanto, uma vez que o núcleo da equação (4.144), admita

um conjunto de funções f̄n e escalares wn, a equação para o autovalor fica [6]

wnf̄n(k) ≡ Ncαs
π2

∫
d2κ

(k− κ)2

[
f̄n(κ)− k2

κ2 + (k− κ)2
f̄n(k)

]
. (5.61)

Novamente, ao invés de usaremos a constante de acoplamento fixa utilizaremos a expressão

perturbativa em ordem dominante dada por

αs(k) =
1

β0r
, (5.62)

onde r = ln(k2/Λ2
QCD). Conforme [6] as autofunções podem ser escritas no espaço dos

momenta como

fn(k) =
f̄n(k)√

k2
, (5.63)

onde

f̄n(k) ∼ exp

(
±i
∫ r

dr′ν(r′)

)
. (5.64)

A função ν contém um zero em χ0(ν) = 4 ln(2), portanto existe algum valor cŕıtico de rc,

na qual sua derivada seja infinita. Para esse valor temos a quantidade

rc =
12 ln(2)

πβ0wn
. (5.65)

Quando r ∼ rc, é posśıvel fazer uma aproximação de ν, com a utilização das Equações

(5.62) e (5.65) em χ0(ν) = 4 ln 2− 14ζ(3)ν2, obtemos

ν =

(
πβ0wn

14Ncζ(3)
(rc − r)

)1/2

. (5.66)

Note que quando r > rc a função ν se torna imaginária. Veremos que, neste caso, a au-

tofunção tem o comportamento de um decaimento exponencial. Também na proximidade
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da região do ponto de viragem r ∼ rc, desde que ν seja pequeno, podemos usar como

aproximação para a Equação BFKL a quantidade (4.164) até a ordem quadrática. Uma

vez que ν = −i∂/∂r e a constante de acoplamento é dinâmica, temos

wnf̄n(k) =
Nc

πβ0r

[
4 ln 2− 14ζ(3)

∂2

∂r2

]
f̄n(k). (5.67)

Com a mudança de variável

z =

(
πβ0wn

14Ncζ(3)

)1/3

(r − rc), (5.68)

obtemos a seguinte equação

∂2f̄n(k)

∂z2
− zf̄n(k) = 0, (5.69)

que é a equação diferencial de Airy, cuja solução é dada em termos de duas funções

independentes Ai(z) e Bi(z). No limite assintótico de r → ∞, obtemos a informação da

condição de contorno ultravioleta. Nesse limite, Ai(z)→ 0 e Bi(z)→∞. Uma condição de

contorno que nos leva a infinitos não é boa, portanto consideramos somente como solução

a função de Ai(z). Seu comportamento assintótico é dado por [6]

Ai(z)→ 1
√
π|z| 14

sen

(
2

3
(−z)

3
2 +

π

4

)
, z → −∞, (5.70)

Ai(z)→ 1

2
√
πz

1
4

e−
2
3
z
3
2 , z →∞. (5.71)

O comportamento da autofunção pode ser visto com mais detalhes na Figura (5.3). Nela

temos que a região 1 corresponde a região não perturbativa, ou também conhecida como

região infravermelha, onde temos momenta com valor abaixo de ΛQCD; a região 2 corres-

ponde a uma região oscilatória, na qual é fixada uma fase a r = r0; a região 3 é representa

por uma região oscilatória 2 para um determinado múltiplo de π, e por fim, a região 4

descreve um decaimento exponencial.

Com a utilização da equação (5.68) e da equação (5.66), podemos escrever que

ν = (−z)
1
2

(
πβ0wn

14Ncζ(3)

)1/3

. (5.72)

Identificando da equação (5.68) que dr′ = (πβ0wn/14Ncζ(3))−
1
3dz′, e a utilização da
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Figura 5.3 - Comportamento da autofunção. Figura do autor.

equação (5.72), podemos representar a mudança de fase do rc para r por∫ rc

r

ν(r′)dr′ =

∫ 0

z

(−z′) 1
2dz′ =

2

3
(−z)

3
2 . (5.73)

Agora, faremos a dedução da equação BFKL, a partir da função de Green da função Airy(
z − ∂2

∂z2

)
G(z,z′) = δ(z − z′). (5.74)

Dado que o Wronskiano devido a duas funções de Airy independentes é

W{Ai(z),Bi(z)} = Ai(z)
d

dz
Bi(z)− Bi(z)

d

dz
Ai(z) =

1

π
. (5.75)

Então, podemos definir a solução da função de Green da forma

G(z,z′) = π[Bi(z)Ai(z′)θ(z′ − z) + Ai(z)Bi(z′)θ(z − z′)]. (5.76)

Graficamente, essa função é semelhante ao da Figura (5.3), e também tem o comporta-

mento ultravioleta desejado quando r →∞, ou seja,

G(z,z′)→ 0, (5.77)

porém não é muito bem definida na região de pequeno r. Podemos destacar também que,

a Equação (5.76) pode ser escrita de forma a acrescentar uma solução homogênea, cujo

propósito, além de determinar as singularidades do plano complexo de w, é fornecer a
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função de Green uma correção a pequeno r, a região infravermelha. Portanto, escrevemos

G(z,z′) = π[B̄i(z)Ai(z′)θ(z′ − z) + Ai(z)B̄i(z′)θ(z − z′)], (5.78)

onde o termo B̄i(z), representa uma superposição das funções Ai(z) e Bi(z)

B̄i(z) = Bi(z) + c(w)Ai(z). (5.79)

Aqui c(w) é uma constante que assume o valor de cot(φ(w)).

Com ajuda da expressão wn = Nc
πβ0r

[
4 ln 2− 14ζ(3) ∂2

∂r2

]
mais a equação (5.68) e a uti-

lização da generalização da equação de Airy [16], podemos escrever(
πβ0wn

14Ncζ(3)

)2/3(
z − ∂2

∂z2

)
≈ 1

N(r)

(
żz − ∂

∂r

1

ż

∂

∂r

)
1

N(r′)
. (5.80)

Portanto,

N(r) =

(
πβ0wn

14Ncζ(3)

)−1/6

. (5.81)

Com ajuda da equação χ0(ν) = 4 ln(2)− 14ζ(3) e das Equações (5.68) e (5.72), podemos

escrever que

|z(r)| 14
√

28ζ(3)√
χ
′
0(ν)

=

(
πβ0wn

14Ncζ(3)

)−1/6

. (5.82)

Desta forma a normalização também pode ser escrita como

N(r) =
|z(r)| 14

√
28ζ(3)√

χ
′
0(ν)

. (5.83)

Este resultado de normalização é obtido através da generalização da função de Airy

Equação (5.80) para o caso de que r ∼ rc para r longe de rc é posśıvel obter esse mesmo

resultado como mostrado em [16].

Com o resultado da Equação (5.78), juntamente com a constante de normalização, cons-

trúımos uma função de Green

G(r,r′) = πN(r)N(r′)[B̄i(z(r))Ai(z(r′))θ(r′ − r) + Ai(z(r))B̄i(z(r′))θ(r − r′)]. (5.84)

Como pode ser visto em [16] a solução da função de Green é escrita em termos de uma
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parte discreta e outra cont́ınua como mostrada através da equação

(w′ − w(r,ν̂))G(r,r′) = δ(r − r′), (5.85)

onde w′ é a parte cont́ınua e w(r,ν̂) representa a parte discreta. No entanto, em nos-

sas análises fenomenológicas usaremos somente a parte discreta, pois como veremos no

próximo caṕıtulo a utilização somente da parte discreta em formas de polos é capaz de

descrever os processos f́ısicos pelos quais analisaremos.

Para um dado valor de r′ fixo, no caso em que r < r′, o segundo termo da Equação (5.84)

é suprimido pela função de Heaviside. Assim, o comportamento da função de Green é

governado pela função B̄i(z). No caso em que r � rc, temos que

B̄i(z(r)) ≈ 1
√
πz

1
4

sen(
∫ rc
r
νw(r′)dr′ + π

4
− φ(w))

sen(φ(w))
. (5.86)

Fixando uma fase não perturbativa ηnp em um ponto muito próximo da região infraver-

melha r = r0, no argumento senoidal do numerador da Equação (5.86), obtemos

φ(w) =

∫ rc

r0

νw(r′)dr′ +
π

4
− ηnp. (5.87)

Note que φ(w), representa a diferença entre a fase perturbativa e a não-perturbativa. Seu

valor é dado por

φ(w) = nπ, n = 1, 2, 3..., (5.88)

onde n representa o número de polos encontrados no eixo real positivo do plano complexo

do momentum angular. O primeiro termo à direita de Equação (5.87), pode ser escrito

em termos da integração por partes, de modo que fiquemos com∫ rc

r0

νw(r′)dr′ = −νw(r0)r0 +
3

πβ0w

∫ νw(r0)

0

χ0(ν ′)dν ′. (5.89)

Foi usado que r = 3χ0(ν)/πβ0w. Para o caso em que r0 é pequeno, a constante de

acoplamento é grande, e, portanto

χ0(νw(r)) =
w

αs(r)
→ 0 (5.90)

e se ainda w é pequeno, νw(r0) se aproxima do valor assintótico ν0, assim χ(νo) = 0. Essa
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aproximação nos permite escrever a Equação (5.87) da forma

w → wn =
3

πβ0(nπ + ηnp + ν0r0 − π
4
)

∫ ν0

0

χ0(ν ′)dν ′. (5.91)

Temos que ν0 = 0,67309 e
∫ ν0

0
χ0(ν ′)dν ′ = 0,96278 [13]. A equação (5.91) nos diz que a

fase fixada a r = rc mais a fase não perturbativa fixada a r = r0, nos levam a quantização,

ou seja, a um conjunto discreto de autovalores.

Com a aproximação f̄n(k) ≈ √πN(r(k))Ai(z) mais a utilização da Equação (5.63), po-

demos escrever a autofunção na proximidade do ponto cŕıtico da forma [6]

fn(k) ∼
√

π

k2

(
πβ0wn

14Ncζ(3)

)−1/6

Ai

((
πβ0wn

14Ncζ(3)

)1/3

(r − rc)
)
. (5.92)

Como dispomos da informação do autovalor e da autofunção, somos capazes de determinar

a equação BFKL em termos de polos discretos. Conforme pode ser visto em [16], podemos

representá-la da forma

G(k,k′) =
∑
n

fn(k)f ∗n(k′)

w − wn
. (5.93)

Como r = ln(k2/Λ2
QCD) e r′ = ln(k’2/Λ2

QCD) escrevemos por conveniência a função G em

termos de k e k′. Dado que a transformada de Mellin em relação a da função de Green

da Equação (5.93) é [16]

G(k,k′) ≡
∫ ∞

0

dye−wyG(y,k,k′) (5.94)

e sua inversa

G(y,k,k′) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
dwewyG(k,k′). (5.95)

Com a substituição da Equação (5.93) na Equação (5.95) e a utilização do teorema dos

reśıduos, obtemos

G(y,k,k′) =
∞∑
n=1

ewnyfn(k)f ∗n(k′). (5.96)

Substituindo y = ln(x0/x), onde x representa a fração de momentum do próton carregada
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pelo párton interagente e x0 seria sua condição inicial, obtemos

G(x,k,k′) =
∞∑
n=1

(
x

x0

)−wn
fn(k)f ∗n(k′). (5.97)

Esse resultado nos mostra que a transformada inversa de Mellin, retornou para a função

de Green, como solução, uma sequência de polos isolados, em substituição ao corte, en-

contrado quando usada a constante de acoplamento fixa. A Equação (5.97) vai ser o foco

de análise do trabalho, cujo objetivo é aplicá-la em processos de altas energias onde a

troca do Pomeron seja relevante. Trataremos desse assunto no próximo caṕıtulo.

5.2 Conclusão

Tratamos a respeito de algumas abordagens da solução da equação BFKL para o caso de

αs dinâmico. Em conclusão a solução da equação BFKL com constante de acoplamento

dinâmica nos retorna em substituição ao corte no plano complexo do momentum angular

no caso fixo, uma sequência infinita de polos. Usaremos no próximo caṕıtulo a solução via

autofunção discreta e investigaremos as propriedades infravermelhas através de ajustes

de F2 e aplicaremos seu resultado em outros observáveis f́ısicos, a fim de comprovar a

universalidade do nosso resultado.
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6 FENOMENOLOGIA DE PROCESSOS DIFRATIVOS UTILIZANDO O

FORMALISMO BFKL VIA AUTOFUNÇÕES DISCRETAS

Neste caṕıtulo, utilizaremos a solução da equação BFKL para o caso da constante de aco-

plamento dinâmica. Usaremos o método da aproximação semi-clássica, na qual é posśıvel

determinar as autofunções e autovalores da equação BFKL. Ajustaremos a predição teórica

com dados experimentais da função de estrutura F2 e mostraremos que nosso resultado

é compat́ıvel de ser aplicado em outros processos de espalhamento. A escolha da função

de estrutura F2 do processo fóton-próton γ∗p → γ∗p se deve a vasta gama de pontos

experimentais em diferentes faixas de energia. Um processo com “comportamento ideal“

de ser aplicado a equação BFKL, por exemplo, é no caso do espalhamento γ∗γ∗ → γ∗γ∗

para virtualidades iguais e a produção de jatos de Mueller-Navelet na qual o momento

transverso de ambos os glúons oriundos dos prótons também sejam de mesmo valor. Esses

processos são ideais pelo fato de que neles temos somente evolução em x, caracterizando

um processo t́ıpico BFKL, entretanto o número de dados experimentais inviabiliza um

resultado de ajuste refinado. O fato é que na função de estrutura F2 além da evolução

em x teremos também evolução em Q2, portanto contribuições colineares passam a ser

relevantes. Este porém faz com que nosso ajuste não possa ser feito para valores muito

grandes de Q2, para que tenhamos coerência com o processo tipo BFKL. Começaremos a

primeira seção fazendo o ajuste de F2 em relação ao número de polos com os parâmetros

livres que são x0 e ηnp. Após ter fixado esses parâmetros livres, aplicaremos a equação

BFKL com polos discretos para produção do quark charm, dos mésons vetoriais J/Ψ e Υ,

e produção de dois fótons as seções de choque fóton real - fóton real (γγ), fóton virtual -

fóton virtual (γ∗γ∗), e a função de estrutura do fóton real (F γ
2 ).

6.1 Ajuste da função de estrutura F2

Nesta seção iremos aplicar a equação (5.97) para o caso de F2 no processo fóton - próton

(γ∗p → γ∗p). O espalhamento em questão está ilustrado na Figura (6.1), onde temos a

seguinte sequência de processos no sistema de repouso do alvo: um fóton flutua num par

quark-antiquark; o par quark-antiquark interage com o próton e por fim o par quark-

antiquark se recombina gerando no estado final um fóton virtual. Nesta figura temos

que a quantidade Φp representa o fator de impacto do próton e Φγ o fator de impacto do

fóton, calculável usando regras de Feymman da QED. Neste processo, a troca do Pomeron

perturbativo, descrito pela equação BFKL, dada por G(x,k,k′) que representa a solução

para o caso em que a constante de acoplamento é dinâmica.

Para calcular a função de estrutura F2, foi usada a seguinte equação bem estabelecida na
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Figura 6.1 - Espalhamento fóton-próton (γ∗p→ γ∗p), nas quais Φγ e Φp são os fatores de impacto do fóton
e próton, respectivamente. Tal processo é mediado pelo Pomeron através da equação BFKL que
é representada por G(x, k, k′), onde k e k′ são momenta transverso. Figura do autor.

literatura [6, 8]:

F2(x,Q) =

∫
d2k

k2

∫
d2k′

k′2
Φγ(k, Q)G(x,k,k′)Φp(k

′, Q0)

=
Q2αs(Q

2)

4π2

∑
q

e2
q

∫
d2k

k2 F(x,k)

∫ 1

0

dz

∫ 1

0

dζ

×1− 2z(1− z)− 2ζ(1− ζ) + 12z(1− z)ζ(1− ζ)

Q2z(1− z) + k2ζ(1− ζ)
, (6.1)

onde Q representa a virtualidade do fóton, z é fração de momentum do fóton, ζ é um

parâmetro de Feymman e eq a carga dos quarks. A distribuição de glúon não integrada

usada é definida em [21, 51] pela convolução do fator de impacto do próton Φp com a

função do núcleo BFKL Equação (5.97)

F(x,k) =

∫
dk′2

k′2
Φp(k

′,Q0)k2G(x,k,k′). (6.2)

Como já conhecemos a estrutura da equação BFKL em termos de polos discretos, somos

capazes de fazer um ajuste da função de estrutura F2 teórica com dados experimentais,

em relação aos parâmetros livres. Apesar de estarmos estudando em um regime de altas

energias, o fato de que atualmente só conseguimos definir o fator de impacto do próton

em termos de escala de pequeno momentum, traz a impossibilidade da sua elaboração via

teoria de perturbação. Sua modelagem é determinada pelas propriedades de confinamento,

portanto ele carrega informação não perturbativa da estrutura hadrônica. Iremos usar a
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definição do fator de impacto do próton da forma [21],

Φp(k
′,Q0) =

C

πΓ(δ)

(
k′2

Q2
0

)δ
e
−k′2

Q2
0 , (6.3)

onde Q0 = 0,28 GeV, δ = 6,5 e C = 2,35.

Fixamos alguns parâmetros na Equação (5.91). No caso de r0 = ln(k2
0/Λ

2
QCD) usamos

o valor de k0 = 1 GeV [15] e ΛQCD = 210 MeV [52, 53]. Vamos nos limitar aos quatro

sabores mais leves de quarks [52,53], logo nf = 4, consequentemente o somatório sobre o

quadrado de suas cargas será
∑

q e
2
q = 10/9. Delimitamos o intervalo de fase de −3π/4 a

+π/4 conforme [15] e restringimos o valor de Q2 entre 3,5 GeV2 a 45 GeV2. Esta escolha

de virtualidade se deve ao fato de que Q2 pequeno efeitos de saturação são mais evidentes

e a Q2 grande, contribuições colineares se tornam cada vez mais relevantes.

O ajuste da função de estrutura F2 foi feito mediante utilização do Minuit que é um

programa de minimização numérica produzida pelo CERN [54,55], onde comparamos 58

pontos experimentais de H1 [56].

polos xo ηnp w1 w2 w3 w4 χ2/Ndf

2 0,000035678 -1,24740 0,43193 0,21828 62,53099/56
3 0,000007515 -0,84075 0,38337 0,20515 0,14004 66,69527/56
4 0,000001745 -0,23821 0,32861 0,18835 0,13201 0,10161 122,9235/56

Tabela 6.1 - Resultado do ajuste de F2 Equação (6.1). Aqui a primeira coluna é referente a quantidade de
polos, a segunda a variável de Bjorken inicial, a terceira a fase não perturbativa, da quarta a
sétima é o resultado do autovalor e por fim a última coluna descreve uma medida de divergência
entre a distribuição dos dados e uma distribuição esperada pelo número de graus de liberdade.

Na Tabela (6.1) é exposto os resultados que obtiveram os melhores χ2, que foram para

2, 3 e 4 polos. Na Figura (6.2) e na Figura (6.3) apresentamos como se comportam as

curvas do nosso ajuste, onde 2 polos é representado pela curva tracejada, 3 polos pela

sólida e 4 polos pela pontilhada. Vale salientar, novamente, que o ajuste foi feito de Q2

entre 3,5 GeV2 a 45 GeV2, as demais faixas de Q2 expostas nessas figuras mostram a ex-

trapolação do modelo.

Uma vez fixado o valor dos ajustes para um observável com grande número de pontos

experimentais, vamos aplicar o resultado em outro observável relacionado. Se conside-

rarmos que F2 ∼ x−λeff a Q2 fixo, então podemos dizer que λeff = dF2/d ln(1/x). A

Figura (6.4) nos mostra a taxa de crescimento de λeff em relação a Q2. A área sombreada

representa a região onde 3,5 GeV ≤ Q2 ≤ 45 GeV, que corresponde a faixa de energia

pela qual foi realizado o ajuste. Podemos observar que os melhores valores de χ2 que são
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de 2 e 3 polos, também são os que melhor descrevem os resultados de λeff na faixa de

energia pela qual foi feito o ajuste. É notório que a medida em que aumentamos n, ou

seja, o número de polos o λeff diminui, sendo que para n ≥ 4 eles não descrevem bem os

resultados experimentais, mostrando que não necessitamos aumentar o número de polos

n > 4 para que tenhamos melhores resultados de χ2 com o ajuste de F2. Outra coisa que

observamos é que quando Q2 > 200 GeV para 3 e 4 polos a função tem um crescimento

abrupto. Isto provavelmente é consequência da perda de normalização vista na Figura

(6.3) quando extrapolamos o resultado do ajuste a valores grandes de Q2.

Obtivemos os melhores resultados com 2 e 3 polos para os observáveis até aqui analisa-

dos. Quantitativamente esses dois resultados foram muito semelhantes. Uma maneira de

investigar qual deles é a melhor escolha para descrever o Pomeron seria aplicando para a

produção de mésons vetoriais J/Ψ e Υ, pois em tais processos temos dados experimentais

do LHC com maior energia do centro de massa, possibilitando analisar escalas de x muito

pequenas, consequentemente analisar a restrição da dinâmica da QCD em altas energias.

6.2 Produção de quarks pesados

Nesta seção aplicaremos o formalismo da seção anterior para produção de quarks pesados,

mais especificamente para produção do quark charm. A aplicação para produção do quark

charm é posśıvel, pois se trata de uma part́ıcula massiva, permitindo a utilização das regras

de Feynmam. É importante salientar que apesar de termos inclúıdo o quark charm para

fazer o ajuste de F2, não inclúımos sua massa como parâmetro livre, portanto devemos

definir uma escala de massa dentro de seu limite de incerteza. Definimos o valor da massa

do quark charm como sendo mc = 1,27 GeV [60]. Calcularemos a função de estrutura do
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quark charm mediante equação [61]

F cc̄
2 =

Q2

4π2αem

∫ 1

0

dz

∫
d2R{|Ψcc̄

T (z,R)|2 + |Ψcc̄
L (z,R)|2}σdp(x,R). (6.4)

As superposição das funções de onda transversal e longitudinal do fóton indo a um dipolo

de cor são

|Ψcc̄
T (z,R)|2 =

2αem
3π2
{[z2 + (1− z2)]ε2K2

1(εR) +m2
cK

2
0(εR)}, (6.5)

|Ψcc̄
L (z,R)|2 =

8αem
3π2

4Q2z2(1− z2)K2
0(εR),

onde K0 e K1 são funções de Bessel modificadas de segundo tipo, z fração de momentum

do fóton e R é o tamanho do dipolo, ε2 ≡ z(1− z)Q2 +m2
c e a quantidade

σdp(x,R) =
4π

Nc

∫
d2k

k4 (1− eik.R)αsF(x,k), (6.6)

representa a seção de choque dipolo-próton em relação ao espaço do momentum. Note que

a equação nos dá a possibilidade de termos o v́ınculo com a equação BFKL através da

distribuição de glúon não integrada. Portanto para uma eventual aplicação basta usar a

mesma distribuição de glúon não integrada utilizada para o cálculo de F2, Equação (6.2),

com os devidos parâmetros fixados que se encontram na Tabela (6.1).

Por fim, utilizaremos na seção de choque de dipolo a seguinte expressão para a fração de

momento

xm =

(
1 +

4m2
c

Q2

)
x. (6.7)

Nosso resultado se encontra na Figura (6.5). Novamente extrapolamos a faixa de energia

para valores Q2 > 45 GeV2 para observar o comportamento das curvas em relação aos

polos. Com isso observamos que para energia de 160 GeV2 acontece a perda de norma-

lização para 3 e 4 polos, conforme também pode ser observado esse comportamento em F2.

Além disso, podemos observar que o número de polos é fortemente dependente de x para

escalas muito pequenas e que no geral conseguimos descrever bem os dados experimentais

para F cc̄
2 com o modelo baseado na equação BFKL em termos de polos discretos. Agora

calcularemos a seção de choque reduzida que é descrita em termos da função de estrutura
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Figura 6.5 - Gráfico de F cc̄2 versus x feito a partir dos dados obtidos da Tabela (6.1). A curva tracejada (azul)
são 2 polos, sólida (vermelha) são 3 polos e pontilhada (verde) são 4 polos. Dados extráıdos
de [62].

do quark charm F cc̄
2 e a função de estrutura longitudinal do quark charm F cc̄

L

σcc̄r (x,Q2, ȳ) = F cc̄
2 (x,Q2)− ȳ2

1 + (1− ȳ)2
F cc̄
L (x,Q2), (6.8)

onde ȳ é a inelasticidade dada por ȳ = Q2/xs. A quantidade
√
s é a energia do centro de

massa do colisor, que no caso do HERA é de
√
s = 318 GeV [62,63]. Delimitamos o limite

máximo de inelasticidade em ȳ = 0,7 conforme [63]. Note que a seção de choque reduzida

é fortemente dependente do colisor devido a variável de inelasticidade.

Figura 6.6 - Gráfico de σcc̄r versus x feito a partir dos dados obtidos da Tabela (6.1). A curva tracejada (azul)
são 2 polos, sólida (vermelha) são 3 polos e pontilhada (verde) são 4 polos. Dados extráıdos
de [62–64].
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Nosso resultado para seção de choque reduzida se encontra na Figura (6.6). Observamos

que para 2, 3 e 4 polos os resultados são melhores para escalas de x pequenas para cada

respectivo Q2 analisado. Além disso, em Q2 = 120 GeV2 observamos que σcc̄r perde norma-

lização para 3 e 4 polos e que o resultado é fortemente dependente de x. Na próxima seção

aplicaremos novamente o formalismo BFKL com polos discretos, agora para produção de

mésons vetoriais, onde utilizaremos de novo a seção de choque de dipolo-próton para

descrever o processo em questão.

6.3 Produção de mésons vetoriais J/Ψ e Υ

Uma vez obtido os parâmetros livres através do ajuste da função de estrutura F2, vamos

aplicá-lo, de forma inédita, para outro processo em que a troca do Pomeron duro é rele-

vante, por exemplo a produção de mésons vetoriais. É de conhecimento que os mésons [2]

são part́ıculas formadas pela união de um quark com um antiquark de cores opostas. Eles

apresentam um curto peŕıodo de vida e decaem em elétrons, neutrinos e fótons. Além de

serem produzidos no HERA, os mésons podem ser produzidos no LHC. Nele as seções de

choque para o processo γp→ V p, podem ser obtidas através de colisões ultraperiféricas,

por exemplo do próton-próton (pp) e próton-chumbo (pPb). Estas colisões proporcionam

a experimentação da distribuição de glúons no próton até uma escala de fração de mo-

mentum muito pequena do núcleon, atingindo valores x > 4× 10−6 [65]. Temos que nesse

regime de altas energias as massas dos mésons J/Ψ e Υ fornecem uma escala dura, per-

mitindo a possibilidade de uma descrição dentro da QCD perturbativa.

Na QCD perturbativa utilizaremos o modelo de dipolos, onde o DIS é considerado como

sendo uma interação de dipolos de cor [66]. O processo pelo qual investigaremos está ilus-

trado na Figura (6.7). Tal processo de espalhamento é considerado quase-elástico, pois o

próton permanece intacto no seu estado final. Podemos descrevê-lo através de três etapas:

flutuação do fóton em um par quark-antiquark, o par quark-antiquark interage com próton

e por fim o par quark-antiquark se recombina gerando no estado final um méson vetorial.

No modelo de dipolos o par de quark-antiquark possui um raio de tamanho R, transpor-

tando uma fração de momentum z do fóton. Temos que a amplitude de espalhamento

para o processo γ∗p→ V p, integrada nessas variáveis é descrita por

Aγ∗p→V pT,L (x,Q,∆) =

∫
d2R

∫ 1

0

dz

4π
(Ψ∗V Ψ)TLAqq̄(x,R,∆). (6.9)

Note que amplitude de espalhamento usada neste trabalho [66] é diferente das convenções

habituais [8, 67], pelo fator 1/4π, que tem origem na normalização da função de onda

do méson vetorial. Os ı́ndices T e L representam a polarização transversa e longitudinal

do fóton virtual, respectivamente, Aqq̄(x,R,∆) corresponde a amplitude elementar de um
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Figura 6.7 - Espalhamento fóton-próton (γ∗p → V p), cujo estado final se encontra os mésons vetoriais J/Ψ
ou Υ e o próton intacto. Temos que ΦV e Φp são os fatores de impacto do méson vetorial e
próton, respectivamente. Tal processo é mediado pelo Pomeron através da equação BFKL que é
representada por G(x, k, k′), onde k e k′ são momenta transverso. Figura do autor.

dipolo com tamanho R indo ao próton, t = −∆2 é o momentum transversal perdido pelo

próton emergente no estado final e (Ψ∗V Ψ)TL denota a superposição das funções de ondas

do fóton com o méson vetorial. Elas são representadas pelas relações [66]

(Ψ∗V Ψ)T (R) = efe
Nc

πz(1− z)
[m2

fK0(εR)ϕT (R, z)

−(z2 + (1− z)2)εK1(εR)∂RϕT (R, z)], (6.10)

(Ψ∗V Ψ)L(R) = efe
Nc

π
2Qz(1− z)K0(εR)

(
MV ϕL(R, z) + δ

m2
f −52

R

MV z(1− z)
ϕL(R, z)

)
,(6.11)

onde f = c,b denota os sabores dos quarks com carga ef , referentes ao méson J/Ψ e Υ,

respectivamente, ε2 ≡ z(1 − z)Q2 + m2
f e K0(εR) e K1(εR) são funções de Bessel modi-

ficadas de segundo tipo. Para a função de onda no estado fundamental (1S) ϕ1s
T,L(R, z),

utilizamos o modelo Boosted Gaussian [68–70]

ϕ1s
T,L(R, z) = NT,Lz(1− z) exp

(
−

m2
fR2

1s

8z(1− z)
− 2z(1− z)R2

R2
1s

+
m2
fR2

1s

2

)
. (6.12)

Veja que trabalharemos no limite de Q → 0 (fóton quase real), portanto não teremos

polarização longitudinal. Os valores dos parâmetros utilizados no modelo de Boosted

Gaussian, Equações (6.12), se encontram na Tabela (6.2).

A amplitude de espalhamento para qq̄, encontrada na Equação (6.9), pode ser expressa
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Meson mf/GeV NT R2/GeV−2 MV /GeV ef
J/Ψ mc = 1,27 0,596 2,45 3,097 2/3
Υ mb = 4,2 0,481 0,57 9,460 1/3

Tabela 6.2 - Tabela com parâmetros do modelo Boosted Gaussian de J/Ψ e Υ. Dados extráıdos de [60, 67].

por

Aqq̄(x,R,∆) =

∫
d2be−ib.∆Aqq̄(x,R,b). (6.13)

Substituindo a Equação (6.13) na Equação (6.9), obtemos

Aγ∗p→V pT (x,∆) =

∫
d2R

∫
d2b

∫ 1

0

dz

4π
(Ψ∗V Ψ)T e

−ib.∆Aqq̄(x,R,b). (6.14)

Se considerarmos as correções não frontais da função de onda [66], devemos multiplicar a

Equação (6.14) por ei(1−z)R∆, assim ficamos com

Aγ∗p→V pT (x,∆) =

∫
d2R

∫
d2b

∫ 1

0

dz

4π
(Ψ∗V Ψ)T e

−i[b−(1−z)R].∆Aqq̄(x,R,b). (6.15)

A amplitude de espalhamento pode ser expressa em termos da matriz-S por Aqq̄(x,R,b) =

2i[1− S(x,R,b)], portanto podemos escrever que

Aγ∗p→V pT (x,∆) = i

∫
d2R

∫
d2b

∫ 1

0

dz

4π
(Ψ∗V Ψ)T e

−i[b−(1−z)R].∆2[1− S(x,R,b)]

= 2i

∫
d2R

∫
d2b

∫ 1

0

dz

4π
(Ψ∗V Ψ)T e

−i[b−(1−z)R].∆N (x,R,b). (6.16)

A quantidade N (x,R,b) representa a amplitude de espalhamento do dipolo-núcleon, na

qual contém a informação do espalhamento em um determinado parâmetro de impacto

b. Temos que a seção de choque de dipolos contém toda a informação sobre o alvo. No

caso de ∆ = 0 a dependência do integrando em relação ao parâmetro de impacto fica

exclusivamente vinculada a seção de choque de dipolo-próton dada por

σdp(x,R) = 2

∫
d2bN (x,R, b). (6.17)

Portanto, podemos escrever a parte imaginária da amplitude de espalhamento da Equação

(6.16) da forma

ImAγ∗p→V pT (x, 0) =

∫
d2R

∫ 1

0

dz

4π
(Ψ∗V Ψ)Tσdp(x,R). (6.18)
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Pelo fato deste trabalho estar focado no cálculo de observáveis em relação ao espaço dos

momenta, queremos uma expressão da seção de choque de dipolo em termos da densidade

do glúon não integrada [71], usaremos em substituição a Equação (6.17), a seguinte relação

de seção de choque dipolo-próton

σdp(x,R) =
4π

Nc

∫
d2k

k4 (1− eik.R)αsF(x,k). (6.19)

Escolhemos a quantidade Q′2 como sendo nossa escolha de escala, que entra no limite

superior de integração em relação ao quadrado do momentum transverso da Equação

(6.19). Na literatura é encontrado as seguintes convenções Q
′2 ∼ Q2 + M2

V /4 e Q
′2 ∼

Q2 + M2
V [21]. Como Q2 = 0, a nossa escala vai ser representada pelas duas quantidades

M2
V /4 e M2

V . Note que a Equação (6.19) nos dá o v́ınculo com a equação BFKL com polos

discretos, através da distribuição de glúon não integrada, a mesma utilizada em F2, pela

qual fixamos os parâmetros livres. Portanto somos capazes de usar o mesmo formalismo

aplicando os parâmetros fixados que se encontram na Tabela (6.1).

Algumas correções podem ser feitas para a amplitude de espalhamento como a correção

da parte real. Essa correção ocorre por que a matriz-S foi considerada puramente real,

consequentemente a amplitude de espalhamento será puramente imaginária. A priori pre-

cisamos saber como escrever a parte real da amplitude de espalhamento; podemos fazer

isso mediante as seguintes relações de dispersão

ReA(x,∆)

ImA(x,∆)
= tan

λπ

2
, λ ≡ dlnImA(x,∆)

dln(1/x)
. (6.20)

Além da correção da parte real, temos que o par qq̄ podem apresentar diferentes frações

de momentum do próton x e x′, levando a mais uma correção que chamamos de torção

dada por [72]

Rg(λ) =
22λ+3

√
π

Γ(λ+ 5/2)

Γ(λ+ 4)
. (6.21)

Consequentemente, juntando todas as correções, Equações (6.21) e (6.20), teremos

Aγ∗p→V pT (x,0) =

∫
d2R

∫ 1

0

dz

4π

(
i+ tan

λπ

2

)
(Ψ∗V Ψ)Tσdp(x,R)Rg. (6.22)

Usaremos um modelo que relaciona a seção de choque total com a seção de choque dife-

rencial a zero momentum transferido, assumindo que a integração em t suficientemente

pequeno é da forma σ ∼ e−BD(W )t, onde BD é um parâmetro de inclinação [73, 74]. A

ligação da amplitude de espalhamento com a seção de choque diferencial a zero momen-
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tum transferido, pode ser escrita por

dσ

dt
(γp→ V p)

∣∣∣∣
∆=0

=
1

16π
|Aγp→V pT (x, 0)|2

=
1

16π

∣∣∣∣ ∫ d2R

∫ 1

0

dz

4π

(
i+ tan

λπ

2

)
(Ψ∗V Ψ)Tσdp(x,R)Rg

∣∣∣∣2.(6.23)

Por fim, a seção de choque total devido a fotoprodução de méson vetorial é dada por

σγp→V p(W ) =
1

BD(W )

dσ

dt
(γp→ V p)

∣∣∣∣
∆=0

x =
M2

V

W 2
, (6.24)

sendo que

BD(W ) = b0 + 4α′ln
W

W0

. (6.25)

Os parâmetros da equação acima são α′ = 0,06 GeV−2 e W0 = 90 GeV. Para o méson J/Ψ

temos que b0 = 4,9 GeV−2 e para Υ temos que b0 = 4,63 GeV−2 [73, 74].

Como a distribuição de glúon não integrada já foi devidamente ajustada através de F2,

aplicaremos o mesmo ajuste na obtenção dos resultados referentes a mésons vetoriais.

Como foi feito em [21], ajustamos uma normalização que chamamos de fator de norma-

lização NO aos resultados para a produção do J/Ψ e Υ. A Tabela (6.3) e Tabela (6.4)

mostra os resultados dos fatores NO com seus respectivos χ2 para 2, 3 e 4 polos. Repre-

sentamos as curvas sólidas das Figuras (6.8 - 6.10) como M2
V /4 e as tracejadas como M2

V .

Ajustamos uma constante de normalização aos dados experimentais para a produção do

J/Ψ [65,75–84] e Υ [83,85–88] e obtivemos resultado satisfatorio de χ2/Ndf para 3 polos

com a escolha de escala M2
V /4 como pode ser visto na Tabela (6.3) e na Tabela (6.4). Em

outra análise focada na utilização de uma sequência de polos para descrever o Pomeron

também se obteve o melhor resultado com 3 polos [89], evidenciando que nosso resultado

está concordando com o que se encontra na literatura. Se considerarmos como solução

somente os melhores χ2, obtidos através de F2 que são de 2 e 3 polos, podemos observar

na Figura (6.8) que nossas curvas não descrevem bem os resultados para LHCb (2018),

ou seja, não descrevem muito bem para grandes energias do centro de massa, evidenci-

ando que talvez podemos ter alguma contribuição proveniente dos efeitos de saturação.

Nosso estudo da produção de mésons vetoriais utilizando o formalismo BFKL com polos

discretos nos rendeu uma publicação [23]. Daremos ińıcio nas próximas seções a aplicação

para outros processos e faremos nossas predições para futuros aceleradores de part́ıculas.
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Polos Q′2 NO χ2/Ndf

2 M2
V /4 0,9887 2627,295/98

2 M2
V 0,4492 2959,066/98

3 M2
V /4 1,9246 262,6539/98

3 M2
V 1,1274 365,2832/98

4 M2
V /4 1,8180 731,8597/98

4 M2
V 1,2348 610,5878/98

Tabela 6.3 - Ajuste da normalização para a produção do méson J/Ψ. Na primeira coluna se encontra o número
de polos, na segunda coluna a escala escolhida, na terceira coluna a constante de normalização
ajustada aos dados experimentais e na quarta coluna a quantidade estat́ıstica que descreve uma
medida de divergência entre a distribuição dos dados e uma distribuição esperada pelo número
de graus de liberdade.

Polos Q′2 NO χ2/Ndf

2 M2
V /4 0,9306 14,3556/10

2 M2
V 0,7619 17,6874/10

3 M2
V /4 1,9353 2,6033/10

3 M2
V 2,4542 4,2685/10

4 M2
V /4 4,4003 7,0079/10

4 M2
V 2,2296 4,6888/10

Tabela 6.4 - Ajuste da normalização para a produção do méson Υ. Na primeira coluna se encontra o número
de polos, na segunda coluna a escala escolhida, na terceira coluna a constante de normalização
ajustada aos dados experimentais e na quarta coluna a quantidade estat́ıstica que descreve uma
medida de divergência entre a distribuição dos dados e uma distribuição esperada pelo número
de graus de liberdade.

6.4 Produção de dois fótons em altas energias

Nesta seção calcularemos a seção de choque para os processos fóton virtual - fóton virtual

(γ∗γ∗) e fóton real - fóton real (γγ) e a função de estrutura para um fóton real (F γ
2 ). Os

resultados aqui apresentados foram publicados em forma de um artigo em [22]. Conforme

foi feito para produção de mésons vetoriais e a produção do quark charm, utilizaremos

novamente nosso resultado do ajuste de F2 do processo γ∗p, cuja a intenção é testar

sua universalidade e fazer predições para o Colisor Linear Internacional (International

Linear Collider, ILC) [90] ou para o Futuro Colisor Circular (Future Circular Collider,

FCC) [91]. Temos que o cálculo do espalhamento de dois fótons tem uma vantagem em

relação aos outros, pois ambos fatores de impacto do fóton são calculáveis via QED/QCD,

ao contrário dos outros que tinham incertezas quanto a parte não-perturbativa do próton

(confinamento) e a função de onda dos mésons. A priori colocamos a definição da seção

de choque de dois fótons virtuais que interagem via dois dipolos coloridos, na qual os
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direita também está relacionada ao ajuste de J/Ψ, onde a curva sólida (vermelha) é referente a
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fótons virtuais flutuam. Com esta mesma definição podemos generalizar para os casos de

produção de γγ e F γ
2 .

O processo de espalhamento mostrado na Figura (6.11) descreve que um fóton virtual

proveniente de uma fonte carregada (elétron, hádron) flutua em um par quark-antiquark,

o par quark-antiquark interage com o outro fóton e por fim o par quark-antiquark se
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Figura 6.11 - Espalhamento fóton-fóton (γ∗γ∗ → γ∗γ∗), na qual Φγ representa o fator de impacto do
fóton. Tal processo é mediado pelo Pomeron através da equação BFKL que é representada
por G(x, k, k′), onde k e k′ são momenta transverso. Figura do autor.

recombina gerando no estado final um fóton virtual. A seção de choque para tal processo

pode ser expressa por [8]

σγ∗γ∗ =
N2
c − 1

(2π)4

∫
d2k

k2

∫
d2k′

k
′2

Φγ(k)Φγ(k
′)G(x,k,k′). (6.26)

Como pode ser visto em [92–95] a seção de choque Equação (6.26), onde temos somente
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troca de graus de liberdade gluônicos pode ser escrita em termos da seção de choque de

dipolo, conforme

σGij(W
2, Q2

1, Q
2
2) =

nf∑
a,b=1

∫ 1

0

dz1

∫
d2R1|ψai (z1,R1)|2

×
∫ 1

0

dz2

∫
d2R2|ψbj(z2,R2)|2σdd(xab,R1,R2), (6.27)

onde Q2
1 e Q2

2 são as virtualidades dos fótons, z1 e z2 são a frações de momentum longitu-

dinais dos quarks indo aos fótons, R1 e R2 são a separação dos pares q e q̄, W é a energia

do centro de massa, xab é a variável de Bjorken, σdd é a seção de choque de dipolo-dipolo,

os estados de polarização do fóton i e j podem ser transversal (T ) ou longitudinal (L), os

sabores dos quarks a,b = u, d, s, c. A função de onda do fóton é dada em termos da sua

decomposição em relação aos sabores dos quarks, ou seja,

|ψT,L(z,R)|2 =
∑
f

|ψfT,L(z,R)|2, (6.28)

onde os sabores dos quarks podem ser f = a,b. A superposição das funções de onda do

fóton transversal e longitudinal são, respectivamente,

|ψfT (z,R)|2 =
6αem
4π2

∑
f

e2
f{[z2 + (1− z)2]ε2fK

2
1(εfR) +m2

fK
2
0(εfR)} (6.29)

e

|ψfL(z,R)|2 =
6αem
4π2

∑
f

e2
f4Q

2z2(1− z)2K2
0(εfR), (6.30)

com

ε2f = z(1− z)Q2 +m2
f . (6.31)

Aqui K0 e K1 são funções de Bessel modificadas de segundo tipo, ef é a carga dos quarks e

mf é a massa dos quarks. Note que quando aplicamos a Equação (6.29) e Equação (6.30)

na Equação (6.27), temos que R = R1,R2 e z = z1,z2.

A seção de choque de dipolo Equação (6.19) deve sofrer algumas modificação a fim de

que seja posśıvel sua aplicação na Equação (6.27). Seguimos a proposta definida em [95],

onde a variável de Bjorken é substitúıda pela expressão

xab =
Q2

1 +Q2
2 + 4m2

a + 4m2
b

W 2 +Q2
1 +Q2

2

(6.32)
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e o tamanho de dipolo é definido em termos de um tamanho de dipolo efetivo, dado por

Reff =
R2

1R
2
2

R2
1 +R2

2

. (6.33)

Usamos a definição de Reff do modelo 1 de [95]. Essa escolha ocorre devido a boa descrição

dos dados experimentais com a utilização do modelo Golec-Biernat e Wüsthoff (GBW) [96]

para o caso do espalhamento de dois fótons [95]. Uma caracteŕıstica importante é que a

utilização desta parametrização nos leva a transparência de cor, quer dizer que, quando

R1 → 0 e R2 → 0, temos σdd(xab, R1, R2)→ 0.

As seções de choque de dipolo são formuladas no regime de altas energias, no entanto para

grande valores da variável de Bjorken há a necessidade de correção do limiar, levando-

a a ser multiplicada pelo fator (1 − xab)
5. Aparentemente esta correção não vai surtir

muito efeito no nosso resultado, pois estamos analisando escalas de x muito pequenas.

Ela começa a se tornar importante quando sondamos valores de x grande. Por fim e não

menos importante, a seção de choque de dipolo precisa ser multiplicada pela razão de

2/3. Essa medida é fundamentada na regra de contagem de quarks, ou seja, é a razão

do número de quarks constituintes em um fóton pelo número de quarks constituintes do

próton. Portanto, podemos escrever que a seção de dipolo-dipolo em termos da seção de

choque dipolo-próton, através da relação

σdd(xab, R1, R2) =
2

3
σdp(xab, Reff ). (6.34)

Calcularemos a seção de choque do processo γ∗γ∗ → γ∗γ∗, utilizando a solução da equação

BFKL com constante de acoplamento dinâmica Equação (5.97). Neste processo usamos

a variável rapidez da forma y = ln(W 2/Q1Q2). Consideramos as massas dos quarks leves

como mu = md = ms = 0,14 GeV e a massa do quark charm mc = 1,27 GeV. Visto que

estamos analisando a seção de choque onde no estado inicial e final temos dois fótons

virtuais a seção de choque fica

σγ∗γ∗ = σGγ∗γ∗ = σGT,T + σGT,L + σGL,T + σGL,L. (6.35)

A Figura (6.12) mostra nosso resultado de σγ∗γ∗ , onde consideramos dados experimentais

y ≥ 5. Note que aqui só calculamos a contribuição da parte gluônica. Outras contribuições

da seção de choque total que decrescem com a energia, como a do diagrama caixa QPM

(Quark Parton Model) [97] e a parte reggeônica [94], que corresponde a um fenômeno não

perturbativo relacionado às trajetórias de Regge dos mésons leves, não foram acrescenta-

das, pois em nosso resultado investigamos uma região cinemática onde elas não são tão

significativas. Além disso, escolhemos como escala na integração em momentum transverso
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na seção de choque de dipolo Equação (6.19) a média da soma do quadrado da energia

de cada fóton virtual, ou seja, Q′2 = (Q2
1 +Q2

2)/2.
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Figura 6.12 - Seção de choque σγ∗γ∗ versus rapidez y. A curva tracejada (azul) são 2 polos, sólida (vermelha)
são 3 polos e pontilhada (verde) são 4 polos. Dados extráıdos de [98, 99].

Agora calcularemos a função de estrutura F γ
2 . No caso da medição da função de estrutura

do próton a energia da part́ıcula alvo é conhecida. O que não acontece no caso da função

de estrutura do fóton, fazendo com que a cinemática do processo dependa da medição do

estado final hadrônico. Porém, ele é parcialmente observado no detector, acarretando que

a obtenção de dados experimentais de F γ
2 fique vinculada a modelagem do estado final

hadrônico via método Monte Carlo.

Em nossos cálculos escolhemos que Q2
1 = Q2 e Q2

2 = 0. Essa convenção nos indica que

temos um fóton fora da camada de massa com virtualidades Q e outro dentro da camada

de massa sem virtualidade. Portanto, podemos definir a função de estrutura do fóton real
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da seguinte maneira:

F γ
2 =

Q2

4π2αem
[σGT,T (W 2, Q2, Q2

2 = 0) + σGT,L(W 2, Q2, Q2
2 = 0)]. (6.36)

Com x = Q2/(W 2 + Q2). Nosso resultado se encontra na Figura (6.13), com escolha

de escala Q′2 = Q2. Consideramos valores experimentais da variável de Bjorken com

x ≤ 10−2. Apesar de descrever bem os dados no intervalo de x ≈ 10−2−10−3 é observável

que em F γ
2 /αem o número de polos é fortemente dependente de x quando analisamos

escalas x < 10−4 como pode ser visto na Figura (6.13).
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Figura 6.13 - Função de estrutura do fóton real F γ2 /α versus x. A curva tracejada (azul) são 2 polos, sólida
(vermelha) são 3 polos e pontilhada (verde) são 4 polos. Dados extráıdos de [100, 101].

Podemos também calcular σγγ. Para obter a seção de choque da parte gluônica devemos

impor na Equação (6.27) que Q2
1 = 0 e Q2

2 = 0. Isso seria a mesma coisa que considerarmos

na Figura (6.11) ao invés de fótons virtuais somente fótons reais. Portanto impondo esta

condição, temos que

σγγ = σGT,T . (6.37)
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Adotamos como escala a soma do quadrado das massas dos quark up, down, strange e

charm, totalizando Q′2 = 1,6717 GeV2. As nossas predições se encontram na Figura (6.14).

Consideramos os dados experimentais com W > 50 GeV. Em geral, esse tipo de processo

nos leva a muita incerteza em relação aos pontos experimentais. Aparentemente um dos

motivos é que são obtidos a partir de experimentos com virtualidades diferentes de zero

e necessitam do método de Monte Carlo através dos geradores de eventos Phojet [102] e

Pythia [103] para obterem resultados da seção de choque total fóton real - fóton real (γγ).

Vale ressaltar que existe uma certa inconsistência no que diz respeito aos resultados do

Pythia em relação ao Phojet para grande W . Uma alternativa talvez seria tomar a média

desses resultados.
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Figura 6.14 - Seção de choque σγγ versus energia do centro de massa W . A curva tracejada (azul) são 2 polos,
sólida (vermelha) são 3 polos e pontilhada (verde) são 4 polos. Dados extráıdos de [104, 105].

Os resultados obtidos para F γ
2 e seção de choque γ∗γ∗ são promissores na região de

x ≈ 102 − 103 e rapidez y ≈ 5 − 6, respectivamente. Uma análise mais detalhada a

respeito de qual resultado em relação ao número de polos que melhor descreve a troca

do Pomeron nesses processos necessitam de mais dados experimentais. Deixamos aqui

nossa contribuição fazendo predições para o ILC ou FCC, diminuindo os valores de x

até 10−6 para F γ
2 e estendendo os valores de y para seção de choque γ∗γ∗ até 11. A

respeito da seção de choque γγ para os dados experimentais obtidos de Phojet 2 polos
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descrevem bem os resultados, em contrapartida para os dados experimentais obtidos de

Pythia 4 polos descrevem bem os resultados, mas se levarmos em conta a curva que

melhor minimiza a diferença em relação aos resultados que retornam esses dois geradores

de eventos, certamente é a curva que é obtida com 3 polos. Podemos observar também

que para menores valores de energia do centro de massa, temos que as previsões são

semelhantes, mas essa diferença aumenta com a energia. Além disso, estendemos a energia

do centro de massa W para uma futura análise com os dados experimentais do ILC ou

FCC. Está análise é importante para restringir a dinâmica da QCD em altas energias.

6.5 Conclusão

Até agora grande parte do trabalho esteve dedicado à descrição das soluções da equação

BFKL. Este caṕıtulo está focado em sua aplicação. Determinamos o ajuste da equação

BFKL através de pontos experimentais de F2, fixando assim a condição inicial de Bjorken

x0 e a fase não perturbativa ηnp para 2, 3 e 4 polos, e em geral temos um ajuste muito

bom aos dados dispońıveis. Aplicamos nosso resultado para a produção do quark charm,

onde calculamos sua função de estrutura e o sigma reduzido. Além disso, utilizamos o

formalismo para produção de mésons vetoriais, onde reajustamos uma constante de nor-

malização aos dados experimentais de J/Ψ e Υ e obtivemos como melhor resultado a

escolha da troca do Pomeron através de 3 polos. Aplicamos também nosso resultado para

produção de dois fótons em altas energias, onde calculamos as seções de choque de γ∗γ∗ e

γγ e a função de estrutura F γ
2 , comparamos com dados do LEP e fizemos predições para

futuros aceleradores de part́ıculas.
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7 CONCLUSÃO

Esta tese tem como tema central o estudo da equação BFKL com acoplamento dinâmico.

Embora este tema seja o foco do trabalho, iniciamos a tese implementando uma revisão de

conceitos básicos que estão relacionados a Cromodinâmica Quântica e ao espalhamento.

Além disso, fizemos um resumo da teoria de Regge para mostrar o carácter não pertur-

bativo do Pomeron. Foi apresentado o cálculo da solução da equação BFKL com acopla-

mento fixo, na qual é obtido como solução um corte no plano complexo do momentum

angular. A seguir exploramos várias abordagens a respeito da solução da equação BFKL

com constante de acoplamento dinâmico, cuja solução caracteŕıstica destas abordagens é

a sequência infinita de polos no plano complexo do momentum angular. Definimos qual

delas será fonte de aplicação em processos difrativos e a partir disto fizemos um ajuste da

função de estrutura F2 do processo fóton-próton (γ∗p→ γ∗p), onde obtivemos a condição

inicial de variável de Bjorken x0 e nosso v́ınculo com as propriedades infravermelhas que

é a fase ηnp. Uma vez que fixados os parâmetros livres de F2, definimos um λeff que é

equivalente a solução do plano complexo do momentum angular, e comparamos o nosso

resultado a dados experimentais em relação a evolução em Q2. Obtivemos como melhores

resultados 2 e 3 polos na região de 3,5 ≤ Q2 ≤ 45. Paralelamente esses também foram os

melhores χ2/Ndf do ajuste da função de estrutura F2. Além disso, estendemos a aplicação

a outros processos cujo a troca do Pomeron seja relevante. Um deles é a produção do

quark charm, onde calculamos a função de estrutura F cc̄
2 e a seção de choque reduzida

σcc̄r e obtivemos resultados pertinentes dentro da região cinemática que foi feito o ajuste

de F2. Outro processo é a produção de mésons vetoriais J/Ψ e Υ, na qual reajustamos

uma normalização aos dados experimentais e obtivemos como melhor solução a troca do

Pomeron através de 3 polos, além disso podemos observar que este resultado com 3 polos

não descreve bem os pontos experimentais do LHCb (2018) para grandes energias de cen-

tro de massa e isso acaba dando margem a interpretação de que outras correções devem

ser levadas em conta como por exemplo efeitos de saturação. Por fim, aplicamos nosso

resultado também para o processo de troca de dois fótons no cálculo da seção de choque

fóton virtual - fóton virtual (γ∗γ∗), fóton real - fóton real (γγ) e função de estrutura do

fóton real (F γ
2 ), onde só consideramos a troca de graus de liberdade gluônicos, obvia-

mente dentro de uma cinemática onde eles são dominantes. Nossa abordagem se restringe

a análise de poucos dados experimentais. Embora sejam poucos pontos nosso resultado

consegue descrevê-los de forma satisfatória os dados do LEP. Estendemos a solução para

os processos de produção de dois fótons para cinemáticas além do que nossos dados expe-

rimentais atuais podem descrever. Dependemos de resultados de novos aceleradores para

análises mais profundas a respeito da restrição da dinâmica da QCD em altas energias.

Embora todos os cálculos expostos neste trabalho sejam em LO, também há a possibilidade
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de uma aplicação em próxima ordem dominante (Next to Leading Order, NLO). Outra

possibilidade de trabalho, seria utilizar a solução da equação BFKL com acoplamento

dinâmico em LO para o caso da troca de momentum transferido diferente de zero (t 6= 0).

Uma aplicação viável também seria a utilização do nosso resultado para a produção de

jatos Mueller-Navelet.
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A MÉTODOS MATEMÁTICOS

A.1 Método do ponto de sela

O método do ponto de sela [106] é um artif́ıcio matemático que utiliza uma extensão

do método de Laplace com o propósito de fazer aproximação de uma integral no plano

complexo. A idéia é deformar o contorno no plano complexo para poder passar perto do

ponto estacionário. Vamos considerar a seguinte integral

I(N) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
g(z)eNf(z)dz, (A.1)

onde f(z) é uma função complexa. No caso desta integral, temos que considerar grande

N, pois é onde se acentuam as propriedades extremas. É posśıvel fazer uma aproximação

da Equação (A.1), de forma que ficamos com

I(N) ≈ 1

2π

∫ +∞

−∞
g(z)eNf(z)dz. (A.2)

O ponto estacionário satifaz a relação

df(z)

dz
= 0. (A.3)

Se z0 é onde a Equação A.3 é satisfeita, a expansão em seu entorno nos dá que

f(z) ≈ f(z0) +
1

2
f ′′(z0)(z − z0)2, g(z) ≈ g(z0). (A.4)

Substituindo (A.4) em (A.2), chegamos a uma generalização do método, que se restringe

ao cálculo de uma integral gaussiana, dada por:

I(N) ≈ g(z0)eNf(z0)

2π

∫ +∞

−∞
e

1
2
Nf ′′(z0)(z−z0)2dz. (A.5)
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A.2 Expansão da função χ(γ) em série de Taylor para γ = 1/2.

A expansão em série de Taylor de ψ(γ) e ψ(1− γ) em γ = 1/2, resulta em

ψ(γ) = ψ(0)

(
1

2

)
−
(
γ − 1

2

)
ψ(1)

(
1

2

)
+

1

2

(
γ − 1

2

)2

ψ(2)

(
1

2

)
+ ... (A.6)

e

ψ(1− γ) = ψ(0)

(
1

2

)
+

(
γ − 1

2

)
ψ(1)

(
1

2

)
+

1

2

(
γ − 1

2

)2

ψ(2)

(
1

2

)
+ ... (A.7)

A função ψ(γ) é equivalente a ψ(0)(γ) para γ iguais. Então, para o caso de γ = 1/2,

obtemos que

ψ

(
1

2

)
≡ ψ(0)

(
1

2

)
= −2 ln(2) + ψ(1). (A.8)

Além disso, precisamos de uma fórmula que generalize a função ψ em termos de suas

derivadas com a função zeta de Riemann. Para nosso contexto ela é representa por [107]

ψn
(

1

2

)
= (−1)n+1n!(2n+1 − 1)ζ(n+ 1). (A.9)

Finalmente, se usarmos as Equações (A.6), (A.7), (A.8) e (A.9) na Equação (4.180),

chegamos ao resultado da Equação (4.197).

A.3 Integrais angulares

Colocamos aqui algumas integrais úteis para o cálculo da equação BFKL que são “facil-

mente” calculáveis através do teorema dos reśıduos. Definimos as seguintes integrais [27]:∫ 2π

0

dφ

(k2 − κ2)2
=

2π

|k2 − κ2| , (A.10)

onde φ é o ângulo que se encontra entre k e κ.∫ 2π

0

dφ

κ2 + (κ− k)2
=

2π√
4κ4 + k4

. (A.11)
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A.4 Transformada de Mellin

Nesta seção de apêndice colocaremos a definição da transformada de Mellin e sua inversa.

Primeiramente empregamos a definição da tranformada de Mellin que é

f̃(x) =

∫ ∞
1

d

(
y

y0

)(
y

y0

)−x−1

f(y), (A.12)

onde y0 é uma escala introduzida com a finalidade de regularizar a dimensão.

A inversa de (A.12) é dada por

f(y) =
1

2πi

∫ a+i∞

a−i∞
dx

(
y

y0

)x
f̃(x). (A.13)
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