UNIVERSIDADE FEDERAL DE PELOTAS
INSTITUTO DE FISICA E MATEMATICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM FiSICA

Dissertacao

Titulo: Descricao da dinamica das interacoes fortes a altas

energias além da ordem dominante no regime de saturagao

Yan Bueno Bandeira

Pelotas, 2021






Yan Bueno Bandeira

Descricao da dinamica das interacoes fortes a altas energias

além da ordem dominante no regime de saturacao

Dissertagao apresentada ao Programa de Pos-
Graduagao em Fisica do Instituto de Fisica e Ma-
tematica da Universidade Federal de Pelotas, como
requisito parcial a obtencao do titulo de Mestre em

Fisica.

Orientador: Prof. Dr. Victor Paulo Barros Gongalves

Coorientador: Prof. Dr. Joao Thiago de Santana Amaral

Pelotas, 2021



Universidade Federal de Pelotas / Sistema de Bibliotecas
Catalogacao na Publicacao

B214d Bandeira, Yan Bueno

Descricao da dinamica das interacdes fortes a altas
energias além da ordem dominante no regime de
saturacao / Yan Bueno Bandeira ; Victor Paulo Barros
Goncalves, orientador ; Joao Thiago de Santana Amaral,
coorientador. — Pelotas, 2021.

158 1. 1l

Dissertacao (Mestrado) — Programa de Pds-Graduacao
em Fisica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade
Federal de Pelotas, 2021.

1. Cromodinamica quantica. 2. Dinamica das interacdes
fortes. 3. Equacao de Balitsky-Kovchegov. I. Goncalves,
Victor Paulo Barros, orient. Il. Amaral, Joao Thiago de
Santana, coorient. lll. Titulo.

CDD :530.12

Elaborada por Ubirajara Buddin Cruz CRB: 10/901




Yan Bueno Bandeira

Titulo: Descricao da dinamica das interagoes fortes a altas energias além da ordem

dominante no regime de saturagao

Dissertacao aprovada, como requisito parcial, para obtencao do grau de Mestre em Fisica,
Programa de Poés-Graduacao em Fisica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade
Federal de Pelotas.

Data da Defesa: 30 de julho de 2021

Banca examinadora: / /
(/ - C//h ﬂwﬁa g

Victor Gongalves (Orientador)

Doutor em Ciéncias
Universidade Federal de Pelotas

Diego Gratieri W

[ d’
Doutor em Ciéncias

Universidade Federal Fluminense

Werner Sauter

Dgutor em Ciéncias

Universidade Federal de Pelotas

/ .J:L,‘J;L'(_ / {}.J 102 (,Zu g\.’év 0

Doutor em Ciéncias
Universidade Federal de Pelotas

Daniel da Silva







AGRADECIMENTOS

Agradeco ao meu orientador, Professor Dr. Victor Paulo Barros Gongalves, por todos os
ensinamentos, pela enorme disponibilidade, pela amizade e por toda sua contribuicao no
meu desenvolvimento neste dois anos. Uma pessoa especial que sou muito grato por ter

conhecido e, principalmente, trabalhado.

Agradeco ao meu coorientador, Professor Dr. Joao Thiago de Santana Amaral, pelos
ensinamentos, pela amizade, pelo apoio e incentivo que me possibilitaram realizar esta

Po6s-Graduagao.

Agradeco a minha namorada, Andreara, que, assim como no periodo da graduacao, esteve

presente com muita paciéncia, compreensao e companherismo.
Aos meus pais e familiares por sempre acreditar e incentivar meus estudos.

A todos meus amigos que estiveram presentes ao longo deste periodo, com os quais pude

compartilhar as mazelas da vida académica.

A Universidade Federal de Pelotas (UFPel), especialmente ao Programa de Pés-Graduagao

em Fisica (PPGFis) pela oportunidade de estudo e utilizagao de suas instalagoes.

Também gostaria de agradecer a Fundagao de Aperfeigoamento de Pessoal de Nivel Superior

(CAPES), pelo essencial auxilio financeiro.






RESUMO

B. BANDEIRA, Yan, Descrigao da dinamica das interagoes fortes a altas ener-
gias além da ordem dominante no regime de saturagao 2021, 158p. Dissertacao
(Mestrado em Fisica) - Programa de Pés-Graduagao em Fisica, Departamento de Fisica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2021.

O regime de altas energias (pequeno = de Bjorken) da Cromodinamica Quantica (QCD)
tem sido intensamente investigado em colisoes elétron-hadron e hadron-hadron. Neste
regime, espera-se que os efeitos de saturagao associados com a alta densidade gluonica
modifiquem a dinamica QCD, implicando na presenca de efeitos nao-lineares que reduzem
o crescimento da distribuicao gluonica em pequeno x. A descricao do regime de saturacao é
dada pelo Condensado de Vidros de Cor (CGC), que é uma teoria efetiva para o regime de
alta densidade. A teoria do CGC implica que a amplitude de espalhamento dipolo-hadron
satisfaz a equagao Balitsky-Kovchegov (BK) na aproximagao de campo médio, o que nos
permite estimar a contribuicao dos efeitos nao-lineares. Nos tltimos anos, varios autores
obtiveram a solugao numérica da equacao BK em ordem dominante em todo o espaco
cinematico, bem como as suas solucoes andliticas nos regimes linear e de saturagao. Por
outro lado, a descrigao das corregdes além da ordem dominante (NLO) para a equacao
BK ¢ ainda um tema de intenso debate na literatura. Atualmente, existem diferentes
abordagens para as correcoes NLO e distintas prescrigoes para a escala dura da varidvel de
acoplamento constante. Nesta dissertacao, focamos na derivagao das solugoes da equagao
BK no regime de saturacao, considerando as distintas abordagens e prescrigoes. Assim, as
solugoes para a amplitude de espalhamento dipolo-héddron serao derivadas em detalhes e
uma comparacao entre elas serd apresentada pela primeira vez.

Palavras Chave: Cromodinamica Quantica, Dinamica das interagoes fortes, Equagao de
Balitsky-Kovchegov






ABSTRACT

B. BANDEIRA, Yan, Description of the dynamics of strong interactions at high
energies beyond the dominant orders in the saturation regime 2021, 158p. Disser-
tation (Master Degree in Physics) - Programa de Pdés-Graduagao em Fisica, Departamento
de Fisica, Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, 2021.

The high energy (small-x) regime of quantum chromodynamics (QCD) has been under
intense investigation in electron-hadron and hadron-hadron collisions. In this regime,
saturation effects associated with the high gluonic density are expected to modify the
QCD dynamics, implying the presence of non-linear effects that reduce the growth of
the gluon distribution at small-x. The description of the saturation region is given by
the Color Glass Condensate (CGC), which is an effective theory for the high density
regime. The CGC theory implies that the dipole-hadron scattering amplitude satisfies
the Balitisky-Kovchegov (BK) equation in the mean-field approximation, which allows
us to estimate the contribution of the non-linear effects. In recent years, several authors
have obtained the numerical solution of the BK equation at leading order in the full
kinematical range, as well its analytical solutions in the linear and saturation regimes.
On the other hand, the description of the next-to-leading order (NLO) corrections for
the BK equation is still a theme of intense debate in the literature. Currently, there are
different treatments for the NLO corrections and distinct prescriptions for the hard scale
of the running coupling constant. In this dissertation, we focus on the derivation of the
solutions of the BK equation in the saturation regime considering these distinct treatments
and prescriptions. Then, the solutions for the dipole-hadron scattering amplitude will be
derived in detail and a comprehensive comparison between them will be presented for the
first time.

Key-words: Quantum Chromodynamics, Dynamics of strong interactions, Balitsky-
Kovchegov equation
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1 Introducao

A teoria da interagoes fortes, Cromodinamica Quantica (QCD - Quantum Chromodyna-
mics), descreve a dinamica interna dos hadrons através de equagdes de evolugao para
as funcoes de distribuigao partonica, as quais caracterizam os constituintes internos dos
hadrons. No regime de altas energias, as equacoes de evolucao lineares levam a um cres-
cimento indefinido dos constituintes do hadron, o que viola a unitariedade da secao de
choque. Entretanto, neste limite, a QCD prevée que a alta densidade partonica acarreta a
necessidade de passar de um regime descrito pela dinamica linear, onde somente processos
de emissao sao considerados, para um regime nao-linear, no qual os processos de recom-
binacao de partons tornam-se relevantes. Espera-se que neste regime ocorra a limitagao na
maxima densidade partonica que pode ser alcancada na funcao de onda hadronica, a qual é
denominada de “saturacao partonica”, caracterizada por valores da intensidade de campo
forte muito altos, formando um estado denominado de Condensado de Vidros de Cor (CGC
- Color Glass Condensate). Neste estado, considera-se como premissa bésica a existéncia de
um sistema denso e saturado, i.e., o nimero de glions por unidade de volume do espaco de
fase estd proximo de seu limite e, para grandes densidades, cresce lentamente com a energia,
implicando em uma grande modificacao da distribuicao de gliions se comparada com as
predicoes da dinamica linear. Correntemente, o regime nao-linear é descrito pela equagao
de Balitisky-Kovchegov (BK), a qual é uma equagao integro-diferencial para amplitude
de espalhamento dipolo-hadron. Nas tltimas décadas, diversos grupos resolveram nume-
ricamente esta equacao e derivaram suas solugoes assintoticas em ordem dominante, as
quais serviram de base para a construgao de modelos fenomenoldgicos que descrevem com
sucesso os dados experimentais de HERA (Hadron-Electron Ring Accelerator). Por outro
lado, a derivacao da equagao BK além da ordem dominante é ainda um tema de debate na
literatura. Atualmente existem diversas propostas para o kernel desta equacao e diferentes
prescricoes para o tratamento das corregoes associadas ao acoplamento variavel. Nosso
objetivo nesta dissertacao é apresentar uma comparacao detalhada das solugoes de equacao
BK no regime de saturagao, onde a dinamica QQCD é dominada pelos efeitos nao-lineares,
considerando as diferentes propostas e prescrigoes presentes nas distintas abordagens das
correcoes além da ordem dominante. Tal analise é fundamental para a construcao de
modelos fenomenolégicos baseados nas solugoes da equagao BK além da ordem dominante

e posterior comparacao com os dados experimentais de colisoes eléton-préton no acelerador

HERA e préton-préton no Grande Colisor de Hadrons (LHC' - Large Hadron Collider).

Desta forma, nesta dissertacao abordaremos inicialmente os conceitos bésicos para a
compreensao da dinamica hadronica no regime de altas energias, ou seja, ao longo do

capitulo 2 partimos de uma introducao breve da QCD e em seguida é feita uma revisao
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acerca da estrutura do proton que é provada através do Espalhamento Profundamente
Ineldstico (DIS - Deep Inelastic Scattering). O DIS leva a comprovagao de que os hddrons
sao formados por particulas puntiformes, denominadas de partons, os quais na QCD sao
identificados como quarks e glions, que interagem via forca forte. Ainda neste capitulo
averiguaremos que a descricao da dinamica hadronica é dada por equagoes de evolugao para
as fungoes de distribuigdes partonicas (PDF - Parton Distribution Functions), chamadas
de DGLAP. Na sequéncia, trataremos da dinamica para o regime de pequeno z, de onde
extraimos que as equagoes de evolucao utilizadas para descrever a dinamica apresentam
um crescimento indefinido devido ao seu carater linear e que este comportamento pode ser
regularizado pela introdugao de termos nao-lineares, associados a recombinacao partonica.
Portanto, discutiremos quais efeitos nao-lineares sao estes e o formalismo de dipolos no

qual é mais simples abordar estes efeitos nao lineares.

No capitulo 3, motivados pela necessidade de inserir efeitos nao-lineares nas equacoes
de evolugao, iremos derivar a equagao integro-diferencial Balitsky-Kovchegov (BK) no
limite de grande nimero de cores e na aproximacao de campo médio. Além de derivarmos
a equacao BK, apresentaremos as solugoes para a equacgao em ordem dominante e a
partir da mesma apresentaremos o modelo fenomenolégico baseado nestas solugoes. Uma
parametrizacao mais recente apontou que o modelo fenomenolégico baseado nas solugoes
da equacao BK em ordem dominante nao é mais satisfatério para descrever os dados
experimentais mais recentes. Disto, temos que é necessario abordar a equacao de evolucao

para a préxima ordem perturbativa o que serd feito no capitulo seguinte.

No capitulo 4 desenvolveremos as correcoes além da ordem dominante para a equagao BK,
cujas solugoes andliticas no regime de saturacao serao derivadas em detalhes, comparando
suas predicoes com aquelas obtidas em ordem dominante. Além disso, iremos apresentar
pela primeira vez uma comparacao detalhada entre as predigoes além da ordem dominante
e discutiremos suas implicagoes fenomenoldgicas. Tais resultados fazem parte de um artigo

cientifico em preparagao.

No Capitulo 5 iremos revisar os principais resultados obtidos e apresentaremos as perspec-

tivas de estudos futuros.

Por fim, e? importante informar que, nesta dissertac?a’o, as figuras nas quais na?o ha?

refere?ncia foram feitas pelo pro?prio autor.
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2 Conceitos basicos

Para comecarmos a nossa discussao acerca da dinamica das interacoes fortes, vamos
neste capitulo abordar os conceitos basicos necessarios para a compreensao da teoria das
interagoes fortes. Abordaremos a estrutura do préton descrita pelas fungoes de distribuicao
que sao obtidas através do estudo do espalhamento profundamente inelastico. Do estudo
da distribuicao dos constituintes dos hadrons sao formuladas as equagoes de evolucao para
a dinamica, as quais serao discutidas de forma qualitativa ao longo deste capitulo. Por
fim, trataremos das limitagoes que as equagoes de evolucao lineares apresentam ao nao

considerarem efeitos nao-lineares associadas aos processos de recombinagao.
2.1 A Cromodinamica Quantica

A Cromodinamica Quantica é uma teoria quantica de campos que descreve as interagoes
de natureza forte que ocorrem no interior hadronico entre quarks e glions, dotada de uma
simetria de gauge nao-abeliana do grupo SU(3) de cor. Isso é, todos os portadores de cor
estao submetidos as interagoes fortes. Tendo em vista que a cromodinamica quantica é
uma teoria quantica de campos assim como a eletrodinamica quantica ( QED - Quantum
FElectrodynamics) podemos tragar um paralelo entre a QCD e a QED. A QCD é baseada
no modelo de particulas elementares, onde temos quarks, férmions de spin 1/2, massivos,
que portam carga elétrica fraciondria, e diferentemente dos férmions da QED, os quarks
portam carga de cor. Os glions que sao os bdsons desta teoria, ao contrario dos fétons,
sao portadores de carga de cor. Entretanto, os gliions nao portam carga elétrica, ou seja,

nao interagem nos processos eletromagnéticos.

Na QED, os léptons apresentam seis sabores: elétron, muon, tau, neutrino do elétron,
neutrino do mion e neutrino do tau. Tendo cada sabor um valor distinto de massa [6].
Além disso, para esta teoria ha apenas um tipo de carga, elétrica, e apresenta apenas o

seguinte vértice de interacao: elétron-féton.

Ja para a QCD os quarks, assim como os léptons da QED, apresentam seis sabores: up (u),
down (d), strange (s), charm (c), bottom (b) e top (t). O sabor é sempre conservado em
interagoes fortes e irrelevante para a QCD [7]. Para a QCD interessa a carga de cor, ou
melhor, as cargas de cores ja que na cromodinamica quantica existem trés tipos de carga
de cor (com suas respectivas anticores): vermelho (r), azul (b) e verde (g). Diferentemente
da QED, a QCD apresenta trés tipos de carga e a mesma apresenta dois vértices de
interagao: quark-glion e glion-glion, o que indica que de modo distinto da QED o bdson
da cromodinamica quantica é auto interagente o que é consequéncia do fato de o mesmo

possuir carga de cor [8].
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Figura 2.1 - Renormalizagdo na QED

q
e(q?) = € + @ + €

Figura 2.2 - Renormalizagdo na QCD

Uma importante caracteristica da QCD surge do processo de renormalizagao que ¢ utilizada
para lidar com infinitos que surgem nas teorias da QED e QCD. No caso da QED a
renormalizacao é utilizada para lidar com os infinitos que surgem do calculo de diagramas
com lagos, como os apresentados na Fig. 2.1. Destes calculos vé-se que a constante de
acoplamento varia com a distancia, que é inversamente proporcional a escala (). A soma
explicita dos diagramas de lacos da aproximacao de ordem dominante presentes na Fig.
2.1 leva a uma expressao para o acoplamento eletromagnético, cem(Q?), e a dependéncia
da distancia no caso eletromagnético é fraca, o que implica que a aproximacao ., =~ 1/137

é suficientemente boa [8].

Na QED, o elétron é cercado por fétons virtuais e pares elétron-pésitron virtuais que
vao constantemente se aniquilando e criando [9]. Devido & atragao de cargas opostas, os
positrons virtuais tendem a se aproximarem do elétron e, com isto, blindam a carga do
elétron. Esse fenomeno é analogo a polarizacao do meio dielétrico na presenca de uma
carga elétrica e é denominado polarizacao do vacuo. Esta é a interpretacao para o fato de

que na QED o acoplamento torna-se mais intenso quando as cargas aproximam-se (maior
Q?)

Na QCD nao podemos inferir a mesma interpretacao, pois o vacuo da QCD nao é
constituido unicamente de pares ¢q virtuais mas também ¢é constituido de glions tendo
em vista que os glions sao auto interagentes. Logo, ao contrario da QED, na QCD além
dos vértices quark-quark-glion (lagos de quarks), que atua blindando a carga de cor do
quark, analogamente a QED, fazendo com que a constante de acoplamento da interacao
forte cresca em pequenas distancias, ha também vértices glion-glion diretos (lagos de
glions), como podemos ver na Fig. 2.2, que possuem um efeito contrério aos lagos de

quarks, produzindo uma antiblidagem que diminui o acoplamento em pequenas distancias.
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Figura 2.3 - Evolugdo da constante de acoplamento a;; em termos da escala @Q.Figura extraida de [1].
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A forma da constante de acoplamento da QCD resultante é dado por [10]:

127
(11N, — 2Np)in(Q*/a2ep)

a,(Q*) = p/ Q> Aqcp. (2.1)

O parametro Agcp ¢ introduzido como uma escala que caracteriza a regiao nao-perturbativa.
O valor Aqgcp ~ 200 — 300 MeV nao é predito teoricamente, mas sim experimentalmente e

depende do esquema de renormalizagao utilizado [1].

No modelo padrao de fisica de particulas temos que N, = 3 e Ny = 6, logo 11N, > 2Ny,
fazendo com que o efeito de antiblidagem domina e a constante de acoplamento diminua com
o aumento de Q2. Isso faz com que os quarks contidos no interior dos hddrons comportem-se
praticamente como particulas livres, quando sondados a energias suficientemente altas. Essa
propriedade das interagoes fortes é chamada de liberdade assintdtica. A liberdade assintotica
nos permite utilizar a teoria de perturbagao, e com isto chegamos a predigoes quantitativas
para observaveis fisicos em interacoes hadronicas. Por outro lado, ao aumentarmos a
distancia o acoplamento torna-se tao forte que é impossivel isolar um quark de um hadron.

Esse mecanismo é chamado de confinamento.
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O comportamento da constante de acoplamento dado pela eq. (2.1) é apresentado na Fig.
2.3 onde a propriedade de liberdade assintdtica e de confinamento ficam explicitadas pelos
limites assintéticos da constante de acoplamento. Uma discussao completa sobre esse topico
onde apresentam o grafico da constante de acoplamento QCD com dados experimentais é

realizada na Ref. [1].

Na Fig. 2.3, podemos observar que a intensidade do acoplamento da QCD varia consi-
deravelmente dentro do intervalo de @) relevante para fisica de particulas no regime de
altas energias. O regime de baixo momento transversal, () < Aqcp , onde oy = 1, é o
regime no qual o uso da teoria de perturbagao é impraticavel (soft QCD), esse é o regime
do confinamento de cor. J4, o regime de alto momento transversal,() > Aqcp, no qual a;
¢ suficientemente pequeno, permite usar a teoria de perturbagao, portanto temos a QCD

perturbativa (pQCD - perturbative Quantum Chromodynamics) [11].

Dependendo do processo avaliado, existem diagramas nos quais a, aparece acompanhado
de logaritmos que tém (ou podem ter) valores altos. Nesse caso é necessario ressomar
esses termos (considerar poténcias maiores') [12]. A ressoma dos diagramas com grandes

logaritmos em ()2, onde o parametro de ressoma, é
2 2
Qs (Q ) ln Q I

é conhecida como aproximagao de logaritmo dominante (Leading Log Approzimation -
LLA), e leva as equacoes DGLAP [13-15]. De forma andloga, a ressoma com grandes

logaritmos em 1/z, cujo parametro de ressoma é

as(Q*) Int/e

é conhecida como LL,A e leva a equagdo BFKL [16-19]. H4 também o caso no qual In @

e Inl/z sdo grandes. Sendo o paramétro da ressoma dado por

a,(Q) mQ*In'/e,

que é conhecida como aproximagao de duplo logaritmo (Double Log Approzimation - DLA).

As equacoes DGLAP e BFKL serao discutidas em mais detalhes posteriormente.

1Por exemplo, no DIS onde um féton com alto valor de @? interage com um préton de uma escala
tipica de momento transversal Q3, tal que Q? > Q2, hd diagramas em que o alto valor de termos do tipo
In @%/Q2 compensam o baixo valor de as.
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2.2 A estrutura do préton

A maneira de sondar o mundo dos quantas se da a partir do estudo de suas interagoes em

processos de espalhamento em colisores.

Para o caso da interacao ou colisao elétron-pésitron, e”e™ — p~u™, as particulas do
estado inicial e final sao férmions fundamentais, logo a determinacao da secao de choque
desta interagao é dada pela matriz de elementos da Eletrodinamica Quantica e pela
cinematica da colisdo [20]. Entretanto, se formos estudar um processo que ocorra entre um
férmion fundamental e um hadron, notaremos que o calculo da se¢ao de choque da colisao
depende dos constituintes do hadron, isso faz com que essas interagoes entre particulas
fundamentais e o hadrons - como por exemplo o caso elétron-proton - sejam usadas para

sondar a estrutura dos hadrons.

O espalhamento elétron-proton é uma poderosa ferramenta para sondar a estrutura do
proton. O processo pode ser classificado entre elastico ou inelédstico, onde a classificagao
depende do estado final ja a energia envolvida no processo categorizada o potencial de
sondar a estrutura do préton. A baixas energias, o proton permanece intacto no estado
final, isto configura o espalhamento como elastico onde a interacao do féton virtual é
com o proton como um todo. Para altas energias, o processo dominante é o espalhamento
profundamente inelastico (DIS), onde o préton se parte e o processo subjacente é o

espalhamento elastico do elétron com um dos quarks pertencentes ao proéton.

A classificacao precisa do processo de espalhamento elétron-préton depende do comprimento
de onda do féton virtual em comparacao com o raio do proton. O espalhamento elétron-

proton pode ser categorizado sistematicamente assim como pode ser visto na Fig.2.4

Figura 2.4 - Classificagdo do espalhamento e™p dependendo do comprimento de onda do féton virtual.

(a) (b) (c) (d)
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onde temos:

(a) Espalhamento a baixissimas energias, onde o comprimento de onda do féton
virtual é grande ao comparé-lo com o raio do préton, A > r,. Assim, o processo
pode ser definido como o espalhamento eldstico entre um elétron com um potencial

ou um proéton pontual.

(b) Ao elevarmos a energia do elétron, temos que A = r,,, vemos que o processo de
espalhamento nao é mais de natureza puramente eletrostética, assim a distribuicao
de carga e o momento magnético do préton deve ser levada em consideracao para

o calculo da secao de choque.

(¢) Quando A < 7, o comprimento de onda do f6ton virtual é relativamente pequeno,
temos o caso onde o processo ¢ inelastico pelo fato de que o foton ird interagir

com o constituinte do préoton e consequentemente o mesmo ird se partir.

(d) Para o elétron altamente energético, o comprimento de onda do féton virtual
é suficiente pequeno para sondar detalhadamente a dinamica da estrutura do

préton.

No que segue, apresentaremos uma breve revisao dos conceitos necessarios a compreensao

do processo de espalhamento profundamente inelastico.
2.2.1 Espalhamento profundamente inelastico

O espalhamento profundamento ineldstico ¢ um processo de espalhamento de um 1épton,
carregado ou neutro, com um nicleon com grande transferéncia de momentum. O processo
pode ser exclusivo onde temos que tanto o lépton quanto o nicleon é detectado no estado
final assim como pode ser inclusivo onde somente o 1épton é detectado no estado final. O

processo inclusivo pode ser expresso por
I(k) + N(p) = U'(K') + X (pa), (2.2)

e é representado na figura 2.5. Para o processo de corrente neutra, o lépton, que inicialmente
possui quadri-momentum k* interage com o nucleon, cujo quadri-momentum é p*, através
da troca de um béson de gauge (7*, Z°), podemos também ter corrente carregada onde
o bosén de gauge serd W+ e neste caso havera a troca do sabor do lépton incidente.
Considerando o DIS inclusivo, isso é, o mesmo é caracterizado pela detecgao - no estado
final - apenas do lépton. No caso onde o lépton é um elétron ou um muion, e a corrente é

neutra, o DIS ocorre pela troca de um féton virtual.
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Figura 2.5 - Representacdo do espalhamento profundamente ineldstico.

K

O DIS ¢é descrito por varias variaveis cinematicas que independentes de referencial, sao

elas:

I O quadrado do momentum transferido

onde Q? > 0 ¢ chamada de virtualidade do bdson de gauge.

II A varidvel

p-q

T

onde M é a massa do nucleon.

IIT A varidvel cinemética denominada de x de Bjorken, que é definida por

2
x = @ .
2p-q
IV A variavel chamada de inelasticidade,
y—bd
p-k

A massa invariante do estado final do sistema hadronico X é

W2=(p+q°=M*"+2p-q+¢ (=px)
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Ao minimo, a massa invariante de X dever ser igual ao nicleon incidente, desde que o
nimero barionico é conservado no processo de espalhamento. Isto nos fornece a desigual-

dade:

myx >m? = M*+2p-q—Q* > M.

Implementando na variavel x ficamos com:

Q? 1

TwWrowmr e T | (WP MR
QQ

1+

Como Q? e v sdo positivos, = serd um nimero positivo maior do que zero mas menor do
7
que 1. A perda de energia do 1épton E — E’ deve estar entre zero e E, entao a regiao

cinematica permitida é

A cinemética do DIS é descrita por um par de variaveis independentes (além da de-
pendéncia trivial do angulo azimutal ¢): E', #, ou z e Q2 ou z e y. J4 que z e y sdo
adimensionais, quando a cinematica do DIS é descrita por esse par a mesma assume um

carater adimensional.

E, também, conveniente termos em maos as variaveis de Mandelstan, as quais sao utilizadas

para representar o canal de interacgao,

s=(k+p)?=(K+p),
t=k—K) =0 -p?
u=(k—p) =@p-F)

onde s é o quadrado da energia de centro de massa do espalhamento 1épton-nicleon. Para
o regime energético que constitui o DIS podemos aproximar a variavel s ~ 2p -k, pois
s> M2 > my.

As varidveis Q?, z e y se relacionam a partir de

Q? ~ yxs.
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A segdo de choque do DIS pode ser expressa da seguinte forma [21]:

2 2
ddep = 22291’” (14 (1= ) Fo(2.Q%) — ¥ Fu(w, Q)]

onde F, e F caracterizam o vértice hadronico e dependem da estrutura do préton e da

dinamica das interacoes fortes.

E possivel relacionar as funcoes de estrutura as secoes de choque totais de foto absorcao

virtual, obtidas a partir da interacao v*p, tendo como resultado [12]:

X 42

O'z P = 7(172 — 233'F1),
X 41202

ot = —7222@ 20 FY,

onde o] ¥ sdo as segoes de choque de foto absorgao longitudinal e transversal, respectiva-

mente [20,22]. Definindo as fungoes de estrutura longitudinal e transversal como

FL = F2 — QI'bFl,
FT == 2$F1,

logo, tem-se

. 412 a?

P
T Q2

O'z Q‘IF’L7 T(QJ,Q2>.

A partir da definicao das fungoes de estrutura transversal e longitudinal, podemos perceber
que F, = F; + Fr, consequentemente a secio de choque de foto absorcao virtual 77 é

proporcional a Fb

A0

Q2

,
gVP =

FQ(£7Q2)'

Se o proton fosse uma particula puntiforme, assim como o elétron, a secao de choque de

foto absorcao seria simplesmente

onde a funcao delta corresponde a conservacao de momentum.

Sendo assim, temos que a informacao acerca da estrutura do préton esté contida no estudo
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Figura 2.6 - Compilado de todos os dados para o DIS em um préton. A fungio de estrutura do préton Fy é
plotada como funcdo da virtualidade Q? para determinados valores de z, como indicado préximo
dos dados. E perceptivel que, para valores intermedidrios de =, F5 é independente de Q2, sendo
esta uma manifestacdo do escalonamento de Bjorken.

Figura extraida de [2]
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da funcao de estrutura F5. A partir disto, os experimentos de espalhamento nos fornecem
dados da funcao de estrutura em funcao de Q? e x. Vemos na Fig.2.6, os dados da funcao
de estrutura £, em funcao da virtualidade, %, para vdrios valores da varidvel  de Bjorken
obtidos em HERA.

A partir dos dados é possivel identificar que a um determinado regime dos valores de
r (z ~ 0,1) a fungao F, independe de Q2. Esse comportamento foi denominado de
escalonamento de Bjorken [23-25]. Em linhas gerais podemos afirmar que o escalonamento
¢ a confirmagao de espalhamentos pontuais entre o féton e os constituintes do préton que
portam uma fracao de momentum x, como predito pelo modelo de partons proposta na

era pré-QCD. Por outro lado, temos uma violagao de escala para valores de x cada vez
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Figura 2.7 - Representacdo da dindmica dos constituintes do préton. A partir das interagdes fortes, temos que
os quarks podem emitir glions e os glions podem se desdobrar em pares quarks e anti-quarks gg
sem com que os nimeros quanticos do préton sejam alterados.

U Py Py ® u

menores.

Essa dependéncia de Q% é causada por processos da QCD presentes na dindmica do préton,
como o0s processos de emissao de gliions e formagao de pares quark-antiquark gg. Como
podemos ver na figura 2.7, além dos trés quarks de valéncia uud que formam os nimeros
quanticas do proton, a QCD prediz que a presenca de glions e pares quark-antiquark,

gerados a partir dos glion, denominados de quarks de mar.

A QCD prediz que Fy(2,Q?%) = Ze?qi(m,éf), onde ¢; é a densidade de quarks com fracao

(]
de momentum z quando o préton é sondado por um féton com virtualidade Q2. Temos que

se os quarks nao interagissem entre si, somente os quarks de valéncia seriam observados
com o aumento de Q?, e o escalonamento de Bjorken deveria manter-se. Entretanto, a
QCD prevé que com o aumento da resolucio (Q* > Q% ), vemos que cada quark tem em

sua vizinhanca uma nuvem de partons, como pode é representado em Fig. 2.8.

O nimero de partons (compartilhando o momentum do préton) que podem ser investigados
pelo féton virtual aumenta com (2. Também hd um aumento na probabilidade de encontrar
um quark com pequeno z, enquanto ha uma diminuicao da possibilidade de encontrar um
quark com grande z, j4 que quarks com grande momentum irradiam glions, o mesmo

pode ser visto em Fig. 2.6.

A evolugao de ¢;(z,Q%) em Q? é determinada pela QCD através das equacoes propostas
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Figura 2.8 - llustracdo da estrutura do préton, distribuicdo de partons, sendo sondada pelo féton virtual
conforme Q)? aumenta.
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por Dokshitzer, Gribov, Lipatov, Altarelli e Parisi [13—15] as quais sdo dadas expressas da

seguinte forma:

agfzéi ) - % /x %[qi(yaQ2)qu($/y) + g(y,QQ)qu(m/y)] ) (2’3)

para a distribuicao de quarks de sabor 7, e por

dg(x,Q) %/1 dy

olnQ? 2« .y [Z qi(%QQ)qu(x/y) ‘|’9(?JaQ2)ng(‘”/y) ) (2.4)

para glions. As fungoes P representam a probabilidade de um glion de fragao de momentum

x vir de um quark com fracao de momentum y do parton.

As equagoes (2.3) e (2.4) s@o as equagoes DGLAP (Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-
Parisi) e foram obtidas separadamente por Dokshitzer [13], Gribov e Lipatov [14], e
Altarelli e Parisi [15]. Para facilitar a interpretacao das equagoes DGLAP, apresentamos

nas Fig. 2.9 e Fig. 2.10 as equagoes DGLAP de forma simbdlica.

Uma representagao fisica da equacao de evolugao DGLAP ¢é apresentada na Fig. 2.11 a
qual usa o proton na representacao do plano transverso. No lado esquerdo da Fig. 2.11
mostramos o partons dentro do préton, visto a partir do féton virtual com virtualidade )y
que corresponde a escala de resolugao 1/Q, no plano transverso. O lado direito apresenta o

que acontece quando o mesmo préton € visto por um féton virtual com uma virtualidade
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Figura 2.9 - Equacdo DGLAP em sua forma simbdlica para o setor de quarks (2.3).
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Figura 2.11 - llustragcdo da equagdo de evolugdo DGLAP. As bolhas indicam os pértons (quarks e gliions).
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mais elevada, ) > @)y, a qual permite uma resolucao do préton a pequenas distancias no
plano transverso, 1/q. Quando os partons (quarks) sdo sondados a pequenas distancias o
foton pode distinguir que cada quark pode flutuar em si mesmo junto com varios glions

e/ou pares quark-antiquark, assim como visto a partir das funcoes de desdobramento, P;;.

A Fig. 2.12 apresenta de maneira ludica como a equacao DGLAP funciona no plano
Q? x In1/z. O valor inicial da funcao de distribui¢ao para a evolugao DGLAP ¢ dado por
uma escala inicial Q% para todos os valores de z relevantes, i. e., os valores iniciais estao
representados pelos valores que formam a linha vertical mais a esquerda na Fig.2.12. Dada
a condicao inicial, as equagbes DGLAP fornecem a funcao de distribuicdo para outro valor

de virtualidade 2, assim como representado na figura.

A pQCD, através das equacoes DGLAP, permite somente determinar a evolucao das
distribuicoes partonicas. Ja os parametros iniciais das equagoes DGLAP sao de natureza
nao perturbativa. Logo, os mesmos precisam ser extraidos experimentalmente para uma
dada virtualidade inicial Q3. Uma vez que as PDFs sao assumidas universais, e independem

do processo considerado, apés determiné-las para um determinado valor de Q? podemos
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Figura 2.12 - Equagdo DGLAP no plano Q% x In1/a.
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determinar seus valores para outras escalas de resolucao, e assim utiliza-las no calculo do

processo de interesse [22].

As PDF's sao normalmente determinadas através de analises globais dos dados do DIS e
processos relacionados. As andlises incluem o maior niimero possivel de observaveis para
restringir as varias PDF's, pois cada processo fornece uma informacao especifica para uma
dada distribuigdo em uma regiao cinematica. Varios grupos, utilizando diferentes técnicas,

produzem parametrizagoes para as PDF's.

Na Fig. 2.13, podemos ver a PDF obtida pelo grupo CTEQ [26] denominanda de para-
metrizagao CT18, na qual é apresentada a distribuicao de quarks leves e glions para os
valores de virtualidade Q? = 4 GeV? e Q? = 100 GeV? respectivamente.

Observamos que as distribuicoes de quark u e d dominam para grande x devido a contri-
buicao dos quarks de valéncia. Por outro lado, observa-se que as distribuicoes de quarks e
gliions crescem para pequeno x. Além disso, verifica-se que a evolucao DGLAP, a qual
descreve a evolucao entre Q* = 4 e Q* = 100 GeV?, implica num crescimento mais acentu-
ado destas distribui¢oes com o crescimento da virtualidade. Os resultados apresentados
demonstram que no regime de pequenos valores de x, a estrutura do préton é dominada
por glions e, portanto, a dinamica QCD neste regime é determinada pela dinamica de

interacao gluonica.
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Figura 2.13 - Distribuicdo partonica de quarks leves e gliions no interior do préton de acordo com as parame-
trizacdes CT18, para (a) Q% = 4 GeV? e (b) Q% = 100 GeV? [3].
Figura gerada usando a ferramenta APFEL [4, 5]
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2.3 Dinamica para pequeno

Nos processos do DIS o comportamento da QCD para altas energias é sondado por meio
da andlise de observaveis. O experimento ep realizado em HERA forneceu dados da regiao
cinemdtica de pequenos z (> 107%). Uma das mais importantes observagoes obtidas em
HERA foi o forte crescimento da fungao de estrutura Fy(z,Q?%), e portanto o crescimento

da secao de choque do processo conforme o decréscimo de .

A interpretacao e descricao desse comportamento motiva intensas pesquisas. O principal
aspecto em discussao refere-se a determinagao da dinamica da QCD no regime cinemético
de pequeno z. Nesta secao, apresentaremos uma analise dos diferentes modelos para

dinamica na regiao de pequeno z.
2.3.1 DGLAP na regiao de pequeno =

Vamos considerar as equagoes DGLAP apresentadas na se¢do anterior, eq. (2.3) e eq.(2.4).
Da anélise das fun¢oes de desdobramento P;; para o regime de pequeno z, a funcao de
desdobramento para o setor de glions, P,,(2) e P,y(2), tem singularidades para z — 0. As
outras fungoes de desdobramento, associadas ao setor de quarks, sao regulares neste limite.
Logo, o comportamento das distribuicoes partonicas para pequeno x é determinado pela
dinamica gluonica. Da analise realizada na se¢ao anterior tem-se que, para pequeno z, a
dinamica é dominada por glions. Neste regime, a equacao DGLAP para glions pode ser
aproximada por

dg(z,Q? s [td
e I L) (25)
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No apéndice A apresentamos as solucoes analiticas desta equagao para os casos em que a
condicao inicial é singular ou bem comportada. Tais resultados demonstram que a DGLAP

no regime de pequeno x prediz os seguintes comportamentos para a distribuicao de glions:

e Para o caso singular:

( OzsNCF>
woY +
xg(2,Q%) = e e

I

e Para o caso bem comportado:

a,NIY
2 S —
a:g(x,Qz) ~e T

I

ParaY = Inl/z e I' = In@?/@2. Comparando as duas equagoes acima, podemos concluir

e a,NJIY C e .
que para a regiao wy > {/ —— a condicao inicial define a solugao e o comportamento

T
assintotico, porém para grande virtualidade, (o, I" > Y'), o ponto de sela determina o
comportamento assintético de xg(x,Q?). Assim o comportamento assintético da fungao de

distribuicao tem a seguinte forma:

rg(z,Q?%) ~ exp (\/ @) = exp (&;NC In (g—;) In (i))

Ou, com crescimento muito mais acentuado a partir do aumento de Q2 ou da diminuicao

de z. Entao, concluimos que no limite de pequeno x a solucao da DGLAP é determinado
por um crescimento assintético na distribuigao de glions [27]. Além disso, temos que no
limite de pequeno z e grande Q% a equacao DGLAP ressoma os logaritmos a, In1/zIn Q2.
Esta aproximagao, denominanda aproximacao de duplo logaritmo (DLA) é valida na regiao
as <1, alnl<leanl/eln@Q?~ 1.

Até entao determinamos os possiveis comportamentos para a distribuicao de glions na
regiao de pequeno x. Agora, se considerarmos que a funcao de estrutura é Fy(x,Q?) =

Ze?qi(:v,QQ). Obtemos que no regime cineméatico onde a distribuicao de glions domina,

(2

oF: 2 s
!

20,
97

zg(z,Q?),

para Ny = 3. Sendo assim, a distribuicao de glions determina o comportamento de violagao

de escalonamento da funcao de estrutura e o crescimento do conteido de quarks para
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Figura 2.14 - Evolugdo da equagdo BFKL no plano Q? x In1/a.
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2.3.2 A equagao BFKL

Para valores muito pequenos de z, o logaritmo da energia torna-se muito grande, implicando

em agInl/z ~ 1 e os diagramas associados devem ser ressomadas.

O procedimento para a ressoma de grandes logaritmos de 1/z foi proposto por Balitsky,
Fadin, Kuraev e Lipatov (BFKL) [16-19], sendo dada, em ordem dominante, por:

Of (x.,k*) _ l/dQQKBFKL(k,Q)f(x,QQ), (2.6)

Oln(Yfz) m
onde f(z,Q?) é a distribuicao de glions nao integrada, a qual nos d4 a probabilidade de
encontrar um glion com fracao de momentum = do hadron e momentum transverso k, , a
relacao entre a eq. BFKL e a distribuicao de glions usual, é dada por

@ QK2

rg(r.Q%) = / el 2.7)

0

A equacao BFKL nos fornece a evolucao em x da funcao de distribuicao, o mesmo é
demonstrado na Fig. 2.14 onde é ilustrada a implementacao da equacao BFKL no plano
Q? x In1/z. Ao comparar a Fig. 2.14 com a Fig. 2.12 podemos notar a diferenca essencial

entre a evolucao BFKL em z e a evolucao DGLAP em (2.

A representagao diferencial da eq. BFKL em ordem dominante, com «; fixo, pode ser
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expressa por [12,27]:

k2

2Q2f(:v,k2) . (2.8)

af (k) _aSN/

e ol

A solucao geral da eq. BFKL é dada pela expansao sobre as autofungoes do Kernel BFKL,

Kpgrkr, que sao do tipo
ki(“’_l)ei”‘ﬁk,

onde v é um nimero complexo qualquer, ¢, é o angulo entre k£, e um eixo qualquer, e n

um numero inteiro.

Definindo v = 1/2 4 iv, para v real, a solugao geral fica

Fla,k?) = Z / exp(O‘N ()Y )z Leziv 12w gin(o-4) A (g gy

)
T 272

n=—0oo

x(nv) = 20(1) — \11(1 J;'"’ +iu> _ \11(1 +2|"| _ iu),

¢ o autovalor das autofungoes do operador do Kernel e

onde

d |
U(z)=—1Inl v(l
(2) = £hre) = [ S+ v,

com z = '(®a%),

A solucao da equacao BFKL na aproximacao de difusao, em que [, ~ k,, i.e., em que a
escala dos dois momentum transversos envolvidos no problema nao sao tao diferentes um

do outro é dada por:

1 72 min? (1)
k2) ~ Sy - SRR 2.1
J@R)~ s\ T @ay &P ((O‘p ) 14((3)a5NCY)’ (2.10)
da, N,
onde a, — 1 = Qs le n 2.
T

A caracteristica essencial da eq. (2.10) é que a distribuigao de glions nao integrada cresce

Pl k) ~ (i)

Tal crescimento da distribuicao de glions em pequeno x é ainda mais rapido do que aquele

com poténcia de 1/,
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previsto pela DGLAP, ou seja, a solucao de difusao da BFKL cresce mais rapidamente do

que a DGLAP-DLA na regiao de pequeno .
2.4 Efeitos nao lineares na QCD

A dinamica DGLAP para a regiao de pequeno z prevé um crescimento indefinido do
nimero de glions no interior do préton conforme ocorre o aumento de Q?, do mesmo modo
a equacao BFKL tem a mesma conclusao com a diminuicao de x. Podemos ver isto de
modo ilustrativo na Fig. 2.15, que mostra como se déd a evolucao da dinamica no interior
do préton. Como afirmado anteriormente, seja aumentando os valores de Q? ou diminuindo
os valores de x o nimero de glions dentro do proton cresce indefinidamente, segundo as
equacoes DGLAP e BFKL. Em particular, o crescimento ilimitado do niimero de gltions
implica que a area ocupada por estes pode tornar-se maior do que a area do préton, o que
seria nao-fisico. Tal resultado indica o limite de validade destas dinamicas e a necessidade
de levarmos em considerados efeitos associados a alta densidade de gliions presente no
regime de pequeno x. Devemos atentar de que tanto a DGLAP quanto a BFKL somente
consideram o processo de decaimento A — B + C, sendo por isso denominadas dinamicas
lineares. Gribov, Levin e Ryskin [28,29] propuseram que a energias muito altas devemos
considerar processos de recombinacao A + B — (. Quando este processo é considerado, a
equacao DGLAP para glions no regime de pequeno x, é alterada pela introdugao de um

termo quadratico, e passa a ser dada por

Pxg(z,Q%)  asN,
(/)02

B 402N, 1
3CrR? ()?

Q> rg(2,Q?) [29(,Q%)]". (2.11)

O sinal negativo do termo nao linear evidencia que o crescimento acentuado da distribuicao
de glions é diminuido pelo termo responsavel pela recombinacao de glions. Essa equagao

é denominada equagao GLR [28].

A partir da equac¢ao GLR, eq. (2.11), podemos estimar a escala na qual os efeitos nao
lineares passam a contribuir a fim de que obtenhamos a saturacao do crescimento de
rg(x,Q?), a qual ocorrerd quando os termos nao-linear e linear se tornarem idénticos, i.e.,
Q=@

02 Ao

s = m@(%@%

Na Fig. 2.15 podemos ver a ilustragiao da escala de saturagao Q?, a qual separa o regime

linear Q% > Q? do regime nao-linear, ou de saturagao, Q% < Q.

Apesar de que a GLR implicar na saturacao ao levar a sua solucao ao regime assintético,
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Figura 2.15 - llustragdo da evolugdo da dindmica no interior do préton no plano transverso.
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seu regime de validade termina antes que a saturacao seja alcancada. Isto deve-se ao fato
que a equacao GLR é um truncamento no primeiro termo nao linear do desenvolvimento
em série de poténcias da densidade. Por isso, antes que a saturacao esteja presente, os
termos de mais alta ordem serao importantes e nao podem ser desconsiderados. Entao, a

equagao GLR nao é valida no regime de x muito pequeno.

A partir do trabalho de Gribov, Levin e Ryskin gerou-se varios trabalhos, cujo objetivo era
desenvolver uma teoria da saturagao. e McLerran e Venugopalan (MV) propuseram uma
nova abordagem para tratar o campo de glions no regime de altas densidades partonicas
[30-32]. A evolucao da abordagem constitui hoje a teoria efetiva da QCD em altas energias,
denominada de Condensado de Vidros de Cor (Color Glass Condensate) [33,34], o que
levou as equagoes Jalilian-Iancu-McLerran-Weigert-Leonidov-Kovner (JIMWLK) [35-37].
O CGC ganha seu nome devido as principais caracteristicas do sistema que a teoria
descreve: a “cor” vem por ser um sistema composto de glions, o “vidro” é devido a
sua dinamica interna estar congelado, nas escalas de tempo envolvidas no processo de
espalhamento o sistema nao varia, e o “condensado” é porque o sistema é caracterizado

por um grande nimero de ocupacao e fortes campos coloridos.

Uma derivacao alternativa a JIMWLK, seguida por Balitsky, e derivada independentemente
por Kovchegov no formalismo de dipolo levaram aos mesmos resultados, conhecida como a

equacao de Balitsky - Kovchegov (BK), a qual serd abordada mais a frente. Apesar de nao
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se conhecer uma solucao analitica completa da equacao BK, suas solugoes assintéticas sao

usadas para estudos analiticos e numeéricos.

Figura 2.16 - Regido de aplicacdo das equa¢bes de evolucdo no plano transverso.
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Com intengao de sintetizarmos as implicagoes dos estudos dos efeitos nao-lineares para
as equagoes de evolugao, podemos observar na Fig. 2.16 o regime de aplica¢ao/validade
das diferentes equagoes de evolucao em relacao a variavel que é evoluida, assim como
indicamos a regiao nao perturbativa, a linha que separa as regioes linear e nao-linear e
o processo avaliado em cada umas das regides. A equacao de evolucao DGLAP evolui
em Q? conforme fixamos z, desta forma o sistema torna-se diluido, com o aumento da
virtualidade, ja que mesmo que o numero de glions cresca, a area efetiva para interacao
de cada um torna-se menor. J4 a equacao BFKL evolui em  para Q? fixo, conforme a
energia aumenta o numero de partons dentro do préoton aumenta, ao contrario do caso
DGLAP, a drea de cada glion permanece a mesma, uma vez que Q? é fixo. A aproximacao
DLA ¢ um limite comum para as equagoes DGLAP e BFKL onde a evolugao se da tanto
em Q? quando em z. A equacao GLR também evoluf tanto em Q? quando em x, porém a
mesma ¢ responsavel por definir a escala de saturacao, que é a linha que separa as regioes
linear e nao-linear, e pode ser compreendida como o inverso da area transversa dentro da

qual a probabilidade de encontrar mais que um glion é da ordem de um.

A equacao BK generaliza a equagao BFKL pela consideracao das corre¢oes nao-lineares

associadas a alta densidade gluonica e descreve a transicao entre os regimes lineares e nao-
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lienares, assim como o regime saturado onde o CGC é formado. Como veremos na proxima
secao, a evolucao dinamica da distribuicao de glions determina o comportamento dos
observaveis atuais e futuros, e é fundamental para a interpretagao dos dados experimentais

e predicao dos observaveis.
2.5 Formalismo de Dipolos

Até entao trabalhamos a partir do referencial de momentum infinito onde o féton virtual
interage com o proton, o qual é descrito como um sistema de quarks e glions, os partons.
Aliés, toda a evolucao da QCD se deu dentro do préton, e suas distribuicées partonicas

evoluem como uma funcao da virtualidade Q% e do x de Bjorken.

Por outro lado, podemos descrever o mesmo espalhamento féton virtual-préton, v*p, em
um referencial no qual o momentum do préoton é pequeno. Neste referencial, o espalhamento
profundamente ineldstico elétron-préton é descrito da seguinte maneira: primeiramente
o elétron incidente emite um foton virtual v*, que entao flutua em um dipolo de cor

quark-antiquark (¢g), e o dipolo espalha com o préton.

Tal representacao, denominada representagao (ou formalismo) de dipolos, é vélida no
regime de pequeno z, onde o tempo de vida da flutuagao quantica que produz o par
qq é maior que a escala de tempo tipica da interagao [12]. A descri¢ao do DIS nesta
representacao nos permite introduzir uma forma mais simples as correcoes nao-lineares na

dinamica QCD e por isso serd considerada no restante desta dissertacao.

No formalismo de dipolos, a secao de choque total do processo v*p pode ser expressa de

seguinte forma [12]:
1
0%2’)(622,}/) = Z/dQM/ dz‘@ZJ%L(m,z;Q2)|20qg(m,Y),

onde a secao de choque total é escrita de forma fatorizada, seguindo a descricao do processo
detalhado na Fig. 2.17, das convolucoes entre a funcao de onda logintudinal e transversal do
féton virtual e a segao de choque transversal do dipolo-protén ogg. Além disso, Y ¢é definido
como Y = In/x e |95, (r1,2;Q?)| sdo as fungoes de onda do féton virtual (transversal e
longitudinal) que fornecem as densidades de probabilidade para um féton se separar em
um dipolo com tamanho transversal r |, as quais podem ser obtidas explicitamente a partir

da QED perturbativa, sendo dadas por:
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Figura 2.17 - Diagrama que representa o processo v*p na representacdo de dipolos.

/ X
S Wnler )P = Q221 P R er) (2.12)
e
Z |¢Zs,(z,m)|2 = iN aem{[ } K (er) + mQKQ(er)} (2.13)

s,s’ ,cor

Estas fungoes podem ser derivadas a partir da teoria de campos nas coordenadas de cone

de luz, apresentado no apéndice B, tal como consta no apéndice C.

Do que foi visto no inicio desse capitulo, a secao de choque conecta-se com a funcao de

estrutura, Fy, através da seguinte relagao

Fy(2,Q7) =

ol

472 vy

7P(@Q) + o (w02

Do teorema Gptico [12], a secao de choque dipolo-préton, a qual deve ser modelada, pode ser
expressa em termos da amplitude de espalhamento N (Y, ,b), para o caso independente

do parametro de impacto a secao de choque é dada por
0qq = 0oN(Y,71),

onde o parametro de impacto é fatorado para dentro da constante o que é igual a 27TR12)

onde RIQ) ¢é o raio do proton. Perceba que neste formalismo o fator de fluxo esta incluido
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na definicao da amplitude de espalhamento, e N é uma quantidade adimensional. A sua
interpretacao é nada mais do que a probabilidade para o dipolo ¢q espalhar-se com o

proton.

Portanto, no formalismo de dipolos, a amplitude de espalhamento, N(r,,Y’), carrega toda
a informacao sobre a dinamica QCD , sendo solucao da equacao de evolucao considerda.
Como veremos no proximo capitulo, quando os efeitos nao-lineares sao considerados, a
evolugao de N(r,Y") é descrita pela equagao BK. J& no regime linear, N(r,,Y") satisfaz a
equagao BFKL e/ou a DGLAP no regime de duplo logaritmo dominante. Nestes limites é
possivel expressar N(r,,Y) em fungao da distribuigao de glions nao integrada f(x,k,)
e da distribuicao de gltions integrada g(z,Q?), recuperando os resultados derivados no

referencial de momentum infinito para o regime linear da dinamica QCD.
2.6 Conclusao

Ao longo deste capitulo, abordamos os conceitos base para se descrever e compreender a
dinamica das interacoes fortes. Assim, abordamos o estudo da estrutura do préton que
comprova a dinamica hadronica através das fungoes de distribuicao partonicas que sao
obtidas a partir das equagoes de evolucao. Da andlise global dos dados do DIS, como visto,
infere-se parametrizacoes para as fungoes de distribuicao partonicas que evoluem através
das equacoes de evolucao. Os dados apresentados pela parametrizacao CT18 trazem que a
dinamica em altas energias, regime de pequeno x, ¢ dominada pela dinamica de interagao

gluodnica, i.e., a distribuicao partonica é dominada por glions.

Portanto, apresentamos a dinamica dominada pelas interagoes gluonicas que é o regime
de pequeno x o qual é dado pela equacao DGLAP na aproximacao DLA e pela equacao
BFKL na aproximacao de difusao. Vimos que as equagoes de evolucao lineares, DGLAP e
BFKL, fornecerem solucoes para o regime de pequene x, mas aumentando os valores de Q?
ou diminuindo os valores de x o nimero de glions dentro do préton cresce indefinidamente.
Isto implica que a area ocupada por estes pode tornar-se maior do que a area do préton,
o que seria nao-fisico. Logo isso indica que ha um limite de validade destas dinamicas e,
portanto, devemos considerar efeitos de recombinacao que estao associados a alta densidade
de glions presentes no regime de pequeno x. Por fim, trabalhamos de maneira qualitativa o
formalismo de dipolos que é um modo mais simples de descrevermos os efeitos nao-lineares
fazendo que toda a nossa ignorancia em relagao a dinamica hadronica esteja na amplitude

espalhamento.

No préximo capitulo abordaremos os efeitos nao-lineares a partir da construgao de uma

equacao de evolucao nao-linear cuja solugao nao viole a unitariedade e assim descreva o
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regime saturado.
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3 A Equacgao Balitsky-Kovchegov e suas solugoes em ordem dominante

No capitulo anterior trabalhamos o DIS e seus desdobramentos nas equagoes de evolugao
lineares e os efeitos nao lineares que nao sao incorporados pelas mesmas. Neste capitulo
iremos derivar a equagao Balitsky-Kovchegov (BK) que é obtida a partir da inclusao dos
efeitos nao-lineares. Apds, iremos solucionar a equagao em ordem dominante. Tais estudos
formam a base da analise que sera realizada no préximo capitulo, onde estudaremos as
solucoes da equacao BK no regime saturado considerando as correcoes além da ordem

dominante.
3.1 Derivagao da equacao BK

Seja um dipolo singleto de cor formado por um quark e um antiquark, gerado a partir de
um féton virtual. Temos que se o dipolo sofre um boost para uma rapidez maior, i.e., é
fornecida maior energia ao dipolo, e assim, havera mais espaco de fase disponivel, portanto
tanto o quark quanto o antiquark podem emitir um glion. A emissao de glions é uma

corregao de ordem superior (~ ;) para a funcdo de onda do féton virtual.

No que segue iremos derivar a dependéncia energética da amplitude de espalhamento a
partir do calculo da amplitude do processo v* — ¢qg, representado na Fig. 3.1, onde temos

os diagramas de emissao do glions pelo dipolo singleto de cor.

Figura 3.1 - Os diagramas que contribuem para o processo v* — ¢gg. No primeiro diagrama, o gliion é emitido

pelo quark. J& no segundo diagrama o gltion é emitido pelo antiquark.
k+ K,y

k, a

Os diagramas que contribuem para o processo v* — ¢qg apresentados na Fig. 3.1 sao: a
esquerda, temos a emissao de um glion com momentum &', cor ¢ e polarizacdo A a partir
de um quark com momentum k e cor a. A direita, temos a emissao de um glion com
momentum &', cor ¢ e polarizacao A a partir de um antiquark com momentum p — k — k' e

Ccor ..

Usando os resultados derivados no apéndice C, as funcoes de onda do féton virtual com
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Figura 3.2 - A representacdo dos termos presentes na equagdo(3.1), onde a imagem (a) retrata o segundo
termo, j& as imagens (b) e (c) representam o terceiro termo.

(a) (b) (c)

i, x, 2q" i, T i, T
c, z, 7 ,
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polarizacao longitudinal e transversal, ¢, r(z,r1), e o resultado para a amplitude de
emissao do glion ¥ _,,.(z,71) podemos escrever a funcao de onda do féton virtual agora

na ordem dominante, com as contribuigoes em ., € em o, como:

V) = 1y + \/Lﬁ / dzed®r U5, (2 1)C (1) 140 (2)Ta(y)g
1
VN

(3.1)

+ /dZd2TJ_dZ/d2T3_@7*%qq9<zvzlarL7%.) |Qa($)qa(y)gc(z>>0'

Aqui, os fatores 1/y/w~, foram adicionados com o objetivo de manter o produto interno
{(7*|7*) normalizado. O produto interno (y*|y*) contém uma soma sobre todas as cores de
quarks 7,7 e sobre a cor do glion ¢ de forma implicita que fica mais clara ao representarmos
a equagao (3.1) na Fig. 3.2, onde z, y e z representam as coordenadas transversais do
quark, antiquark e glion, respectivamente. Além disso, a fungao C(r, ) é adicionada ao
segundo termo do lado direito da eq. (3.1), com a finalidade de nao alterar a normalizacao

da funcao de onda.

Vamos entao encontrar a expressao da funcao W.«_,.,(2,2',r 1,7 ) para escrevermos a
funcao de onda do féton virtual de forma completa. Temos que W« z,(2,2",r1,7)) é a

soma das contribuigoes apresentadas na Fig. 3.1, logo:

\Ij“/*—ﬂﬁg(zv'z,?rlfﬁ_) = ¢3;Y—>qq(kl + kj_a Z)\Ijgiqg(kﬁ_a Z,)

H P gk + KL )W (KL, 2).

v —aqq

Das regras de Feynman apresentadas no apéndice D ao calcularmos a probabilidade de

.~ , . . . yo / AN
emissao do gluon, mails espemﬁcamente a terceira regra, vemos que \Ija—ﬁg( 1 Z) =
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v (K, 2'). Com isso,

q9—q9

\Il’Y*%lﬁg(Z?Z/?Tl?Tj_) = w'y %qq(kl + k )\Ijgiqg( 3_7 Z/)

y* ﬁqq(kl + kJ_v )\I]?lqg(kiu Z/)'

A partir da solugao da fungao ¥, (¥, 2') obtida em detalhes no apéndice D, temos:

\/_gs a,B kL EJ_(S

\IIQB (kL) - - k2 s,8"5
(2r)

q9—q99

ficamos com

V2gitS, ki -&
\Ify*%qgg(z,z’,rbrl)zww —>qq(kl+kj_7 z) & - L(S
\/ ™)’z it
V20t hfjé
2
(2m)Pyz ML

v %qq(kl +k, 2)

Js kJ_'gi

Vame K
X[¢’Y —>qq(ki+kb ) - 7—>qq(k’l+kb z)t5 }

A transformada de Fourier de W.-_,,(2,2',71,7",) para o espago de coordenadas, é dada

por:

271./ 2 A
dk dkl ZkJ_'TJ_eiki'TJ_ s kl'gJ_

U gag(2,2 m0 7 /
Y*—qqg J_ \/?\/; \/m ki

X [w,y %qq(kl +kJ_7 ) - y* —}qq(kJ-+kJ_7 ) :|

O sobrescrito 7o presente na funcéo ¥, _ significa que é produzido um quark com cor a

Y*—qq
e um antiquark com cor 7. A soma sobre indices repetidos de cor é subentendida, e devido

a conservacao da carga de cor, assim como a necessidade de o dipolo ser um singleto de
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a'y c c .
cor 1/)7 Lgg ~ 097, e assim 1/)7 O AR A

s d?k d“k,
W ggg (2,2 r1,r) = — / = /
VAT S femE ) (en)?
% [ gkl + K ), ekl Lk T (3.2)

/ A
_ @a ¢ ik vy ik, v | FLEL
’y*—>q§(kiuz)taae et 5z

1

No primeiro termo da expressao acima, realizamos a mudanca de variaveis k — k — k' e

integramos sobre k,

A’k , PN s 2k,
/ lws"aﬁqﬁ(kb z)t%an(lu—’ﬁ) melh " :/ ng*aﬁqﬁ(kl_; )tg ek (TL u)

2 o1
Como
A2k, -
/ or P gk, 2)e™ T =St (), 2), (3.3)
temos que,
k- Y o (o
/ 5 Vb, NG L) TGl = el (e e (M)
Para o segundo termo,
koJ_ aa L c kg cry ik - rL _ c K TL
1 'Y*_qu( J_,Z) af € y* —)qq(TJ_a )t

onde usamos o resultado obtido na expressao (3.3). Retornando para os resultados para a

equagao (3.2), obtemos

gst
\I/’Y*—Wﬁg('z?Z/?TJ-arﬁ_):_ 71'25 o “/%qq<TJ-7 z)

/de/ |:7, (7"L T’i) _eik’l'rl] iEj‘_

2
kL

(3.4)

Antes de efetuarmos a integracao, vamos observar a interpretacao geométrica de r’. No
primeiro caso, quando o glion é emitido pelo quark, o momentum do glion, %k, é o
conjugado canoénico de | —r . Isso sugere que 1, —r, seja a separacao entre o quark e o

glion. De maneira similar, quando o glion é emitido pelo antiquark, | é o conjugado
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canonico de k', e assim ', é a separacao entre o glion e o antiquark. Em ambos os casos,

r, ¢ a distancia entre o quark e o antiquark, ou seja, r; é o tamanho do dipolo.

Voltando para a transformacao de Fourier, ainda precisamos calcular as duas integrais
presentes. Podemos calculé-las usando o resultado apresentado no apéndice C e D ao

calcular a transformacao de Fourier para W.-_,q,, logo:

A A
/ko/ < i (TJ_ TL)>k/L /28L :27T’l'€L '/(Ti—T;_)’
kT (r' —ry)
e
/ko/ (_ ik i Tl)ki EJ_ — _9 gj\_.TJ_
1 k/Q r
h (ry —r1)
Retornando para a expressao (3.4),
A / A /
_gs elor el (i —ry)
U ygao(2,2 0 o (r, 2 o —
— L11) = QW\/E T ﬁqq( 1:2) [ r? (r, — 71)2

Considerando agora a fungao de onda do féton virtual, eq. (3.1), a qual para a mais baixa

ordem ¢é dada por:

1 _
3 = 10+ [ AU ) an R -

Realizando o produto interno, resulta
2
() —1+—/dz/d271‘ g2 ?)|

_1+/d2/d2rj_| v _>qq TJ_, }27

(3.5)

onde utilizamos que

o717 =1 (4o (k)@ (K)[7")g = 0
o{7V" 10 (F)7a(K)) =0 (4 (F)7a(F)|ga(F)ga(K)) =1

Por outro lado, quando consideramos o termo de radiacao de glions, o produto interno é
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obtido partindo de

") = Iy + jﬁ / Qo C(r )05, (11, ) [4a(@)82(1))0

1
+ e [ A 2 a0 (R )2
onde
A / A /
1gs er-r e (r —ry)
U ygao(2,2 0 (L, o —
7_“1‘19( € l) 27_(_\/5 "/—}qq( € ) Tf (7“3_—7]_)2

Assumindo que

oY 7)o =1
(00 (k)T (K)]qa(k)Gz(K)) =1
(00 (k)T (k") ge(2)|qa (k)T (K ) ge(2)) = 1

e zero para as demais combinacoes, resulta que o produto sera dado por:

DY = ofr s / Qe C*(r ) O W22, (1, 20, (1, 2)

gs *c 4C *oa an
/dZdQTLdZ d27l4 5 /twtaa 4 _)qq(TL,Z)@/)V*_,qq(Th@ (3.6)

*
(e e =) (et el-(i—r))
rf (=71’ re (' —r1)”

Usando que

C(ri)C(r ) =[C(ro)l’,
w;aiqqoalaz)w’y *—qq rJ.? |w$ —qq TJ.) )|27

__4cC
Ea _taa
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ficamos com

<’Y*|’}/*> = dZd2TJ_N |C T ’ | v —>qq T'J_,Z)|2

S Cc 2
/dZdQT‘LdZ,d27‘L4 syitom |8 (r e, )

2
r’ ry —1

Ty (re /J.)Q '
i (ro—1")

Aqui usamos o fato de que as matrizes t¢ sao hermitianas: (t¢;)" = t5,. A soma ¢ tomada

™
[

sobre os estados de polarizagao transversal A = 1, 2 do gliion produzido e dos indices de

cores do quark, do antiquark e do glion «, @, ¢. Podemos entao usar a propriedade
E A A I ’
A=1, 2
cuja demonstracao é apresentada no apéndice E. E sabendo-se que

c 4 Nc2_]'
t°_t-

ax aa: 2 ?

resulta

(v _1+_/dzd riNC (o) Wv Do ”’ZW

gs N02_1 oo
Axdy 9 } v* —>qq(ri7 )‘2

\/_/dzdgrLdz’dgrL

! _ ! 2
(L =)
re (ro—rh)
* * 1 OéOé
) = 1 [ Qs s, NP

% +/d2 / dZ/ gs Nc2_1 T’i (37)
ry—— 7 .
Loy 4nsy 2 rE(ry —r))?

A integral sobre 1’| apresentada logo acima é divergente nos limites 1|, — 0 e r| — r,.

Comparando a eq. (3.7) com o produto interno em ordem mais baixo, (3.5), vemos que
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/dzd2rL| i _>qq (ri,2)|" = 1+—/dzd271 o _>qq(7"l, )‘2 [NC\C(M)IQ

d N2 -1 2
+/d2r,i_f 9;/ ° ( 2 - / 2):|’
2 Amdz 2 ri(r.—r')

a qual implica:

dz ¢> N?-1 r?
1= C 2 d2 el s c . 1 )
€ ()l +/ L 2 4wz 2N, \rE(rp —r))?

No limite de grande niimero de cores (N. — 00) temos que [38]:

N?-1 N,

oN, 2’

o que implica

dz ¢*> N, r2
C 2 — 1 _ d2 / -7 S _C - i ,
€ (L)l / L 2 Am3z 2 'R (ry —1r))?

como ay =9 /ar e Y =1n (1) — dY =4[]

asN, Ti

Cr P =1 /d%;dy

22 r2(rp — )2

Com o segundo termo surgindo devido a emissao do glion pelo quark ou antiquark.

Os resultados acima nos permitem derivar a probabilidade de emissao de um glion, a qual

serd dada por:

dz'd%’,  ¢?
2 il
/§ |\I/7 *—sqgg ( 2,2 ) A2 = E :/ 47?‘;2”
*
e (si-7ﬁ,__ei-(ri-—rL)>

aa’ao Tlf (T/J_ _ 71)2

(el -
,',./2 r 2 )
il (H 1)

usando os mesmos passos feitos para obtermos a eq. (3.7), temos que

/ ch 2
Z]ZV—|w7*%q§g(y',y,m,r;)|2de2r’ e

272 "2 (ry — 1)
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Figura 3.3 - O gliion emitido pode ser visto como uma parte da fungdo de onda do alvo (linha tracejada
superior) ou como uma parte da fung3o de onda do dipolo (linha tracejada inferior)

Y +AY -

A partir destes resultados podemos escrever uma equacao para a amplitude de espalhamento
fronta dipolo-hadron N(Y,r,). Consideremos dois referenciais distintos. O primeiro no
qual o sistema que interage com o alvo é composto pelo dipolo e pelo glion. Neste caso
teremos que a amplitude total sera dada pela amplitude Nz adicionada da amplitude Nz,
pesada pela probabilidade de emissao de um glion calculada anteriormente. Além disso,
devemos considerar que a probabilidade do estado ¢g é reduzida pelo fator 1 — |C(r ¢)|2.

Consequentemente, a amplitude sera dada por:

asN, r?
Neg(Yor) + )72 /de27aj—'2—L/2[qug(Y>rJ->rﬁ_) — Ng(Yiro)). (3.8)
7T ri(re—r)

Por outro lado, se consideramos outro referencial, caracterizado por uma rapidez Y + AY,
no qual o sistema que interage é um dipolo ¢g, a amplitude serd dada por Ngz(Y + AY').

Tais situagoes sao representadas na Fig. 3.3.

Como os observaveis fisicos devem independer de referencial, podemos exigir que as

amplitudes de espalhamento se equivalham, deste modo temos a seguinte equacao:

asN, r?
No(Y + AY, 7)) = N (Yyry) + = CAY/d%’ —L
! o = Nl g RN L)

X [Nqﬁg(yfbri) - Nqﬁ(yﬂl)]-

A contribuicao real contida no termo Nz, provém do novo processo onde um glion é

emitido e a correcao virtual —N,; é um resultado da exigéncia de normalizacao da fungao
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Figura 3.4 - No limite de grande nimero de cor, o glion pode ser subsituido por um par quark-antiquark,
formando 2 novos dipolos. Emissdes sucessivas de gliions suaves podem ser consideradas como
independentes, a evolugdo se dd a medida que a rapidez aumenta.

Dipolo 1

r,—r)

Dipolo 2

de onda.

Note que a terminologia é um pouco diferente da normalmente utilizada em céalculos da
QCD perturbativa: por contribuicao real nos referimos a um termo resultante devido a
uma nova particula no estado final, enquanto que uma contribuicao virtual decorre da
exigencia de normalizacgao e ela é proporcional a amplitude original. Note também que
assumimos que a diferenca de rapidez é pequena, o que nos permitiu substituir a integral

em Y por um fator AY na eq. (3.9).

O que ainda nos resta é entender a amplitude de espalhamento Nz, para um sistema de
dipolo-glion interagindo com o alvo. O mesmo pode ser compreendido considerando o

processo no limite de grande ntimero de cor.

A estrutura de cor do glion emitido é um estado de cor-anticor, N2 — 1, ji que o estado de
singleto de cor niao é permitido. No limite de grande nimero de cor, temos N2 — 1 ~ N2,
e o glion pode ser substituido por dois quarks, visto que o nimero de estados de cores
diferentes para um quark é N.. Assim, assumimos que o glion emitido é um novo par

quark-antiquark, ¢g, como podemos ver na Fig. 3.4,

Perceba que ', e ) —1’| sdo as distancias entre o quark/antiquark e o glion respectivamente,
e agora devido ao limite de grande N, temos efetivamente dois novos dipolos de cor com

tamanhos transversais 1, e r; — 1’ . A probabilidade deste sistema nao interagir com o
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hadron é

Sgag(r1,m') = Sgg(r')Sgg(ri — '),
e tendo em mente que S =1 — N, ficamos com

1= Nagg(r1,7t) = (1= Nog(r'1)) (1 = Neg(rp — 7))

qug(m_,rﬁ_) = Ng(r1 — 7’3_) + Nqﬁ(rl) - qu(Tl)qu(TJ_ - 703.);
em que a dependéncia em Y é mantida implicita.

Substituindo este resultado de volta a equacao (3.9) e dividindo por AY,

AY AY [NQ§<Y7T/L)

+Nq§(Yv L — TL) - qu(Y,rL)qu(y,m - T/L) - Nqﬁ(Ya r1)],

Ngg(Y +AY,r,) _ Ngg(Yyr1) ozSN /d2 L
L /2
1

= YRV
—7)

tomando o limite para pequeno AY,

N (Y + AY, — N(Y, N, 2

hm qq( + 7TL) qQ( TL) = 055 /d2 J_ 9 TJ_ 2 [Nqﬁ(yﬂ"j)

AY =0 AY Ti(rl_rj_)
+ Nlﬁ<Y7 ry = TJ_) - NW(Y?TQ_)N(E(Y?TJ- - 7’3_)
_Nlﬁ<y7 Tl)] )

resulta:
8yN(rL):%/d2r’ —Ti IN(F')+ N(rp — 7))
o 2 - )2t - (3.10)

~N(ry) = N )N(ro—r)],

em que a; = *Ne/r e abrimos mao do subscrito ¢g. Esta equacao foi derivada primeiramente
por Balitsky na ref. [39] e por Kovchegov na ref. [40], sendo usualmente denotada equagao
BK. E importante enfatizar que na derivacao acima assumimos a constante de acoplamento

forte como sendo constante. Por isso, a forma acima é valida em ordem dominante.

A eq. (3.10) é uma equacao integro-diferencial e fornece a amplitude de espalhamento
N(r,,Y) para todos valores de rapidez Y > 0 se a condigao inicial, N(Y = 0,r,), é

conhecida. Essa informagao, entretanto, tem origem nao perturbativa e deve ser modelada.
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A evolugao com a energia decorre da emissao de glions que se torna possivel quando o
dipolo sofre um boost para uma rapidez maior. A integracao ao longo do intervalo de
rapidez corresponde a varias emissoes de gliions e, portanto temos um grande nimero de

dipolos presentes na funcao de onda do féton virtual.

A equacao BK foi derivada no limite de grande ntimero de cor e na aproximacao de
campo médio. Se esse pressuposto nao for realizado, a derivagao da equacao BK pode
ser feita a partir da equagao de evolucao mais geral conhecida como equagao JIMWLK
(Jalilian-Marian, Iancu, McLerran, Weigert, Leonidov, Kovner). A equagao JIMWLK
é teoricamente e numericamente mais dificil de ser estudada, ja que consiste de uma

hierarquia infinita de equagoes de funcionais acopladas [41].
No que segue focaremos na anélise das solugoes da equacao BK.
3.2 Solugoes da equacao Balitsky - Kovchegov em ordem dominante

Até o presente momento, nao ha uma solucdo analitica exata da equacao Balitisky-
Kovchegov em todo regime cinematico. Entretanto, a mesma apresenta solugao analitica
em regioes assintoticas bem definidas. Nesta secao apresentaremos duas solugoes andliticas
aproximadas, sao elas: as solucoes na regiao de saturacao e na vizinhanca da linha de

saturacao.

Antes de apresentarmos as solucoes analiticas, é importante enfatizar que os estudos
realizados nas Refs. [42,43] demonstraram que as solugoes da equgao BK satisfazem a
propriedade de escalonamento geométrico, ou seja, as solugoes nao sao mais fungoes das

variaveis r e Y separadamente, e assim dependem de uma tnica variavel:

T=1rQs(Y),

onde a escala de saturagao é uma funcao da rapidez. A eq. BK pode ser escrita em termos
das varidveis 7 = Q¢r, 71 = Q4r1 € To = Qsr2. Assim, N (1Y) = N(7) e consequentemente

a equacgao BK é escrita da seguinte forma:

o N(r) = [ SK(rmm)N(m) + V() = N(r) = NrN(m)] (3.11)

reescrevendo a derivada do lado esquerdo da expressao acima usando a regra da cadeia,

temos que
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ON Ot

W) =5 oy

como 7T = (Q,r, ficamos com

ON(r) Ol [Q2)/a2,0 ] ,ON
Yy Y "o

d2r
Integrando em poR

]W[N(OO) - N(0)],

/d_QTaN(T) _0ln [R0)/az,
r2 9y oY

usando as condigoes de contorno N(oco) =1e N(0) =0,

?r ON(1)  Oln[@O)/az,]
— = . A2
/ 2oy oY (3.12)
Realizando o mesmo s6 que para o lado direito da eq. (3.11), e lembrando que
d?r  d?r7
=
temos que o lado direito da eq. (3.11) sera:
d?rd?z_ 72
Fgasﬁ[.}v@j) -+ N(TQ) — N(T) — N(Tl)N<7'2)]. (313)

Igualando (3.12) e (3.13),

dln [@2()/az ] d?rd?z a;
e i L / 3 V) + Nm) = N = NN, (314
podemos notar que o lado esquerdo da expressao acima depende somente de Y ja o lado

direito nao. Analisando somente os termos dependentes de Y, temos

Oln [QM)/az, ]

5y = cag, (3.15)
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onde 2 425
.= / TTd= L (N(r) + N(m) = N(7) = N(m)N(m),

T 7
a qual é dependente do Kernel a ser estudado, e representa todos os termos nao dependentes
de Y, e devido ao fato de que a constante de acoplamento é constante para o kernel em
ordem dominante, a mesma nao fica contida dentro da integral presente na eq. (3.14), o
que resulta na EDO apresentada na eq. (3.15). Resolvendo a equacao diferencial, obtem-se

que

Q:(Y) = Agepe™,

S

0 que ¢é a expressao para a escala de saturacao com «y fixo e, além disso, a expressao
demonstra que a escala de saturacao cresce com a energia. A presenca da varidvel A2QCD se
da porque definimos anteriormente a mesma como o limite inicial para a faixa de energia
a ser estudada. Essa é a forma da escala de saturacao dependente da rapidez para o caso

da constante de acoplamento fixa.
3.2.1 A equagao Balitsky - Kovchegov na regiao de saturacgao

Como j4 visto, podemos escrever a equagao BK, eq. (3.10), em termos de S, que é o

elemento da matriz de espalhamento dipolo-hadron, usando a relacao S =1 — N, assim:

Oy S(r) =— / &@ 2—22[8(7") — S(r1)S(r2)], (3.16)

S
2m Triry

para

r=r; = —1Y,
/
r=r, =I— 2z,

ro=r; =1\ =y—z

No regime de grande dipolos (regime de saturagao), r > 1/Q.(v), temos que a amplitude
de espalhamento aproxima-se de 1, N =~ 1, e com isso consequentemente S < 1. Neste
limite a equacao acima pode ser linearizada, desprezando o termo quadratico em S. Essa
linearizacao sé é valida porque a contribuicao dominante vem de z satisfazendo a seguinte

condigao: 1/@.(v) < |z —z| < 7.

Assim, a equagao (3.16) torna-se:
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Oy S(r) = —M/d%%,

27 riTs
I

resolvendo a integral I,

2

r

I = dQZﬂ , com 11,79 > p
riry

obtemos,

I =4nInrQ,(Y),

substituindo tal na expressao para derivada de S:

Oy S(r) = —a,S(r)Inr*Q*(Y). (3.17)

Podemos definir a varidvel de Scaling como 7 = In (r?Q*(Y)). Desta defini¢ao temos que a
derivada de S em relagao a Y apresentada na expressao da eq. BK no regime de saturagao,

eq. (3.17), serd dada pela regra da cadeia assim como jé visto anteriormente. Logo,

9S _ 05 on
oY onoy’

O que acarreta em

05 _osin _ 05 _
oY  omoy  on 7

Assim sendo, a equac¢ao BK no regime de saturagao, eq. (3.17), escrita em fungao de

variavel de Scaling, 7, sera

dS(n)
on

ca, = —agS(n)n,
a qual é uma equagao diferencial ordinaria cuja solucao é

S(n) = Soe ™" 12,

Agora, retornemos o resultado obtido para a amplitude de espalhamento dipolo-hadron,
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N, temos que

(3.18)

N(rY) =1— Syexp (_W)

onde Sy e ¢ sdo constantes a se determinar. A eq. (3.18) é conhecida como lei de Levin-

Tuchin [42], na qual fica explicito o escalonamento geométrico.
3.2.2 A equagao Balitsky - Kovchegov fora da regiao de saturagao

Fora da regiao de saturacao, a eq. BK encontra-se na regiao linear que é quando o tamanho
do dipolo é pequeno comparado a escala de saturagao , r < 1/@,(v), o que implica que

xr &~ y. Assim, a eq. (3.10) reduz-se a

d2 2
ONY) = [ SEE T V(Y) + N(r2Y) = NY) = N Y)N (Y]
1'2

No regime linear, o termo N(r;,Y)N(r2,Y) ~ 0 e consequentemente pode ser desprezado.

Além disso, como z & y temos que N(r,Y) + N(r2,Y) ~ 2N(z) e rirs ~ (r — 2)?z%

Portanto, neste cendrio a equacao de evolugao (3.10) pode ser expressa da seguinte forma,

a]avs(/r) — / s (N (2) = %N (r)>, (3.19)

T (r—z)%22

a qual é a equacao BFKL no espaco de coordenadas para a amplitude N. As solucgoes da
eq. BFKL sao amplamente estudadas na literatura. No que segue iremos revisar a solugao
geral da BFKL e apresentaremos a solucao desta equacao para uma condi¢ao de contorno

associada a fisica de saturacao.

Para obtermos a solugao da eq. (3.19) é conveniente usarmos a transformada de Mellin

com respeito a coordenada transversal:

Vo = [$2(5) v (3:20)

onde 1* = 1/a2,, e r* < [*. Entao, podemos idealizar a eq. (3.19) como [44]
Oy N(r) =K & N(r), (3.21)

onde
K =a,x(7) = a@,(2¥(1) — U(y) — U(1 —)),
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x(7) é o autovalor do Kernel BFKL e ¥ é a funcio di-gamma que é: U™ (z) =
(¢az) " In ().

Implementando a transformacao (3.20) em (3.21), temos que, uma vez que a eq. BFKL é

invariante perante a transformagao de escala, a equagao resultante para N(7) é local em ~:

Solucionando a equagao acima, obtemos que

1

WaN(V) =0, X (7)Y

N(7) =No(7)e™ Y. (3.22)

Para retornarmos as coordenadas espaciais, devemos retornar o resultado da eq. (3.22)

para a transformagao de Mellin, eq. (3.20),
N(r) = / DY o (%2 ) (3.23)
C 27TZ ’ ’

agora, vamos definir p = In ("*/2), o qual é negativo ja que 7? < I°.

Implementando a eq. (3.22) na integral (3.23), ficamos com

d B
N(r) :/ Q_PY'BWG%XW)YNO(V),
c 471

podemos definir F'(v,p,Y) = py + asx (7)Y . Portanto,

d
N(r)= | =LeF0wn), (3.24)
2
c &7

onde consideramos a condi¢ao inicial Ny(y) um valor constante, dado que sua contri-
buicao para a fun¢ao F'(v,p,Y’) no expoente nao fica mais importante do que p ou @Y,

consequentemente desprezamos o mesmo.

Para calcularmos a integral (3.24) vamos usar o seguinte contorno

C={y=a+irv, —oco <v < oo} jiquea funcao (3.22) tem singularidade essenciais em
todos os inteiros positivos 7 > 1, ¢ 0 < a < 1. Podemos solucionar a integral (3.24) a
partir da aproximacao do ponto de sela, a qual é uma boa aproximacao quando p e agY

sao grandes.
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Primeiramente, vamos expandir a fungao F(v,p,Y) em torno do ponto de sela, vy, até a

segunda ordem:

10°F

oF 9
F Y)=F — — - _ '
(7,0,Y) =F (%) + o (v =) + 5 2 (7 =)
70 70
Temos que o ponto de sela é determinado do seguinte modo:
oF
—| =o,
87 Yo
onde Yo(p,Y). Portanto, a expansao (3.25) resume-se a
FerpY) =Floo) + 225 (3= 0
VP - Yo 2 8"}/2 Y Yo) -

Y0

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Implementando a expansao, eq. (3.27), na integral (3.24), ficamos com (o contorno sera

C={y=9v+iv, —oco<v<oo}):

2
N(r) L/d’ye(F(W)JrégvgW()W_”O)Q)
C

- 211

ja que v = 7y + v, temos que dvy = idv e v — 9 = . Logo,

00 LOPE| ()2
N(T) L / tdve (F(’YO)+ 2 07? ‘“/0 (=0 )

“omi ),
F [e%}
_62(70) / dyeng”(’yo)’
™ —00

a integral presente na expressao acima ¢é similar a integral gaussiana, i.e.,

x
/ dre™®" = \/E
e a

Entao,
F(v0) 2
N(T’) . € ™
2\ F"(70)
P01
2w F" (7o)
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Figura 3.5 - Representacio dos auto valores do kernel (nticleo) BFKL.

A
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Yo+iv (L-yo-iv)?

+41n(2) -4

A fim de obter o ponto de sela, 7y, devemos realizar a derivada (3.26), e para isto temos
que ter em mente que os auto valores do kernel BFKL, x(v), na regiao 0 < v < 1 podem

ser aproximados como

1,1
x(7) =20 (1) = ¥(y) =W =) & =+ 7 +dn2 -4,

a mesma é uma fungao convexa com minimo em 7 = 1/2 e polos simples em v =0 e v = 1.

Sendo assim,

1 1
F:p’y+a_sY(—+—+4ln2—4>,
v 1=y

o qual é representado graficamente pela Fig. 3.5. Aplicando este resultado a eq. (3.26),

teremos

1 1
= [2(p7+a_8Y<—+—+41n2—4))] , (3.29)
w L0 vy %0

o que implica

{i _ L} - L. (3.30)

A equagao acima é graficamente representada pela Fig. (3.6) onde notamos que para a

regiao de nosso interesse, 0 < 7y < 1, ha um unico ponto de sela 7y cuja posicao altera - se
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Figura 3.6 - Representacdo gréfica da equagdo (3.30) que fornece os valores do ponto de sela.
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entre 0 e 1 dependendo do valor da razao #/a,y.

Da Fig. (3.6) vemos que existem trés casos limites na regido de interesse, sao eles:

a) Quando r/a,y — oo temos que o ponto de sela aproxima-se de v — 0

b) Quando #/@.y ~ 0 temos que v — 1/2;

¢) Quando #/a,y — —o0 temos que v — 1;

O primeiro caso é relevante quando consideramos a equacao BFKL no espaco de momento,
onde p = In kz/A?QCD é sempre positivo na regiao de interesse. Similarmente, o terceiro caso
aplica-se somente para o espago de coordenadas, onde p = In"/a2, é negativo. O primeiro
e o terceiro caso correspondem a aproximagao de duplo logaritmo (DLA), a qual descreve
o comportamento dominante da solucao BFKL para grande k? (ou pequeno 72) e Y fixo.
Por outro lado, o segundo caso aplica-se tanto para o espaco de momento, p > 0, quanto
para o espaco de coordenadas, p < 0. Em uma analise padrao da equacao BFKL, este é o
caso que descreve o limite de altas energias ( Y — oo para p fixo) [43] sendo este o regime

de interesse para nos.

Para o segundo caso, temos que o ponto de sela é v — 1/2, o que resulta em

_r
BaY’

1 p 1 -
o g~ 5 = J para § = (3.31)
onde 3 = 28((3).
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Substituindo na fungao F,
1 _ 1
Flyo) =p| 5 =0 ) +aYx(5 = 9),

para o caso dos auto valores do kernel vamos desconsiderar a variavel §, entao

1 _

F(v) %p(§ — (5) +aY(2+2+4In2 —4)
(3-0)
~pl = —0 | +asYw,

2

onde w =41In2 = x(1/2).

J& a segunda derivada de F',

onde

logo

retornando para a eq. (3.28):

N(r) ~exp (2 po + asYoJ> NG

2
1
~ exp (B— P —1—@8Yw)

2 Ba,y 27 Ba,Y

2
2eo.;asY€p/2 exp | — P 1 )
28a,Y ) \2rBa.Y

Quando p = In kQ/AQQCD , a equagao acima corresponde a solucao usual da equagao BFKL
no espago de momento. Por outro lado, quando p = In"*/a2,, , ela também ¢ solucao da

eq. BK linearizada no espaco de coordenadas:

2 ewasY In® (/i)

O ponto de sela na eq. (3.31) permanece préximo de 1/2 para todo p tal que § < /4. Isto
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é realizado quando

k2
In 5 < 8aY.
AQCD

Ao analisarmos a solucao da eq. BFKL, notamos que ao contrario da solucao da eq. BK
no regime de saturacgao a solucao da BFKL nao satisfaz a propriedade de escalonamento
geométrico quando assume-se que a dinamica BFKL ¢ vélida para todos os valores de
rapidez. Entretanto, como ja discutido no capitulo anterior, esta equacao deixara de ser
valida proxima da linha de saturacao, onde os efeitos nao-lineares tornam-se importantes.
Na proxima subsecao iremos resolver novamente a equacao BFKL considerando a presenca

da linha de saturagao, caracterizada por Qs(Y), e que nesta linha N(r =1/g,) = 1.

3.2.2.1 Solucao da BFKL para uma condicao de contorno dada pela fisica de

saturacao

Inicialmente vamos estimar a escala de saturagao, Qs(Y), que definird a condigao de
contorno para a equagao BFKL. Para tanto, iremos usar as aproximagoes do método do
ponto de sela nas equagoes (3.26) e (3.28), e entao estudar as propriedades de scaling da
solucao da eq. BFKL acima da escala de saturacao. Para este objetivo ¢ importante notar

que a partir da eq. (3.26), a qual é reescrita como

p+aY [V (y) - ¥(1—-9)], =0

)+ ¥ =) =o =R (3.33)

e que o ponto de sela, g, é atualmente funcao de uma tnica varidvel R:

Yo(p,Y) = 70(R).

Se estimarmos a integral de Mellin apenas pelo ponto de sela, obtemos
N(r) o @ 00U, (3.34)

onde, ao compararmos com as equagoes (3.26) e (3.28), percebemos a mudanga na defini¢ao
de F(v,p,Y) colocando em evidéncia o fator @Y. Isto é conveniente desde que, quando
calculamos o ponto de sela, a nova funcao F(y(R),R) é somente fun¢do de R. Também

negligenciamos o fator proveniente da integral gaussiana.
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O critério de saturagao, N(r = 1/qQ.(v)) = 1, d4 a seguinte condi¢ao para F":

F(y(R).R) =0, (3.35)
para
1 2y
R,=——In Qg( ), (3.36)
a.Y AQCD

a qual é uma equacao para Ry, e finalmente para Q(Y").

Para a eq. (3.33),

0
5. (YO + YA 7)) =R,
’Y Yo
multiplicando ambos os lados da eq. por 7y, temos
0
Yo a—(‘I’(’Y)JF‘I’(l —7)| =7k,
v 0

onde

p
jis — - .
o 70( ESY>

Da eq. (3.35), temos que F'(yy(Rs),Rs) = 0, consequentemente

psYo + asY x(v0) =0

portanto

Resolvendo numericamente essa equagao, encontra-se [43]:

Ry =c~488 e Yo == 0,63. (3.37)

Note que o valor de 7y nao esta tao afastado de 1/2, o que é consistente com o fato que o

valor de R, apresentado acima esta na faixa em que esperamos um comportamento BFKL
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“genuino”, ou seja, R; < 8.

Assim, temos que a solugao Rs para F(y(R),R) = 0 é um nimero puro, Rs; = ¢, e nao
uma fungao de Y, o que ao implementarmos na eq. (3.36) ficamos com
1 QiY)

c=——1In
aY  Ajep

QLY :AéCDeCESY;

0 que ¢ consistente com o resultado anterior obtido ao estudarmos as propriedades de
escalonamento da eq. BK, porém o resultado obtido aqui advém da evolugao (BFKL) que

nao apresenta a propriedade de escalonamento geométrico.

Agora vamos calcular a eq. (3.34) para R um pouco acima de R;, ou seja, para distancias
r que, ainda sendo muito mais curtas do que o comprimento de saturagao /Q.(v), estao

proximas em unidades logaritmicas. Precisamos que
0< R—- Rs; < R4,

ou
Q° Q:(Y)
1 <In <L ln —=2—=,
Q3(Y) Adep

com Q?* = 1/,2.

A condi¢ao R > R, (ou Q* > Q%*(Y) assegura que estamos no regime linear. A condigao
R — Ry < R, nos permite estudar a aproximacao de N(7) na diregao da saturagao em

uma expansao limitada em poténcias de R — R,

d
F(v(R),R) ~F(70(R),R) + — F(n(R),R) (R — R;)
dR R—R.
L& F(70(R),R) (R—Ry)*+
Tzl (n(R), n I
Em primeira ordem a expansao torna-se,
d
F(y(R),R) ~F(0(R),R) + —=F(7(R),R) (R — R,),
dR R=R,
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usando a condicao de saturagao, (3.35), ficamos com

F(0(R),R) ~ —=F(y(R),R) (R — R,),
dR R—R.
a diferencial pode ser reescrita como
d OF(R) OF a0
—F(v(R),R =7+ — —
dR (70( )7 ) R:RS aR + 87 o aR R:RS Y

ja que vo(R;) é a solucao da equagao do ponto de sela e da eq. (3.26) temos que

F
OF|
0y =0
assim,
d
ﬁF(’Yo(R%R) = —%-

Portanto, acima da escala de saturacao, a amplitude de espalhamento dipolo-hadron é

N(r) ~ Re—EsY’YO(R_Rs)’
usando que R — R, = In@*/Q2(v), e para Q* = /2 temos que R — R, = In1/r2Q2(v) o que
implica em

N(r) ~ s(r*Q3(Y))", (3.38)

para k < 1, onde k representa a constante da condi¢ao de contorno.

A eq. (3.38) apresenta a propriedade de escalonamento geométrico com dimensdo anémala
A =1—7 20,37 que é determinada pelo valor do ponto de sela v, na regiao de saturagao.
Observamos que dentro da regido Q2 < Q? < @:/A2, a equagdo BFKL tem uma solugao

que prediz o escalonamento geométrico.

Ao incluirmos os termos de segunda ordem da expansao de F(yy(R),R), a equagdo para
N(r) fica:

/

N(r) = m(r*QIY)) ™ exp |- (nYrraz)’ . (3.39)

S

. dvo(R ! . .

onde definimos ), = 70 )RS. Claramente, o termo 2% presente na exponencial viola o
0 dR ’ 2a,Y

escalonamento, assim todo este termo proveniente da segunda ordem é denominado de

termo de difusio.

Notemos que o resultado obtido a partir da condicao de contorno é similar a solucao
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“genuina” BFKL, eq. (3.32). Outra observagao importante é que a janela cinemética para
este escalonamento estendido é praticamente toda localizada dentro da regiao cinematica

controlada pelo ponto de sela BFKL, v = 1/2.

Para verificarmos isto, vamos impor a condi¢cao de contorno diretamente para a solucao

“genuina” BFKL, eq. (3.32), a fim de obter a “escala de saturacao BFKL”, i.e., (para
p=Imn"/q2)

2

___ewagrexp <__

In? (Q2/a2)
@ )

200, T

o que a partir da definicao de Ry, temos que a equagao acima torna-se

a. TR, _ asng
exp | — 5 + wasT — 23 =1,

assim, resolvendo para R, temos
R%? 4+ R, — 2Bw =0,

a qual é uma eq. de segundo grau, cuja solugao positiva é:

- %<_5\/M) — 48473 ...

Yo

BFKL

esta solucao é numericamente muito proxima do que foi obtido anteriormente ao definirmos
R = c. Usando este resultado e a expressao do ponto de sela v — 1/2,
R

+—==0,644...,
5

~

BFKL

Yo

N | —

¢

o qual de fato é muito préxima do valor do ponto de sela “verdadeiro” para a condicao de
contorno, eq. (3.37). Isto mostra que, para fins praticos, pode-se usar a solu¢ao BFKL,
eq. (3.32), para qualquer @Q? = 1/»2 em uma janela cinemética préxima da linha de
saturacao. Na verdade, sem qualquer aproximagao, a eq. (3.32) pode ser fundida na forma

o~ % + fi= — 0,644 e consequentemente

da “expansdo de 2% ordem”, eq. (3.39), com ~q i

V0| gpxcr, = /8 = V3367,

BFKL

/ 7’ 7/ . . ~
Como 7y, é um nimero bastante pequeno, isso demonstra que as violagoes de escalonamento
devido ao termo exponencial sao mintsculas. Isto é, em todo seu dominio de aplicabilidade,
a solucao BFKL, eq. (3.32), é quase uma solucdo exata de escalonamento. O que vélida a

solugao apresentada na eq. (3.39) para o regime de saturacao apesar do termo de difusao.
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Figura 3.7 - llustragdo da regido de validade das solugdes assintéticas da equacdo BK em ordem dominante.
Y = ln%
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g g
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A Fig. 3.7 ilustra o que constatamos anteriormente de modo matematico, atraves do
gréfico do plano Y x In (@?/a2) onde podemos ver as regioes da vélidade para as solugoes
assintéticas da equagao BK. Para a regiao de In (@”/A?) muito baixo temos a regiao da QCD
nao perturbativa (que nao é de nosso interesse) e para além dessa regido temos a regiao
linear e a regiao nao linear que sao separadas pela escala de saturagao, (), representada
na figura pela linha azul. Para valores Q? < Q% temos a regido nao linear, ou regiao de
saturacao, j4 para valores Q? > Q? temos a regiao linear. Das solugoes vistas, temos
que a lei de Levin-Tuchin, eq. (3.18), estd na regido nao-linear, pois basta lembrarmos
que a mesma ¢ a solucao assintotica da equacao BK na regiao de saturagao e além
disto a mesma apresenta a propriedade de escalonamento geométrico. A solugao BFKL
genuina, eq. (3.32), estd totalmente inserida na regiao linear e obviamente a mesma nao
apresenta a propriedade de escalonamento geométrico como vismos anteriormente. Porém,
como trabalhamos, a solu¢ao BFKL com condi¢ao de contorno, eq. (3.39), apresenta a
propriedade de escalonamento geométrico, entretanto a mesma nao esta na regiao nao-
linear, mas como podemos ver na ilustragao a mesma consta na regiao denominada de
escalonamento geométrico estendido que é a regiao onde se esta tao proxima da saturagao

que a solucao apresenta a propriedade de escalonamento.

69



3.3 Modelos fenomenolégicos

Com o intuito de descrever os efeitos nao lineares e tendo em vista que toda a informacao
sobre a dinamica das interacoes fortes no formalismo de dipolos esta na amplitude de
espalhamento do processo, alguns modelos fenomenolégicos foram propostos para descrever
os dados experimentais de HERA [45,46]. Golec - Biernat e Wiisthoff propuseram um
modelo que descreve a se¢ao de choque de espalhamento 1épton-préton usando um modelo
que descrever a amplitude de espalhamento dipolo-préoton, que considera as principais
caracteristicas de saturagao [45]. Tal modelo é puramente fenomenolégico, i.e., nao se
baseia em qualquer equagao de evolugao. Para este modelo a amplitude de espalhamento é

dada por:

N(rpY) = : (3.40)

4

{200

com a escala de saturacao dada por
Q?=Q; (—xo)A
s 0 T

Os parametros og, A e xg, sao parametros livres ajustaveis a partir dos dados de DIS.
Embora a parametrizacaio GBW forneca uma boa descrigao, conforme os dados tornam-se

mais precisos as limitacoes do modelo vem a tona.

lancu, Itakura e Munier propuseram um modelo fenomenolégico [46] pautado nas solugdes
assintéticas da equacao BK vistas anteriormente, a amplitude de espalhamento do modelo

é

< 111(2/7"625))
Y
N(rY) = { No(%) g , para rQ, < 2; (3.41)

1— e_Aln2 (BrQs) , para rQs > 2;

onde os parametros A e B sao obtidos a partir da condicao de continuidade na condigao

de saturacgao rQs = 2,

1— N,

N2q? 1 e

0 s . B=-(1-N,) No7i
2

A== (1 — No)2In(1 — Ny)
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Figura 3.8 - Graficos das funcdes do modelo [IM para z = 1073 3 esquerda e para x = 107° 3 direita.
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Os parametros livres deste modelo sao: o valor inicial da evolucao, x, a taxa de crescimento
da escala de saturagao,\, e o raio do préton, R. Lembremos que o4(x,r) = 2rR2N(1,Y).
Diferentemente do modelo GBW, que nao se baseia em solugoes das equagoes de evolucao,
o modelo IIM ¢é construido a partir das solugoes assintéticas e, portanto, tem um lastro na

equacao BK em ordem dominante.

Na Fig. 3.8 apresentamos uma comparacao entre as solugoes validas para o regime linear
e para o regime saturado, assim como a solu¢ao completa para N proposta pelo modelo
IIM, onde apresentamos a fungao N (r,Q,) para z = 1073 e para x = 107%. A linha vertical
pontilhada é r = 2/, que é o ponto onde ocorre a mudanga de comportamento. Da Fig.
3.8 temos que conforme o valor de x diminui a saturacao ocorre para menores valores do

tamanho de dipolo.

Na Ref. [46] os autores utilizaram o modelo IIM para descrever os dados de HERA até o
ano de 2002 usando 7, fixo em 0,623 a qual é a previsao teérica em ordem dominante. Por
outro lado os autores Rezaeian e Schmidt [47] demonstraram que os dados de HERA mais
modernos sao melhores descritos assumindo v, como um parametro livre, cujo valor difere
do que a solucao em ordem dominante preveé. Tal resultado demonstra que os calculos
realizados em ordem dominante nao sao os melhores para descrever os dados atualizados
de HERA e por tratarmos de problemas perturbativos isso significa que devemos calcular

a equacao BK para além da ordem dominante.
3.4 Conclusao

Neste capitulo foi derivada a equacao BK em ordem dominante, assim como suas solugoes.

Analisamos as solugoes assintdticas da equagao BK tanto para regiao de saturagao quanto
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para a regiao linear préximo da linha de saturacao. Como visto, na regiao de saturagao
a solucao da equacao BK é a lei de Levin-Tuchin a qual satisfaz a propriedade de
escalonamento geométrico. Ja para a regiao linear, a equacao BK resume-se na equacao
BFKL cuja solucao foi trabalhada em detalhes, porém a mesma nao apresenta a propriedade
de escalonamento geométrico quando se assume que esta ¢ valida para todos os valores
de Y. Por outro lado, verificamos que, quando se considera a existéncia do regime de
saturacao, e se impoem uma condicao de contorno associada, esta apresenta a propriedade
de escalonamento geométrico. Notemos que as solucgoes vistas neste capitulo foramam a
base do modelo IIM, o qual é utilizado para realizar a descricao para os dados de HERA

em 2002 para v, dado pelos calculos em ordem dominante.

Resultados recentes apontam que os dados precisos de HERA sao melhor descritos pelo
modelo IIM assumindo um valor para o ponto de sela distinto daquele derivado em ordem
dominante. Isto indica que correcoes além da ordem dominante ja sao relevantes na regiao
cinematica provada no experimento HERA. Este resultado motiva a analise das solugoes

da equacao BK além da ordem dominante o qual é o objetivo do préximo capitulo.
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4 Equacgao Balitsky - Kovchegov além da ordem dominante: uma comparagao

entre as solugoes assintéticas na regiao de saturacao

No capitulo anterior salientamos que os dados experimentais de HERA indicam que o
modelo IIM, baseado nas solugoes assintoticas da equacao BK em ordem dominante nao é
satisfatorio, sendo, portanto, necessario estimar as correcoes além desta ordem perturbativa.
Consequentemente, devemos considerar as corregdes além da ordem dominante (NLO -

Next-to-Leading Order) para a equagao BK, sendo este o objetivo deste capitulo.

O tratamento da equagao BK além da ordem dominante é um tema de intenso debate
na literatura. Em particular, correntemente existem diferentes propostas para o kernel
da equagao, derivados considerando diferentes aproximacoes e distintas prescricoes para
o tratamento das correcoes associadas a uma constante de acoplamento variavel. Estes
estudos apontam que a solucao no regime linear proximo a linha de saturacao apresenta
o escalonamento geométrico derivado em ordem dominante, mas com um valor distinto
para o v,. Por outro lado, a solu¢ao no regime de saturacao é fortemente dependente
do kernel considerado. Nosso objetivo neste capitulo é analisar em detalhe as diferentes
abordagens para as correcoes além da ordem dominante, derivar a solucao da BK no
regime de saturacao para as diferentes correcoes NLO e distintas prescricoes para a escala
da constante de acoplamento e, por fim, apresentar (pela primeira vez) a compara¢ao
entre as solugoes. Tal andlise nos permitird identificar a importancia relativa de cada
uma das contribuicoes para as correcoes além da ordem dominante, assim como estimar a
regiao em que o regime de saturagao devera ocorrer. Tais aspectos sao fundamentais para
a construcao de um modelo fenomenolégico baseado nas solugoes da equacao BK além da

ordem dominante.
4.1 A escala de saturagao além da ordem dominante

As solugoes tratadas no capitulo anterior foram obtidas a partir da equacao BK em ordem
dominante para o Kernel BFKL onde a constante de acoplamento é fixa. Do que foi visto
anteriormente, temos que a escala de saturacao dependente da rapidez se conecta com a

constante de acoplamento da seguinte forma

Q:(Y) = Qg exp(ca (Y — Y)). (4.1)
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Figura 4.1 - A dependéncia da escala de satura¢do em rapidez para a constante de acoplamento fixa: @y = 0.2
(linha sélida vermelha) e @y = 0.4 (linha sélida azul). Para a constante de acoplamento variavel
para Q2 = 1 GeV? (linha pontilhada azul), onde Yy = 1072.
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Porém, ao considerarmos a constante de acoplamento variavel com a prescricao de um lago

N,
a,(QX(Y)) = - 4.2
QW) = ST (12)
os autores da Ref. [48] demonstram que a escala de saturagao passa a ser dada por:
2¢N, Q?
2 a2 c 2 0
Q5 = Agep exp s (Y —=Yp) +In Ao (4.3)

Das solugbes para @, fixo e @, varidvel, eq. (4.1) e eq. (4.3) respectivamente, derivamos os
resultados apresentados na Fig. (4.1) para @y = 0,2 e ay = 0,4 para o caso da constante
de acoplamento fixo e Q2 = 1 GeV? para o caso da constante de acoplamento varidvel. Na
Fig. (4.1) fica evidente que a dependéncia da escala de saturagao em relagao a rapidez
é mais fraca para o caso da constante de acoplamento variavel do que para o caso de
acoplamento fixo. Disto, fica evidente que a simples consideracao de @, variadvel traz

consigo uma modificacao consideravel para a escala de saturagao. Tal resultado motiva a
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analise detalhada das corregoes além da ordem dominante para a equacao BK que sera

apresentada a seguir neste capitulo.

A primeira correcao NLO para a eq. BK-LO foi derivada pelas referéncias [49, 50], onde se
considera a contribuicao de lagos de quark no Kernel de evolucao da eq. BK e a ressoma dos
termos proporcionais a asNy para todas as ordens, geralmente denominadas de correcoes
de acoplamento variavel (running coupling - rc¢). Ao implementarmos a parte do quark
combinada com a parte da contribuicao de gliions obtemos a correcao completa além da
ordem dominante completa (full Next-to-Leading Order - fNLO). Como este é um tema
em aberto ha varias proposicoes de correcoes e prescricoes, as quais serao apresentadas

neste capitulo.

Figura 4.2 - llustracao das correcGes e suas respectivas equacoes de evolugdo.

Lago de quark Lago de gltion Corregdes colineares BK - fNLO
BK - LO recBK BK - {INLO ¢/ corregoes colineares

A Fig. (4.2) sumariza as corregoes que serao abordadas neste capitulo, partindo da
equacao BK ao incluirmos a correcao de laco de quark vamos da equacao BK em ordem
dominante (BK-LO) para a equacao BK com a correcao de acoplamento variavel (reBK),
ao implementarmos a correcoes de laco de glion para a equacao rcBK obtemos a equagao
BK-fNLO e ao implementarmos correcoes colineares para a equacao BK-fNLO temos a
equagao BK-fNLO corrigida pelas corregoes colineares. Ao longo deste capitulo derivaremos
a solucao assintotica na regiao de saturacao para cada uma destas corregoes da equacao
BK e apresentaremos um comparativo dentre tais solucoes o que é inédito no ambito da

literatura atual.
4.2 Correcgoes de lagco de quarks para a equacao de Balitsky-Kovchegov

Em ordem dominante, a equacao BK considera somente os diagramas apresentados no
lado esquerdo da Fig. 4.3, nao considerando as contribuicoes que geram a evolucao da
constante de acoplamento. Nas Refs. [49-53], os autores consideraram as contribuigdes
com lagos de quarks representados nos diagramas apresentados no lado direito da Fig.
4.3, ressomando os termos proporcionais a a,/Ny. Estes termos implicam a alteracao da

equacao BK, a qual passa ser dada por:

oS (r,Y)

o = R[S] = Sls]. (4.4)
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Figura 4.3 - Diagramas que s3o levadas em consideragdo pela equagdo BK com acoplamento varidvel (rcBK).
A linha vertical é o hadron alvo. No lado esquerdo temos os diagramas que contribuem para o
caso LO e no lado direito temos os diagramas do laco de quark.

A
A

onde a qual é usualmente denominada equagao BK com acoplamento varidvel (rcBK-

running coupling BK).

A eq. (4.4) é representada diagramaticamente na Fig. 4.3. Os diagramas do lado esquerdo,
que representam o caso de ordem dominante estao incluidos dentro de R[S], assim como
o diagrama que representa o laco de quark (parte inferior a direita). O diagrama que
representa o glion flutando em um par ¢g (lado superior a direita) é representado pelo
termo S[S] na eq. (4.4).

O primeiro termo do lado direito da eq. (4.4), R, refere-se a corre¢ao de acoplamento
variavel. Como ja dito, R tem uma forma similar ao lado direito da eq. BK-LO exceto

pelo seu kernel, i.e.,

R[S(r,Y)] = /dQZF(Tﬂ"l,TQ)[S(Tl,Y)S(TQ,Y) — S(r,Y)]. (4.5)
O segundo termo do lado direito da eq. (4.4), S, refere-se a contribuicao de subtragdo, que
¢ dada por

S[S(rY)] =, / d?2d?2' Koy (2,y; 2,2") [S(z — w,Y)S(w — y,Y) (4.6)

—S(x—2Y)S(¢ —y.Y)],

com ¢, sendo a constante de acoplamento, Kq é o kernel JIMWLK [53] e w é um termo

dependente do esquema de subtracao.
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As modificacoes presentes na eq. (4.5) estdo contidas no Kernel K (r,r,73), o qual difere
do Kernel BFKL do caso LO, Kyo(r,r1,r2), porque o propagador do glion emitido pelo
dipolo pai contém o laco de quark. Isto modifica a probabilidade de emissao do glion,
porém nao altera os termos de interacao de ordem dominante, parte de baixo do lado
direito da Fig. 4.3.

H& duas expressoes para o kernel modificado, sao elas:

e Kernel de Balitsky [49]:

— N.ag(r?) [ r? 1 [ag(r?
R -] ()

272 22+_2

riry T1

e Kernel de Kovchegov-Weigert [50]:

2 2
g {a (1) — oAl 11Ty o) }
- 2 s 2 2 2,.2 S 217
27 1 Oés(R ) i 2
para
o s T R
R =T1r9| — X
1 ’

O kernel do termo de subtragao da equagao (4.6) modifica-se desde que o par ¢g formado a
partir do dipolo pai é adicionado na funcao de onda.Dependendo do esquema de subtracao,

S assume duas formas distintas. Sao elas:

e Esquema de subtragao de Balitsky [49]:

Substitui-se w = z ou w = 2’ na eq. (4.6) e obtemos o termo de subtragao,
SPU[S] =a? / d2zd22’K®(m,y; 2,2)[S(x —2,Y)S(z —y,Y)

—S(x—2,Y)S(z —y,Y)].

e Esquema de Kovchegov-Weigert [50]:
Substitui-se w = z na eq. (4.6), obtendo

SEVS] =a2, / d2zd22'K®(x,y; 2,2)[S(x —2,Y)S(z —y,Y)

—S(x —2,Y)S(z —y,Y)].
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O kernel da equagao acima modifica-se quando o par ¢q formado a partir do dipolo pai ¢é

adicionado na funcao de onda.

A eq. (4.6) mostra que S[S] é da ordem de o, enquanto R[S] é da ordem de oy e todos os
termos de S[S] sdo quadréticos em S. Portanto, para grandes valores de rapidez e pequenos
valores de S (regiao de saturagdo), a corre¢ao de subtracao é pequena em comparagao com

a correcao de acoplamento variavel.
4.2.1 Solugao na regiao de saturagao

Na regiao de saturacao, rQ)s > 1, temos que N ~ 1, entao S — 0 o que implica que os

termos quadraticos da eq. (4.5) e eq. (4.6) podem ser desprezados.

Logo, a equacao de evolucao incluindo a correcao de acoplamento variavel no regime de

saturacao pode ser expressa da seguinte forma:

oyS(rY)=— /dQZF(r,Tl,TQ)S(T,Y), (4.7)

Nesta regiao, a principal contribuigao para a integracao do lado direito da eq. (4.7) procede

tanto de

Yo, < <r Ty ~ T, (4.8)

ou de
Yo, Krg <1 Ty~ (4.9)

Assumindo que a principal contribuigdo vem da primeira regiao, eq. (4.8), os dois Kernel

irao sofrer alteracoes. O Kernel de Balitsky resume-se a

Nyl {las(rf) L1 (045(7"2) - 1)}

272 r? s (r?) r2 as(r?)

No regime de saturagao, temos que r; < r o que implica que podemos desprezar a fragao
1/r2 do Kernel de Balitsky. Entao,
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Por outro lado, na regiao de saturacao, o Kernel de Kovchegov-Weigert escreve-se como

— N, 9 1 1
Kxw :ﬁ aS(Tl)r_%_

1 2a,(r})as(r®)ry-r
-~ =1l

2
72 as(r?) r? + (1)

para R = r;. Assim, temos que a constante de acoplamento do primeiro termo depende
do menor dipolo e como jd visto, na regiao de saturagdo podemos desprezar a fracao 1/r2.
Portanto,

— Na(r?)
K ~ S 1
Kw 2722

Consequentemente, podemos concluir que os dois Kernel para a correcao de acoplamento

variavel no regime de saturacao assumem a mesma forma, que é:

Frc _ NCCKS (7’%)
2722

Assim, a eq. BK no regime de saturacao é dada por

Neag (T%)
27273

oy S(rY)=—-2 [ d*z S(rY),

onde o pré-fator 2 estd associado as duas regioes que contribuem para a integragao, eq.
(4.8) e eq. (4.9).

Como d?z = 2dzdf) e assumindo

1
Ofs(rf) = 7\
b ()

onde b é o primeiro coeficiente da funcao beta. Ficamos com

105 _ N m 1 dn
S oY br 1/Q51n<1>7“1’

riA2

(4.10)

cuja solucao pode ser expressa da seguinte forma:

S N (7 () :
ln<S—O)——E ; ln{dln( A2 )}81/,
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onde definimos d = 1/in ().

Usando a expressao da taxa de crescimento da escala de saturagao,

In (Q%Y)) =/e(Y = Yp) + O(Y),

ficamos com

In (ﬁ) _ N Ty, [d\/c(Y’i—Yb)} oy, (4.11)

S 0 bﬂ' Yo

integrando sobre a rapidez, obtemos que

o que implica em

S =Spexp{ — (4.12)

Ne 1112(@3) In @

¥y, e In (ﬁ)

N | —

a qual é a solucao assintética da correcao rcBK na regiao de saturacao.

Na Fig. 4.4, apresentamos as predigoes da amplitude de espalhamento na escala de saturacao
e no tamanho de dipolo obtidas considerando as correcoes de laco de quarks discutidas
acima. Para comparacao, também apresentamos a solucao no regime de saturacao predita

em ordem dominante, a qual é dada pela lei de Levin-Tuchin.

Da Fig. 4.4 temos que a solucao de ordem dominante alcanga saturacao para valores mais
baixos do tamanho do dipolo ou da escala de saturacao, ja a correcao NLO alcanca a
saturagao para maiores valores de r? ou Q2. Sendo assim podemos afirmar que a corre¢ao de
lago de quark implica em uma modificacao na solucao assintética na regiao nao-linear. Em
particular, estas corregoes implicam que o regime de saturacao é retardado em comparagao

as predigoes de ordem dominante.

O célculo realizado até aqui foi realizado assumindo a prescricao de acoplamento varidvel
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Figura 4.4 - Comparativo entre a solu¢des assintéticas na regido de saturagdo da solugdo Levin-Tuchin (LO) e
da corregdo rcBK para Q? fixo (esquerda) e para r? fixo (direita).
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do dipolo pai (PDRC - Parent Dipole Running Coupling Prescription) [51,54,55] na qual
a constante de acoplamento ¢é estimada para uma escala determinada pelo tamanho do
dipolo que gera a cascata (dipolo pai), entretanto ha outras prescri¢oes para a escala da
variavel de acoplamento. A mais intuitiva é assumir que a escala que determina o valor da
constante de acoplamento ¢ a escala de saturacao Q,,i.e., as(Q?%). Ao usarmos tal prescrigao
para a equacao rcBK na regiao de saturacao teremos que sua solucao corresponde a lei de
Levin-Tuchin que é o mesmo obtido em ordem dominante. Portanto, tal prescricao para o

caso da correcao de lago de quark nao impacta nenhuma correcao a solucao assintética.

Além da prescricao a,(Q?) temos a prescri¢io de acoplamento varidvel do menor dipolo
(SDRC - Smallest Dipole Running Coupling Prescription) [51,56]. Ao implementarmos tal
prescricao na equacao rcBK temos que a solugao na regiao de saturacao serd exatamente a
mesma obtida na prescricado PDRC, eq. (4.12), logo o comparativo entre a solu¢ao reBK
e a solugao assintética em ordem dominante sera dada pela Fig. 4.4 a demonstra que

correcao de laco de quark faz com que a saturacao ocorra para maiores valores de r.

Estudos recentes [57-59] apontam que a equacao de evolucao com a prescrigao de acopla-
mento variavel do menor dipolo é a prescricao mais adequada a descrigao de acoplamento
varidvel, dado que é favorecido pelos dados de HERA ao nivel fenomenolégico. Na Ref. [56],
também foi apontado que a interpretagao correta do argumento do acoplamento QCD
varia de acordo com o tamanho do menor dipolo para a equagao BK para além da ordem

dominante.
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Figura 4.5 - Diagramas que sdo levados em consideragdo pela equagdo BK além da ordem dominante. A linha
vertical é o hadron alvo. No lado esquerdo temos os diagramas que contribuem para o caso LO,
no meio temos os diagramas do lago de quarks e no lado direito temos os diagramas para o lago

de gldons.
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4.3 Correcoes de lacos de quarks e glions para a equacao de Balitsky-

Kovchegov

Até entao consideramos a equagdo BK em ordem dominante e a corregao do lago de quarks
cujos diagramas fazem-se presentes na Fig. 4.3. Entretanto, correcoes associadas a lagos
de gliions também contribuem além da ordem dominante e devem ser consideradas. Os
diagramas associados sao representados no lado direito da Fig. 4.5. A equacao resultante
ao inserirmos as contribuicoes de lacos de quarks e glions é usualmente denotada full Next-
to-Leading Order Balitsky - Kovchegov equation (BK-fNLO). No que segue discutiremos as

caracteristicas desta equagao e apresentamos suasolugao no regime de saturacao.

Incluindo todas as corregoes apresentadas na Fig. 4.5, temos a equagao de evolucao
BK-fNLO que é dada por [51,52]:

aS(rY)

oy / 2K, [S(r,Y)S(rg,Y) — S(rY)]

+ / L zd?ry o [S(r,Y) S (r5,Y)S(r,Y) = S(r1,Y) S(r2,Y )]

+ / a2, K [S(rY)S (1Y) — S(r1,Y)S(raY )],

onde os distintos Kernel sao dados por:
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— 9\ 9 2 .9 2
K :Ozs(r )—Z 5 [1 + @, (r?) (blnr2u2 — p-L 27“2 1 %
2 i3 r s
67 7 BNy 1. r? r3 (4.13)
+———=—-———-—-Ih—=-Ih—=5 ||,
36 12 18N, 2 r2 r?
K, _a; (r?) 2 riry? 4+ r2r — dr?r?
82 rs ry(rirg — rir3)
, (4.14)
N rt N r? 27,2
! !/ !/ ! n ! )
r2rd (7“%7“22 — 7“127“%) r2rers ri2rs
K, ZEE(TQ)Nf 2 r2rE 4+ e — v I 27,2 (4.15)
SN, \rd Ao ) '

para

r=ri, —Yi,
T =TL — 21,
o =YL — %21,
r=x, — 2,
T/2 =YL — Zj_?

/
r3 =21 — 2,
que sao o tamanho transverso dos dipolos.

Na eq. (4.13), b é o primeiro coeficiente da fungao (3, e p é a escala de renormalizacao.

Podemos simplificar K; como:

04_5(7“2) r? 1 (s (T’%) L [« (T%)
K== {W+_2<—2_1 + 5 >y — 1
™ riry T O‘s(rz) Ty 043(7“1)

05_8(7"2)7"2<67 ™ 5Ny 1, 1} T%)}

Na regiao de saturacao ha duas regioes que contribuem para a integracao da eq. BK:

Yo, < <r 1y~
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ou

1/@s<<7”2<<7’ r ~T.

Ao escolhermos a primeira regiao de contribuigao ficamos com 75 ~ r que implica em

o= i raars ) = (6 )

Ademais, no regime de saturagao, temos que r; < r o que implica que podemos desprezar

a fragao 1/r2. Entao,

K, %) 1L as(Ti)_l +&§2> 67w 5Np |
2 |ri i\ as(r?) r{ \36 12 18N,
() a_zw)(ﬁ? - 5Nf)

K, = — .

ol I
2mry 2mry

4.3.1 Solucgao na regiao de saturacao

A equacao BK-fNLO na regiao de saturagao pode ser expressa da seguinte forma:

a;(r?) @2 (r?) (67 7w BN
S(ryY)= -2 d2 Oés(Tl) Qs (T ) o0 f S(rY).
O S(rY) / Z{ o2 T om? \36 12 1) |0

Usando que d?z = r;dr;d€Q, resulta

Oy S(rY) =—2 / rrdrd9) {O‘_S(r%) e Ge) <g _m 5N )} S(rY),

27r? 27?2 \36 12 18N,
1 9S(rY) 2Nc/r q as(rf)  2NZ2 (67 7w 5Ny /T q a?(r?)
S(rY) oy T Jyo. T 7 \36 12 18N,/ )yo. = mm
M (D
(4.16)
usamos que @, = 2% Vamos realizar as integracoes de (I) e (II) separadamente,
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1
e P/ (I), vamos partir de a,(r}) = ———— entao

bin ()

" 2 1 [/ d 1
(I) :/ d’f’laS(Tl) :_/ ﬂ :
1/Qs T1 b 1/Qs 71 ln < 1 )

272
riA

realizando a seguinte transformacao de variavel:
1 d?”l

U=h|—-=) —dU=-2—

' (W) |

ficamos com

1 dU
( ) - % 7
= — ! In 1 '
2 r2A2 Vas
1 [ ()
(I) = - 2_b n 02 )
(%

e Para (II), temos que a?(r?) independe de r; logo

0= [ an® e [0

/Qs 1 Jas T1

(I1) =a?(r?) [m r —1In Qi} :

s

Retornando para a eq. (4.16),

1 95(rY) 2N.1 In(=s) | 2N2/67 72 5Ny ,, 1
=2 r B Inr—In—
SrY) oY w2 |, @)~ = o3(r*)|Inr —In

1 0S(rY) N, ln( 12) BN? 272 :
Sey) oy _%ln — ln(rA)—i—ln —= 11,

_ 1 67 a2  5N;
- ) 36 12 18N,

). Vamos solucionar a



equacao diferencial,

S aqr Y In w 2 Y 2
Y A i e PR () i (E) o
5o O b Jy, hl(rz_/\z) 2% |y, r2A A

definindo d = ————, ficamos com

I (1/r212)

S N (Y QXY") BN? (Y1 BN? (Y  [Q?
1 —— =/ Inldn|Z2L) |V + =< [ oy — =< [ 1 Y’
" (So> BTN {d n( A2 )]8 N /y ' (A?) ’

usando a expressao da taxa de crescimento da escala de saturagao:

( ) VAV =Yg + 0¥,

Temos entao,

S N, ¥ .
m(2)=—2¢/ m [d\/c(Y’—YO)}aY
S() 7Tb YO
BN? BN? 4.17
+ 262d(Y o) - 2b2/ V€ YOaY, ( )
Yo

para calcularmos a integral (/11), realizamos a seguinte substituicao:
2 =Y =Yy — d2 = cdY’,

logo,

c(Y—Yo) 9 %2
= oY = Yo)I™

(I11) :/Z o822y
0 0 3c

c 3c

Retornando para a eq. (4.17), resulta

> Ne ! BN2 BNC2 2 3/2
8 (50> T owb Jy, ln [d\/iyo] oY + szd —Yo) - 2h2 3_C[C(Y —Yp)]"".
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Figura 4.6 - Comparativo entre a solugdes assintéticas na regido de saturacdo da solugdo Levin - Tuchin (LO)
e da correcio fNLO para Q? fixo (esquerda) e para 12 fixo (direita).
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Usando novamente a expressao da taxa de crescimento da escala de saturagao:

i () = ety v

AZ
temos que
S N, [¥ BN? Q? 2BN? Q2
In({—=]=—=—=1/ Inldy/c(Y'—Y)|0Y’ ¢ n? | 25 ) — ¢ ln® [ 2.
N (SO) b Jy, n[ 2 0)]8 * =TE (AQ) 3en2? <A2)

(4.18)

Resolvendo a integral no primeiro termo resulta

SN __2BNZ 5 (Q) _ N In(@/a2)\ 1], o (@5
o (§0> T 3en?? hl (F) b {ln (ln (1/7"2A2)) a 5} hn (F)
Do) ()

cm2b? A2

o que é equivalente a

_ 2BNZ | o (@2 _ Ne [l (@) 1], (QF
S =50 exp {_SCW%Z i <F> - cnb {ln <W> - 5} " (p) 4.19
BN () <Q2>} o

cm2b? A2

que ¢é a solugao da corregao fNLO da equagao BK.
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Na figura 4.6 temos que a solucao de ordem dominante alcancga saturacao para valores
mais baixos do tamanho do dipolo ou da escala de saturagao, ja a correcao fNLO alcanca

a saturagao para maiores valores de 7 ou Q2.

Como visto ao tratarmos a correcao do lago de quark na regiao de saturacao hé outras
prescrigoes para o acoplamento variavel. A seguir iremos apresentar as solugoes para a

prescrigao de a,(Q?) e apds trabalharemos com a prescri¢ao de menor dipolo.

A) Prescrigao de «a,(Q?):

Como visto anteriormente, no regime de saturacao a equacao BK-fNLO pode ser

expressa da seguinte forma:
Oy S(rY) = —/dQZKlS(r,Y),

onde, para a prescrigao de as(Q?), o kernel K é

r?—ri r?
In

2 2
r s

Al
o
—
)
[N}
~—
‘ﬁ
[\
|

67 w BNy 1 r? r%)]

Na regiao de saturacao temos duas contribuicoes para a integracao da equacao
BK - fNLO,
Yo, <y <L r Ty ~ T,

Vg, <y L r ry o~ T,

Por isso implementamos o pré-fator 2 na eq. BK - fNLO, i.e.,

Oy S = —2/d2zKlS,
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e ao escolhermos a regiao ry ~ r, obtemos que

(Qz) 2 2 -2
K, = P+a4@)<mmq¢—bihp—+mn—
7"1
67 = 5Ny 1
36 12 18N,
_0(Q) | @ (@) a(Qd),, 1t
K, = bl - ““bhln —
T o2 * 2772 nr o2 2
N Oz_SQ(Q2)bl 7"1 67 7r_2 5Ny
277} 36 18N, 27T7“1

Como /sz = 27r/ ridry, temos a eq. BK-fNLO torna-se
1

/Qs

" Oés(Q2) 0482<Q2) 2 92 O‘SQ(QQ) 1“%
=— 5 52ph1 — 2hln —
Oy S(r,Y) 4 [/QS ridry { omr? + Ser? blnrpu Sy n -

.2 (Q?) 2 67 m 5Ny \a5%(Q?)
In T Sy
+= 2ﬂr1 ’ 36 12 18N, a2 | oY)

O S(rY) ={-2[ay( Q2) + @2 (Q2)bInr*p?

67 7'('2 5Nf __9 2 " d’l“l
+<%_E_ 18N6)% (@) //—

2—2 2 T 2 T 2 d
n Qs (Qs)b/ r11n %drl — QQ—SQ(Qi)b/ n T_lﬂ} S(rY).
Qs r

r2

Resolvendo as integrais, obtemos que:

36 12 18N,
20;2(Q2)b [ 1 P21
= :2 ) |:2Q2 ( QQQ) 2QQ:|

+—1as(Q2ﬂﬂn (QQi)}SOﬁY%
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assumindo p? = @2, ficamos com

ovs(ry) = { - [m(@d) + Jarr Q!

67 7 5N;\
(% 12 18Nc)aSZ(Q§)] In (rQ5)

4o, i)b[@ In (7‘2@?) -1+ 7‘2ng} } S(r,Y).

Tendo em vista que no limite que estamos trabalhando temos que r2Q? > 1, logo
a fracao 1/r2@? serd um valor muito pequeno que pode ser desprezado, no caso
/202 In (7‘2@3) a fragao cresce mais rapido que o logaritmo e consequentemente
podemos desprezar este termo também. Portanto, no regime de saturacao a eq.
BK-fNLO resume-se a

or(r) ={ - [m(@2) + gm@im e

67 2 5N
(5 T m )Jm @ @) wa)

—a—ﬂczi)b}sw»

Definindo 7 = In (r2Q?) como a varidvel de escalonamento, vamos escrever a eq.

BK - fNLO em termo de 7, para tal realizamos a seguinte regra da cadeia:
o5  0S or
oY 0t oY’

como 7 = In (r?Q?), temos que

or 0

5y gy n (@)
or 1003

oy Q2 oY’

multiplicando por A?/a2,

or A2 9
= T (Q%/\2
v ~gray )

- (42)
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2(
e usando que In (Q ) V(Y —=Yp), ficamos com

or 0
o7 oy [V~
or ¢ 1
a2y, (CX_?>
1
Usando agora que o (Q2) = —————, resulta
bln (—QSA(QY)>
or «c¢b 9
W 2 S(Qs)7
e portanto
9S  9Sch 5
ay  or2" s (Qu):

Assim, a eq. (4.20) escreve-se do seguinte modo:

8S 2N, Neb N, (67 =% 5N; )
S " an {‘T (@) = = (% 1 18Nc)a (@)
—%as(Qi)b} or.
T

Cuja solucao é:

S 2N, % N 9\ 3
n(5) = 5 {5 - @

0 que resulta em

S(1) =Spe™ ¥, (4.21)
onde
N, N.b N.(67 =® 5N 2N,
T=_2° 2 c 2\,3 | e f PO f 2y, 2 | “Ve 2pr L.
e+ R+ (5 - T - B @i+ Ea @i

A eq. (4.21) é a solugao da corre¢ao fNLO para as(Q?). Na Fig. 4.7 é feito o
comparativo da solugao obtida na eq. (4.21) com a solugdo Levin - Tuchin onde

podemos conferir o impacto da correcao além da ordem dominante a qual faz

91



Figura 4.7 - Comparativo entre a solugdes assintéticas na regido de saturacdo da solugdo Levin - Tuchin (LO)
e da correcio fNLO com a,(Q?) para Q? fixo (esquerda) e para 72 fixo (direita).

----- LT p/ 2 =5 GeV 2

''''' LT p/ r? =15 GeV 2

— fNLO ((Q?)) p/ * =5 GeV—?2

— NLO (04(Q2)) p/ 2 = 15 GeV2
|

----- LT p/ Q% =3 GeV?
----- LT p/ 0 =7 GeV?
— NLO (04(Q?)) p/ 02 = 3 GeV?
— NLO (a(Q2)) p/ Q2 =7 GeV?

P S S S SRR
10.0 12,5 15.0 1 20.0 6 8 10

75 4
2 GeV 2 2 GeV?

com que a solugao NLO alcange a saturagao para maiores valores de 7% ou Q? do

que a solugao em ordem dominante.

B) Prescricao de menor dipolo:

A equacao BK-fNLO na regiao de saturacao para a prescricao de acoplamento

variavel do menor dipolo é

a.(r?) @202 (67 w2 5N
Y :_2 d2 CYS(T'l) as(rl) -0 f Y ]
Oy S(rY) / Z[ o2 T om2 \36 12 I8N, 5(rY)

Ao compararmos com a expressao na prescricao do dipolo pai, percebemos que
na expressao acima no segundo termo do lado direito temos que a variavel da
constante de acoplamento é o tamanho do menor dipolo ao invés do tamanho do

dipolo pai como visto anteriormente na prescricgao PDRC.

Como d?z = r;drd€2,

2 2,.2(,.2 2
Oy S(rY) =— %/Tldﬁdg[]vcas(zm) | N2d(}) (6_7 5N )}S(W)’

ry w2} 36 12 18N,
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_ 2 5N
para G = — = <% -5 - 18]\;’0), ficamos com

r N 2 N2 2
ayS(’f‘,Y) :—2/ T‘ldT1|: cas(;'l) + 2< )B,:| S( Y)
1 ry m 7"1

/Qs

1085 2N, [T o,(r? IN2B! [T a2(r2

- = a (rl)d’f‘l _ 02 / Oés(r1>dr1‘

S 8Y s 1/Qs T1 ) s 1/Qs T )
() (11

Resolvendo as integrais resulta

10S _ N, |:1n(Q§/A2):| N2B 1 N2B' 1

720 In(omas) | 7202 (@)

Sovy ~ b |In(Yen?)
Usando que
2
(%) = ver—va),
) 1
e definindo d = ———— ficamos com
In(1/r2a2)

S N. , N2B'd Y __,
1n(8—0)_—% ln[d\/ Y =Yooy’ - =5 /Y %

N2B’ 1/
* 7TC2b2 / [c(Y' = Y0)] v oY,

a qual implica

NEAN N, In?(@%/2) n(@%/a2 1] NeBdl 5 (Q:
( > ) [ [n(l/w]‘é}‘ R e (r)

SO C
N2B'2
+ 7 . —1In
S\ N In(Q3/a2) N.B' 1 5 Q2
h (E) T cnb { {ln (1/r2a2 ] * mbIn(1/r2a2) 5] i (F
2NQB’ 3
772b2 A2
0 que é 0 mesmo que
N, In(@3/a2) N.B'
S(rY) =So(rY) exp {— [ { }
1 1/.272 1 1/02p2
cmb n(1/r2a2) b In(1/r242) (4.22)

2 2 N/ 2
1] L QP 2NPB (@2
2}1 (AZ) T (A2 ’

a qual é a solugao assintotica para a corregao fNLO na prescricao de menor
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Figura 4.8 - Comparativo entre a solugdes assintéticas na regido de saturacdo da solugdo Levin - Tuchin (LO)
e da correcio fNLO na prescrigdo de menor dipolo (SDRC) para Q2 fixo (esquerda) e para 72 fixo

(direita).
T T T T T T T T T T T
----- LT p/ 02 =3 GeV? LTp/ 2 =5GeV2
..... LT p/ 02 =7 GeV? b LT p/ 2 =15GeV2 1
— fNLO (SDRC) p/ 0% =3 GeV? i — fNLO (SDRC) p/ 1> =5 GeV~—2
— fNLO (SDRC) p/ Q> =7 GeV? il — fNLO (SDRC) p/ * = 15 GeV 2
0.0 5 L . L L
35 50 75 100 3 150 73 20.0 0 2 4 6 8 5 210
r? GeV—2 Q2 GeV
dipolo.

Na Fig. 4.8 comparamos a solucao BK-fNLO, obtida na prescrigao de menor
dipolo, com a predigao derivada em ordem dominante. Temos que, assim como
no caso da prescricao de dipolo pai, a inclusao das correcoes fNLO implicam em

um atraso do momento de saturacao para maiores dipolos ou maiores valores de

Q3

4.4 Correcao colinear

Importante destacar que apesar de obtermos uma solugao analitica para equagao BK-fNLO
na regiao de saturagao, estudos mais recentes [60] indicam através de solu¢oes numéricas
que a eq. BK-fNLO torna-se instavel para variadas condicoes iniciais. A amplitude de
espalhamento pode decrescer com a energia e pode modificar seu comportamento para
valores negativos, o que esta em desacordo com as expectativas tedricas. Tal instabilidade
deve-se em grande parte a contribuicao de grandes duplos logaritmos no momentum
transverso que foram desconsiderados nos estudos discutidos anteriormente. Por isso,
alguns autores [61-64] propuseram a inclusao de corre¢oes colineares as quais levam a

modificagao do kernel da equagao BK, o qual passa a ser dado por [62]:
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- 2 2 2
CL DLA -STL®s | T 1 (ay(r]) 1 (ay(r3)
K" =K 8 K- =2 [— + — (as 2 1)+

21 | r2r3 3 as(r?)

= (2) .2 2
_ O‘S(T )% —55(7’2)141 ln

2 rirs min{r? r3}
RG] a2(r?) r? (67 BNy >

2 7"1 7"2

)

36 12 18N,

onde KPLA & o kernel DLA

KDLA ~1— 65\/1n’”f/r2 lnr%/'rQ n O(_2

2 as)?

e K5T ¢ o kernel STL (Single Tranverse Logarithms) que descreve as correcoes de

}

E importante salientar que embora os termos colineares sejam esperados que contribuam,

logaritmos 1nicos que é dado por:

7”2

K5V = exp {—@s(rz)Al In

min{r2r2}

pois, espera-se que a BK além da ordem dominante reproduza as predicoes da equacao
DGLPA NLO no limite de duplo logaritmo dominante, a forma final do kernel corrigido
ainda ¢ tema de intenso debate [61-64]. Resultados fenomenolégicos usando o kernel
descrito acima apontam que os dados de HERA podem ser descritos, desde que se assuma
um dado conjunto de valores para os parametros livres presentes na condicao inicial, tendo
por consequéncia uma escala de saturacdao que cresce mais lentamente com a rapidez
do que as predigoes INLO [51]. Por completeza, nesta dissertagao iremos discutir estas
correcoes, tendo em mente que se trata de uma contribuicao cuja forma final ainda esta

em construcao.

No que segue iremos derivar a solugao da equagao BK-fNLO corrigida pela corregoes

colineares no regime de saturagao. Neste regime, esta equagao passa a ser dada por:

Oy S(rY) / R2KS (1 V) S (s, Y) — S(rY)], (4.93)
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a qual assume a seguinte forma na prescricao de menor dipolo [51]:

2 2

— —2(.2
oy S(ry) =2 [ {as(rlz) A,
2mry 2mry ry (4.24)
+a§(’l“%) 6_7 . 71'_2 i 5Nf S(T Y) .
2rr? \36 12 18N, n
N, 2
Como d%z = ridrdQ, @, = ;as e B = <% -5~ fg\fc)7
105 1 Neaw(rf) | Neai(rf),  r*  Niai(r)
- dr.dQ c s UA In— 4 <R,
S oY 7T/T1 " [ r? * 22 ! " %+ m2r?
Dos céalculos anteriores, sabemos que:
/r O‘S(T%)drl :i In {M]
1/Qs 71 2b 1n(1/7”21\2)
"oa?(r?) 1 1 1
dri =5 1/ 252) 2/a2) |’
Vos T 20° [In(Y/2a2)  In(@3/22)
logo
Q2/x2 2 20,2 2
195 N [ln( / >] - 2N62A1/ o (r1) " dr,
S oY b In(1/r242) T Vo, T1 T 495
N2B'T 1 1 429
e [m(l/mz) B 1n(Q§/A2)1‘

Resolvendo a ultima integral, teremos que:

105 N, N, (@)
SS9y  wb w ) In(1/r2a2)

+ % (A1 In (7"2_1A2> - B/) [111(1/172/&2) N ln(ng/Az)].

) B 1
Deﬁnlndo d: W’
108 N, N.A, ) NZ (A4
e I T In [d1n(@%/a2 c(——-B")d
SoY wb( ) ) nldIn( /A)]+b27r2(d )

NS (A gy L
b2\ d In(@3/a2)’
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resulta

Y 2 Yy
In 5 — % 1-— NeAr / In [d In(Q2(Y")/a2)]0Y" + Ne (A1 B'd) oY’
So b b Yo b’ Yo

N2 (A Y 1
o c ot B/ - Y/.
el ) .,

m( 5(”): (= Yo,

Como

AQ

ficamos com

In (§> _ %(1 _ N;?l) /YOY In [dy/e(Y" = ¥5)| 0"

S() b
N2 Y N2 Al Y —1
< (A, — B Y’ — ~L_B Y' —Yy)] oy,
g =) [ o bﬂ(d )/YO[C( RE
Consequentemente:
n S N - NA1 In(@
So whe In(1/r2a2

7) 2
o noni®)
021912\:2( B/)QI(Q )
() [ S )
1NA,  NB 1 2 (@
2 br + bmr ln( 1 )]In (A2>

r2A\2

IN? 2
+ b2 (B/ A1 In T2A2>> In (F) .

Portanto, temos que
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Figura 4.9 - Solucdo da correcdo colinear da equacdo BK - NLO para diferentes valores de Ay, considerando

2 2 2 __ 2 Al
Qs =1 GeV? (esquerda) e para Q2 =5 GeV* (direita.)
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Figura 4.10 - Comparativo entre a solucdes assintéticas na regido de saturagdo da solugdo Levin - Tuchin (LO)
e da correcdo colinear na prescricdo de menor dipolo (SDRC) para )? fixo (esquerda) e para r

fixo (direita).

----- LT p/ ? =3 GeV? e LT p/r2=5GeV2
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— Colinear (SDRC) p/ 02 = 3 GeV? i — Colinear (SDRC) p/ # =5 GeV2
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N, N.A, In(@/az)\ 1
S(r,Qs) = Soexp — — In — =
e ) In(1/r242) 2
/ 2
NA, NB 1 , [ Q7
ot | ? (= (4.26)
2bm T In (7“2A2 )
2N? 1 2
SUB —Aln( 5= ) ()¢,
r2A A

+ch7r2
que ¢ a solugao da corregao colinear da equagao BK-fNLO na regiao de saturagao. Ao

analisarmos a equacao (4.26) notamos que para o caso onde a constante A; é igual a 0
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a equagao (4.26) resume-se a solucao da equagao BK-fNLO para a prescricao de menor
dipolo, eq. (4.22). Logo a corregao colinear se faz presente a partir dos termos que contém
a constante A;. Conforme a constante assume valores distintos de zero e aproxima-se um, a
solucao vai sendo deslocada para maiores valores de r2. Isto fica claro ao analisarmos a Fig.
(4.9) onde percebemos como A; = 11/12 faz com a que solu¢ao mude de comportamento em

comparagao a predicao fNLO (A; = 0).

Na Fig. 4.10 apresentamos a comparacao entre a solucao fNLO, com as correcoes colineares,
e a solugao derivada em ordem dominante. Observamos que ha uma modificagao expressiva
na regiao em que a solucao fNLO satura em comparacao com a solucao em ordem dominante.
Em particular temos que nao ha solugao para pequenos dipolos no intervalo de valores
considerado para a escala de saturacao. Tal comportamento anomalo, completamente
distinto daqueles derivados anteriormente nos leva a questionar a forma assintética do
kernel fNLO corrigido pela correcoes colineares assumida em nossa anélise. Uma possivel
interpretacao deste resultado é que termos adicionas devem ser considerados na estrutura

do kernel. Pretendemos investigar tal aspecto em mais detalhe em futuros estudos.

4.5 Comparativo das distintas solucoes assintéticas para a equacao BK além

da ordem dominante

Ao longo deste capitulo abordamos as varias corregoes além da ordem dominante para a
equacao BK e suas solugoes assintoticas na regiao de saturacao e a partir disto, comparamos
as mesma em relacao a solucao assintética da equacao BK em ordem dominante na regiao
de saturacao, a lei Levin-Tuchin. Nesta secao, iremos realizar outros comparativos entre
estas solucoes analiticas as quais sao reapresentadas na Tabela 4.1. Podemos perceber
que a forma destas solucoes é fortemente dependente das correcoes consideradas e da
prescricao assumida para o tratamento da escala da constante de acoplamento. Uma
possivel interpretacao da dependéncia da solucao fNLO na prescricao é que os termos da
proximo ordem, NNLO, nao sao despreziveis e sao necessarios para estabilizar a solugao.
Dado o grande desafio tedrico presente na realizacao destes cédlculos, podemos questionar
sobre o impacto fenomenolégico dos distintos resultados fNLO. Em outras palavras, se
devemos esperar que estes distintos resultados impliquem em predicoes significativamente
diferentes para o comportamento da amplitude de espalhamento no regime de saturagao.
Outro ponto que temos interesse em esclarecer sao as implicagoes da inclusao das correcoes
colineares cuja forma final ainda estda em construcao. No que segue iremos apresentar um
comparativo entre as solugoes apresentadas na Tab. 4.1 considerando o seu comportamento

no quadrado do tamanho do dipolo e na escala de saturacao.

Inicialmente apresentamos na figura 4.11 uma comparagao entre as solucoes {NLO em
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funcao de r? (painel esquerdo) e de Q? (painel direito). Podemos observar que todas as
solugoes predizem que N — 1 para dipolos grandes e para valores elevados da escala de
saturacao. Tal resultado é esperado porque nestes dois limites o sistema serd caracterizado
por uma elevada densidade partonica, e, portanto, os efeitos nao lineares tornam-se
significativos. Entretanto, os valores nos quais o limite N = 1 é atingido depende da
prescricao considerada, com a solucao BK-fNLO para a prescricao de acoplamento varidvel
do dipolo pai predizendo que este ocorra mais rapidamente, ou seja, para menores valores
de r? e Q. Portanto, tal prescricao implica um maior impacto do regime de saturacao do

que as demais prescrigoes.

Na Fig. 4.12 apresentamos a comparacao entre as solugoes fNLO na prescricao de dipolo
pai com as solucoes em ordem dominante, dada pela Lei de Levin-Tuchin, e obtida

considerando apenas a correcao de lago de quarks, denotada rcBK na figura. Nesta

Tabela 4.1 - Tabela das solugoes da equagao BK além da ordem dominante no regime de saturagdo para
diferentes correcGes e prescricoes.

B N, 1.2 (@2 hl(%g)
rcBK S = Spexp b In <F> In In (=)

o - sen{- 50 () 3o (252) 1] (5

3cm2bh? A2 crb In(1/r2A2) A2
(PDRC) S BNEIC/ 22 2 ( 9 ) }
BIINLO | 8 =Spexp{ -5z {70 + 3 (@2) (02’

(0,(@2) | +2 (% - 5 — 55 ) 0s(Qo) In(r?Q2)° + Lo, (@b In(r2Q2) } }

In(1/r2A2) wbIn(1/r2A2

2
BK-fNLO | S = Syexp {— . {m [IH(QS/ AZ)} + el — %} In? (%)
(SDRC) + 255 m (%)}

n(@2/A2
Colinear S—Soexp{— Ne [(1—NcAl)ln <1 (@ >>—1—1N6A1+NCB' 1)} In2 (%2)

2 2 br b In ( 1

(SDRO) + 25 (- () (9}

100



Figura 4.11 - Comparacio entre as solugcdes assintdticas da equacdo BK-fNLO para a regido de saturagdo com
a escala de saturagdo fixa a esquerda e com o tamanho de dipolo fixo a direita.
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comparacao consideramos trés valores para a escala de saturagao (painéis a esquerda) e
para o quadrado do tamanho do dipolo (painéis a direita). Observamos que a inclusao
das correcoes além da ordem dominante implica que o limite N = 1 ocorre para maiores
valores de r? e de Q2. Um aspecto interessante é que as solucoes INLO acarretam no limite
assintotico precocemente em comparacgao a solucao rcBK, ou seja, estas solugoes causam
a ampliagao do regime de saturagao, o que deve implicar em uma maior alteracao dos

observaveis pelos efeitos nao lineares.

Na Fig. 4.13 apresentamos a comparacao da solucao para a prescricao de menor dipolo
com a Lei de Levin-Tuchin e a solucao fNLO que inclui as corregoes colineares. Salientamos
que para alguns valores de 7 a solugao colinear nao ocorre no intervalo de valores de Q?
considerado. Novamente temos que a solu¢ao em ordem dominante prediz que o limite
N =1 ocorre mais rapidamente que as demais solugoes. Outro aspecto que fica evidente na
figura é o grande impacto das correcoes colineares que faz com que o regime de saturacao
ocorra para dipolos extremamente grandes, onde também espera-se a contribui¢ao de
efeitos nao-perturbativos e, portanto, a validade da solugao passa a ser questionavel, ou
ainda para valores muito elevados da escala de saturacao, os quais nao sao atingiveis pelos
aceleradores atuais. Como enfatizado anteriormente, tais resultados colocam em duvida se

termos adicionais devem ser considerados no kernel da equacao.

Vale salientar que compreender o comportamento analitico das solugoes das corregoes
NLO é importante para a realizacao de parametrizagoes fenomenoldgicas para a amplitude
de espalhamento. Outro aspecto importante é que da anélise das solugoes assintéticas,
analiticamente, para as correcoes NLO da equacao BK vemos que as mesmas sao sensiveis

as distintas corregoes o que é um indicativo da necessidade de um avango tedrico na série
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Figura 4.12 - Comparagdo entre as solugdes assintdticas da equagdo BK para a regido de saturagdo com a
escala de saturagdo fixa no valor de Q% =1 GeV? (a esquerda) e com o tamanho de dipolo fixo

em r2 =5 GeV~2 (a direita).
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4.6 Conclusao

Neste capitulo abordamos as correcoes além da ordem dominante para a equagao Balitsky-
Kovchegov e suas solugoes para o regime de saturacao. A partir disto realizamos uma
andlise das solugoes andliticas derivadas ao longo das secGes aqui apresentadas. Além das

correcoes para equacao BK, vimos distintas prescri¢oes para a constante de acoplamento

Trabalhamos a correcao de lacos de quarks para a equacao BK que resulta na equacao
rcBK e apés isso tratamos a correcao de lagos de quarks e glions para a equagao BK
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Figura 4.13 - Comparagdo entre as solugdes assintdticas da equagdo BK para a regido de saturagdo com a
escala de saturagdo fixa no valor de Q% =1 GeV? (a esquerda) e com o tamanho de dipolo fixo

em r2 =5 GeV~2 (a direita).
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que resulta na equacao BK-fNLO. Além destas, abordamos as correcoes colineares para
equacao BK-fNLO.

No estudo das corregbes vimos as prescrigoes de acoplamento varigvel do dipolo pai (PDRC),
do valor da constante de acoplamento é escala de saturagao (as(Q?)) e de acoplamento
variavel do menor dipolo (SDRC) onde obtemos que a equagao rcBK nao difere para a

prescricao PDRC e SDRC. Além disso, obtivemos que as solugoes da corre¢ao fNLO sao

sensiveis a mudanca de prescricao para o acoplamento variavel.

Por fim, apresentamos um comparativo das diferentes solugoes assintéticas para a equacao

BK-NLO onde mostramos que as solugoes da equacao BK para além da ordem dominante

103



sao sensivéis as corregoes e as prescricoes apresentadas.

Nossos resultados indicam que o atual conhecimento para as correcoes além da ordem
dominante implicam em diferentes solucoes da equacao na regiao de saturacgao, as quais
dependem da prescri¢ao considerada para o tratamento da escala da constante de acopla-
mento. Além disso, nossos resultados apontam que a inclusao das corregoes colineares altera
drasticamente o comportamento da solugao, fazendo com que o regime assintotico somente
seja atingido em um regime nao-perturbativo ou de energias extremas, além daquelas
presentes nos aceleradores atuais e/ou previstos para os préximos anos. Ambos resultados
indicam que mais estudos tedricos sao necessarios, em particular, sobre as correcoes de

proxima ordem.
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5 Conclusoes e perspectivas

O espalhamento profundamente inelastico comprova a dinamica hadronica através das
funcoes de distribuicao partonicas obtidas das equacoes de evolucao. Da andlise global
dos dados do DIS, como visto, realiza-se parametrizagoes para as funcoes de ditribuicao
partonicas que evoluem através das equacoes de evolucao. Os dados apresentados pela
parametrizagdo CT18 [3] mostram que em altas energias, regime de pequeno z, a dinamica
QCD é dominada pela dinamica de interagao gluénica. Ao analisar as equagoes de evolugao
DGLAP e BFKL para o regime de pequeno = tem-se que as mesmas apresentam solugoes
que predizem um crescimento indefinido para o ntimero de constiuintes - ou para o
formalismo de dipolos N(Y — oo) > 1 - logo isso é nao-fisico. O resultado nao fisico
das equacoes DGLAP e BFKL advém do carater linear de processos que essas equagoes

consideram. Portanto, efeitos nao-lineares devem ser considerados.

A equacao Balitsky-Kovchegov é uma equacao de evolucao integro-diferencial obtida
atraves da aproximacao de campo médio que, ao contrario da DGLAP e BFKL, considera
efeitos nao lineares. Até o presente momento a equacao BK nao apresenta solucao analitica
exata em todo o regime cinematico, entretanto a mesma apresenta duas solugoes analiticas
assintdticas para duas regioes distintas, a regiao de saturagao e a vizinhanca da linha de
saturacao. Destas solugoes em ordem dominante, lancu, Itakura e Munier propuseram um
modelo fenomenolégico [46]. Rezaeian e Schmidt em uma parametrizacao mais recente do
modelo IIM demonstraram que os dados experimentais de HERA sao melhores descritos
assumindo 7, como parametro livre onde o mesmo difere dos valores obtidos em ordem
dominante o que evidéncia que os célculos realizados em ordem dominante nao sao os
melhores para descrever os dados atualizados de HERA [47]. Portanto, para descrever a

dinamica QCD a altas energias devemos ir para a proxima ordem da equacao BK.

A equacao BK além da ordem dominante é um tema de intenso debate na literatura
que apresenta diversas propostas para seu kernel, derivados considerando diferentes apro-
ximagoes e distintas prescrigoes para a constante de acoplamento. Importante lembrar que
estudos apontam que a solugao no regime linear préoximo a linha de saturacao apresentam
o escalonamento geométrico derivado em ordem dominante, mas com um valor distinto
para vs. Por outro lado, a solu¢ao no regime de saturagao ¢é fortemente dependente do

kernel considerado.

Nesta dissertacao trabalhamos em detalhes a derivacao da equacao Balitsky-Kovchegov
assim como suas solugoes em ordem dominante. Entretanto, como as solugoes assintoticas
da eq. BK em ordem dominante nao sao as melhores para descrever os dados experimentais

e a corre¢ao além da ordem dominante para a equagao BK na regiao da vizinhanca da
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linha de saturacao ¢é equivalente a elevar o ponto de sela a um parametro livre. Nosso
foco neste trabalho se deu em apresentar, calcular e analisar as distintas correcoes para a
equacao BK para além da ordem dominante e prescri¢coes para a abordagem da escala da

constante de acoplamento de forma anélitica, algo ainda nao realizado na literatura.

Nossos resultados indicam que o atual estado da arte para as correcoes além da ordem
dominante implica em diferentes solucoes da equacao no regime de saturacao, as quais
dependem da prescri¢ao considerada para o tratamento da escala da constante de acopla-
mento. Além disso, nossos resultados apontam que a inclusao das corregoes colineares altera
drasticamente o comportamento da solugao, fazendo com que o regime assintotico somente
seja atingido em um regime nao-perturbativo ou de energias extremas, além daquelas
presentes nos aceleradores atuais e/ou previstos para os préximos anos. Ambos resultados
indicam que mais estudos tedricos sao necessarios, em particular, sobre as correcoes de

proxima ordem.

Uma alternativa é a construcao de parametrizacoes fenomenoldgicas construidas a partir
das solugoes assintéticas apresentadas nesta dissertagao, seguindo a metodologia presente
no modelo IIM, e a sua comparacao com os dados experimentais. O sucesso (ou fracasso)
destas parametriza¢oes poderiam indicar a preferéncia (ou nao) por uma das solugoes
consideradas. Tal aspecto é um dos nossos objetivos futuros. Além disto, a solu¢gao numérica
da equacao BK com as distintas abordagens para o kernel também pode ser ilustrativa
para ampliar a nossa compreensao, sendo este outro dos temas que pretendemos avancar

no futuro.

Por fim, salientamos que os resultados apresentados nesta dissertacao fazem parte de um

artigo cientifico atualmente em elaboracao.
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A Solugao da equagcao DGLAP na regiao de pequeno x

A equacio DGLAP para a regiao de pequeno x pode ser aproximada para zg(z,Q?), i.e.,

89(:);,622) Ydo' 1 as N, I A2
00 ), w e« )
onde 0N
PgZ;O: ZC , paraz:;,

e N, é o numero de cor. A qual pode ser reescrita como,
role. Q) = [ AWalg(a )

lasN d:c’ dk

onde dW é a probabilidade de emissdao do gltion [65,66]. Se 2'g(x’ k%) é a probabilidade

de encontrar um gliion com a fragao de energia 2’ e momentum transverso k,, entao a

probabilidade de encontrar um glion com fracao de energia x e momentum transverso () é
dado por zg(z,Q?).

Para determinarmos a regiao de integragao de dk?, temos que o comprimento de onda
= 1/q devera ser menor que ~ /k, o qual é o tamanho do glion emissor, sendo assim

Q > k., entdao integramos no momentum quadrado de @, até Q?,

e @ = [ /Q Ml 0ule 0 2), (A1)

definindo, por simplicidade, a variavel de rapidez como

1
Y =In—,
l./
da mesma forma 2’ = e~ Y.

Para constante de acoplamento fixa, a eq. (A.1) pode ser reescrita como

107



a.N, Y @ k2
o) = [Tavr [7 Selateta k)
0 1

Também, se definirmos

QQ
=5,
0

I'=1ln

da mesma forma k? = QZe'. A equacio acima para a distribui¢ao dos glions ird assumir

a forma

N Y r
rg(z,Q%) = %/0 dY'/O dl'a'g(2', k2). (A.2)

Para calcularmos a expressao da distribui¢ao do glion a partir da equagao (A.2), que
é uma equacao integro-diferencial, temos que introduzir a transformada de Mellin para

retirar as convolugoes presentes na expressao.

Assumindo zg(z,Q*) = G(Y,I'), a transformagao de Mellin com w como a varidvel conjugada
aY é[65,66]:

Glw,T) = / AYe Y G(Y.T),

0

e, sua inversa

G(Y,I') = L /ioo dwe*Y G(w, T). (A.3)

271

—100

Como zg(z,Q?) = G(Y.I'),a equacio (A.2) é reescrita como

Y T
s Ne / ay’ / dr'G (Y1),
™ 0 0

G(Y,T) =
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inserindo a transformada de Mellin inversa na expressao acima

1 [ 1 a,N.
[ dwe Gl D) = o s / dy’ / dr’ / dwe*”' G(w,T)
T

21 ) o

100 N
/ dweY G(w,T) = & T dFG( ).
— 300 ™ —300 w 0

Podemos observar que

SNC r
Giyn =2 dI'G(w, T, (A.4)
Tw Jo
derivando com respeito a ",
dG  agN,
S Sste FI
i~ O
dG  ayN.
= A5
G W (4.5)
como a equagao (A.5) é uma equagao diferencial, a mesma tem a seguinte solugao
s Ne
r
G(w,T") = G(w,Ty)e mw
Retornando este resultado para a transformada de Mellin (A.3),
' (asNCF>
1 100
G(Y,T') = Py / dwe”Y G(w,To)e\ ™ (A.6)
i —100

A partir da transformada de Mellin, conectamos a variavel conjugada real Y com a variavel
complexa w. Assumindo que a integral complexa (A.6) ndo apresenta singularidade na
condigdo inicial, mas sim na regiao de pequeno x (grande Y') e grande I' (grande Q?) onde
uma singularidade no argumento da exponencial é observada. Podemos usar o método do
ponto de sela para solucionarmos esta integral [67]. Entao, aplicando o método do ponto

de sela para a equacao (A.6), temos o argumento da exponencial na forma Ag(z), i.e.,

a;N.I'
Tw

u=wY +
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para encontrarmos o ponto de sela, o teste da primeira derivada deve ser feito,

du 0 = JasNI
dw Ty Ws:

expandindo a variavel u entorno do ponto de sela, w,, até a segunda ordem

1 0%u
gou| W)

Ws

(w—ws) +

Ws

u = u(ws) + o

Substituindo a expansao na equagao (A.6), ficamos com

1 e 1,1 2
GY,I') = 2_7rz/ de(w,I‘O)e(“(“SHE" (w—ws) ),

100

realizando a seguinte substituicao: w — w,; = 77, que implica em dvy = dw.

1 [ w(ws)+ 2
Gmm=g/ Ay G (wp Tg)e (M7 %)

[e.9]
—0o0 7"

1 u
GY.T) = %G(Wo,ro)eu(“s)/ dye= 27",

o

Analisnado a expressao (A.8), a integral é similar a integral Gaussiana,

(o]
—az? T
/ dze =4/-,
oo a

por isso, a expressao para a distribuicao de glions é

1 127
G(Y7 F) = %G(UJU,F(]) Je“(%),

110



ag NI

ja que wg = v ao inserirmos o ponto de sela na equagao acima:
T
2 2 3/2
Gv.T) Gwolo) /1 \"|/a,NI\" w2 + a,N,I
= ex
’ 2\ N.T 7Y P s

G(wo,To) (s NI\ asNI\' [ N\ 721\ 7
G(Y,T) = ;0<7T3Y3> exp[Q( - ) - %

( asNCFY)
vy |2\ ———
olr,r) = St (200 = |

5 Sy (A.9)

Para obter a equacao (A.9), assumimos uma singularidade fora da condigao inicial. Agora,
vamos considerar uma singularidade na condicgao inicial. Para uma condicao inicial do tipo

G(Y,Ty) = e*o¥ usando a transformacao de Mellin na condigao inicial,

G(w,Ty) :/ dy e @Y ewo¥
0

G(w,FO)—/ dYy ewow)Y
0

resolvendo a integral usando o método de substituicao,

1
G(w,Ty) = .
(W, 0) W — Wo
E, sua transformada de Mellin inversa é
' (achF)
1 o0 1

GYI)=-= [ dwe” Ll A.10
( ’ ) 271 /—Zoo we w — woe ( )

Para calcular esta integral complexa, a melhor maneira é usar o teorema do residuos. Para

isso, expandimos em uma série de Laurent para determinar a ordem do polo [67],

w — Wo
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w

Cco1mo
wo

< 1, podemos expandir em uma série geométrica

o
1
= E wow "
W — w
0 0
para m = 1. Entao podemos notar que w = wy é um polo simples que configura uma

singularidade essencial.

Portanto, a solu¢ao da integral complexa (A.10) é

GY.T) = %m Res|G(wo,T)],

iy’

para

entao

(A.11)

O comportamente assintético vem da competicao entre as duas singularidades presentes

na funcao de distribuicao dos gliions como pode ser visto. As singularidades sao:

e O polo w = wyp, quem implica na eq. (A.11)

( asN.T )
woY +
G(Y,T) =e o

e O ponto de sela na eq. (A.8)

asNIY
2 —
G(Y,I)~e @ para W = Wy
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B Teoria Quantica de Campos no Cone de Luz
B.1 Coordenadas no Cone de Luz

As coordenadas no conde de luz, 7,2~ e =z, sdo dadas a partir da combinacao linear
da coordenada temporal e uma das coordenadas espaciais, convencionalmente por z3. As

componentes referentes ao cone de luz para o quadrivetor x* sao [68]:

+_x0+a:3 _ T —=x Q:L_(l 2)

v T

X

No sistema de coordenadas no cone de luz, (2°,2%) sao trocadas por (z*,z7), porem as

outras coordenadas (z',x?) sdo mantidas. Assim, expressamos o quadrivetor x* como

ot = (ztatz7).

Para esse sistema de coordenadas o tensor métrico é dado por

0 0 1
gv_ |0 1 0
0 -1 0
1 0 0
e o produto escalar
voy=aty” +ay" —at oyt = gLty (B.1)

para a soma dos indices gregos como (+,1,2,—).

Considerando z -y = z,y", e expandindo a soma sobre os indices p usando a sequéncia do

sistema de coordenadas no cone de luz (+,1,2,—):

vy=zyt +ay +aiy

comparando com a expressao (B.1), temos que

deste modo sabemos como se da a troca de notacao entre covariante e contravariante neste
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novo sistema de coordenadas.

Para o 4-momentum p#, as suas componentes no cone de luz serao da mesma forma
que apresentamos anteriormente para o quadrivetor z#, i.e., p* = (p*,pL ,p*), onde p~
representa a energia no cone de luz (ja que a mesma esté conjugada com a componente
temporal do cone de luz %) A componente p™ é denominada de momentum longitudinal

e p™ é o momentum transverso
Neste novo sistema de coordenadas, o escalar de lorentz é:

2 2 P = pi +m’
2pt

que advém de:

p* = pup" = m’

m? =p,p* =pipT +pp +pipt
m*=p p"+pTpT —pips
m?=2p pt —pi .

Essa relagao é mais simples do que a obtida no sistema usual de coordenadas relativisticas,
= /P? +m2, j4 que a expressao acima nao tem uma raiz quadrada e sim uma relacao

linear em p? e m?.

B.2 A Teoria de Campos

Neste sistema de coordenadas um campo escalar ¢(x) pode ser quantizado em termos dos

operadores de criacdo e aniquilacdo, a e @, como

/ TP o=l (p) + e =a(p)]. (B.2)
(2m)°v/2p*

O vetor p é a parte espacial do momentum no cone de luz, p = (p*,p.). O fator 1/,/2p*

foi incluido na expressao acima, mais precisamente no integrando devida a convencao

escolhida, Kogut-Soper (KS) [69].
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Os operadores a' e @ satisfazem a seguinte relacao de comutacao

[a(/p),a'(p)] = 6@ (B — ).

Similarmente, para um campo fermionico ¢, temos

d*p P . _
Y(z) = [T "by(P)us(p) + € “dl(P)vs(p) (B.3)
2/ (%)3\/2]7[ Plus(p p)vs(p)]

para o caso do campo fermionico, bs(p) aniquila um férmion que possui spin s e momentum
p, j& di(p) cria um antiférmion que consequentemente possui spin s e momentum p. E,
us(p) e vs(p) s@o os espinores para férmions e antiférmions respectivamente. No campo de
férmions, ao contrario do campo escalar, a quantizacao se da pela satisfacao das relagoes

de anticomutacao:

@@l =te-06 o {d@)d@)=00- 1.

Um campo bosonico, mais especificamente um campo para bésons de gague A,,, pode ser

escrito como

@ D)ey(p) + e T (B)e ()] (B4)

_ LV
Au<)—;/mw[

onde )\ é a polarizacao do campo e € é o vetor de polarizacio. Os operadores a*' e a’

satisfazem a relacao de comutacgao
(). @] = 5 - Doy
que é a mesma relacao dos operadores do campo escalar a' e @, com o fator adicional dyy.

O termo de interagdo da Hamiltoniana da QED ¢ (lembrando que P~ é a energia no cone

de luz)
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— o |— 1 — +
P =e / TP AP + €2 / 4’z {Wﬁﬁbmiﬂ’fr?ﬂ + wAZ—JW ; (B.5)
em que A = A", e é a carga elementar do elétron, & = 1/v3(7° + %), em que 7° e »?

sdo as matrizes gama, e J_ = 07 é uma derivada tipo espago [68].

Os dois 1ltimos termos da equacdo (B.5) descrevem interacoes como ffff e yvff (onde

f representa um férmion, f representa um antiférmion e v representa um f6ton), que nao

estao presentes na forma instantanea da QED.
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C Funcao de onda do Féton virtual

A probabilidade do féton virtual flutuar em um dipolo pode ser calculada em termos da

teoria de perturbacao no cone de luz.

Primeiramente, vamos definir um estado de féton virtual com momentum § e polarizacao

A na teoria livre como

(@) = a™(@) 10}

Se denotarmos o Hamiltoniana da teoria livre por Fy,
Fo ) =qa )

Similarmente, nesta teoria, podemos escrever um estado de dipolo como

|5 (K)g, (7)) = bL(R)dL, (R7)[0)

da qual segue que

Py |as(k)qo(K)y = (K~ = K7) |as(k)qu (F)),

k e s representam o momenta e o spin do quark, ja k' e s’ representam o momenta e o
spin do antiquark. O cendario é apresentado esquematicamente na Fig. C.1, onde temos um

diagrama que representa o féton virtual flutuando em um par ¢g.

Vamos assumir que o estado do féton virtual na teoria interagente, |v*), pode ser escrito

como um estado da teoria livre |y*), acrescido de uma pequena perturbagao ( a flutuacao

no par qq)

VY =1+ ) / Pl (g — 1= T)vew (1) |g. (D7 (1)), + O()

8,8’

em que a ainda desconhecida funcao v,y é denominada funcao de onda do féton virtual.
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Figura C.1 - O féton virtual fluta em um dipolo quark-antiquar. O momentum e o spin do quark (antiquark)
sdo k (k') e s ('), respectivamente.

Aqui, [ e I’ representam os momenta do quark e do antiquark, e, s e s’ seus spins. Como o
desdobramento v* — ¢q inclui um acoplamento entre uma linha fermionica e um campo
de gauge, i.e., teremos somente um vértice, e portanto, esperamos que 1,y X €, € com isso,
podemos desprezar os termos envolvendo ordens mais altas no acoplamento eletromagnético

o = 92 /ar, ou equivalentemente na carga elementar e.

Aplicando o estado dual ¢ {¢s(k)y (F)‘ no estado do féton virtual na teoria interagente,

|7*)y, € usando a ortogonalidade dos estados nao interagentes,
0<Q§ (E)@%/ (E) ‘QS (2)65’ (p) >0 = 6(3) (E - Z) 5(3) (E - F) 55353’§’

obtemos,

o (gs(F)qq (K')

1) = o {as(F). (F)
% o (as(F) ()| (0. (7)), +O(?)

=00 (k=1)6®) (K ~T1") 855041 5
=0+> / BIPT6® (@ — 1= 1) s (1)
X 5(3) (E — Z) 5(3) (P — F) 5s§(55/§/ + 0(62)

—0+Y) / E16) (G — T ) oy (15 (F - 1)8ubsr + O(2)

> / FITSD (7 — T = T) o (1)

=0+ 6D(G—1—1)ho(D)dss0ws + O(e?).

As funcoes d,; e dy5 resolvem a soma, e portanto, ficamos com
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0<QS qs k/ _O+6 (q_l_l/)wss()+0( ) (Cl)

Por outro lado, também podemos aplicar <qs )G (K )| (Py + Pyy) no estado |v*), em

int

que P~ = B, + P, ¢ o Hamiltoniano total da teoria interagente e P, , ¢ dado pela equagao
(B.5). Assim:
0 <QS(E)GS/(P)} P~y = o {qs(k)qs (K') ‘P 7o

+Y / BIET6 (=1 —T)hew (1)

x o (45 (k)qs (K)| P~ |as(D)g. (1)), +0( ?)
q o <qS<k To( k/ }’Y > = 0<QS )Ts( /)‘ Fy |’7 +0 <q8 )4 ( k/ ‘ it | >0

=¢~0(as (E)ﬁgf (&) |+

=S / PIPTS (G~ 1~ D)o (1) |o (s (R, (F) | Py |07 (7)),

(1~ )0( (B2 () ax (D7 D)),

+ 0 <qs qS’ | 1nt |q5 l/)>0 + 0(62)7

sendo sy ~ e e P ~ e, podemos incluir o termo

int

Vs (D)o (s(F)To (K)| Py |as (D7 (1)),

aos termos de mais alta ordem O(e?), logo o termo é desconsiderado. Deste modo,
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¢ 0 {as(k)qs (W)|7") = a” o (as(F) qs (K)|7") +0 {gs(k)Gs (K)| Py 17"}

+Z/d3ld3l’ @11 ()17 +17)
X0 <C]§ k’ ng k, |QS l qs/(l/)>g
75<3>(E_i>5<5??—7)6§86 o
=0 @O Pl + 3 [ T @ =T- DD +1)
X (5 (k’ - l)5 (k/ - l/)535(5

¢ 0 {as(F)ay (K)|v*) = 0 (qs(k)qs (k)| Py |
+6(q—k Mw@<>w ), (C2)

s's’

substituindo a equagao (C.1), desprezando os termos de ordem O(e?), na equacao (C.2),

ficamos com

q 5(3 (q — k k/)wss =0 <QS QS’ | 1nt
R 5<3>< F- mwss R +4)
(q_ — k= -k )6(3 ( k k/)wss =0 <qs | mt |’7 07

efetuando a troca de indices §, 8 — s, ¢/,

I — _ qs(k)qq (K)| Poy |

G-k —-F WA::“< in . C.3
(7 )ssr () = _k,_k,, (C.3)
Podemos escrever o produto interno <qs qs, | mt o bresente na equacao acima

substituindo P, conforme apresentado em eq. Logo,

0 <QS(k QS k/ ‘ mt =0 <QS(E)GS’ (P)l € / dSEE/yMAM@ZJ |7*>0 :

Realizando a substitui¢ao do campo bosonico A, e do campo fermionico 1, dados pelas
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equacoes e respectivamente, encontramos

o (g (BT ()| P 1) = 0 {as (B, ()] e / &7

<> %—W[ ) + )]

B I3

”“Z/ —/— e ey (1) + a0 ()

N (27 3\/ 20* ]

/ [ by () () + €77 ()os ()] 1)y
(27) \/2p/+‘

Incluindo os fatores 1/\/(2m)3vai, 1/\/(2r)3vair, 1/\/(2m)?\/2pF nas medidas de integragao d>p,

d31 e d3p/ respectivamente,

o (gs (BT, ()| P 17"}y = ces 3 / B Bp P EF o {qu(F)g, (7|

5,8 N

x [ %dy(Byms(o) + € 5L (B)(0)|
Xy et aN D (1) + et a1 (1)

[ b s )+ 7 @s)] Do,
sendo o estado do féton dado por

7)o = a™(@)0),

e o estado de dipolo por

|4 (F)7, (7)) = BL(R)dL, () [0) ,
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a0 retornarmos para g <q$ (k)q, ’ 't |7 ), obtemos que

o {0 (B2, ()] Py 1) —eezz / &7 & BT &7 (0]by(F)dy ()

8,8\

X |e7dy(B)vs(p) + € b (B)s ()|
x (e e Mg (@) + e g 0
x :e_ip/'wbg’ (P )ug (p) + €% " 2dL, (p vy (p,)] a(g) |0},

onde ¢ = v*¢,. Realizando os produtos do termos em colchetes, achamos 8 termos, i.e.,

(a+b)(c+d)(e+ f) = (ac+ bc + ad + bd)(e + f)
= ace + bce + ade + bde 4 acf + bef + adf + bdf

sendo
a = ds(p)vs(p)e” """,
b= bL(p)us(p)e™ .
c= e,
d = CLA/T(Z)@‘:X(Z)(?ZZ z’
e = by (P )ug (p)e ™ @
f — dll (_/)Ug/ (p’)eip' T

Logo,
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_l’_
= (0 bS(E)dS/(P) [dg(]_?)ﬂg(p)a’\/(Z)ﬁi’(l)bg,(p/ u§,<p/)ez‘(—p—l—p’)-z

e b ()T)|
+ﬂ“@WDﬁWM
ip’ sz

"(@)0) =

s (p)] a*

( )¢*/\/ Dby (P )ug (p)e! PP 2 (C4)
)

Dl (e (34502

+0l(P)as () D) (Dl (0)vs ()72 M (g) [0).

Vamos prosseguir aplicando (0] b(k)dy (k') pela esquerda e a*(q) |0) pela direita em cada

termo da expressao acima. Analisando termo a termo utilizando as regras de comutacao

e anti-comutacao dos operadores de criagao e aniquilacao , de maneira que o operador

de aniquilacao seja movido para a direita ou o operador de criagao seja movido para a

esquerda com a finalidade de usarmos o fato de que o operador de aniquilacao destréi o

vdcuo, ie., b,|0) = 0 e (0] b = 0. Sendo assim, a equagdo (C.4) torna-se:

0<(]5<k QS k/ ‘ mt

= —ce; » / Pz &°p &*1 &*p

5,8\
[ k p 6355 (k/ - F)és’é’é(g) (Z - 6)5)\’/\
X

s (p)¢2’(z)1}§, (pf )it

Reorganizando os termos,

0<qs(k QS k/ } 1nt

= —ee; E / d3— i(p—l+p’)

8,8\
x/d%dﬁ&ﬁm@wﬁww@mm&wwA

x 3O (k — 56O % — #)s (I - ).
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A integral d*z(z* = 0), ¢é igual a

/dgfei(p_l+p,) T = (27r)35(3) P+ —1).

Além disso, as fungdes dys, dgs € Oyy eliminam as somas )~ . /. Logo,
d*p

VeV
/ﬁm/mm 7 (D) (Dew ()

x 6@ (k —p)s® (K — p')s (1 - 7).

0<QS QS kJ ‘ mt > = —661’(27{') 5( )(p+p -

As funcgoes delta resolvem as integrais sobre o momentum e assim,

/ — _ce: ﬂs(k) ﬁ()\(Q)
0 <QS qs k | mt >0 o 1( (27T)32]{7+> ( (27r)32q+>

X (%) 2m)*® B +p - 1),

retornando a equagao acima para a equagao (C.3),

z us (k) #(0) vy () (2m)°
Par () = ( (2@321&) < (2ﬁ)32q+> ( (27r)32k’+> ¢ — k=K

que é a funcao de onda do féton virtual. Ainda precisamos calcular alguns termos desta

funcao.

Portanto, sabendo que

¢=(¢"q"q),
temos que a partir do que foi trabalhado na secao sobre as coordenadas no cone de luz:

=qq=q"¢ +qq" —q.
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Como ¢2 = 0, teremos

¢ =2q"q"
Lembrando que Q? = —¢?, encontramos
Q2
T e
Similarmente, sabendo que
k= (kT k™ kb)),

a partir do que ja é sabido, temos
K=k -k=2K'k™ — k7,
lembrando que m? = k?,

- m? + k3
2zq™
em que m é a massa do quark e z é a fragdo de momentum carregada pelo quark (k™ = z¢™).

Igualmente, para k'~

k/_ — m22 + kf
2(1 —2)qt’
em que (/1 — z) é a fragdo de momentum carregada pelo antiquark.

Assim, pelas expressoes para ¢, k= e k'~ encontramos

Q> (m;+k) (m;+kP)

K _

1 2+ 22q" 21— 2)q*
- e QX1 = 2)z+mi+ kY

1 B 2qtz(1 — z)

Apesar do nosso ultimo resultado apresentado acima, ainda nos falta obtermos o termo

(k)¢ (q)ve (K).
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Para tal, precisamos especificar o vetor de polarizacao . Primeiramente, considerando um
féton virtual que possui somente polarizagao longitudinal, podemos escrever em um gauge

covariante' [22],

er(q) = (Cﬁ i OL),

Q2"
note que a componente transversal é zero.

Podemos realizar uma transformacao de gauge para o gauge do cone de luz, A* = 0, no

qual e = 0. Entao,

como —Q? = 2¢*¢~, encontramos

éﬂ@%%@—%:(%%m)

Ja que somente a componente €~ é nao nula, a operacao ¢ = ,e" torna-se simplesmente

em ¢ =y_e = ~Te™, consequentemente podemos escrever

:mwwﬁ%@ww@
—%mwvwwx
sabendo que u,(k) = ul(k)7°, teremos
mwvwwwwﬁ:(g)@@W%WAM» (©.5)

Agora, nos resta encontrar ul(k)y%y vy (k'). Para isso, usaremos as formas explicitas das

Onde o vetor de polarizacdo é invariante para transformacoes de Lorentz.
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matrizes gama e dos espinores de Dirac na convencao KS (Kogut-Soper) [68,69], dados

em [69]. Os espinores sao:

V2Kt 0
1 k’l + lk’g 1 m
ulk, ) = —— ou(k, ) =
(k. 1) okt m (k, 4) VoVET | =k + iks
0 V2Kt
0 V2kT
1 —m 1 k?l + Zkg
v(k, 1) = —— vk, ]) = ——
(k1) VovVET | =k + iks (k4) VovET | —m
V2Kt 0

As matrizes gama sao dadas por

0_10'1._0—01'
Y 0 1 o s o0 )’

em que o', para i = 1,2,3, sao as matrizes de spin de Pauli, a matriz v+ ¢ definida como:

+_i 0 3
gl _\/‘(7 +9°).

2

A partir das matrizes gama dadas a pouco, teremos que

0010 0 -1 0
7+:L 0001+o 0 1
V211 00 0 1 0 0
0100 0 —1 0 0
0000

7+:Looo1

V211 0 0 0

0000
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Dai, o produto 4°y* presente na equagao (C.5) é

0 010 00 0O
0 001 0 001
70'y+—\/§
100 0|1 0 0O
01 00 00 0O
1 0 00
00 0O
0+:\/§
T 0 00O
0 001

Retornando para a equagao (C.5) nos deparamos com

100 0\ [ V2K
1 1 0000 k) + ik}
T 0.+ / . 1 2
ul (k v (K) =2 2kt ky — ik 0
T(>7’y i() \él/i\/kjé/ﬁ\/m(\/_ 1 — W2 M >OOOO “m
0001 0
VoK'
1 0
= ———— (VK" ki ik m 0)
NN 0
0
1
= ——— V2KV = V2VEHV2VE,
VEHVET
para o caso onde s =1 e s’ =|. Resta analisarmos os outros 3 casos, sao eles:
Para s =1, ¢ =1,
1000 0
1 0000 —
w7 (k) =~ (VR ki —iky o 0) o
kK 00 0O —ky + tko
0001 V2kt
1
= ———(V2kt ki —ik 0 =0.
TJF\/F(\/— 1 — R M ) 0
V2kt
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Para s =, s =/,

100 0\/[ V2Kt
1 00 0 0|k +ik
ul (koK) = == (0 m ki ik VIR) o
0 0 01 0
V2K
1 0
T+ —k’+< m 1 — tR2 \/_ > 0
0
Para s =], s’ =1,
1 0 00 0
! 000 0 —m
t 0.+ no_ ]
ok v (k)= ——(0 —k1 — ik 2kt
000 1 V2Kt
0
1 0
\/k+\/17+< mohih VA
V2k*
L ARtVaKt = VaVERVE
VkHVET

Ao analisamos os resultados dos 4 casos, vemos que podemos sintetiza-los da seguinte

forma:

ul(k)707+vs’(l€/) = \/5 v k+\/§ \ k‘uré‘s,fs/-

Consequentemente, a funcao de onda do féton virtual, levando em consideracao somente a

polarizacao longitudinal, sera
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Ve (k) = eie (2m)°

JIRFIS, Q 27 2(1— )

/@r)32kT (2m)32q (27)32k* <_) [_ Q22(1—z) +m2 + k2
¢ z(1—2z) Q b5 s

Q%2(1 —2)+m? + k‘i] q_+27r\/%’

definindo € = Q?z(1 — z) + m?, onde i é o sabor do quark. Ficamos com

= —¢;€

L,(]f) = —€i€|: q*z(l — Z):| Q 58,75/

€+ k? q_+27r\/%'

A funcao de onda acima foi construida sob o espago de momentum. Para levar nossa analise
para o espago de coordenadas, vamos definir uma nova funcio ¥~ (2,k,) que necessita

satisfazer a seguinte condicao de normalizacao:

/dk*]wsfs,(h)f — /dz|¢§,s,(m)\2.

Como kT = zq™",

[k i = [ asfut e
v / dzwﬁsw -/ dzwf,s«z,mf

o(2k1) =Vl (k

Assim, o resultado pode ser levado para o espaco de coordenadas via transformada de

Fourier nas coordenadas transversais:

L d*k . iky cry L
ws,s’(’zﬂ’l) = 76 7vbs,s’(Z?k'J-)

kL g, T z(1=2)1/Q\ 0,
_ i ri /) . < )
/ o 1 { 626[ €+ k? qt ) 2m\/T
e;e APk o 1
= — 1— o g  —pWLTL
27T\/7_TQZ( 2)9s / or © LQ + ki]
e;e A%k,

= _WQZ(l — 2)0s / a7 k’ie

sendo a relacao angular entre r e k dada do modo apresentado na Fig. C.2 podemos

ikL"r’l
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Figura C.2 - Relagdo angular entre r e k.

r=|r.|

k= 1k

realizar a transformagao da integral para coordenadas esféricas, i.e.,

ko ) 00 27 ikr cos 6
/ LQ elkl L — / dk/ d@k—e
€2+ k] 0 0 k? 4 €2

para 6 sendo o angulo entre r; e ky k= |k | er =|r.|.

Ao analisarmos a integral acima, vemos que a mesma assemelha-se a funcao de Bessel Jy,

2m
/ dfe* s = o Jo(kr),
0

assim

Ak > k
LT =2 dkJo(kr) .
/ e 7T/0 Jo( T)k:2+

e+ k2 €2

A integral acima tem o seguinte resultado:

d2kj_ ik °r
/€2+kie LM =21 Ky(ery)

em que K é a funcao de Bessel de segunda ordem modificada [67].
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Logo, voltando para a funcao de onda, teremos

€;e

Voo (2,71) = NN

Qz(1 —2)Ko(ery )os .

O resultado final para a funcao de onda do féton virtual com polarizacao longitudinal,

somada sobre os spins e sobre as cores dos quarks é

Z WL(Z>M)|2: Z

s,s’ cor s,s’,cor

— Z (271')271'@ 22(1— 2)°K5(ery)ds o

2

- Qz(1 — 2)Ki(er, ), o

2 2
= Z C G 22(1— 2)’Kier )6,

= Z eiTQ222(1 — 22K (er )0, o

SS ,Cor

2NC em
— 2 Z M 222(1 — 22 K2 (er))

onde N, é o nimero de cores de quarks.

A funcao de onda para um foéton virtual que possui polarizacao transversal, a funcao
de probabilidade pode ser calculada de maneira similar, a diferenca estd no vetor de

polarizacao que, no gauge do cone de luz, é dado por
A
A qgr-€1 A
EJ_(q) = (0’ 7 75J_)?

em que £} (A = £1) sdo os vetores de polarizagao transversal. As expressoes explicitas
(L B 2)
V2

: _ _ /
momentum transverso, e assim ¢; =0e k; = —F/.

saoe] =Widf\zeet = [70]. Note que no nosso caso, o féton virtual ndo possui

Para calcular a funcao de onda precisamos determinar o elemento de matriz
Us(k)e) (q) - vLve (K'). Isso pode ser feito usando as expressoes para os espinores e para as
matrizes gama de forma explicita, conforme dadas anteriormente. Se s = §’, no caso s = 1
es =1,
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w(k)e) (q) -vivi(K) = (k) [}y + e572]va (k)

= m [—(1 4+ XN)mk™ — (A + 1)mk'™"]
_ (I+X)m (++k’+)
Vo ’

como kt = zqt e K" = (1 — 2)¢™, temos

w1 (k)e) (q) - yiv(K) = _\/5(61]:\/)\%

(A+1)m

NeNEs (C.6)

(z4+1-2)

Para o caso onde s = —1 e s’ = —1,
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1
— A . A - o +
T (R} (@) a0 (K) = —— (0 m ki —iks VoKt (C.7)
0 % 0 0
1oy V7 V2R
—_— 0 0 0 Y.
" V2 o ki + ik
0 0 0 A —-m
o1V 0
0 0 —_— 0
V2
I+ A / 7/
W(/ﬁ + ik3)
1 (1= Nk
= 0 —ky — ik 2k
V2q* z(l—z)( ok i 2 ) 0
A 1m
V2
1
= 1= N Ym— (A= 1)k™m
i (1 Km0 Dk
m
= Kt — N = XET + kT
V2q+/2(1 — 2) [ )
mq™
= l—2—-A+XAz—Az+2z
V2qty/2(1 — z)[ ]
-1
___mk-1) (C.8)
V2.y/2(1 = 2)
Juntando as expressoes para s = =1e s =5 = —1, (C.6) e (C.8), ficamos com
A+ s) m
1 (R) (0) - rva (k) = — Os,st- C.9
1( ) J_(Q) L 1( ) \/5 \/m ) ( )

Observe que agora o elemento de matriz tem uma dependéncia da massa dos quarks.

Similarmente, se s = —s’, mais especificamente s = 1, s = —1, A = 1, obtemos
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Yl ) =

o o o o

o o oﬁl|w
S

o o o o

OS|MQ o
)

logo, usando k* = zq" e k't = (1 — 2)q™,

1
a1 (B)° (gL -y ) v_q (K = 2kt Kk — ik 0
1( )f}/ ( L ’VJ_) 1( ) \/§q+\/m<\/_ 1 K2 M )
2
0 5 0 0 Ja
oo oo | e
2
0O 0 0 —— -m
V2 0
0O 0 O 0
2K+ k)
) \/5 1 2
— V2Kt ky—iky m 0 0
\/§q+ 2(1—2)< ) 0
0
_ ! 2kt (k) + ikb)]
V2q+/2(1 - 2) ' ?
como k| 4+ ik = (e} K )V2ek, =~k
T (A0 (L Py 22 g C.10
u (k) (ﬂ h)v—l( ) Z(l_z)ﬂ € (C.10)

Agora, para s = —1, s =1, A =1,
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1
— 0 1 . / . o +
U_q (k)Y (el - ve) v (K) NN (O m —k, —iky 2k ) (C.11)
2
0 — 0 0
V2 0
0O 0 O 0 -m
X 2 b
0 0 0 —— || —F1+ik
V2 VoY as
0O 0 O 0
2
1 \/§
= 0 m —ky —iky 2k* 0
V2q+ z(l—z)< ! > V2 ) Y
0
- 1 [2K" (k1 + ko)
V2qty/2(1 = 2)
21—2)
2(1—2) Lo ( )

para ki +iky = (e} -k )V2 e KT = (1 — 2)¢" .

Anexando os dois casos para A = 1, (C.10) e (C.12), temos que

2

U5<]{3)’)/0 (81 "yl)vsf(k') = ——(2’557155/7_1 — (1 — 2)557_155/71)81 : kJ_. (013)
2(1—2z)
De forma anélogo, calculemos para A = —1, logo
0 0 0 0
2
— 0 0 0
0(—1, _ V2 :
) 0 0 0 0
2
0 0 —= 0
V2

paras=1es =—1,
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1

(k) (g1t v v (K) (\/ik+ ki —iky m 0) (C.14)

:\/ﬁqJr z2(1—2)
0000\ g
% V2 1 2
0 0 0 0 -m
2
0 0 — 0 0
V2
0
2k
1
= 2kt ky — ik 0
\/§q+ 2(1_2)<\/_ 1t m ) 20
—m
V2
1
= 2k (ky — ik
V2t z(l—z)[ (h: 2)
21—2) 4
= ———=—¢ -k, C.15
21— 2) 1L "L ( )

para k't = (1 — 2)q" e ky —iky = (611 . kl)\/i

Japaras=—-1les =1,
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_ 1 :
m(/lc)fyo(ej-m)v,l(/lc’):ﬁq+ T (0 m —ky — iky \/§k:+) (C.16)
0 0 0 0
9 0
— 0 0 0
< | V2 o
0 0 0 O0f]|-K+ik
0 0 —= o)\ VI*
2
0
0
1
= —_ —’ +
5 (K~ iky)
= ! (2K (K} — ikb)]
V2q+/2(1 = 2) ' ?
—2z
VC e (€.17)

aglutinando (C.15) e (C.17), temos que

2

TR o) = =~

[2(557,1(55/71 — (1 — Z>5371(53/’,1]811 . kJ_ (C18)

Podemos juntar os elementos de matriz apresentados nas equagoes (C.9), (C.13) e (C.18),

CO1mo:

2 m
Es(k)¢j\_(Q)vs’(k/) = _m{[Z5s,i155’,$1 - (1 - Z)(;s,il(ss’,:l:l]gfl : kJ_ + Eas,:tlfss’}l}‘

Assim, retornando tal expressio para a funcdo de onda do féton virtual 1.y (k), a fim de

obtermos a expressao da fun¢ao de onda transversa. Sendo assim,
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ﬂs(@%i(@%/(k’) (27T)3
(27T)3\/(277)32k‘+2k’+2q+ G —k — k-
€;e 1 _9

2m)* \2qF 2V kT V(1= 2)

X {[Z5s,:t153’,¥1 - (1 - Z>6s,¥153’,:t1]€f1 : kj_ + Eés,il(ss’,$l}

@Dz;,(kl) = g;e

—2¢Tz(1 — 2)

X
Q*(1 —z2)z+m2+ k*

sendo €2 = Q%2(1 — 2) +m?,

e;e 2
/(QW)S\/ﬁ\/qTQqJF\/z(l —2)y/2(1 —2)

X {[355,:t155’,:|:1 - (1 - Z)as,qil(ss’,:tl]gfl : kL + E(ss,il(ss’,qil}

Ylg(ky) =

2qtz(1 - 2)
e2k?

e;e 2
Vig(ky) = ——————
NEEINGAL

% 120, 1100 o1 — (1 — 2)6s o100 aqle™ kL + — 6, 416 }
{[ b = (1= Dmdealet b+ Todside
1

X J
€2+ k?
e;e 1

2 2
(2m)* /T € T

m
X {\/5[25s,i155’,:121 - (1 - Z)és,qilés’,il]gfl : kJ_ + %ds,ilds’,q:l}'

Ylo(ky) =

Podemos levar o resultado para o espago de coordenadas, da mesma forma que fazemos

anteriormente com a polarizacao longitudinal:
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T koL ik, ry T
wss’(z’rl) = 76 wss’(kl)

e;e iv2ett
¢LZ;’(Z7TJ_) = ( - |;:| lK1(€7”)[Z55¢15s',:F1 — (1 — 2)58,211153’,:&1]68,—5’
2m)
+ imKﬂ(ﬂn)és,ilés’,il?
(2m)?

em que K; é a fungao de Bessel de segunda ordem modificada [67], e usamos o resultado
VI (2,k1) = Vg™, (k1). O indice T indica que a funcio de onda do féton virtual possui

polarizagao transversal.

O quadrado da funcao de onda dos fétons virtuais que possuem polarizagao transversal
é obtida como uma média das funcoes de onda ao quadrado para fotons com A = 1 e
A=—1

O resultado é:

Z WZS,(ZJL)‘Q = e N;f:;m { [22 +(1— z)2]62k:f(er) + m%é(er)}.

8,8’ cor

Estas fungoes podem ser encontradas na literatura [71]. Observamos também que a funcao
de onda do féton com polarizacao longitudinal vai para zero no limite Q% — 0. J& para
a funcgao correspondente ao féton com polarizacao transversal nao observamos esse tipo
de comportamento, o que ja era esperado, pois o féton real s6 pode ter uma polarizagao

transversal.
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D Emissao de glions

Apds termos calculado a funcao de onda do féton virtual indo em um dipolo, neste apéndice
iremos estudar a emissao de glions a partir de quarks, o que é sabido a partir do capitulo
anterior, tendo como objetivo calcular a amplitude para o processo apresentado na Fig. D.1,
em que o quark com momentum inicial p, spin s e cor a emite um glion com momentum
k, cor ¢ e polarizacao A. O momentum, spin e cor do quark apds a emissao sao p —k,3 e &’

respectivamente.

Estamos trabalhando no limite de altas energias, no qual p™ é grande e o gltion emitido
é suave (r < 1). Podemos calcular o vértice ¢ — ¢qg usando as regras de Feynman para
a QCD no cone de de luz. As quais podem ser encontradas, e.g., na referéncia [68]. As

regras mais relevantes para o nosso caso sao:

I. Para um férmion incidente com momentum p, cor « e spin s, adiciona-se um

fator
Us (p)

(2m)*2p*

II. Para um férmion emergente com momentum p — k, cor [ e spin s, adiciona-se

um fator

ﬂs’(p - k) )
V2 -k

III. Para transformar as linhas que entram em linhas que saem, ou vice versa, basta

realizar a troca u <> v, u <> —U e € <> €*.

IV. Para o vértice quark-glion com momentum k, cor ¢ e polarizacao A, adiciona-se

um fator .
gsteaTuen (k)

\/ (2m) 2k+ |

em que ;5 é o gerador da representacao fundamental do SU(3).
V. Multiplica-se toda a expressao pelo denominador da energia do cone de luz

(27)° _ (27)°

(Pi;icial - Pfilal) p - k= — (p - k)_ ‘

Diagramaticamente, temos que a partir das regras o diagrama de Feynman correspondente
ao processo apresentado na Fig. D.1 é possivel construirmos a amplitude de espalhamento

do processo.
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Figura D.1 - Quark com momentum p, spin s e cor & emite um gldon com momentum k, cor ¢ e polarizagdo
A. O momentum, spin e cor do quark apds a emiss3o s3o p — k, 3 e s’ respectivamente.

b, &, s p-lﬁ, 67 s’

k, ¢, A

Figura D.2 - Diagrama de Feynman que representa a emissdo de um glion.

Uy (p — k)
(2m)32(p — k)*

E, assim, de acordo com as regras a amplitude para a emissao de um glion é dada por:

Ug(p—k)  gstlamugh(k)  uy(p) (27)°

Wgosqq(k,2) = —,
V@2 - k) Jentae Jeniyprr TR -0k

onde o pré-fator /pt é adicionado devido & mudanca para a varidvel z, a fracao do
momentum longitudinal do quark carregado pelo glion é kT = zp™. A notagao (p — k)~
presente na expressao para a energia do cone de luz, corresponde ao componente negativo
do momentum de uma particula na camada de massa possuindo um tri-momentum (]_9 — E).

No limite de altas energias, no qual o glion emitido ¢ suave, temos que z < 1.

Como queremos que o glion produzido seja fisico, ou seja, que esteja na camada de massa,
por isso este glion s6 pode ter polarizagao transversa. O vetor polarizacao para o glion é

0 mesmo que para o féton na se¢ao anterior, e no gauge e = 0, ele se torna

142



ky-&)

A _ LC1 A

e (k) = <07k—+751_ :

Como k™t é pequeno, e~ domina sobre €, e assim, podemos fazer a aproximacao

Yt =q_e” =te.

Podemos calcular o elemento de matriz ,(p — k)#*(k)uy (p) usando explicitamente os

espinores e as matrizes gama apresentadas anteriormente. Assim,

s(p — k)¢ (k)ug (p) = Us(p — k)yTe us'(p)

j& que Us(p — k) = uf (p — k)7, teremos

= BP0 ) = (52l — 02 ). D.1)

Para calcularmos u,(p — k)v°y uy(p), devemos realizar o cdlculo utilizando a forma
explicita dos espinores e das matrizes gama para cada combinacdo de s e s'. Dessa forma,

paras =—1les=1:
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UJ—rl(p k)’Y ’Y uy(p)

onde [ =p — k.

Paras=1es = —1,

uf (p— k)Y ui(p) =

Paras=—-1es = —1,

1

1

0
X
0
0

1

1
f\/Fé/ix/p_*(

Vept
p1 + ip2
m

0

o O O O
o O O O
- o O O

1
0
0
0

1y +ily \/§l+)

(\/§l+ h—ily m o)

0

m

—p1 + P2

V2pt

o O O O
o O O O
_ o O O

(\/§z+ L—ily m 0) .
V2p*
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1
ut (p — k)Y u(p) = —(0 m o —l —ily \/§l+>

Vi
1.0 00 0
" 0 00O m
0000 —p1+ P2
000 1)\ vopt
1 .
:\/l_+—\/]?_+<0 m —l; —ily \/§l+>
V2p*
+
\/l+—+\/_l Vap?
= V2y/(pt = kT)V2/pt. (D.4)
Para o ultimo caso s =1e ¢ =1,
0.+ _ 1 n .
(p— k)Y ul(p)—\/F—\/F(\/il I —ily m 0)
1000 0
" 0 00O m
000 0)[—=p+ip
0001 V2pt
V2p*
1 0
e W(ﬂz L—ily m 0) .
0
\/F\/_\/_ZJF\/_p
= V2/(p* — k)V2/p*. (D.5)

Entao, ao analisarmos os quatro casos e seus devidos resultados: eq. (D.2), eq. (D.3), eq

(D.4) e eq. (D.5), encontramos

ul (p — k)Y v uy (p) = 2(pT — kT)2pt 0, g,
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retornando para a eq. (D.1),

A

il = DF Ruelp) = (S ) VI = R

Além disso, precisamos calcular

p—k —(p—k) . (D.6)
Logo,
S_k
2kt
Do mesmo modo,
2
_ p—k
(p—Fk) = (—)i
2(p — k)

consequentemente, a eq.(D.6) torna-se

KK K
okt 2kt T 2kt

p =k —(p—k) =p

ja que kT é pequeno. Lembrando que k* = zpt e que = = (kL-})/k*, encontramos,

voltando a equacao da amplitude:
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gstSsn/2(p — k)" 2pt
(kyz) = s
\/ (2m) \/2k‘+\/ (p— k)" 2p*

X 53,5/E<kJ‘ '€J~>

kt+

Dgste &)
_ V2l (’“ 5i>55,5, (D.7)

No espacgo de coordenadas, a expressao torna-se

d%k,

Wyge(T1,2) /
\/ 27T

_/ ko}J_ eilu'u \/igstgg </€J_€j‘_)5
= — 2 s,s’
V@) (2r)yvz N M

1 \/_gs OZ,B 5 /ko eikL'TrkJ‘.gi

il 12
\/ 2r)’\/(2r)’z - L

e \Ijq%qg(kbz)

Para realizarmos a integracao I, podemos transformar as coordenadas da integral para
coordenadas esféricas, visto que podemos realacionar as variaveis atraves de relagoes
angulares como podemos ver na Fig. D.3. Assim, temos que « é o angulo entre €} e r,, e

0 é o angulo entre r, e k. Portanto,

k A
I= / kdk, dgettr <ot ke cos (o + 6)

= /dkzLdﬁe’\eikT“’se cos (a+ 6)

para k = |k, | e e* = |£}|. Usando a identidade trigonomética: cos (a + 6) = cos avcos 6 —

sin arsin 6, temos
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Figura D.3 - Relagbes angulares para a transformagdo em coordenadas esféricas.

k= k,|

I = / dk dfere™ % cos v cos ) — sin arsin 6]

= cos « / dk dBe™ %0 o5 — sin o / dk, de™ % sin 6

ikr cos @
d(e ) L que é

como [ dk dfe* <sfsing = [ d@T .

2

/ddeeeszCOSG Sine = — ezkrcos@ _ 07

IRT

0

assim, o segundo termo é igual a zero, logo

= cosa / dk, dfe™ %9 cos 6.

A partir da andlise das fungoes de Bessel, apresentadas na Ref. [67], podemos afirmar que

2
/ e'kreost cos 0df = 2miJ, (kr),
0

e, usando o caso especial das relacoes de recorréncia, temos que
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—Jo(x) = Ji(z)

entao,

A
I = /koLeikL lﬁ% = 2mie cosoz/dkl _ d0Jo(kr)) dkr
k7 dkr r
2wy 0
= —=c"cosa+ Jy(kr)
r o0
o
= %6)‘ cosa(l —0)
2mie
= cos «
,

multiplicando a expressdo acima por /r, temos que e*rcosa = g} -7, logo:

Y TR &eerg
/kole’kL ”—QL = 27 LQ )
ki L

a equacao acima ¢é a transformada de Fourier do produto escalar. Logo, a funcao de onda

U, qq(r1,2) é dada por

V2gst . .
\IJQ—WH(TL’Z) = —1 J of =L Tléss’-

@riyz "L
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E Calculo polarizagao transversal
Do célculo da polarizagao transversal temos a seguinte propriedade:

E *A A I l
A=1, 2

a qual podemos demonstrar:

*)\ A !/ *)\ *)\ A A
E eNxy e} = E (ePz1 + €5 wo) (72 + e5h)
A=L, 2 AL, 2

2: N A / *\ A / N A / A A /
A=1, 2

realizando o somatério sobre A para cada um dos termos separadamente, para

temos que:

Para o 1° termo,

Z E*AS)\ 25*151 +€*2€2 — (LL) + (LL) = 1.
s 1“1 1“1 1“1 \/5\/5 \/5\/5

Para o 2° termo,

—i 1 11
5“5)\:5*151—{—6*262: (__)+<__) =0.
2 amaarad=(57) \(Bn

Para o 3° termo,
1 2 1 —
ePe) = eflel 4 el2el = <——) + (——) =0
)\;2 1 <2 1“2 1 <2 2\/§ \/5\/5

Para o 4° termo,

Z EZA&.;\ :&‘;18%4—8;263 — <__ZL) + (L__Z) =1
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Consequentemente obtemos,

*A A I / r_ /
E EN-T) €] =T +XoTy =T - T .
A=1, 2
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