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RESUMO

Existem varios fendmenos diferentes de emissao de radio que se originam no Sol e estao
relacionados com a injecdo de particulas energéticas a partir da fotosfera e cromosfera solares
para a coroa solar e o meio interplanetario. Neste trabalho, a Emissao Solar de Radio do Tipo
V é considerada, assumindo que a radiacado € gerada pelo mecanismo do maser de elétron-
ciclotron. Um modelo para os parametros fisicos de uma regidao de origem localizada diretamente
acima uma regido ativa na fotosfera solar € empregada. Este modelo se baseia em modelos
padrao encontrados na literatura e em observacoes realizadas por observatorios terrestres e por
sondas interplanetarias. A fim de melhorar a eficiéncia do mecanismo de radiacéo de ciclotron,
o modelo assume que uma cavidade de densidade é formada na regido de origem, de tal forma
que a frequéncia de plasma local € menor do que a frequéncia de ciclotron local. Usando a
teoria magnetoionica dos plasmas, a relacao de dispersao e as equacoes de tracado de raios sao
resolvidas numericamente para o modo extraordinario lento (modo Z) propagando-se no interior
da cavidade de densidade. Além disso, o coeficiente de emissao para o modo de Z também
¢é obtido em cada ponto ao longo do caminho do raio. Sendo o modo Z preso no interior da
cavidade coronal, é assumida uma conversao linear de modo a partir do modo Z para o modo
ordinario (O) e, em cada ponto da trajetoria de raios, € verificada a condicdo da janela de Ellis,
que determina a posicao no espaco de fase onde a conversido ocorre. Uma vez convertida para
o modo O, a radiacao pode se propagar para o espaco interplanetario. Apoés variar os valores
da frequéncia da radiacdo e do angulo de propagacio inicial, respectivos ao campo magnético
ambiente, os raios no modo Z com um valor positivo do coeficiente de emissdo no ponto de
partida sdo seguidos em sua trajetéria até que a condicdo de Ellis é satisfeita ou a onda €
atenuada tornando-se ruido de fundo. Os resultados indicam que o maser de elétron-ciclotron
€ um mecanismo viavel para a geracao da Emissao Radio Solar Tipo V.
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ABSTRACT

There are several different radio emission phenomena that originate from the Sun and are
related to the injection of energetic particles from the solar photosphere and chromosphere
into the solar corona and the interplanetary medium. In this work, the Type V Solar Radio
Emission is considered, assuming that the radiation is generated by the electron cyclotron maser
mechanism. A model for the physical parameters of a source region located directly above an
active region on the solar photosphere is employed, which is based in standard models and
in recent observations taken by remote spacecraft. In order to enhance the efficiency of the
cyclotron maser mechanism, the model assumes that a density cavity is formed in the source
region, in such a way that the local plasma frequency is lower than the local cyclotron frequency.
Using the magnetoionic theory of plasmas, the dispersion relation and the ray tracing equations
are numerically solved for the slow extraordinary mode (Z mode) propagating inside the density
cavity. Additionally, the emission coefficient for the Z mode is also obtained at each point along
the ray’s path. Since the Z mode is trapped inside the coronal cavity, linear mode conversion
from the Z mode to the Ordinary (O) mode is assumed, and at each point of the ray trajectory the
Ellis window condition, which determines the position in the phase space where the conversion
takes place, is verified. Once converted to the O mode, the radiation is allowed to propagate
to the interplanetary space. Upon varying the values of the frequency of the radiation and
the initial propagation angle, respective to the ambient magnetic field, the Z mode rays with a
positive value of the emission coefficient at the starting point are followed in their trajectory until
either the Ellis condition is satisfied or the wave is attenuated back into the background noise.
The results indicate that the electron cyclotron maser is a viable mechanism for the generation
of the Type V Solar Radio Emission.
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CAariTUuLO 1

INTRODUCAO

Ao longo dos ultimos anos houve uma crescente necessidade de se conhecer o comportamento
e interacao do Sol com a Terra. Cada vez se faz mais presente a influéncia das distintas formas
de emissao de radiacdo do Sol com objetos e estruturas terrestres, bem como com o seres vivos
e o meio ambiente. Com o advento de avancos tecnolégicos na area espacial e de satélites, foi
preciso aprofundar-se no conhecimento do meio no qual esses iriam permanecer, a fim de poder-
se criar mecanismos de defesas para evitar danos as estruturas eletrénicas e fisicas destes.
Nao somente estruturas que estdo fora da area de protecdo da magnetosfera terrestre sofrem
com a radiagao solar. Estruturas de transmissao de energia e dados localizados na superficie
terrestre e também submarinas necessitam de sistemas que conciliem seu funcionamento com
possiveis eventos extremos solares. Muitos outros desenvolvimentos de caracter tecnolégico
sdo observadas, mas também ¢é primordial o estudo de eventos solares a fim de alcangar um
desenvolvimento cientifico que possa fazer com que a humanidade conheca a estrutura do meio
universal no qual esta inserida. Por ser tratar da estrela mais proxima da Terra, € essencial
buscar no Sol respostas para questoes que intrigam os homens desde o inicio das civilizacées.
Explicando a estrutura e evolucido solar podemos conhecer parte da forma como o universo
caminha em seu desenvolvimento. Muitas questdes a esse respeito ja foram respondidas mas
muito ainda tem-se por explicar.

Este trabalho busca sanar uma lacuna existente na explicacao de emissées solares. Muito
se sabe a este respeito, e com o avanco do conhecimento da interacdo da matéria na forma
de plasma, uma gama de possibilidades tecnoldgicas e cientificas vém sendo desenvolvidas nas
mais diversas areas. Esta dissertacdo firma-se no caracter cientifico do conhecimento, mas
sabe-se que deste podem desenvolver-se as mais variadas respostas para problemas de ordem
tecnoléogica. Emissoes Solares podem ser divididas em 5 classes distintas. Essa divisdo depende
de suas caracteristicas morfolégicas como frequéncia, tempo de duracao, mecanismo gerador e
outros. Uma breve descricdo dos variados tipos de emissées e das caracteristicas basicas do Sol
sera dada ja no capitulo 2. Neste mesmo capitulo serdo explicitadas algumas caracteristicas ob-
servacionais desenvolvidas por Robinson (1977) [48] em estudos pioneiros a respeito da Emissao
Solar do Tipo V. Emissao esta que sera alvo principal de estudo neste trabalho.

Ao longo dos anos foi dada pouca énfase a emissao do Tipo V. E talvez por isso esta seja pobre
em referéncias observacionais e tedricas. Aparatos de antenas para deteccdo de radiacao solar
e satélites sdo os principais meios observacionais, mas ao longo do tempo estes foram sendo
desenvolvidos para detectar radiacdo com frequéncias na ordem de gigahertz. Com isso pouco
se evoluiu no conhecimento de Radiacao Solar do Tipo V, enquanto que a emissao solar do Tipo
III domina esta area de estudo no meio académico.

Nenhum mecanismo ainda hoje € definitivo como sendo fonte de emissées solares do Tipo V.
E proposto aqui que essas sdo geradas através do mecanismo conhecido como Maser de Elétron-
Ciclotron. Este mecanismo é amplamente caracterizado e explicado no capitulo 3, que apresenta
a teoria utilizada no modelo adotado neste trabalho. Ainda neste capitulo é explicitado o modelo
da Janela de Ellis para explicar a conversao de modos de propagacao para ondas no Plasma.
Consideracdes importantes a respeito de taxas de emissividade sao feitas neste mesmo capitulo.

Ja no capitulo 4 é apresentado o modelo adotado nesta dissertacdo, com suas caracteristicas
basicas nos parametros fisicos da regido-fonte da Emissao do Tipo V e outras propriedades.
Nesse mesmo capitulo, é discursado a respeito da proposta da formacdo de uma cavidade na
baixa coroa solar na qual seriam geradas as emissoes no Modo Z e ainda nesta seriam con-
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vertidas do Modo Z para o Modo O, podendo assim se propagar para o meio interplanetario.
A seguir sao apresentados alguns resultados numéricos obtidos que viabilizam o mecanismo,
aqui defendido, como fonte de emissdes solares do Tipo V. Consideracgdes a respeito da taxa de
amplificacido e conversdo de modo sao mostradas de forma qualitativa e quantitativa a fim de
corroborar com a proposta do Maser de Elétron-Ciclotron.

Finalmente, uma breve conclusao do que foi discutido e possibilidades de evolucgdo deste tra-
balho sdo apresentadas a fim de instigar académicos interessados em ajudar no desenvolvimento
desta area especifica de emissao solar.

Ao final desta dissertacdo, sdo anexados apéndices nos quais algumas informacoes a res-
peito de propriedades matematicas e desenvolvimentos tedricos empregados neste trabalho sao
apresentados. Nestes apéndices pode ser vista melhor a ligacao entre a teoria geral de Fisica
dos Plasmas apresentada no capitulo 3 e o modelo especifico deste trabalho apresentados no
capitulo 4.
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CAPiTULO 2

O SOL E AS CARACTERISTICAS DE
SUAS EMISSOES DE RADIO

2.1 A estrutura solar

Sendo o Sol, a estrela fonte de luz e vida em nosso planeta, é de suma importancia co-
nhecer suas caracteristicas e estrutura. Assim como outras 100 bilhdes de estrelas, s6 em
nossa galaxia, o Sol é uma grande esfera de plasma incandescente em cujo nucleo ocorre ge-
racao de energia através do processo de fusdo nuclear. A raio solar é de aproximadamente
R = 695.500km = 10° R7¢,, com densidade média de 1409 kg/m® e composto majoritariamente de
Hidrogénio (91,2%) e Hélio (8,7%) e esta posicionado a uma distancia da Terra, com valor em
torno de 149.600.000 km. Sua temperatura em média é de 5800 kelvins na superficie e de
15.000.000 kelvins no centro.

Uma das principais regiées do Sol € a fotosfera. Com cerca de 330 km de espessura e
temperatura em torno de 5800 kelvins, como ja relatado, é a parte visivel do Sol. Logo abaixo,
se localiza a zona convectiva, que se estende por cerca de 15% do raios solar. Nesta regido
o transporte de energia ocorre através de movimentos de conveccao das particulas do plasma.
Deste efeito que provem o nome da regido. Indo em direcdo ao centro solar encontra-se a regiao
denominada zona radiativa. Nesta parte do Sol ndo ocorre movimento mecanico das particulas
e a energia se propaga através de fotons. Devido a energia se propagar por radiacdo é que
esta regido recebe seu nome. A regido mais baixa do Sol € denominada niicleo. Como ja
mencionado esta € a regiao fonte de energia do Sol, pois nesta regido a densidade e temperatura
sao suficientemente altas para ocorrer o processo de fusido nuclear, o qual é o mecanismo fonte
de energia do Sol. Fazendo parte da estrutura solar temos a cromosfera. Esta faz parte da
camada atmosférica solar, localiza-se logo acima da fotosfera e tem cor vermelha. Pode ser
observada quando ocorrem eclipses solares. E uma camada bastante fina, em torno de 10.000
km, e sua temperatura cresce da base para o topo atingindo um valor médio de 15.000 kelvins.
Ainda acima da cromosfera se encontra a coroa que também so6 € visivel durante eclipses solares.
A coroa se estende por cerca de dois raios solares.

O campo magnético do Sol € muito intenso e muito variavel (comparado com os padroes ter-
restres). Suas linhas definem a heliosfera, a qual é a regido do meio interestelar local onde
o plasma é dominado pelo campo magnético solar e que compreende todo o sistema solar,
estendendo-se para além da o6rbita de Plutao. A interacido entre as emissdes solares e o campo
magnético terrestre € responsavel por uma ampla gama de fenémenos estudados e que interfe-
rem diretamente no cotidiano terrestre [4, 6].

Os topicos discutidos nesta secéo (se¢do 2.1) usam como referéncias os livros de Aschwanden
(2006) [4], Kepler & Saraiva (2004) [44] e Silva (2006) [51].

2.1.1 O nucleo solar

Se estendendo até cerca de 0,3 raios solares, o nucleo solar € o responsavel pela geracao de
energia do Sol, através do processo de fusdo conforme mencionado anteriormente. De forma
simples, o que ocorre no nucleo é que quatro nucleos de hidrogénio sao transformados em um
nucleo de hélio, e a diferenca de massa entre os quatro nucleos de hidrogénio e o nuicleo de hélio
€, através da equacio de Einstein E = mc?, responsavel pela energia que alimenta o Sol. A cada

3
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Convective
envelope

Prominences

Figura 2.1: Representacdo artistica das camadas do

Sol [1].
L1 Figura 2.2: Figura representativa da interacdo do

sol com o campo magnético terrestre.

segundo sao consumidos cerca de 700 milhdes de toneladas de hidrogénio formando cerca de
10%® novos nucleos de hélio. A diferenca de massa, cerca de 5 milhées de toneladas é convertida
em raios gama.— O nucleo solar é a unica parte do Sol que produz energia em quantidade
significativa via fusao nuclear. O restante do Sol € aquecido pela energia transferida do nucleo
para as regides externas. Toda a radiacdo eletromagnética produzida pela fusdo precisa passar
por varias camadas até a fotosfera antes de escapar para o espaco, em um processo continuo de
absorcao e reemissao tal que estima-se que um féton gerado no nucleo do Sol leva milhares de
anos para atingir a fotosfera.

2.1.2 Zona de Radiacao

Entre 0,3 e 0,7 raios solares de distancia do centro do Sol, a energia solar € transportada
através do processo de radiacdo. Da borda do ntucleo até a a zona de conveccao a radiacao
flui, sendo absorvida e reemitida pelos ions do plasma. A temperatura do plasma solar vai
diminuindo de dentro para fora de 7 para 2 milhoés de kelvins. A densidade também diminui de
20.000K g/m? (aproximadamente a densidade do ouro) para 200K g/m?, menor do que a densidade
da agua. Entre a camada radiativa e a convectiva existe uma camada intermediaria muito fina
chamada de tacoclina. Na parte mais interna desta camada praticamente nao existe fluxo de
matéria ao passo que na parte externa existe um grande fluxo de matéria, como ocorre na zona
convectiva. Por ser uma curta camada e ter uma grande variacao de velocidade, por isso esta
fronteira € destacada.A

2.1.3 Zona de Conveccao

Iniciando em aproximadamente 0,7 raios solares até a superficie solar, a zona de conveccgao
¢ a camada externa do Sol. Da fronteira interna até a superficie a energia € transportada
através de processos de conveccao. Por volta de 0,7 raios solar a temperatura tem valor de cerca
de 10.000 kelvins. A essas temperaturas relativamente baixas, formamse ions de hidrogénio,
carbono, nitrogénio, oxigénio e ferro, potentes absorvedores de radiacdo proveniente do nucleo.
Isto impede o livre fluxo de radiacdo, tornando o plasma instavel a conveccdo. A partir desta
fronteira a energia € transportada por convecc¢ado. Assim como na zona radiativa a temperatura e
densidade do plasma continuam diminuindo até a superficie do Sol. Os movimentos convectivos
podem ser vistos na superficie do Sol como granulos que evidenciam o processo de convecgao.
O plasma aquecido ascende pelo centro do granulo, perde energia para o exterior e, uma vez
resfriado, este plasma desce pelas bordas do granulo de volta ao interior, sendo novamente
aquecido e come¢cando um novo ciclo.

Uma ilustracao figurativa das camadas do Sol pode ser vista na figura 2.1.
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2.1.4 Fotosfera

A maior parte do espectro visivel do Sol tem origem na fotosfera. Uma camada com cerca de
300 km de extensao e temperatura variando entre 5500 e 4200 kelvins, que € a regiao de menor
temperatura do Sol. A atmosfera solar € bastante rarefeita, o que permite que a radiagdo oriunda
das camadas internas do Sol escape para o meio interplanetario. Observando-se com cuidado a
fotosfera solar, pode-se notar que o centro do disco solar é mais brilhante que suas bordas. Este
fato é conhecido como obscurecimento do limbo solar e ocorre porque a temperatura do plasma
da fina camada fotosférica decresce com a altura. Esta € a camada limite da estrutura solar. O
raio solar é medido do centro até a fotosfera.

2.1.5 Cromosfera

A cromosfera fica logo acima da fotosfera. Nada mais é que uma camada heterogénea da
atmosfera solar, de cor avermelhada, que pode ser vista durante eclipses solares totais. O
plasma desta camada esta a uma temperatura de 10.000 kelvins e aumenta até 20.000 kelvins
em apenas 10.000 km. Imagens feitas da cromosfera, através de filtros 6pticos mostra uma
série de estruturas observadas, como manchas escuras rodeadas pelas brilhantes plages, além
dos filamentos e proeminéncias. Plages sido regides brilhantes ao redor das manchas solares
associadas as regides com campos magnéticos intensos. Também ¢é visualizado a presenca de
filamentos escuros que sio estruturas mais frias e densas do que o plasma ambiente, estruturas
essas que sao suspensas pelos campos magnéticos solares. Estas mesmas estruturas sao vistas
como arcos mais brilhantes quando vistas na regidoes de borda do Sol e, nestes casos, sao
chamadas de proeminéncias. Filamentos e proeminéncias correspondem ao mesmo tipo de
estrutura.

2.1.6 Coroa Solar e Vento Solar

Com espessura mais concentrada em cerca de até 2 raios solares a coroa solar € a camada
mais externa da atmosfera solar e estende-se por todo meio interplanetario. E uma camada
extremamente ténue, mas muito quente, com temperaturas entre 2 e 4 milhdes de kelvins. Por
conta de sua baixa densidade, a coroa solar s6 pode ser observada na faixa do visivel durante
eclipses ou com a utilizacao de um aparelho especifico chamado coronégrafo. Imagens do Sol na
faixa dos raios X mostram regides brilhantes formadas por arcos magnéticos que sao delineados
pelo plasma completamente ionizado atrelado a esses campos magnéticos. Os fenéomenos de
explosdes solares também ocorrem na regiao da coroa solar.

O Sol emite, além da radiacao, particulas carregadas que formam o conhecido vento solar. A
coroa solar € a fonte destas particulas, onde as altas temperaturas geram uma pressao térmica
maior do que a pressao gravitacional. A velocidade das particulas € maior do que a velocidade
de escape do Sol. Assim, a gravidade solar ndo detém as particulas no plasma coronal e estas
escapam para o meio interplanetario formando o vento solar. O vento solar € o responsavel
pela cauda dos cometas. Tem uma densidade em média de 107 particulas por metro cubico,
temperaturas da ordem de 10° kelvins e atinge uma velocidade de 450 km/s proximo a orbita
da terra. A interacado do vento solar com os planetas traz uma série de fenémenos fisicos que
sao foco de estudo de varios grupos de pesquisa. Desde interacdo com satélites artificiais que
interferem no sistema de comunicacéo até a interacdo com a geometria dos campos magnéticos
dos planetas.

-A figura 2.2 representa as interacdes entre o sistema composto Sol-Vento Solar-Terra.

Na figura 2.3 mostra-se a relacdo da temperatura e da densidade em funcio da altitude a
partir da fotosfera em trés camadas diferentes do Sol.

Manchas Solares

O conhecido fenémeno de manchas solares, nada mais sdo que regides irregulares que apa-
recem mais escuras do que a fotosfera circundante e que por vezes podem ser observadas a
olho nu. A manchas sao constituidas de uma parte central mais escura chamada umbra, com
temperaturas em torno de 3800 kelvins e a penumbra, regido um pouco mais clara. As manchas
solares sdo mais frias porque o campo magnético local impede a conveccao e, portanto, que o
calor das partes internas suba a fotosfera. As manchas solares tendem a se formar em grupos e
estao associadas a intensos campos magnéticos no Sol. As manchas solares ocorrem em maior
numero com uma periodicidade de 11 anos, chamada de ciclo solar. Sua vida média € de alguns
dias, mas alguns eventos de mancha solar podem durar varias semanas.
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Figura 2.3: Relacdo entre temperatura, densidade em funcdo das camadas com suas respectivas alturas
[34].

2.1.7 Flares Solares

Sao fenémenos explosivos que podem liberar grandes quantidades de energia. Este feno-
meno ocorre devido a conversao de energia magnética gerada na reconexao das linhas de campo
presentes em regides ativas. Esta energia € liberada na forma de radiacdo eletromagnética.
Geralmente ocorre um aquecimento subito de uma regido ativa na atmosfera solar devido a re-
configuracées das linhas de campos magnéticas. Apos esta energia acelera particulas e aquece
o plasma em regides ativas, aumentando a taxa de radiacdo e particulas emitidas que seguem
as linhas de campo e dao a forma caracteristica de um flare solar. As energias liberadas em um
evento de flare ficam em torno de 10%7 erg/s e 10%? erg/s.

2.2 Emissoes solares de radio

O Sol emite radiacdo em todas as faixas do espectro eletromagnético. A banda denominada
de forma genérica como radio-frequéncia, a qual cobre todas as frequéncias até 3 THz, a partir
de onde a radiacdo passa a ser denominada radiacdo infravermelha, também esta presente no
espectro observado do Sol.

A parte da astronomia solar que estuda as emissées de radio do Sol, denominada radio-
astronomia solar, foi criada durante a Segunda Guerra Mundial, quando estacdes inglesas de
radar passaram a receber sinais intensos de radio que nao podiam ser atribuidos a fontes terres-
tres e que foram finalmente identificados de origem solar. A primeira observacao sistematica da
radio-astronomia solar foi reportada por Grote Reber, em 1944. Em pouco tempo, esta atividade
de pesquisa foi adotada por outros paises, com a construcgio de diversas antenas e espectrome-
tros na Europa, Estados Unidos da América, Japao, Unido Soviética e Australia.

A instrumentacao utilizada e as faixas de frequéncia observadas evoluiram significativamente
desde entao, passando de alguns mega-hertz para cerca de 30 GHz, atualmente. Ao longo dos
anos, as observagdes mostraram que a fotosfera, cromosfera e coroa solares apresentam distin-
tas fontes de emissao de radio, que se distinguem pelo objeto emissor (flares, arcos, emissées
coronais de massa, etc), frequéncia, fonte energética e mecanismo emissor.

Os mecanismos de emissdo de radio sdo geralmente classificados como mecanismos de emis-
sao incoerente ou coerente . Emissées incoerentes resultam de processos continuos tais como
distribuicdes de particulas térmicas que produzem, por meio de colisbes coulombianas, emis-
soes livre-livre na faixa de micro-ondas, com frequéncias entre 300 MHz e 300 GHz e compri-
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Figura 2.4: Flare Solar observado pelo SOHO em 15 de julho de 2011, disponivel em http://sohowww.nascom.
nasa.gov/pickoftheweek/.

mentos de onda de 1 m a 1 mm. Outra fonte de radiacdo incoerente consiste de distribuicoes
eletronicas térmicas ou moderadamente relativisticas que produzem espontaneamente emisséo
de giro-ciclotron ou giro-sinctroton. Este mecanismo emissor sera considerado em detalhes no
capitulo 3.

Emissdes coerentes, em contraste, ocorrem devidas a instabilidades cinéticas geradas por
distribuicées de particulas instaveis. Quando uma func¢éao de distribuicdo de particulas f (”H , U L)
apresenta uma regiao de inversao de populac¢ao (0f/0v > 0 ou df/9v, > 0), sendo as velocidades
v € v. identificadas como as componentes da velocidade das particulas na direcao paralela e
perpendicular, respectivamente, em relacdo ao campo magnético ambiente, as interacoées onda-
particula entre o plasma e o campo de radiacdo se tornam favoraveis a denominada emissdo
estimulada ou induzida de radiacao, a qual é responsavel pela radiacao emitida por um laser ou
maser.

Emissoes espontaneas (incoerentes) e estimuladas (coerentes) de radiacao estao relacionadas
entre si em um plasma térmico e uma discussao a respeito desta relacao € realizada no capitulo
3. Nesta dissertacdao, serdo realizadas também analises sobre feixes de elétrons acelerados
ao longo das linhas do campo magnético solar durante um flare solar, por exemplo. Através
de observacdes pode-se separar as emissdes solares através de suas morfologias, em funcao de
caracteristicas como mecanismo gerador, frequéncia, periodo de duracao e outras caracteristicas
observaveis. As denominacdes mais comuns distinguem as emissoes solares de radio como
sendo do Tipo I até o Tipo V [20, 34]. Adicionalmente, pode-se encontrar na literatura descricées
de subcategorias de emissoes, tais como as ondas do Tipo J ou Tipo U [4, 34]. A figura 2.5
apresenta de forma ilustrativa os diferentes tipos de emissiao em funcao de suas frequéncias e
tempo de duracao. Por sua vez, a tabela 2.1 relaciona os diferentes tipos de emissao com alguns
de seus mecanismos geradores.

A seguir, realiza-se uma descricao mais detalhada dos distintos tipos de emissées de radios
observados no Sol baseada em trabalhos de Robinson et al. (1977) [48,49], Khotyaintsev (2006)
[34] e Aschwanden (2006) [4].

2.2.1 Emissoes do Tipo I

A emissdo do Tipo I, também denominada tempestade do tipo I, é o fenbmeno de emissao
de radio mais observado no Sol. Esta emissdo nao esta associada com flares, mas ocorre em
uma tempestade que pode durar horas ou dias. O termo Erup¢do ou Rajada (burst) do Tipo I é
aplicado quando o fenémeno é de curta duracao, em torno de 1ls e com uma largura de banda
estreita (Af/f ~ 0.025), sendo emitida em ondas de comprimento da ordem de 1 m. A emissao
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Figura 2.5: Ilustracao das emissoes do Tipo II ao Tipo V em funcao da frequéncia e periodo de duracao [4].

Tabela 2.1: Emissodes solares de radio e seus respectivos mecanismos geradores [4].

Emission mechanism Frequency Source/Exciter

(1) Incoherent radio emission:

{la) Free-free emission {bremssirablung) v 2 1 GHz Thermal plasma

— Microwave postbursis Thermal plasma

{(1b} Gyroemission w = si2,

Gyroresonance emission (s =1,2,3,4) Thermal electrons
Gyrosynchrotron emission (g= 10 — 100)  Mildly relatvistic electrons
— Type IV moving Trapped electrons

— Microwave type IV Trapped electrons

(2) Coherent radio emission:

(2a) Plasma ermission Vpe FH]U[]V’T Electron beams

— Type I storms Langmuir turbulence

— Type I bursts Beams from shocks

— Type I bursts Upward propagating beams
— Reverse slope (R5) bursts Downward propagating beams
— Type ] bursts Beams along closed loops
— Type U bursts Beams along closed loops
— Type IV continuum Trapped electrons

— Type V Slow electron beams

(2b) Electron-cyclotron maser: w= sl /vy + ki Losscones

- Decimetric ms spike bursts Losscones

do Tipo I tem polarizagdo fortemente circular (aproximadamente 90%), com uma temperatura de
brilho da ordem de 107 K a 10° K, e contem somente um harmonico fundamental. Emissoes de
ondas podem variar para valores de maior ou menor frequéncia, mas nesta a deriva é geralmente
insignificante.

A curta duracao de ondas individuais sugere uma aceleracao local de elétrons para valores
de energia equivalentes a algumas vezes o valor da energia térmica do plasma. E geralmente
aceito que ondas do tipo I podem ser originadas por algum tipo de emissao fundamental do
plasma, tal como turbuléncia de Langmuir. Esta hipoétese explica importantes caracteristicas
observadas em tempestades do tipo [; notavelmente a temperatura de fundo e a forte polarizacao
no modo O.! A figura 2.6 apresenta um espectro de onda do Tipo I observado pelo Solar Radio
Observatory Potsdam-Tremsdorf, Alemanha, no dia 31 de Maio de 1999.

2.2.2 Emissoées do Tipo II

Ondas do Tipo II mostram uma pequena deriva decrescente em frequéncia, em taxas de or-
dem <1 MHz s~! e possuem, geralmente, uma componente proxima ao harmonico fundamental

Modo ordinario. Ver capitulo 3
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Figura 2.6: Espectro de emissdao do tipo I. Disponivel em: http://pt.scribd.com/doc/55821830/5/
Radio-emission-of-the-Sun.

(componente F) da frequéncia local de plasma (f = f,.), combinada com componentes adicionais
préoximas aos harmoénicos superiores (componente H) (f = sf,., s = 2,3,...). Sua largura de
banda instantanea pode ser estreita, da ordem de poucos mega-hertz, mas este nao é sempre o
caso. A frequéncia inicial da componente fundamental é usualmente menor quel50 MHz, mas
frequéncias de partida da ordem de 500 MHz também podem ser observadas.

Ondas do Tipo II somente sao vistas no meio interplanetario, embora a maioria esteja fora da
linha de visada. Com excecao para eventos interplanetarios de longa vida, a duracao tipica de
ondas do tipo II € em torno de 5 a 15 minutos. Muitas das explosdes mostram uma divisao de
banda do fundamental para o primeiro harmoénico. Algumas observacdes mostram que ondas
do tipo II sdo usualmente nio polarizadas ou somente pouco polarizadas.

As emissoes do tipo II podem ser causadas por ondas de choque propagando-se da baixa
coroa para o meio interplanetario. Isto explica as pequenas derivagoes observadas na dinamica
do espectro. E amplamente aceito que a emissao de radio em si ocorre como o passo final em
uma série de processos fisicos: inicio do choque, aceleracdo de particulas, a geracdo de ondas
de plasma e, finalmente, conversiao de ondas de plasma em ondas eletromagnéticas (mecanismo
de emissao de plasma). A figura 2.7 apresenta um espectrograma tipico deste tipo de emissao.

2.2.3 Emissoes do Tipo III

Ondas do tipo III ocorrem em frequéncias entre 10 KHz e 1 GHz, correspondendo a uma faixa
de altitudes acima da fotosfera solar que se estende da baixa coroa até além da o6rbita da Terra.
Emissoes do tipo III foram originalmente identificadas por uma rapida deriva em frequéncia
(df /dt ~ —0,01 f1#4, sendo f em MHz), curta duracao (At~ 220/f) e uma largura de banda
relativamente grande em qualquer momento, devido a sua alta taxa de deriva. Rajadas do tipo
III ocorrem esporadicamente de forma isolada ou em grupos, durante tempestades persistentes.
Uma fracao significativa das ondas do tipo III exibem uma estrutura harmoénica: as componentes
F e H sao vistas simultaneamente, com suas relacées de frequéncia no intervalo de 1:1,6 a 1:2,0.
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Figura 2.7: Espectrograma da emissdo solar do Tipo II observado no dia 15 de setembro de 2001 pela
espaconave WIND [29].

A emissao fundamental € altamente polarizada no modo O e o primeiro harménico € fracamente
polarizado (~ 15%) no modo X.2

A emissao do tipo III possui varias subclasses. Emissdo tipo U-invertida, que parte de
baixas frequéncias, evoluem para frequéncias mais altas e finalmente retornam para baixas
frequéncias. Emissées do tipo J, as quais sao similares as do tipo U, contudo sofrem uma
interrupc¢ao no inicio do ramo descendente. As explosoes do tipo III de 1 GHz geralmente sédo
designadas como emissdo tipo III-dm (decimétricas). Em geral, as explosdes decimétricas sao
mais numerosas do que as explosodes tipo III métricas. Todas estas diversas variantes do tipo
III, que apresentam aspectos morfolégicos semelhantes, sio geradas pelo mecanismo de emis-
sao de plasma. Temos ainda outras derivacdes do tipo III, como tipo N, tipo M ou emissoes
tipo “blips,” mas, por nao serem alvo do presente estudo, ndo sera realizada uma discussao
detalhada a respeito das mesmas.

O agente de geracao para ondas do tipo III € um feixe de elétrons energéticos, com velocidades
entre 0,1c e 0,6 ¢, propagando-se para fora do Sol através da coroa solar. Esses feixes geram a
energia para o mecanismo de emissao de plasma. A figura 2.8 representa algumas das distintas
variantes da emissao do tipo III, ilustrando a geometria e os espectros de emissao.

2.2.4 Emissoes do Tipo IV

Emissdes do tipo IV sao classificadas em duas categorias: Tipo IV estaciondria ou néo es-
taciondria (ou movel). As emissdes do tipo IV estacionarias tém como caracteristica principal
sua origem em uma tempestade que segue um flare de grande intensidade. Iniciam com poucas
rajadas continuas intensas, evoluindo em seguida para uma tempestade do tipo I, sem qualquer
mudanca observavel na posicao da fonte nos seus estagios finais. Durante o estagio inicial do
evento, o grau de polarizacao circular aumenta de um valor muito baixo para aproximadamente
100%. O inicio do fendmeno em um determinado valor de frequéncia indica a chegada, ao cor-
respondente nivel do plasma, de uma fonte energética de expansao lenta, dentro da qual ocorre
o processo de emissao do tipo L.

2Modo extraordinario rapido. Ver capitulo 3
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Figura 2.8: Geometria e espectros de emissées do Tipo III e alguma de suas variantes [4].

Ja a emissao do tipo IV moével corresponde a uma fonte de emissao continua em movimento,
caracterizada por um plasma denso (ou plasmdide) ejetado durante um flare e que perde a
intensidade ap6s 1 raio solar. Tem um tempo médio de duracao observado da ordem de 30
minutos a 80 MHz, mas com eventos que podem durar pouco mais de 2 horas. A velocidade
da fonte pode variar desde cerca de 200 km/s a até 1.600 km/s. Esta emissdo pode ser gerada
por uma emissao girossincrotron de elétrons energéticos, de aproximadamente 100 keV, na
presenca de um campo magnético intenso ou pelo processo de emissao de plasma. A figura 2.9
apresenta um espectrograma onde se observam emissdes do Tipo II, III e IV em funcao do tempo
de duracéao e frequéncia.

2.2.5 Emissées do Tipo V

Este € o tipo de emissao alvo deste trabalho. Esta emissao se inicia pouco tempo ap6s uma
explosao do tipo IIl e dura cerca de 2 minutos. Sdo emissdes particularmente fortes e de longa
duracédo, em frequéncias entre 20 MHz e 100 MHz. O grau de polarizacao circular é geralmente
baixo, mas, quando mensuravel, o sentido de polarizacdo geralmente é oposto ao das emissoes
tipo III precedentes. As primeiras teorias invocavam emissdo por sincrotron ou emissiao de
plasma por elétrons aprisionados em loops altos sobre a cromosfera solar, mas estas com o
tempo foram rejeitadas. Uma discussao mais detalhada sobre os modelos alternativos para
a geracao da emissao do tipo V sera apresentada na secao 4.2. Neste trabalho, apresenta-se
como mecanismo gerador o maser de eletron-ciclotron. Em um estudo realizado por Robinson
(1977) [48] entre Setembro de 1973 e Janeiro de 1975, foram analisados eventos de emissoes de
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Figura 2.9: Espectrograma onde sao identificadas ondas dos tipos II, III e IV [28].

ondas dos Tipos III e V. Este periodo foi escolhido devido a disponibilidade de eventos na faixa
de frequéncias de 160, 80 e 43 MHz que estdo todos nos espectros de ambos modos de emissao.
De 30 eventos analisados, 10 sao classificados como emissées do Tipo III de longa duracao e
os outros 20 como emissoes do tipo III seguidas de emissdes do tipo V, estas com mais de 1
minuto de duracao. A figura 2.10 apresenta um espectrograma tipico de uma emissao do tipo V
harmonica. Ja a figura 2.11 apresenta um espectrograma de emissdes conjuntas dos tipos III e
V. Pode-se identificar essa radiacdo no espectrograma por caracteristicas basicas como ter um
valor inferior limite em torno de 30MHz e um corte na regidao de 60MHz, além de poder-se notar
que ocorre de forma continua a baixas frequéncias.

Neste estudo observacional foram feitas consideracoes acerca da dinamica espectral das on-
das e do tamanho e formas elipticas das regides-fonte das mesmas, seus harmoénicos e suas
temperaturas de brilho. A partir deste estudo sistematico, Robinson (1977) [48] concluiu que:

(MHz )
w
o

100

FREQ.

TIME (MINUTES)

Figura 2.10: Espectrograma tipico de uma emissao do Tipo V com estrutura harmoénica [48].
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(MHz)

FREQ.

TIME

Figura 2.11: Espectrograma mostrando uma emissao do Tipo IIIl no harmoénico fundamental e com uma
curta duracao e concomitantemente uma emissao do Tipo V como segundo Harmoénico e de duracao maior

[48].

a H~ W N

10.

11.

12.

. Fontes de baixa frequéncia muitas vezes tém uma lenta fase de diminuicdo que precede o

decaimento final da onda;

. O decaimento final da radiacdo ¢ independente da frequéncia e dura em média 7,5 - 8,0s;
. O tamanho da fonte aumenta com o decréscimo da frequéncia;
. As fontes das emissées do tipo V sao geralmente maiores que as do tipo III;

. Os espalhamentos na inomogeneidade coronal podem influenciar no tamanho da fonte,

ocasionalmente dominando os efeitos das variacoes internas da fonte. Em muitos casos
este espalhamento parece ser quase isotropico;

. Fontes de emissao de ondas do Tipo V sado paralelamente alongadas para as bordas;

. Ha uma dispersao das altitudes das regiées fonte com a frequéncia. Com as fontes de

menor frequéncia localizados em maiores altitudes;

. As fontes do Tipo V e os feixes de ondas do tipo III propagam-se com um angulo em direcdo

normal entre si.

. A relacao entre as posicoes das fontes de emissdes do Tipo V e do Tipo III associadas varia

consideravelmente. Em alguns eventos as fontes se sobrepéem enquanto que em outros as
fontes sdo amplamente separadas.

As fontes do Tipo V por vezes movem-se com uma grande velocidade aparente, em média
1,5 x 10* km/s. O movimento € geralmente direcionado em sentido de afastamento do local
de origem da fonte da emissao do Tipo III.

Normalmente as fontes do Tipo V estao localizadas aproximadamente na mesma altura das
fontes do Tipo III, porem eventualmente, algumas fontes do Tipo V estao consideravelmente
mais elevadas.

Fontes do Tipo V sao ocasionalmente observadas a alturas maiores que as previstas pelo
modelo padrao de streamer?.

3Streamers sao estruturas que se estendem em varios raios solares da base da coroa solar, com orientacio radial e
longa duracao. Uma subclasse, denominada streamers de capacete (helmet streamers), sao centradas sobre proeminén-
cias que geralmente conectam diferentes manchas solares, resultando a forma de um capacete.
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13. As fontes das ondas do Tipo V de 80 MHz ocasionalmente apresentam uma estrutura de
fonte dupla, onde uma das fontes esta proxima e a outra distante da fonte do Tipo III
associada. Para fontes de 43 MHz isso nao ocorre.

14. Enquanto que as fontes de 43 MHz do Tipo V estao sempre proximas do local da fonte
do Tipo III, ocasionalmente, as fontes de 8OMHz sédo deslocadas em 13 arcmin na direcao
equatorial.

15. Para as fontes Tipo V de 43 MHz ocorrem temperaturas de brilho da ordem de 10'° — 10*!
K, que sdao comparaveis as das fontes do Tipo III.

16. Estruturas harménicas sao ocasionalmente observadas para ondas do Tipo V.

17. Ha uma correlaciao confirmada entre os flares e 40% das emissoes do Tipo III-V. Ja entre
as unicamente do Tipo III ndo ha correlacido confirmada.

18. Ha 45% de correlacao entre ondas do Tipo III-V e micro-ondas. Ja entre emissdes puras do
Tipo III e micro-ondas nao ha correlacgao.

19. Para emissoes do Tipo V de 80 MHz, em todos os casos as ondas sdo nao polarizadas. Ja
para emissodes do Tipo III nenhuma informacao sobre polarizacio esta disponivel.

20. O desenvolvimento das ondas do Tipo III-V e ondas do Tipo III sao eventos idénticos, exceto
pelas duracdes dos eventos.

A figura 2.12 apresenta as posicoes estimadas das regides-fonte de emissdes do tipo IIl e V
associadas. Na primeira coluna é associada a posicdo centrada da emissodes do Tipo III e Tipo
V. Essas sao diferenciadas em funcao das frequéncias de valores 160, 80 e 43MHz que sao
respectivamente associadas as figuras de um circulo, um triangulo e um quadrado. Figuras
preenchidas representam emissées do Tipo V enquanto que figuras vazias representam emissoées
do Tipo IIl. Na coluna do meio estdo dispostas, de forma mais ampla, as regiées de fonte de
emissoes do Tipo III enquanto que na coluna da direita estdo as fontes para emissdes do Tipo
V. Contornos fechados, tracejados e pontilhados representam respectivamente frequéncias de
valores 43, 80 e 160MHz.

Poucos estudos como este foram realizados, pois com o passar do tempo, emissdes do Tipo
V foram perdendo espaco e interesse para estudos de emissdes do Tipo III. Estas sim ocupam
um grande espaco no estudos das emissoes solares. Modelos teéricos para descrever a emissao
do tipo V foram propostos ja por Zheleznyakov & Zaitsev (1968) [66]. Posteriormente, e a partir
das conclusdes do estudo de Robinson (1977), outras teorias envolvendo as emissées do Tipo
V foram propostas por Robinson (1978) [49], Winglee & Dulk (1986) [59] e Raoult et al. (1990),
[47] as quais trouxeram maiores colaboracoes para o desenvolvimento do conhecimento destas
emissoes. Especificamente, Winglee & Dulk (1986) [59] propuseram o Maser de Eletron-ciclotron
como o mecanismo fonte deste tipo de radiacdo. Uma discussao mais extensa de alguns destes
modelos teodricos sera apresentada no capitulo 4. No capitulo 3 sera apresentado o formalismo
necessario para descrever a dinamica da emissao solar bem como do mecanismo proposto neste
trabalho como sendo o gerador da emissao solar do Tipo V.
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Figura 2.12: Relacao entre as posicoes das fontes do Tipo III e Tipo V [48].
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CAPiTULO 3

O MASER DE ELETRON-CICLOTRON

3.1 Introducao

O maser! de elétron-ciclotron consiste em um mecanismo emissor de radiacdo eletromagné-
tica a partir de um plasma magnetizado que tem, como fonte principal de energia livre, eventuais
inversdes de populacao e outras anisotropias da funcao de distribuicao eletrénica, caracteristi-
cas de um sistema fora do equilibrio termodinamico.

A radiacao é emitida na faixa de frequéncia de ciclotron eletréonica e de seus harmonicos e é
devida somente a interacao entre os elétrons e as ondas. Esta radiacdo, também denominada
emissdo giromagnética, ¢ denominada genéricamente de emisséo de ciclotron ou giro-ciclotron,
quando a temperatura eletronica € baixa o suficiente para justificar uma aproximacao nao-
relativistica ou fracamente relativistica, e de emissdo de sincrotron (ou giro-sincrotron), quando a
radiacao € emitida por particulas ultra-relativisticas.

A emissao giromagnética e a correspondente absorcao giromagnética ocorrem devido a in-
teracao ressonante entre uma onda eletromagnética e uma particula espiralando em torno de
uma linha de campo magnético. Esta ressonancia é denominada ressonancia de ciclotron ou
giromagnética e satisfaz a condicdo de ressonancia

w—sﬂa/'y—k”v” :0, (31)

sendo w a frequéncia angular e k o vetor de onda da radiacao, s = 0,£1,£2,..., Q4 = |¢a| Bo/mac
a frequéncia angular de ciclotron da particula da espécie a, sendo ¢, a sua carga elétrica e m,, a
sua massa de repouso,

o fator v de Lorentz e v a velocidade da particula.

Neste capitulo, a emissdo giromagnética sera tratada fazendo-se uso da denominada aproxi-
macao semi-classica [38]. Nesta aproximacao, tanto as particulas quanto as ondas sao tratadas
classicamente mas a notacédo e os principios fisicos sdo adotados da mecanica quantico. As
principais justificativas para esta abordagem sao:

* Energia e momentum sao garantidamente conservados ao nivel microscépico.

¢ O formalismo quantica possibilita o tratamento da emissdo ou absorcao de radiacao pelas
particulas ao nivel microscépico.

* Permite o emprego do Principio de Balanc¢o Detalhado através dos coeficientes de Einstein,
que relacionam a emissao com a absorc¢ao da radiacao.

Esta abordagem difere da tradicionalmente empregada em fisica dos plasmas atualmente, a
qual é baseada em um tratamento de mecanica estatistica de nao-equilibrio classica, como
descrita pela hierarquia BBGKY 2de equacoes cinéticas. Neste tratamento estatistico, a emissao
giromagnética € descrita a partir das solucdes linearizadas da equacao cinética estatistica de
mais baixa ordem, denominada equacdo de Vlasov, acoplada com as equacdes de Maxwell [23].

! Microwave Amplification by Stimulated Emission of Radiation.
2Hierarquia Bogoliubov-Born-Green-Kirkwood-Yvon

16
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O tratamento estatistico € considerado mais geral e € mais largamente empregado na literatura;
contudo, Melrose (1980) [38, capitulo 5] argumenta que ambos os formalismos sdo equivalentes
quando estao sendo tratadas flutuacdes com fases incoerentes, como com frequéncia se observa
em fendmenos que ocorrem no plasma do sistema solar e outros ambientes astrofisicos.

3.2 Emissao espontanea de radiacao por particulas em um
plasma

3.2.1 Equacao da onda

As equacoes de Maxwell no sistema Gaussiano sao:

V x E(r,t)= —%aa—? (r,t) (3.2a)
10FE 4r

V X B(r,t)= v (r,t) + ?J (r,t) (3.2b)

V - E(r,t)=4np(r,t) (3.2¢)

V .B(r,t)=0, (3.2d)

sendo J (r,t) e p(r,t) respectivamente as densidade de corrente e de carga. Definem-se agora
os campos no espaco de Fourier de acordo com (A.la,b), sendo aqui A (r,{) uma componente
qualquer dos campos nas equacoes de Maxwell ou alguma outra quantidade fisica relacionada
com a eletrodinamica do plasma. Portanto, as equacoes de Maxwell (3.2a-d) ficam escritas da
seguinte maneira no espaco de Fourier:

k x E(k,w)= %B (k,w) (3.3a)
k x B (k,w)= —%E(k,w) - ? (k, w) (3.3b)
k-FE(kw) =—4mip (k,w) (3.3¢)
k- B (k,w)=0. (3.3d)

Por outro lado, a equacao da onda eletromagnética € obtida pela combinacdo das equacgoes

(3.2a) e (3.2b),
1 0*’E 47r8i

a qual se reduz a seguinte equacio no espaco de Fourier:
B (ko) + kx [k X B (k)] = — 19 7 (g 3.5
67 (,W)+ X[ X (,W)]—_ 2 J(aw)' (3.5)

3.2.1.1 Relacao constitutiva entre J (k,w) e FE (k,w)

A densidade de corrente no espaco de Fourier que esta presente na equacao (3.5) € suposta
ser composta por duas partes: uma parte induzida (ind) e uma parte extranea® (ext).

A parte induzida descreve a resposta linear do meio a perturbacao introduzida pela onda
eletromagnética que esta se propagando. Esta perturbacao € introduzida pelo campo elétrico
E (r,t) da onda e é descrita, em um meio homogéneo e estacionario, pela rela¢do constitutiva

t
g () :/d%'/ Q' 5 (r—v t—t)-E @ 1), (3.6)

sendo & (r—7r',t —t') o tensor de condutividade do plasma. O campo magnético da onda esta
relacionado por (3.2b). Fazendo-se uso do teorema da convolucao (A.6) e somando sobre os
indices, obtém-se a mesma relacdo constitutiva no espaco de Fourier.

Jind (k,w) = 045 (k,w) Ej (k,w), (3.7

3Do inglés extraneous.
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< P . . -
sendo o (k,w) o tensor de condutividade no espaco de Fourier. Relacionado com o;; (k,w), €
costumeiro descrever-se também a resposta do meio através do tensor dielétrico do plasma,

gij (k,w) = di5 + %Uij (k,w). (3.8)

Escrevendo entao
Ji (k,w) = J (k,w) + I (k,w) = 045 (k,w) Ej (k,w) + J& (k,w)

em (3.5), esta pode ser reduzida a:

& . 41
E+—[(k-E)k—-kE] = ——
+ 2 [(k Yk —Ek ] - J,
A
Ay (k) By (ky) = =202 (k) 5.9
sendo ,
Aij (k,W) = % (kzk] - k25ij) + €5 (k,w) (3.10)

o tensor de dispersdo das ondas.

3.2.1.2 O tensor dielétrico: propriedades gerais

Existem trés propriedades gerais do tensor dielétrico (3.8) que refletem principios fisicos ba-
sicos.

Respostas dissipativa e nao dissipativa. O tensor dielétrico pode ser separado em uma parte

hermiteana (£/;) e uma parte anti-hermiteana (£f;), isto €,

eij (k,w) = el (k,w) +ef; (k,w) (3.11a)
el (k,w) = 5 [e4j (k,w) +€5; (k,w)] (3.11b)
el (k,w) = § [e4j (k,w) — &5 (K, w)] - 3.110)

A parte hermiteana descreve a resposta reativa, isto é, nao dissipativa do plasma frente a
propagacao da onda, ao passo que a parte anti-hermiteana descreve a resposta resistiva, isto €,
dissipativa do plasma. Isto é demonstrado ao se calcular a média temporal de J'™.E, isto &, o
trabalho médio realizado pela onda sobre o plasma. Esta quantidade € nula se somente a parte
hermiteana de ¢;; (ou seja, a parte anti-hermiteana de o;;) € mantida em (3.7). Por outro lado, a
mesma quantidade € nao nula se ¢f; € mantida.

Observa-se as seguintes propriedades de 5?]- e f; frente a operacao de conjugacao hermiteana,

T
o\t /e o
(eh) = (Eh*) ——eh:>5?;‘ _—EZ,

(ga)* _ (ga*)T __Qa_y ax_ _h

Relacoes de Onsager. A segunda propriedade esta relacionada com a reversao temporal. Uma
vez que efj descreve a resposta nao dissipativa do plasma, esta parte deve se transformar de
uma maneira par frente a transformacio ¢t -+ —t, ao passo que ef; deve se transformar de uma
maneira impar, uma vez que esta descreve a resposta dissipativa do meio.

Esta propriedade esta descrita pelas relacoes de Onsager, as quais mostram como os coefi-
cientes de relacoes constitutivas fenomenolégicas devem se transformar frente a reversibilidade
temporal das equacdes cinéticas que descrevem o comportamento microscopico dos constituin-
tes do sistema fisico. Uma descricdo mais detalhada destas relagoes pode ser encontrada em [24,
secao III.4]. Quando as particulas do plasma (ou de outro sistema fisico) estdo submetidas a um
campo vetorial axial, como o campo magnético, a transformacéo ¢t — —t deve ser acompanhada
da transformacao B — —B. Neste caso, as relacées de Onsager siao

82']' (k,w; B) = Ej,' (—k:,w; —B) .
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Para as partes hermiteana e anti-hermiteana, obtém-se entao

(k, —w; —B)
i (k, —w; —B)

(k,w; B) =&}
¢ (k,w; B) =—¢

conforme foi afirmado. Na obtencao das propriedades acima, a condicdo de realidade (A.2) foi
empregada.

Relacoes de Kramers-Kronig. Estas relacdoes sao impostas ao tensor dielétrico pelo principio
da causalidade. Sem demonstracao, as mesmas sao dadas por

h _ipreh (ke
gij (k,w) = ?éioo " dw

s —w!
- h /
i [ et (k,w
5?]. (k’w) = ;% ZZ)(_’w, )dw17
—00

sendo $ a parte principal de Cauchy das integrais acima.

3.2.2 Solucées da equacao da onda.

Retornando a equacao da onda escrita no espaco de Fourier, eq. (3.9), o tensor de dispersao
sera dividido em suas partes hermiteana e anti-hermiteana, de acordo com (3.11a-c), resultando
para o lado esquerdo de (3.9),

Aij (k,w) Ej (k,w) = Al (k,w) Ej (k,w) + Ay (k,w) E; (k,w),
existindo a correspondéncia direta AZ — sfj e Ay, +— ¢f;, isto €, resposta reativa do plasma
determina Afj, ao passo que a parte resistiva determina A”. Esta parte resistiva, associada
com a dissipacédo irreversivel de energia entre particulas e campos, estara associada a corrente
extranea presente no lado direito da equacao da onda. Portanto, para o presente tratamento da
emissao espontanea de radiacado pelo plasma, a equacao (3.9) sera escrita como

i
ALy (kyw) B () = =22 JP (k) (3.12a)
sendo _
ex _ w .,
JE (k,w) = _EAU (k,w) B; (k,w). (3.12b)

Em (3.12b), qualquer outra fonte de corrente extranea deve ser acrescida a expressao apre-
sentada; contudo, esta sera considerada o termo de fonte relevante para descrever a dissipacao
irreversivel de energia entre ondas e particulas no presente tratamento. A justificativa para a
definicdo realizada em (3.12b) pode ser obtida quando se considera a forma correta do teorema
de Poynting em um meio continuo linear, dispersivo e com termos de perdas (ver, por exemplo,
Jackson 1999) [32, secao 6.8]. A equacao de conservacao da energia em um sistema campos +
particulas no vacuo € dada pela expressao bem conhecida [32, eq. 6.108]

0 E?> + B?
ot 8

onde o termo J - E descreve a taxa de realizacao de trabalho, por unidade de volume, dos campos
sobre as particulas. Em um meio linear, dispersivo e com perdas por dissipacido, este termo
contém a contribuicdo de um processo irreversivel de dissipacdo de energia entre particulas
e campos e de um processo reversivel associado ao movimento das particulas sob a acao dos
campos. Estas contribuicées sao discutidas em mais detalhes na secdo 3.2.3. O termo (3.12b)
consiste justamente na absorcao irreversivel mencionada.

A solucéo da equacao (3.12) pode ser obtida fazendo-se uso da matriz \;; (k,w) dos cofatores
de AJ;.* Observa-se que os elementos de \;; sdo:

+V-(£E><B)=—J-E,

h h
A}%2 A?f
Ags Ay

h h
Al2 A32

__ AR AR h AR
A1113 AgS - A13A32 - A12A33

A= (2)' det ‘

= Angg3 - A33A§2 A1z = (_)H? det ‘

4E importante notar-se a transposicio dos indices de A?j . Esta matriz também € denominada adjunta.
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Al AR Al AR
Az = (=) det A%é Azlz = AfyALy — Af5AL, Aot = (=)*"" det Azl; AEL; = Ay — A A
Al AL Al AL
Az = (_)2+2 det A}ll AL;;L1 = AI111Ag3 - A?3Agl Aoz = (_)HS det A}ll Agzl = AI113A§1 - A?1A§3
13 1133 13 4323
Al AL Al AL
Az1 = (_)SH det A%ll AL;;L1 = A§1A§2 - AQQAgl Az2 = (_)3+2 det A}ll Ail = Alszgl - AillAgQ
22 1432 12 1132
Al AL
A3z = (_)HS det A}ll Alzzl = AI111A§2 - A?QAgr
12 422

Neste momento, € interessante apresentar uma série de identidades entre as matrizes A?j €
Aij [52, eqgs. 4.4, 4.5, 4.17],

Al Xk = Aig Al = Ady, (3.13a)
Xij = g€ikeCjmn A Ay (3.13b)
/\ij/\kl = /\i[/\kj + AEikmEjénAZm (3.13¢)
sendo A (k,w) = det |Azh] (k,w)|, em (3.12a) podemos realizar as operacoes:
4mi .
)\mzAZEJ == —7)\”’”}];} t,
4ri <
Adjm By = =—AmiJ; '3,
ou seja,
dmi Ni; (K,
B, = -2 (k) T3 (K, w), (3.14)

w Ak,w)
a qual € a solucao desejada da equacao da onda.

Algumas consequéncias das solucdes da equacao da onda no espaco de Fourier, eq. (3.12),
serao consideradas agora.

3.2.2.1 Propagacao de ondas em um plasma com baixa absorcio.

Relacao de dispersdao. Vamos considerar agora a propagacao de ondas eletromagnéticas em
um plasma homogéneo, anisotrépico e fracamente dissipativo. Por um meio fracamente dis-
sipativo (ou com baixa absorcao) pode-se entender um meio tal que uma dada frente de onda
monocromatica, de namero de onda k = 27/ e frequéncia angular w, ao se propagar neste, tem
a sua componente elétrica substancialmente amortecida ao longo de uma distancia tipica L > A.
Nesta situacao, assume-se que

A (B, w)| < [Af (k,w)]. (3.15)

Um plasma nao pode sustentar a propagacao de qualquer tipo de ondas. Somente podem se
propagar os denominados modos normais de oscilacao, os quais sao determinados pela equacao
da onda (3.4), (3.9) ou (3.12). Em uma situacao ideal de dissipacao desprezivel, a equacao (3.12)
se reduz simplesmente a

AL (k,w) Bj (k,w) =0, (3.16)

uma vez que a corrente extranea J(k,w) é a responsavel pela dissipacdo irreversivel no
plasma. Neste caso, a equacao (3.16) somente possui solucao nao trivial se

A" (k,w) = det [A}; (k,w)| = 0. (3.17)

A equacao (3.17) é usualmente denominada equagéao de dispersdo. As solucdes da mesma de-
terminam uma relacao entre w e k, denominada relagéo de dispersdo, a qual consiste nos modos
normais de oscilacdo do plasma. Como a matriz A?j € hermiteana, os modos normais resultantes
serdao puramente reais. As relacoes de dispersido podem ser escritas de duas maneiras:

w=w’ (k) =wy, ou (3.184a)
ki = k7 (kj, ke,w), (3.18b)
sendo {k;, k;, k;} distintos componentes de k. O indice ¢ identifica distintos modos de propaga-

¢do, uma vez que ha sempre mais que uma solucao de (3.17). Neste capitulo sera adotada a
primeira forma.
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Amplitude do campo elétrico. Uma vez que a relacdo de dispersao (3.18a) indica os modos
normais de oscilacao do plasma, a amplitude do campo elétrico associado ao modo de propaga-
cao ¢ deve necessariamente ser escrita como

[E (k,w)]” =27E° (k) (w—wf). (3.19a)
Somando sobre as contribuicoes de todos os modos normais, resulta

E(k,w)=[E (k,w)]" =21 E7 (k)§(w—wf). (3.19b)

Fazendo uso agora da condicdo de realidade (A.2), resultam as seguintes propriedades matema-
ticas de wf e E° (k),
E? (k)= E7" (—k)
k

wg = —w .

Taxa de absorcdo. Em muitos tratamentos, deseja-se obter solucdes complexas da equacao de
dispersao. Isto € realizado resolvendo-se a equacéao (3.9), incorporando-se de volta A{; no tensor

J
de dispersido. Desta forma, ao se desprezar novamente J** (k,w), resulta
Aij (k,w) E]’ (k,W) = 0,
cuja solucéao ¢é fornecida por
A (k,w) = det|A;; (k,w)| = 0. (3.20)

As solucoes da equacao de dispersao, chamadas de relacées de disperséao, podem ser escritas

de duas formas equivalentes,
w=w (k) ou k, = k, (k‘j,k(,w) ,
sendo que a segunda forma indica que um componente do vetor de onda pode ser escrito em
termos dos demais e da frequéncia. Como as solucédes da equacao (3.20) sao, em geral, comple-
xas:
w = wp + 1,

a presenca da parte imaginaria, a taxa de absorcao, esta justamente relacionada com a absorcao
das ondas no plasma, uma vez que a amplitude de qualquer componente de Fourier do campo
elétrico ira decair, ao longo da sua propagacio, grosseiramente como

E(r,t) ~ Ege~ikr=wt) = Fe—rteilkr—u:t),
Portanto, a hipétese de fraca absor¢cao somente é admissivel se a condicao
Y] < wr

for adicionada a (3.15).
Neste caso, € possivel escrever A;; = ReA;; +ilmA;; e desenvolver a equacio de dispersao em
séries de poténcias em torno de w,, resultando

0
ReA (k,w,) — 'yawr ImA (k,w,) =0
0
Vawr ReA (k,w;,) + ImA (k,w,) =0.

Denominando a relacao de dispersédo para um determinado modo de propagacao o como w, = wy,,
as equacoes acima levam aos resultados

ReA (k,wy) =0, (3.21a)
ImA (k, wg
= ——pmhbed) (k) (3.21b)
@Re/\(k,wg)

sendo (3.21a) a equacao de dispersao que determina o modo normal de propagacao o. Entao,
(3.21b) determina a taxa de absor¢ao deste modo.
Obviamente, (3.21a) recai a (3.17) no limite de dissipacao desprezivel. Uma outra relacao util
€ [52, eq. 4.10]
iImA (k,w) = A;-Lj)\?j*.
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Vetores de polarizacao. A equacao de dispersdo (3.21a) € a condicdo para uma solucao da
equacao da onda (3.16) existir. Para cada modo ¢ existe uma solucdo para o campo elétrico
E (k,wf). Contudo, a solugao da equagao da onda no limite de absorcao desprezivel mantém a
amplitude e a fase arbitrarias. Somente € possivel obter-se informacdes a respeito da direcao
de polarizacdo do campo. Por isso, € conveniente escrever-se o campo elétrico do modo de
propagacao o em termos de seu vetor de polarizacao €7 (k), definido por

oy = Bk
®) = B ey

A partir de (3.16), observa-se que o vetor de polarizacao deve satisfazer a equacao
Al (k,wi) €S (k) = 0. (3.23)
Portanto, de acordo com a identidade (3.13), observa-se que este pode ser escrito como

e (k) = CX}; (k) aj,

7

(3.22)

sendo AJ; (k) = Aj (k,wf), a um vetor em principio arbitrario e C' uma constante determinada
pela condicao de normalizacao
é° (k)-e’ (k) =1.

Entédo, dada a identidade (3.13c) no limite de absorcdo desprezivel,® onde A (k,wf) ~ 0, esta
se reduz a A (k) A7, (k) = A}, (k) A{; (k). No mesmo limite, pode-se desprezar a parte anti-
hermiteana de \;;, isto €, pode-se escrever \;; ~ A};, e a identidade em questao € escrita, de
forma aproximada, como

A7y (R) AZE (k) = A7, (K) A7 (k) -
Multiplicando-se ambos os lados pelos componentes a; € a; do vetor a e somando sobre os
indices repetidos, resulta
o () = N9 @ ()
" ALy (k) ajag
Da mesma forma, multiplicando-se a mesma identidade pelos mesmos componentes de um
outro vetor a', a seguinte relacédo resulta,

(3.24a)

1] '

NijajAppag  NijaiAp Ay
NG o R (3.24b)

kjajQy kj@;Qy

Portanto, a condicdo de normalizacdo de é° (k) pode ser escrita como

‘ ) 1
CI2 A% (k) a5 (k)af =1 = |C)* = ;
IC” A (k) ag\g: (k) aj €] X3, (k) A7 () ajag

sendo A}, (k) o traco da matriz \]; (k). Assim, a menos de um fator de fase constante, pode-se
escrever é° (k) como

A (k) aj
e7 (k) = ALK (3.25)

- 1/2
A% (k) A7 (k) aja;

As identidades (3.24a,b) mostram que diferentes definicées do vetor a levam ao mesmo vetor de
polarizacao é° (k), exceto por um fator de fase constante. Portanto, pode-se aplicar uma rotacao
arbitraria a a, o que resultara no mesmo é° (k), exceto por um fator de fase. Obviamente, a
condicao de normalizacdo é invariante frente a qualquer transformacao do vetor a quando &’ (k)
€ dado por (3.25).

Finalmente, a expressao reciproca de (3.25) também pode ser obtida. Comparando (3.23)
com a primeira equacao de (3.13a), levando-se em conta que A (k,wj) = 0, observa-se que as
linhas de \{; devem ser proporcionais a e7. Por outro lado, aplicando a conjugacao complexa

sobre (3.16) e usando a hermiticidade de Af]

Al (k,w) e5* (k) = 0 => e5* (k) AJ; (k,w) = 0.

Comparando agora com a segunda equacao de (3.13a), observa-se que as colunas de \{; de-
vem ser proporcionais a e7*. Empregando entdo a condicao de normalizacdo dos vetores de
polarizacao, obtém-se

A7 (k) = AG, (k) ef (k) e (k). (3.26)

2 J

50 qual Sitenko (1982) [52] denomina plasma transparency domain.
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3.2.3 Conservacao de energia em um plasma dispersivo.

As expressoes que serao utilizadas no calculo dos coeficientes de emissao espontanea e in-
duzida, a ser realizado nas sec¢des posteriores, baseiam-se nos diferentes termos da equacao de
conservacao de energia em um plasma térmico, considerado como um meio espacial e temporal-
mente dispersivo.

Para se obter a referida equacéao de conservacao, retorna-se as equacoes de Maxwell (3.2a-d)
e obtém-se o Teorema de Poynting. A derivacdo usual deste teorema inicia a partir do calculo
da taxa de realizacao de trabalho dos campos sobre as particulas dentro de um volume V do
plasma, delimitado pela superficie S. Este calculo é realizado pela integral [32, secao 6.7]

/d?’rJ(r,t) E(r1),

realizada em um volume qualquer V, contido dentro do plasma e delimitado pela superficie
gaussiana S. Eliminando-se J (r,t) com o uso da lei de Ampére (3.2b), resulta

7 ™

/dBrJ(r,t) .E (r,t) = 4£/d3rE(r,t)-V x B (rt) - %/dgrE(r,t)-aa—f(r,t).

Usando a identidade
E-VXB=B:-VxE-V-(E X B),

em conjunto com a lei de Faraday (3.2a) e o teorema da divergéncia, resulta

0 1 c N
= [ dr [&T (B> + BQ)} + ygda [E (E x B)] i = —/der(r,t) .E (r,1). (3.27a)

sendo 7 o vetor unitario perpendicular a superficie S em todos os seus pontos. As quantidades

1
u(r,t)=— (E*+ B?) e S(r,t) = — (E x B) (3.27b)

8w 4
sdo, respectivamente, a densidade de energia contida no campo eletromagnético e o vetor de
Poynting, interpretado como o fluxo de energia, isto €, energia/ (tempo x area), através da su-
perficie S. Sem fazer uso do teorema da divergéncia, o mesmo resultado pode ser escrito na

forma local como 5
6—1:+V-S: —J (r,8) -E (,1). (3.27¢)

O teorema (3.27a-c) mostra que a variacao temporal da energia contida no campo no volume V,
adicionada ao fluxo total de energia através da superficie S é igual a menos o trabalho realizado
pelos campos sobre as particulas.

O teorema de Poynting na forma da equacao (3.27a) ou (3.27c), embora geral, nado mostra
explicitamente o papel do plasma na troca de energia entre ondas e particulas. Em um plasma,
a média de J - E, tomada sobre um certo niumero de periodos de oscilacdo e comprimentos de
onda, difere da poténcia dissipada pela onda eletromagnética por unidade de volume por duas
quantidades interpretadas como correcdées devidas ao movimento coerente das particulas do
plasma sob a acao do campo. Este ponto é discutido, por exemplo, por Bernstein (1975) [7],
McVey et alli (1985) [37], Vaclavik & Appert (1987) [57], Brambilla & Kriicken (1988) [10] e Stix
(1992) [54].

Em um tratamento baseado no formalismo WKB ©, Bernstein (1975) [7] assume que o meio
apresenta uma inomogeneidade suave e que seja ligeiramente nao estacionario, o que implica
em uma variacado tanto espacial quanto temporal nas relacdes constitutivas do plasma. Neste
caso, ao invés da relacao constitutiva (3.6), valida para um plasma homogéneo e estacionario, €
suposto que

t
J (r,t) :/dgr'/ at' o (r—r'it—tis(r+r),st+t))-E('t). (3.28)

Como o plasma apresenta apenas uma suave variacdo dos parametros fisicos, o tratamento
usual consiste em escrever os campos na forma eikonal [7, 54],

E(r,t)=Eq(r,t)e?™) 4+ cc. (3.29a)

SHierarquia Wentzel-Kramers-Brillouin
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B (r,t) = By (r,t) ¥ 4 cc., (3.29b)

sendo que ¢ (r,t) é a funcdo eikonal e o simbolo c.c. denota o complexo conjugado da forma
eikonal proposta para o campo em consideracdo. No formalismo WKB, é assumido que as fun-
coes E\ e By descrevem uma suave modulacao espaco-temporal nas amplitudes dos campos, ao
passo que ¢ (r,t) descreve a parte ondulatéria da perturbacao. Em outras palavras, as primeiras
funcoes estabelecem uma escala lenta de variacdo dos campos no espaco e no tempo, enquanto
que a eikonal estabelece a escala rapida para os mesmos.
A partir da eikonal, definem-se as funcées w (r,t) e k (r,t) por
9y

k(r,t) =V (r,t) ew(r,t) :_E(T’t)' (3.30)
E introduzido agora o parametro de ordenamento §, o qual mede o grau de nao uniformidade do
plasma, sempre medido frente as caracteristicas da onda eletromagnética em consideracio. Por
exemplo, se o maior gradiente do meio estiver na densidade de particulas e se A for o compri-
mento da a onda em questao, entao

A
d=—=A|Vun| <1,
L,

sendo L, o comprimento tipico de variacao da densidade das particulas. Considera-se formal-
mente que, em termos de ordem de grandeza, [¢)| = ¢ (6~'), ao passo que |Eo| ~ |Bo| = ¢ (4°). Da
mesma forma, cada operador derivada € formalmente considerado 9/0x; ~ 0/0t = € (§); assim,
|k| ~ |w| = € (6°). Finalmente, define-se a funcao

& (k,w;r,t) :/d?’r’/ dt' & (', r, 1) e (k=) (3.31)
0

o qual se reduz a transformada de Fourier do tensor de condutividade no limite de plasma
homogéneo. No limite de fraca absorcao, 3’1‘ / ‘3“‘ =0 (9).

Com base neste ordenamento, € realizado um desenvolvimento da equacido da onda em ter-
mos das poténcias de §. Em ordem zero, obtém-se novamente a equacao (3.16), a qual resulta
na equacao de dispersao (3.17), porém agora em termos das funcoes k (r,t) e w (r,t). Em ordem
um, obtém-se novamente a equacao de conservacao de energia, porém agora escrita de tal forma
que a contribuicdo do plasma para os diversos termos aparece explicitamente.

Do ponto de vista de uma escala macroscépica, a variacdo que ocorre na escala lenta é a
mais relevante, pois a escala rapida tende a possuir um valor médio desprezivel frente a primeira
para qualquer intervalo de alguns periodos e alguns comprimentos de onda. De qualquer forma,
como as perturbacdes que se propagam pelo plasma sempre possuem um espectro de largura
finito, ndo faz sentido considerar-se a variacdo na energia que ocorre para valores individuais
de frequéncia e comprimento de onda. Portanto, realiza-se um processo de média sobre as
expressoes acima ao longo de um intervalo de tempo igual a alguns periodos caracteristicos do
plasma e ao longo de uma distancia igual a alguns comprimentos caracteristicos. O calculo dos
valores médios, representados por (---), fornece, no lugar de (3.27c), a equacao

0
a <Wtot> + V. <St0t) = —Labs, (3.32a)
onde w
Pabs = ¢ EaicijEo; (3.32b)

€ a poténcia dissipada por unidade de volume pela onda eletromagnética devido as interacdes
onda-particula,

1 * *
(Wiot) = 67 (E§iEoi + Bg; Bog) + Wein,

sendo

el
U Fy (3.320)

a contribuicao a densidade total de energia oriunda do movimento coerente das particulas do
plasma sob a acao dos campos, sendo ¢ a parte hermiteana do tensor dielétrico (3.8) e

<St0t> =

w
cin — —Ep;
W 167

c

167 (ES XBO +EOXBS) + Scin:
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sendo
h

e
Sein = 1 EOZ i Foj (3.32d)

a contribuicao ao fluxo de radiacéo oriunda, tambem, do movimento coerente das particulas do
plasma sob a acao dos campos.

De particular importancia é a expressao para P,;,;, dada por (3.32b). Brambilla & Kriicken
(1988) [10] mostraram que para um plasma maxwelliano, P,;,; > 0 sempre; isto €, se a as par-
ticulas estdo em um equilibrio termodinamico local, entdo energia somente flui das ondas para
as particulas. Isto significa que somente € possivel ocorrer instabilidades na presenca de fontes
de energia livre no plasma, tais como derivas, inversoes de populac¢do ou outras contribuicoes
nao térmicas na funcao de distribuicdo. Os mesmos autores também mostraram que, embora a
meédia de J - E contenha as contribui¢ées do movimento coerente das particulas,

(J'E>:Pabs+v°scim

este ultimo termo consiste em uma contribuicao reversivel, a qual desaparece quando a equacao
acima € integrada sobre todo o plasma,

/d?’r (J-E) = /d?’r Pops. (3.33)

3.2.4 A poténcia e a energia irradiadas no plasma

O resultado (3.33) mostra a validade do tratamento empregado por Melrose (1980) [38] para
o calculo da emissividade espontanea e do coeficiente de absorcdo/emissiao do plasma. Este
calculo € realizado considerando-se inicialmente a taxa de realizacao de trabalho pela corrente
extranea, associada com a parte anti-hermiteana do tensor dielétrico, sobre os campos. Esta
taxa descreve a poténcia instantanea gerada na forma de ondas no plasma pelos termos dissipa-
tivos da interacdo onda-particula. Contudo, enfatiza-se novamente aqui que a taxa instantanea
nao ¢ relevante do ponto de vista macroscéopico; a quantidade relevante é a média sobre um
intervalo de tempo arbitrariamente grande para envolver diversos periodos de oscilacao. Sendo
assim, a poténcia média gerada pela corrente extranea € calculada por

= — lim 7/ dt/d3 T (r,t) E (r,t),

T—00 T

onde J® (r,t) é a corrente extranea. Empregando o teorema da poténcia (A.7), resulta

3
— lim 7/ w/ d ks J* (k,w) -E* (k,w),
T—=00 T 2w (27-r)

onde deve ser ressaltado que o resultado continua sendo puramente real, de acordo com o
teorema da poténcia. O campo elétrico na expressao acima ¢ identificado com aquele gerado pela
propria corrente extranea do plasma, isto €, consiste na solu¢do da equacédo da onda apresentada
na equacao (3.14). Entao,

dSk ext* l] (k ) ext
P = 4WZT1LII;O;/ / 3 J; ,w) oA (k. )J (k,w).

A principal contribuicdo para o integrando na expressao acima vem das regides no espaco de
Fourier que estado nas vizinhancas das relacoes de dispersao w = wy. Sobre estas superficies, o
denominador do integrando se anula, mas a singularidade € evitada ao se analisar o comporta-
mento de A (k,w) nas suas vizinhancas. Isto é realizado desenvolvendo-se A (k,w) em uma série
de poténcias de w em torno do modo normal. Neste momento, aplica-se também a prescricao
de Landau a respeito da integracdo nas integrais de velocidade da funcao de distribuicao, o
que implica na atribuicao de uma parte imaginaria positiva, arbitrariamente pequena, para a
frequéncia das oscilagdes. Assim, nas vizinhancas do modo ¢ pode-se escrever

A(k,w) = %A (k,w)| (w—wg+i0"),

Y
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onde foi considerada a contribuicdo de um modo normal em particular. Utilizando esta expres-
sao, calcula-se neste momento a poténcia média emitida no modo de propagacao o,

dSk‘ Je"t* (k,w) \ij (k,w) J& (k,w)
P? =47i lim 7/ / 1 - .
A(k,w)] . (w —wg +1i0t)

T—00 T

Empregando agora a féormula de Plemelj,

1 1
= ) —
) i0 . (3 (w wo),

onde o simbolo & denota a parte principal de Cauchy, a integracdo em w pode ser realizada.
Antes, porém, deve-se levar em conta o fato de que para um dado modo ¢ ha dois sentidos
de propagacao possiveis. Assim, ambos os sentidos serdo levados em conta reescrevendo-se a
integral em w da maneira como aparece na expressao abaixo,

1 A3k JE (kyw) Nij (k,w JeXt k,w 1
P":4z'limf/ / dw ( )a]( ) (k) P — — im0 (w — wg)
[&uA(k’w)]wg W Wy
Lembrando agora que o resultado € puramente real, a contribuicao do primeiro termo deve ser
nula, uma vez que sua principal contribuicdo é puramente imaginaria. Assim, a integracao em
w pode ser realizada, resultando

T—00 T

3 ngt * k , o /\q‘ k J@xt k? , o
P — 47 lim ]-/ d kg 7 ( wka) 7,]( ) j ( wk)
(27) [wZ A (K, w)]wg

Pode-se usar agora a expressao (3.26) para A, (k), resultando em uma expressdo que € obvia-
mente real,

1 d*k 2
P° =47 lim f/ —— R, 7" (k) « J™ (k,wd)|”,
m lim — @n)? (k) |e7" (k) (k,w})|
sendo (K
R% (k) = s () (3.34)

[w%A (k,w)]wg

interpretado como a fracdo da energia total do sistema ondas + particulas que esta contida no
campo elétrico do modo o [38, secao 2.3].

A partir deste ponto, as quantidades consideradas relevantes sao a poténcia e a energia
espectrais irradiadas no modo de propagacao ¢ no intervalo infinitesimal dk/ (27r)3. Estas quan-
tidades sao identificadas respectivamente por P? (k) e U’ (k), estando relacionadas por

d*k .1
P :/73130 (k) e P7 (k) = lim ~U” (k). (3.35)
(27r) T—00 T

Ou se€ja,
U? (k) = 47 RS (k) |€7* (k) - J** (k, w) (3.36)

A expressao (3.36) fornece a energia irradiada no modo de propagacao ¢ por uma fonte arbitraria
descrita pela transformada de Fourier da corrente extranea associada. Na proxima sec¢do, esta
corrente estara associada ao movimento nao perturbado das particulas do plasma em torno das
linhas de campo magnético. Ao se realizar esta associacao, sera mostrado que J°** pode escrito
em termos de uma distribuicdo delta de Dirac, a qual aparecera ao quadrado em (3.36). Ao se
empregar entdo uma representacao adequada para a delta de Dirac, pode-se retornar a poténcia
espectral P? (k), a partir da qual a emissividade espontanea do plasma sera calculada.

| 2

3.2.5 Movimento de ciclotron de uma particula carregada

O problema da emissdo espontanea do plasma, descrita por (3.36), pode ser tratado, em
primeira aproximacéao, calculando-se a corrente associada ao movimento de uma particula car-
regada em torno de uma linha de campo magnético, interpretando-se esta como a corrente
extranea que aparece na expressao para U’ (k).
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3.2.5.1 Equacdes de movimento

A equacao de movimento de uma particula carregada em torno das linhas de inducao mag-
nética By é
dp _ qa
—=—(vXxB 3.37
dt c (’U 0)7 ( )
sendo p = ym,v o momentum linear da particula da espécie a. As constantes de movimento sao
a energia total da particula € e a componente do momentum linear p; na direcao de By,

de d . c dp
& 2 22 204 _ 2l 5P _)
dt dt[ pret+mgce mac] /p2+m§c2p dt ’

%:i p- B, :@.dﬂ:o
dt dt By By dt '

Da mesma forma, as seguintes quantidades também sao constantes de movimento:

/ / P pL P v
pbL = pz_pﬁa y=4/1+ 5 5y UL = y U= I ) ﬂzf
mg,c YMa YMy ¢

Sendo By orientado ao longo do eixo z (ou eixo z3), escreve-se p em coordenadas cilindricas:

P =pycosgé; +psengés + pjés,

de onde a equacao de movimento (3.37) se reduz a

@ _ pLi cos pé; +pLi sen gpés = @Cijséivj _ fabo (v28) —v1€2),
dt dt dt
d¢ _ QaBO _ QaBO by sen ¢>
sengp —- =—— vy =—— —————
dt C c TMq
d¢ _ QaBO _ QaBO b1 cos ¢
cosgp, 20 = _faBo, _ _faBopLCOSP
dt c c VMg
e ambas as equacdes se reduzem a
d B Q0
dfq5 = 2 —€a— = ¢(t) = o — €awal,
t ymec ¥
sendo €, = ¢./|¢.| 0 sinal da carga da espécie a, Q, = |q.| Bo/m,c a frequéncia angular de

ciclotron, w, = Q,/7 € ¢o o valor inicial do angulo azimutal do vetor momentum. Elétrons
orbitam no sentido anti-horario (RH) e prétons no sentido horario (LH).
Assim, a velocidade e a posicéao variam, em funciao do tempo, como

v1(t) = v cos (Pg — €qwat) (3.38a)
va(t) = v sen (dg — €qwat) (3.38Db)
v3(t) =v (3.38¢)
21(t) =10 + €apa [sen o — sen (Pp — €qwqat)] (3.38d)
T2 (t) = T2 + €apa [€OS (Po — €qwat) — COS ) (3.38¢)
w3(t) = 230 + V1, (3.38f)

sendo p, = v, /w, = yv,/Q, o raio de Larmor da particula «. Os valores do vetor posicao
independentes do tempo, 7, = T¢+€4pa S€N Po€1 — €4 pa COS Ppé2 indicam a posicao inicial do centro-
guia da orbita circular da particula, o qual somente se desloca ao longo do eixo z. Isto pode ser
visualizado facilmente na seguinte equacao de circunferéncia,

[21(t) — Z10 — €apa sen do]” + [2(t) — 220 + €apa cos o]’ = p2,
a qual mostra que a trajetéria da particula, projetada sobre o plano z — y, € uma circunferéncia
de raio p, centrada no ponto r,.
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3.2.5.2 A densidade de corrente associada a uma carga em movimento em torno do
campo magnético

Considera-se agora o problema da densidade de corrente associada a uma particula de massa
m, carregada com carga ¢, em movimento arbitrario. Supde-se que sua orbita possa ser descrita
por um conjunto de equacdes para r = r(t) e p = p(t). Entao, a densidade de corrente associada
a esta particula é
J (r,t) =qu(t)o (r —r(t)).

A transformada de Fourier desta expressao fica
J(kw) =g / dt / & e~ 0= o (1)5 (r — 1 (1))
—q / dt e im0y (g, (3.39)

Calcula-se agora a densidade de corrente associada a uma particula da espécie a espira-
lando em torno de uma linha de campo magnético. Inicialmente, escreve-se k em coordenadas
cilindricas,

k = ki cosyé; + ki senypés + k) €s.
Neste caso, usando as equacdes de movimento (3.38d-f), o argumento da funcao exponencial em
(3.39) pode ser escrito,

k-r(t)—wt=Fk-ro+ekipasen(dg — ) — €akipasen (do — 1 — €quat) — (w — kyvy) t.

Os dois primeiros termos na expressao acima estao relacionados com a posicao inicial da parti-
cula, a posicdo de seu centro-guia e o angulo que o mesmo faz com a projecao do vetor k sobre o
plano z —y. Como a trajetoria da particula sera seguida desde ¢ — —oo, a sua posicao inicial nao
¢ importante. Além disso, como o sistema fisico apresenta simetria azimutal, o valor do angulo v
também nao € relevante. Por isso, € possivel escolher-se ro = 0 e ¢y = ¢ = 0. Assim, a densidade
de corrente (3.39) resulta escrita

J (k,w) =q, / dte—ikLpa Sen(“’at)ei(“’_k\\vH)tv(t)_

Utilizando agora as equagodes (3.38a-c) para o vetor v(t) e empregando as seguintes identidades
[2, capitulo 9]

oo
eizzsenH — § : Js (Z) eizs@

§——00

00
sen eeﬂ:zzsenﬂ =Fi Z J; (Z) e:I:zs@
58— —00
> S
cos aeizz senf __ § : 2, (Z) eizSH’
z

§——00

sendo J; (z) a funcao de Bessel do primeiro tipo, resulta para J (k,w)

e (o)
I (kw)=gqu Y V(k.p; S)/ dt ei(w=kpvi—swa )t
s——00 —00
sendo .
V (k,p;s) = mJs (k1pa)ér —icquidy (kipa) s+ v)Js (kLpa)és.

«

Empregando novamente a representacao (A.3b), resulta

[ee)
J (k,w) = 2mq, Z V (k,p;s)d (w — Ky — swa) , (3.40)
§—>—0Q
onde se percebe claramente que a densidade de corrente esta diretamente vinculada a condicao
de ressonancia (3.1).

Ao se identificar a corrente extranea em (3.36) com (3.40), obtém-se uma expressiao geral
para a energia irradiada em um dado modo de propagacao devido ao movimento de ciclotron da
particula da espécie a no plasma. Desta forma, sera possivel realizar a derivacdo da emissividade
do plasma.
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3.2.6 Emissividade da particula no modo o

Inserindo (3.40) em (3.36) no lugar de J ¢ obtém-se

Ug (k) = 167°q;, Z Z e (k) -V (k,p;s)|[€° (k) - V™ (K, p; s')]

s§——00 ¢/ —>—00

X & (wg — kH?}H — swa) 1) (wg — kHUH — Slwa) s

sendo U7 (k) a energia espectral irradiada pela particula da espécie @ no modo de propagacao o.
As deltas de Dirac anularao o resultado, exceto quando s’ = s, em cuja situacao obtém-se

0

U (k) = 1602 R% (k) > €77 (k) - V (k,p; )" [0 (wi — Ky — swa)]”

85— —00

Finalmente, usando a representacao (A.4),

o0

a a A0 * . 2 4. o
UZ (k) =8z Ry, (k) ) €7 (k) -V (k,p;s)|” lim [76 (wf — k) — swa)]
§——00
e retornando a (3.35) obtém-se a expressdo para a poténcia espectral emitida no modo o por
uma particula da espécie a:

o0

PZ (k) =8*¢Z Ry, (k) Y |€7* (k) -V (k,p;s)” § (wf — kyvy — swa) - (3.41)

«
§——00

Ou seja, a particula emite radiacdo somente naqueles valores de w € k que satisfazem a condicao
de ressonancia (3.1). O mesmo vinculo ocorrera com a emissividade, como sera visto abaixo.

A expressao (3.41) sera utilizada para a obtencao da emissividade do plasma. A emissividade
¢é definida como a poténcia irradiada por unidade de intervalo de frequéncia e por unidade de
angulo sé6lido. Contudo, para realizar-se a correta identificacdo da poténcia espectral P” (k) com
a emissividade, € necessario realizar uma mudanca de variavel. A férmula (3.41) expressa a
poténcia irradiada por unidade de intervalo de vetor de onda d3k/ (27)®, sendo que a frequéncia
da onda irradiada € determinada pela relacao de dispersao do modo o. Agora, uma vez que
a emissao possui simetria azimutal por hipétese, pode-se assumir inicialmente que o vetor de
onda se encontra totalmente no plano = — 2, k = k1€, + kj€;. Em seguida, escrevem-se os
componentes de k e v em coordenadas esféricas, resultando, desta forma, d*k = 27wk? sen 8dkdo,
k = k/k = senfé; + cosféz € v = vcosa, sendo f e a os angulos polares dos vetores k € v,
respectivamente, com o eixo 3. Realiza-se em seguida a troca de variavel independente £ — w,
sendo que a relacao de dispersdao também € reescrita como

w=wp =k=k, (w,0). (3.42)

Finalmente, no lugar de k, usa-se o indice de refracdo do modo o, n, = n, (w,8) = kyc/w. Por-
tanto, chamando 7] (w, ; s) a emissividade de uma particula da espécie @ no s-ésimo harmoénico
da onda que se propaga no modo o, identifica-se a mesma a partir de (3.41) através da relacao

d*k
) ——=P7 (k) =27 d0 sen 6 dwna w,0;s),
u S—> o0

resultando em

3
/ (;’)“31’5 (k)
2T >

= (27r)3/0 de sen0/0 dk k?87%¢2 R, (k) Z 67 (k) - V (k,p;s)|2 5 (w,‘; oy — swa)

§—>—00

me3 ow

— o Z / d9 sen9/ o 975” Ono) pa (1) 167 (k) - V (s ps 5)°

§——00

X d[w(l=nyBcosacost) —sw,],
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sendo 8 = v/c. Ou seja,

ganaw? 9 (wn,)
mes Ow

N7 (w,0;s) = R% (k)|e7" (k) - V (k,p;s)|° 6 [w (1 — nyf cos acos B) — swq] (3.434a)

onde a dependéncia em k deve ser substituida pela relacao de dispersao (3.42).
Escrevendo agora as quantidades Rp e €° nas formas dadas por (B.1) e (B.2), respectiva-
mente, observa-se que

vsenq
(K3 (k) + T2 (k) +1]'/?
K, (k)sen6 + T, (k) (cos@ — n, 3 cosa)

X 1o Bsenasend Js (k1pa) —€ady (k1pa)|, (3.43Db)

e’ (k) -V (k,p;s) =

A0 2 _ 1 + Tog' (k)
1—1|k-é%| SRR T T2 T (3.43¢)
d(wng) oy 1 K2 (k)+T2(k)+1
5 Lk (k)_TnJ T+ 72 () (3.43d)

Portanto, a emissividade pode ser escrita como

2

qi Ww?Bngsen?a [ K, sen® + T, (cos® — n,[3 cos a) ,
Js —€qd

2rc 147172 n,fsenasend

NS (w,0;s) =
X d[w(l —nyBcosacosb) —sws], (3.43€)
sendo que o argumento das func¢des de Bessel é

sngf sen asenf

, §#0
kipa = Wingﬂsenasené? — ¢ 1—n,Bcosacosf

o — tanatané, s=0.
Wa

3.3 Emissao induzida de radiacao por particulas em um plas-
ma

Nesta secao sera abordada uma teoria semi-classica destinada a estabelecer uma relacao
entre processos espontaneos e induzidos de emissao de radiacao por particulas em um plasma
e para o calculo do coeficiente de emissao.

3.3.1 O formalismo semi-classico

Por razbes praticas, é conveniente introduzir-se nesta se¢ido um formalismo quantum-meca-
nico para o tratamento da emissao induzida de radiacao. Existem duas vantagens principais
decorrentes do emprego de conceitos quantum-mecanicos, ambas relacionadas ao tratamento
da emisséo (ou absorcao) de radiacao por particulas individuais:

1. Usando um formalismo classico, € relativamente facil tratar-se a emissao de uma unica
particula. Contudo, um problema bem mais complicado é o de tratar o efeito desta emissao
sobre a dinamica da particula, o que € denominado de reacdo de radiacé@o nos textos de
teoria eletromagnética. O tratamento quantico assegura que tanto a energia quanto o
momentum total do sistema particula + onda sido conservados a nivel microscopico. Neste
caso, diz-se que a particula emite um féton e que este carrega consigo valores conhecidos
de energia e momentum.

2. O formalismo quantum-mecanico também permite deduzir a relagido entre absorcao e emis-
sdo a nivel microscopico. Isto € realizado a partir do principio do balanco detalhado, o qual
pode ser expresso em termos dos coeficientes de Einstein.
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Uma teoria que trata as particulas usando o formalismo da mecanica quantica, mas que trata
o campo de radiacdo classicamente é denominada semi-cldssica. Em fisica dos plasmas, este
termo pode ser empregado de uma maneira ainda mais restrita: tanto a particula quanto o
campo sao tratados classicamente e somente a notacdo € quantum-mecanica. Este é o enfoque
empregado nesta secao.

O uso do formalismo semi-classico para descrever os processos de emissao induzida de radia-
¢ao no plasma, em contraste com um tratamento puramente classico utilizando a teoria cinética
dos plasmas, foi objeto de discussao na literatura ha cerca de 40 anos atras. Para uma breve
descricdao dos argumentos utilizados e para a bibliografia correspondente, o leitor é remetido a
Melrose (1980) [38, secdo 5.1]. Brevemente, a conclusdo da discussao realizada foi que para
processos de emissdo decorrentes de instabilidades cinéticas, para as quais pode-se deduzir
uma equacao quase-linear que descreve a evolucao da funcao de distribuicido do plasma, ambos
os formalismos produzem resultados equivalentes. Por outro lado, para processos de emissao
oriundos de instabilidades reativas, o formalismo puramente classico deve ser o considerado
correto. Nesta secdo, os processos de emissdo considerados sdo puramente cinéticos e, por-
tanto, o formalismo semi-classico é justificado.

Os parametros fisicos empregados no formalismo semi-classico sdo descritos a seguir. Para
uma introduc¢do formal aos conceitos basicos do formalismo quantum-mecanico, o leitor é re-
metido a Messiah (1999) [41].

Emissao de fétons.

Quando uma particula esta em um estado inicial com energia E e realiza uma transicao para
um estado final de energia £’ (E’' < E) devido a emissdao de um quantum de radiacao (féton), a
frequéncia angular do f6ton emitido é determinada por

_E-E
===,

w

onde i = h/27, sendo h a constante de Planck. Da mesma forma, para particulas livres, se o
momentum inicial da particula é p e o momentum final é p’, entédo o vetor de onda da radiacao
emitida é determinado por
p—p
h
Diz-se entdao que um féton com energia hw € momentum hk € emitido pela particula. Quando
ha uma forca externa atuando sobre a particula, o momentum total do sistema particula + féton
nao é mais necessariamente conservado. Em um plasma, um féton associado a uma onda de
Langmuir € as vezes denominado plasmon.

k=

Nuamero de ocupacao de féotons.

Seja agora W (k) a energia espectral transportada por uma onda propagando-se no modo o,
com vetor de onda k no intervalo d®k/ (2r)°. uma vez que cada féton deste modo normal possui
um energia fwy, a quantidade

we (k)
N’ (k) =
W)= =

¢ denominada o niimero de ocupacdo do modo ¢ no estado k, ou seja, indica o numero total de
fétons no estado especificado.

O limite classico que € o interesse desta secao € valido quando N? (k) > 1. Uma restricao
importante na validade da teoria semi-classica surge neste ponto. A suposicao de que o nimero
de ocupacao € uma quantidade bem definida ndo € coerente com a mecanica quantica. Existe
uma relacao de incerteza entre N7 (k) e a fase das oscilacoes, representada por ¢’ (k). Esta
relacao é

AN (k) Ag? (k) > .

Portanto, a suposicdo de que o numero de ocupacao ¢ uma quantidade bem definida implica que
a fase das oscilacoes € totalmente indefinida. A teoria semi-classica, conforme aplicada nesta se-
¢ao, € valida quando é realizada uma aproximacao de fases aleatérias ou, de forma equivalente,
quando a fase das oscilacoes nao € relevante para os processos de emissiao/absorcao de ondas.
Em geral, esta suposicao € valida para instabilidades cinéticas. Por outro lado, a teoria nao
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pode ser utilizada para descrever processos coerentes, tais como surgem quando se considera
instabilidades reativas.

3.3.2 O processo de emissao induzida

Antes de proceder a derivacdo da equacao cinética que determina a evolugcdo temporal do
numero de ocupacao, uma breve discussao merece ser realizada a respeito dos distintos tipos
de emissao existentes. A um nivel microscépico, isto €, de particula tnica, os processos de
emissao podem ser separados em dois tipos: emissdo espontanea, a qual independe do campo
de radiacao no qual a particula se insere, mas somente das propriedades cinéticas proprias da
mesma, e emissdo estimulada, a qual é uma funcdo da intensidade local do campo radioativo
que envolve a particula. Neste ultimo caso, € possivel e comum também o processo inverso a
emissao, que pode ser denominado absorc¢do pura ou absorcéao estimulada. O processo de emis-
sdo espontanea foi estudado na secao 3.2, a qual culminou com a derivacao da emissividade
da particula no plasma, expressao (3.43). Nesta secdo, sera realizada a derivacdo do coeficiente
de emissdo/absorcao induzida da particula. Por outro lado, quando se considera o processo
coletivo de emissao ou absorcao, levado a cabo por um ensemble de particulas que individu-
almente podem sofrer processos de emissdo ou absorcido induzidas, a resultante liquida pode
ser denominada emissdo estimulada liquida ou simplesmente emissdo estimulada e a resul-
tante oposta de absorcao estimulada liquida ou simplesmente absorc¢do estimulada. Da mesma
forma, a resultante dos processos de emissdes espontaneas de um conjunto de particulas pode
ser denominada emissdo incoerente de radiacao. O mecanismo do maser de elétron-ciclotron
faz uso do processo de emissdo estimulada liquida, resultante de um nuimero muito grande de
particulas que compde o plasma.

Uma equacao cinética para a evolucao temporal de N (k) sera agora derivada. Para tanto,
definem-se as seguintes quantidades:

Estado fisico {g}: consiste no conjunto de niimeros quanticos que descrevem totalmente o es-
tado fisico da particula.

Energia E,: energia total do estado quantico {¢}.

Numero de ocupacdo de estado N,: numero total de particulas no estado {¢}.

Probabilidade espectral de emissao p7 , (k): definida de tal forma que pj, (k) B/ (2n)® é a
probabilidade de que uma particula inicialmente no estado {¢} emita um féton no modo
de propagacdo o com vetor de onda igual a k no intervalo d®k/ (27r)3 e frequéncia w ao
sofrer uma transicio para o estado {¢'}, com E, > E,.

Probabilidade espectral por unidade de tempo w7 , (k): taxa de ocorréncia de transicoes {¢} —
{¢'}, em termos de probabilidades espectrais, quando os processos de emissdo e absorcao
ocorrem continuamente.

Para processos continuos de emissao/transicao, a taxa wy,, € uma quantidade mais adequada
que pg,.

Considera-se entao as transicoes {¢g} — {¢'}. Deste ponto em diante, € assumido que esta
transicao satisfaz os requerimentos de conservacido de energia, momentum e outras regras de
selecao existentes. Para cada transi¢ao que ocorre, N, decresce por uma unidade e N, aumenta
pelo mesmo valor, assim como N7 (k). Pelo principio de minima energia, o sistema tende a sofrer
espontaneamente esta transicdo, simplesmente pela sua interacao com as flutuagdes do vacuo.
Assim, a probabibilidade total de transi¢ao por unidade de tempo € w{,, (k) N,. Adicionalmente,
ocorre um aumento adicional nesta taxa de transicao devido a presenca prévia de um campo
de fétons do modo o, que geram uma transi¢cdo induzida por interacdo com a particula. Esta
taxa adicional de transicao €, portanto, w7, (k) N° (k) N,. Desta forma, a probabilidade total por
unidade de tempo da transicao {¢} — {¢'} fica dada por

wl, (k) [1+ N (k)] N,.

Agora, consideram-se as transicées {¢'} — {¢}. Para cada transi¢ido, N, decresce em uma
unidade, enquanto que N, e N’ (k) aumentam em uma unidade. Como o principio de minima
energia nao se aplica neste caso, a probabilidade total por unidade de tempo desta transicao é
simplesmente

wd, (k) N7 (k) Ny .

q'q
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Impode-se agora o requerimento de que a probabilidade total de uma transicao {q} — {¢'}, que
resulta na emissao de um féton, é idéntica a probabilidade total da transicao {¢'} — {¢q}, que
resulta na absorcdo de um féton. A mesma imposicéo vale para as probabilidades por unidade
tempo. Ou seja, impde-se que wy, = wg, € esta imposicao € suposta valida tanto quando
o sistema estiver em equilibrio termodinamico quanto fora do equilibrio, como € a presente
situacao.

A taxa de variacao de N7 (k) devida a transicoes entre {q} e {¢'} € obtida pela diferenca entre
a taxa de emissdo de fétons no modo ¢ pela taxa com que estes sdo absorvidos. Assumindo
que o sistema possa ter distintos estados iniciais {¢} mas somente um tnico estado final {¢'},

pode—se €SCrever

dNU (k) _ —1 a o o g
=V Z {wiy (k) [1+ N (k)] Ny — wg, (k) N7 (k) Ny }

=V 1Y wi, (k) [Ny + (Ny — Ny ) N7 (k)] (3.44)

sendo que o fator V! denota o volume total ocupado pelo sistema e a sua presenca é necessaria
para corrigir a dimensionalidade da equacao (3.44). O termo independente de N7 (k) em (3.44)
é devido aos processos de emissiao espontanea, ao passo que o termo proporcional a N7 (k)
descreve os processos de emissao ou absorc¢ao induzida.

3.3.3 A equacao cinética no limite semi-classico

Sera considerado agora o limite semi-classico de (3.44). Para tanto, € necessario primeiro
especificar-se o conjunto de autovalores {q} para o sistema em questdo, a partir da solucéo
fornecida pela mecanica quantica, para entao ser possivel proceder-se o limite semi-classico.

3.3.3.1 Frequéncia do foton emitido

No presente caso, o sistema fisico consiste em uma particula carregada da espécie « espi-
ralando em torno de uma linha de forca do campo By. Os autovalores de energia para uma
particula de spin 1/2 sdo obtidos a partir das solugdes da equacao de Dirac e sdo dados por [39,
capitulo 13]

Y o]Y?
E= [mic4 + (2n 4+ 1+ ps) |ga| Bohe +pﬁcz] , (3.45)

onde m,c? € a energia de repouso da particula. O termo (2n + 1) |q,| Bohe corresponde ao auto-

valor de energia do oscilador harmoénico associado ao movimento de ciclotron da particula em
torno de By, determinado pelo niumero quantico n, ao passo que o termo proporcional a p, cor-
responde a energia potencial de orientacdo do spin da particula. Neste trabalho, sera suposto
que a particula nao sofre transicoes que alteram o estado do spin da mesma. Finalmente, a
quantidade pﬁc2 corresponde ao autovalor de energia cinética da particula na direcao paralela a

By, determinado pelo namero quantico continuo p; .7 Ao sofrer uma transicao para o estado de
energia ¢’ (< ¢), a particula emite um féton de energia hwj e momentum hk. Para que esta tran-
sicao seja possivel, € necessario que o estado ¢ seja dado também por (3.45), determinado por
novos numeros quanticos n' e ph. O novo valor de ph € obtido pela conservacao da componente
do momentum da particula paralelo a By, ou seja, pil = p) — hk). Por outro lado, o novo valor de
n' deve ser positivo. Chamando este valor de n’ =n — s, com (s < n), resulta

. 1/2
E' = [mic4 +(2(n —s) + 1+ ps) gl Bolic + (p| — th)2 02} .

Portanto, /wy, = E — E'. O limite semi-classico consiste em assumir que s/n < 1 € hk/p; < 1.
Pode-se entao desenvolver E' em uma série de poténcias destas quantidades, mantendo somente

“Rigorosamente, existe um numero quantico adicional. Trata-se do numero associado a0 momentum conjugado na
direcdo 1, o qual determina a coordenada z2 = enp1/ma o do centro-guia da particula. A emissdao de um féton com
componente de momentum #k; resulta na transicao p; — p’1 = p1—hk1, provocando uma deriva do centro-guia na direcao
2 e uma consequente difusao da particula nesta direcao. Este fenomeno é importante quando ocorrem instabilidades de
deriva em plasmas inomogéneos, mas na presente situacdo este efeito € ignorado. Uma discussao mais detalhada deste
fenémeno pode ser vista em Melrose (1980a) [38, secao 5.1].
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os dois primeiros termos, de onde resulta

d ] d\°
Ew~|1-(s— =z ~ ) |E
(San + hk‘H ap) + 5 < an + ﬁk‘H ap”>
e, portanto,
i) d 1( 9 9\
7 | (5— ) R —) | E.
hwy, l(s on + ﬁk‘H ap”> 2 <S n + ﬁk‘” 6p||>

De acordo com o principio da correspondéncia, o limite semi-classico é obtido impondo-se n — oo
e h — 0. Neste caso, a separacao relativa entre valores de n tende a zero e a energia total da
particula deve tender a expressao classica

1/2
E= {mic4 +pi +pﬁc2} ,

onde a contribuicdo do potencial vetor ao momentum conjugado P, € ignorada.® Pode-se fazer
entao a seguinte correspondéncia,

(2n + 1+ ps) lgal Boli <— pe, (3.46)
e por inferéncia a derivacao em n pode ser transformada resultando na seguinte forma,

0 0
RN |qa|BOh7

Portanto, obtém-se

de onde resulta 5
WE N Swa + kv + 3B [(swa + k‘HUH)2 - kﬁcQ] . (3.47)
O resultado (3.47) € muito importante, pois mostra, no termo independente de /, que a descri-
cao semi-classica prevé de forma correta que o féton emitido satisfaz a condicao de ressonancia
(3.1). Adicionalmente, o termo proporcional a i consiste em uma correcao quantica ao autovalor
de frequéncia, oriunda do recuo sofrido pela particula ao emitir o féton. Este termo adicional
pode ser denominado desvio quantico de frequéncia.

3.3.3.2 Expressdes semi-classicas para a probabilidade e a taxa de probabilidade de tran-
sicao

As expressoes classicas para energia e poténcia espectrais, dadas pelas expressoes (3.36) e

(3.41), podem ser empregadas para fornecer expressdes para as probabilidades de transicdo. A

quantidade U (k) mede a energia irradiada no modo ¢ no intervalo elementar d3k/ (27)°. Esta

energia € aqui interpretada como a energia contida por foton de frequéncia wf vezes a probabili-
dade de transicao (emissao). Isto é,

U7 (k) = hwipg, (k).
Portanto, p7,, € dado por

_ AnR% (k)

3.48
hwy, ( a)

&7 (k) - J* (k,wf)|”

8Ver nota de rodapé 7.
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Uma expressao para a taxa de transicao Wy s especifica para o caso da emissao de ciclotron,
é fornecida a partir da expressao (3.41) para a poténcia espectral. Ou seja, uma vez que

P (k) = hwgw,,

@

resulta -
wi, (p,k) = > wi (s,p.k),
§——00
sendo ) .
wg, (s,p, k) = SWZM 167 (k) -V (k,p; s)|” 6 (wi — ko — swa) - (3.48b)

huwg

Estas expressoes para p],, e wg,, foram obtidas a partir de uma aproximacao semi-classica.
Calculos detalhados, que nao serao aqui apresentados, mostram que as expressoes (3.48a,b)
concordam com os resultados quanticos até a primeira correcio quantum-mecanica [39, capi-
tulo 13].

3.3.3.3 A equaciao cinética e o coeficiente de emissao

No limite semi-classico, os estados quanticos deixam de ser considerados discretos para
serem tratados como variaveis dinamicas continuas. Desta forma, os estados {q} = {n,pH} e
{d'} = {n — s,p| — hk; } sao substituidos, respectivamente, por {p.,p|} e {pL — swahi/vi,p| — Ik},
sendo a substituicdo n — p,; guiada pela correspondéncia (3.46). Ou seja, as transicdoes ocorrem
sobre valores continuos das componentes do momentum linear das particulas e o somatorio
contido na equacao (3.44) deve ser substituido pela integracao

—1 o dSp o 3 o
Vv quq’ (k) Nq — /(27Th)3w (pJ_7pH7k) n (PJ_;pH) — /d bw (pJ_;pH;k) f (pl_apH) )
q

sendo n (p1,p) a densidade de ocupacdo de estados e f (pr,p|) = n (pL,p) / (27h)’ a denomi-
nada funcéao de distribuicdo de uma particula, interpretada de tal forma que f (p J_,p”) d®p € a
probabilidade de encontrar uma particula com momentum p = (p L,p”) no intervalo d®p. De
acordo com esta transformacéo, o termo N, — N, contido em (3.44) pode ser desenvolvido por
série de Taylor, resultando em

Ng— Ng — f (plap\l) - f (pL - Swah/vl,p” - hk”)

Swg O 0

vy OpL

ocorrendo também uma soma sobre todos os valores possiveis do niumero s. Assim, a equacao
(8.44) resulta escrita como

dN;it(k)z > /d3pw"(s,p,k)

f(pL,py) + BN (k) (+k 6”> f(pmpn)] ,  (8.49)

§——00

a qual € a equacao cinética no limite semi-classico.

A equacao (3.49) descreve a evolucado temporal do nimero de fé6tons propagando-se no modo
o e ocupando o estado k no intervalo d*k/ (27r)3. Esta evolucao, conforme discutido no inicio
desta secao, ocorre devido a dois tipos de processos: o processo de emissdo espontanea, descrito
pelo primeiro termo da equacao (3.49) e o processo de emissdo induzida, descrito pelo segundo
termo. Deseja-se agora escrever o termo de emissao induzida da seguinte maneira:

=77 (k) N? (k)

onde o termo 77 (k) € denominado coeficiente de emissdo. Comparando com (3.49), identifica-se

s ) d
(k)= /d3phw"(s,p,k) (Sw“ +’faml>f(m,p)- (3.50)

v
5——00 L Opy
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E interessante discutir neste momento o sinal de 77 (k) e sua relacdo com a funcio de dis-
tribuicao f (p IR p”). Para que o numero de fétons ocupando um determinado estado k aumente
com o tempo, é necessario que +? (k) > 0. Para tanto, é necessario que a integragcdo em momen-
tum tenha uma contribuicdo majoritaria de regiées onde as derivadas de f (p 0, p”) em p, e/ou
p) sejam também positivas. Isto somente ocorrera se as particulas tiverem uma densidade de
ocupacao de estados de mais alta energia maior que de estados de mais baixa energia. Desta
maneira, as particulas irdo possuir uma excesso de energia que pode ser utilizado na geracao de
fétons no processo de emissao induzida. Este tipo de ocupacao de estados de mais alta energia
pelas particulas é denominado de inversdo de populacgéo e é a fonte de energia livre responsavel
pela geracao de radiacao eletromagnética por lasers (radiacao na faixa da luz visivel) ou por ma-
sers (radiacéo na faixa das microondas). Quando as derivadas de f (p iﬂpl\) sdo majoritariamente
negativas, entdo v? (k) < 0 e o namero de fétons ira decair no tempo. Neste caso, o coeficiente
~7 (k) € usualmente denominado coeficiente de absorg¢do.

Finalmente, a expressao para ~° (k) no caso da emissao de ciclotron é obtida inserindo-se a
expressao semi-classica para w’ (s,p, k), dada por (3.48b), em (3.50), obtendo-se entao

iRU k - NS
v () = sr BEEEL S [ e )V (s
k

85— —00

N
X <Sw+ kﬁﬂl) f(p1,py) 6 (Wi — ko — swa),  (3.51)

a qual é a expressao para o coeficiente de emissao que sera utilizada neste trabalho. Pode-se
notar como o calculo de v (k) esta diretamente vinculado a condicao de ressonancia (3.1). Uma
expressao equivalente para (3.51), que faz uso explicito das relacoes (3.43b-e), sera apresentada
posteriormente.

3.4 As equacoes de tracado de raios e da transferéncia radia-
tiva

Nesta secao sera discutida a propagacao e a amplificacdo/absorcao da radiacao eletromagné-
tica gerada localmente pelo mecanismo do maser de elétron-ciclotron. A discussao sera realizada
com base no formalismo WKB ja delineado na secao 3.2.3 e culminara na derivacido de um con-
junto de equacdes diferenciais que determinam a trajetéria da radiacédo, descrita por um raio, e
a evolucao da intensidade da mesma ao longo de sua propagacao. As equacoes da trajetéria sao
denominadas equacgées de tracado de raios, ao passo que a intensidade da onda é regida pela
equacdo da transferéncia radiativa.

3.4.1 Equacoes de tracado de raios

As equacoes de tracado de raios da optica geométrica podem ser derivadas retomando-se a
discussao iniciada na secdo 3.2.3. Deseja-se estudar a propagacdo de ondas através de um
meio cujas propriedades variem lentamente. A idéia basica da o6ptica geométrica consiste na
introdug¢do do conceito de raio. De acordo com este conceito, a energia transportada pela onda
¢ irradiada ao longo da trajetoria percorrida por raios, os quais sdo os caminhos de particulas
imaginarias (fétons) que se propagam com a velocidade de grupo.

De acordo com o formalismo WKB, as quantidades w e k passam a ser funcées de posicao e
tempo, conforme as defini¢des realizadas em (3.30). Neste caso, ainda é possivel obter-se uma
relacao de dispersdo que vincula os valores de w (r,t) com k (r,t), a qual € a solugdo da mesma
equacao (3.17), porém agora incluindo-se uma dependéncia formal em posicao e tempo,

A(k,w,r,t) = det |AY; (k,w,7,t)| =0, (3.52)

onde A?j (k,w,r,t) continua sendo a parte hermiteana do tensor de dispersao (3.10), porém agora
com as novas dependéncias incluidas. Da mesma maneira, as solucdes de (3.52) continuam
sendo escritas na forma (3.18a ou b), porém na forma

w=wg (r,t). (3.53)
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A partir de diferencia¢gdées cruzadas das defini¢oes (3.30), pode-se obter também a seguinte
equacao,
ok
— +Vw=0.
ot + Vw =
Contudo, ao longo da trajetoria seguida pelo raio que se propaga no modo o, a frequéncia é

determinada por (3.53). Como consequéncia, a equac¢ao acima pode ser escrita para o raio como

s g 0
Ok | Owg <a‘*’k . > k=0, (3.54)

ot or ok Or

sendo que o gradiente 9/0r deve ser realizado mantendo ¢ e k constantes e o gradiente 0/0k ¢
realizado mantendo-se t e r constantes.

O conceito da velocidade de grupo surge quando se considera a velocidade de propagacao da
energia contida em um pacote de ondas de tamanho finito em um meio dispersivo. Uma frente
de onda com um determinado comprimento e uma correspondente frequéncia dada por (3.53)
propaga-se com a velocidade de fase v§ = (wf/k) k. onde k é o vetor unitario que determina a
direcao e sentido do vetor de onda k. Esta quantidade € usualmente denominada direcdo normal
da onda. Porém, as frentes de onda sempre sio compostas por pulsos de duracido e extensao
finitas e, por consequéncia, as frentes de onda sdo sempre compostas por uma superposicao de
ondas de diferentes comprimentos, cada uma propagando-se com sua velocidade de fase propria.
Se Ar e Ak fornecem uma ordem de grandeza para a extensao espacial do pulso e sua largura
espectral, respectivamente, entdo ambas as quantidades relacionam-se por ArAk > 1/ [32,
capitulo 7]. Neste caso, a medida que o pulso se propaga pelo meio dispersivo, este se torna
cada vez mais distorcido e o conceito de velocidade de fase nao pode ser utilizado para descrever
o transporte de energia pela onda.

Porém, para um meio fracamente dispersivo, € possivel determinar-se uma velocidade, deno-
minada velocidade de grupo, a qual ira descrever de forma satisfatéria a propagacao do pulso no
meio. Utilizando a transformada inversa de Fourier, dada por (A.1b), para o campo elétrico de
uma onda propagando-se no modo ¢ em um meio dispersivo, pode-se escrever

E(r,t)= 3/d3kE(k) eillr—wiit)

27)

Para um pulso centrado em um certo valor de k, a contribuicao majoritaria para a integral acima
vem das regides onde ocorre a maior interferéncia construtiva, determinada pela condicao de
fase estacionaria® [54, secao 4.3]

0 (k-r—w t)—0:>r:6wk

t.

ok ok
Ou seja, para este valor de k o pulso tende a se propagar com a velocidade
dr _ _ Owy
=Y (k) = o (3.55a)

onde v] (k) € a velocidade de grupo do pulso. Observa-se que na obtencao deste resultado
assumiu-se que o meio € fracamente dispersivo e, portanto, derivadas de ordem mais altas de
wf, foram desprezadas, de acordo com o ordenamento realizado na se¢do 3.2.3 com respeito ao
parametro 6.

Agora, deseja-se calcular a variacao de k = k (r,¢) ao longo da propagacao do raio. Para tanto,

calcula-se
dk Ok .0 _ Ok dwg 0
dt—aﬁ(’“'ar)’“—at*(ak a)k

onde foi feito uso de (3.55a). Mas, de acordo com (3.54), pode-se escrever entao
dk _ Owf
dt  or’
Finalmente, em um meio nao estacionario a frequéncia da radiacdo também ira variar ao
longo da propagacao do raio. Calculando-se entao

(3.55b)

dw Owyf . Owyp . 0wy
i~ o T e TR

9Este método de aproximacio é denominado método do ponto de sela [3, secdo 7.3].
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a partir de (3.53). Empregando-se (3.55a,b), resulta

dw 0wy,

T o (8.55¢)

O sistema (3.55a-c) forma o sistema de equacoes de tracado de raios. Uma outra maneira de
se obter este sistema parte de um principio variacional, equivalente ao Principio de Fermat na
optica. Partindo-se novamente da hipotese de que a evolucao temporal das variaveis (r(t), k(t))
do raio ocorre ao longo da regido onde a fase da frente de onda permanece estacionaria, pode-se
estender esta idéia a formulacao eikonal dos campos, dada por (3.29a,b). Para tanto, assume-se
agora que a funcao eikonal ¢y = ¢ (r(t), t) permanece estacionaria ao longo do raio. Considerando
a variacao de ¢ ao longo da propagacdo do raio no modo ¢ durante o intervalo de tempo ¢; <t <
ty, observa-se que

. oyY°

d° ov° t2 )
:)i/; = (:;/}t +7r or :>\Pa(t1;t2)Ewa(tQ)_wa(tl)zll (r-k—wg)dt.

Se a funcao eikonal permanece estacionaria ao longo do raio, entdo 0%7 (¢1,¢;) = 0, onde o
simbolo § agora indica a variacdo de ¥?. Esta imposicao € um principio de extremo, equivalente
ao principio de Hamilton na mecanica ou ao principio de Fermat na o6ptica geométrica [27]. A
variacao J¥? € suposta devida as variacoes ir e dk dos parametros do raio em um determinado
instante ¢t; < t < t, em torno da trajetoria que o raio realmente percorre. Assume-se que 0S
pontos extremos sao fixos, isto €, jr = Jk = 0 nestes instantes. Desta forma, de acordo com o
principio de extremo,
owy,

’ t2 . owy
0w (tl,tg)_/t1 [k-6r+r-6k—<ar < 0T + 9k -6k>}dt_0.

Uma vez que a variacao ér deve ser considerada de forma independente as derivadas usuais e
como os pontos extremos sao fixos, o primeiro termo pode ser integrado por partes, resultando

to to d tg. tz-
k- 67 dt = k-a(ér)dt:k-érﬁf— k-érdt=— | Fk-érdt

t1 t1 t1 t1

- 17wy - 0wy,
0w (tl,tg)—/tl |:<’I"— ak>.6k_<k+ 8T>'(5T:|dt—0

Como as variagoes em r e k também sao independentes entre si, seguem novamente as equa-
¢oes (3.55a-c). O resultado novo obtido desta formulacao variacional foi que as variaveis »(t)
e k(t) formam um par de variaveis canénicas onde a relacdo de dispersao 7wf faz o papel de
Hamiltoneano.

Uma expressao alternativa para o sistema (3.55a-c) substitui a funcao de dispersao A (k,w, r, t)
no lugar de wy. Diferenciacées implicitas de (3.52), primeiro em relacido a r e depois em relacao
a k, ao longo da trajetéria do raio, fornecem

ON  OA 0wy, OA  OA Owj,
—+ =0, -+ =
or Ow Or Ok Ow Ok

Assim, as equacoes (3.55a,b) se tornam

Portanto,

dr OAN/Ok
E__BA/&L; (3.564a)
dk _ OA/Or
dt ~ ON/Ow’ (5.565)
Por sua vez, ao longo do raio,
dA_OA GO O 0 g 9 0
a ot ' or ok " Yow T at T Yow T
Desta forma, (3.55c) fica escrita
dw  OA/Ot
dt ~  OAN/Ow’ (3:560)

As equacdes (3.56a-c) serao empregadas posteriormente neste trabalho.
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3.4.2 Equacao de transferéncia radiativa

Sera realizada agora a deducado da equacao que rege a variacdo da intensidade da onda
eletromagnética quando ela se propaga ao longo da trajetoria de um raio no modo ¢. O ponto de
partida para este calculo consiste na equacao cinética para o niumero de ocupacao de fétons no
limite semi-classico, equacao (3.49). Agora, porém, sera assumido que os fétons sdo emitidos
em um meio nao uniforme e entdo as quantidades envolvidas nesta equacio variam lentamente
no tempo e no espaco. Desta forma, escreve-se inicialmente a equacio (3.49) como

d 1d
—N° (r,k,t) = —P7 (r,k,t T(r,k,t) N° (r,k,t
dt (T7 ’ ) ﬁw,‘: dV (,r’ Y ) + ’7/ (7‘, Y ) (T7 Y ) Y

sendo dP? (r,k,t) /dV a poténcia espectral por unidade de volume emitida espontaneamente no
intervalo d3k/ (2r)°. Esta quantidade sera posteriormente identificada com a emissividade (3.43e)
e 77 € o coeficiente de emissao induzida calculado em (3.51).

Ao longo da trajetoria do raio, a derivada total no lado esquerdo da equacdo acima pode
ser adiabaticamente substituida por d/dt — 0/0t + 7 - 0/0r + k - /0k. Contudo, a equacgao de
transferéncia radiativa é tradicionalmente apresentada em outra forma. Introduzindo o elemento
de arco ds, o qual € paralelo a tangente da trajetoria do raio no instante ¢, pode-se escrever

ds = vy (r,k,t)dt
€ a equacao cinética pode ser expressa em termos do parametro s,

g d a —_ 1 d a a a
vy (r,k,t) $N (r.k,t) = Fet WP (r.k,t)+~° (r,k,t) N7 (r, k,t). (3.57)

Deseja-se escrever a equacao acima em ter-
mos do fluxo da energia transportada por um dado
modo de propagacado por unidade de frequéncia e
por unidade de angulo solido sobre a direcao de
propagacao do raio. Sendo assim, define-se a in-
tensidade especifica I° (w,6,) como a poténcia por
unidade de frequéncia (w) e por unidade de an-
gulo solido na direcao do raio (2,.) que cruza a su-
perficie unitaria normal a direcdo do raio. Aqui
distinguem-se dois angulos: 6 e ,.. O primeiro €
o angulo entre k e By, enquanto que o segundo
€ o angulo entre vj (k) € B;. Da mesma maneira
distinguem-se os angulos azimutais ¢ e ¢,, de tal
forma que os elementos de angulo soélido do raio e Figura 3.1: Representacéo entre as dire¢des nor-
da normal a frente de onda sao, respectivamente, mal a frente de onda e do raio e entre os angulos
dQ, = senf,.df.dp, e dQ = senfdfdy. A figura 3.1 solidos Q, e Q.
representa a diferenca entre estes angulos sélidos.

Como o plasma apresenta simetria azimutal em torno de B,, entdo d¢, = d¢. Neste caso, a
relacdo entre os angulos sé6lidos depende somente dos angulos polares 6, € § e pode ser escrita
como [5, 38]

ds),  |Ocosb,
QY | dcosb
Com a definicdo acima da intensidade especifica, o fluxo de energia propagando-se no modo

o, com frequéncia w no intervalo dw, através de uma quantidade infinitesimal de superficie da,
perpendicular ao raio e dentro do elemento de angulo sélido df2, € dado por

dF°(w) =I° (w, 0,) dwdQ),da.

Este fluxo é composto por N’ (k) fétons com energia fiwf que atravessam da com a velocidade

v7 (k) dentro do intervalo elementar d*k/ (27)°, ou seja,

3
(k) da d’k

dF° (w) = hwf N (k) v] o
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Portanto, ‘
k*hwi N7 (k)v"( ) Ocost
(2r)? g 0 cos b,

I° (w,0,)dw =

Como a intensidade especifica depende da frequéncia, é necessario realizar agora a mesma
mudanca de variaveis (wf — w,k — k, (w,0) = n,w/c) realizada na secao 3.2.6. O angulo 6§ ¢é
mantido fixo e o plasma possui simetria azimutal; entao pode-se escrever
g
_ O

dw = ok dk.

Deve-se mencionar aqui que dwy /0k # |0wg /0k|, uma vez que o primeiro € apenas a componente
radial da velocidade de grupo expressa em coordenadas esféricas no espaco de Fourier. As duas
quantidades sao idénticas somente em um meio isotrépico. Desta forma, obtém-se a seguinte
expressao para N7 (k),

& @n)° 17 (w,6,)

w? hw n2, (w,0,)’

sendo a quantidade n?, (w,6,) definida em (3.58d) abaixo. Inserindo a expressdo acima para
N°? (w,6,) na equacao (3.57), obtém-se finalmente a equacao de transferéncia radiativa

N (w,0,) =

p d IU (w797’) o o o
nit (w,g,«) % |:7]M:| =« (w,er) =+ [,L (w,er) I (w,@r) y (358&)
onde
w?n? 0 (wn,) | Dcosh | dP?
7 (w,0,) = g , 3.58b
a” (w,6r) (2m¢)®  Ow ‘8005 0, dV ( )
1 (w,60,) = 2, (3.58¢)
vg
5 _ Y5 50 (wng) | dcosb
no, (w,0,) = - | Beos o | (3.58d)

A quantidade o (w,0,) € a poténcia irradiada no modo ¢ devido a emissao espontanea do plasma
por unidade de frequéncia e por unidade de angulo sé6lido em torno da direcao do raio. Ja a quan-
tidade p? (w, ;) é o coeficiente de emissado induzida do plasma por unidade de comprimento ao
longo do caminho do raio. Finalmente, a quantidade n2, (w,6,) € denominada indice de refracao
de transferéncia. Todas as quantidades do lado direito de (3.58b-d) sdo por hipoétese escritas em
termos de w e 6,.

Como foi mencionado anteriormente,dP?/dV é a poténcia irradiada por unidade de volume
no intervalo d®k/ (2r)° em torno de k devido a emissdo espontanea do plasma. Esta ultima
quantidade fornece a poténcia emitida (por volume) por todo o plasma. Para o processo de
emissao que esta sendo considerado, ou seja, emissdao térmica de particulas espiralando em
torno do campo By, esta quantidade pode ser fornecida a partir da emissividade de particula
unica n? (w, 6; s) a partir de [39, Eq. 12.54]

Cﬁ% =>. 2 / &png, (w,0;5) fa (P) (3.59)

o §—=H—0

onde f, (p) € a funcao de distribuicao da particula da espécie «. Finalmente, aproximacdes que
serao realizadas posteriormente para o calculo do coeficiente a” (w,6,) (3.58b), tornam conveni-
ente a definicdo aqui da quantidade

wWnyv° dP°  wWng v° el
57 = g = g /d3 o (w,0;5) fa . 3.60
i aialyrwe D DIDIN EELACURENE (3.60)

@ §—>—0o0

A equacao de transferéncia radiativa sera utilizada posteriormente neste trabalho. Contudo,
a forma apresentada em (3.58) é desnecessariamente complicada, e algumas aproximacéoes serao
realizadas no momento adequado.
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3.5 Teoria magnetoidonica

As expressoes a serem utilizadas nesta dissertacao para os elementos do tensor dielétrico e
para a relacao de dispersao sao aquelas obtidas a partir da teoria magnetoionica de plasmas
[12,15].

Para ondas eletrostaticas ou eletromagnéticas propagando-se em um plasma frio, usualmente
¢ empregada a aproximacdo de fluidos para descrever a evolucao temporal, tanto do plasma
quanto das ondas. A validade desta aproximacédo depende do quanto efeitos cinéticos no plasma
influenciam na propagacao e na absorcao/amplificacdo destas ondas. Usualmente, efeitos ci-
néticos sao importantes para a propagacdo de uma onda em um plasma magnetizado quando
a sua frequéncia esta proxima ao valor local de uma das frequéncias de ciclotron, ressonancia
ou corte do plasma. Por outro lado, para uma descricdo correta dos processos de absorcao
ou amplificacdo decorrentes da interacdo onda-particula no plasma, usualmente é necessario
incluir-se efeitos cinéticos no formalismo empregado [9, 56, 60]. Além disso, se a propagacao
da onda ocorre em angulos proximos a perpendicular em relacao a direcao do campo magnético
ambiente, o tratamento deve incluir também efeitos relativisicos, mesmo que na ordem mais
baixa [9, 56, 60].

Nas secdes 3.2 e 3.3 uma descricao cinética foi empregada para descrever os processos de
emissao espontanea e induzida em um plasma térmico. Nesta secdo, as expressoes necessarias
para a descri¢do dos processos relacionados a propagacao da onda, descritos pelo sistema de
equacodes de tracados de raios (secao 3.4.1) serao apresentadas, a partir da formulacao de fluidos
para o plasma. Na presenca de campos magnéticos externos aplicados, o plasma € equivalente
a um meio dielétrico anisotrépico caracterizado por um tensor dielétrico ou diadica.!® Nesta
formulacao, as equacoes de Maxwell siao resolvidas simultaneamente com equacgédes de fluidos
que descrevem a movimentacao das particulas.

3.5.1 Ondas em um plasma frio magnetizado

Considera-se o caso de um plasma frio homogéneo e nao colisional imerso um campo mag-
nético externo, uniforme e estatico. Parte-se do sistema de equagées de fluidos, acoplados com
as equacodes de Maxwell. Lineariza-se este sistema de equacdes acopladas assumindo oscilacoes
(ondas) de baixa amplitude. Assumindo entdo solucdes dadas por séries de Fourier, obtém-se a
seguinte expressao para o tensor de condutividade do plasma,

—iw Wes

‘ 5 0
" wgs(; w? w2, z'_wwz
hud sU4sg —Wes -
oW =) 7,2 01, (3.61)
S

2 _ 2.2 _ 2
. Wi, —w? wi, —w

0 0

€=

© . . ~ ~ . .
onde o (w) € o tensor de condutividade em questao, n,, ¢; € ms sdo, respectivamente, a densi-
dade de equilibrio, a carga elétrica e a massa da particula da espécie s que compde o plasma e w
a frequéncia angular da onda. Ainda em (3.61),

¢é a frequéncia angular de ciclotron da espécie s, sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo. Nota-se
aqui que o sinal da frequéncia de ciclotron é determinado pelo sinal da carga (negativo para
elétrons e positivo para prétons). A derivacao da expressao (3.61) ndo é apresentada aqui, mas
pode ser obtida em diversos textos introdutérios em fisica dos plasmas [8,19,30]. O plasma a
ser considerado nesta dissertacdo é composto por duas espécies de particulas: elétrons (s = e,
gs = —e, ms = me) e uma populacao de ions positivos, usualmente prétons (s =i, gs = e, ms = m;).

Finalmente, o tensor dielétrico é obtido a partir do tensor de condutividade pela expressao
(3.8), ou seja,

(w) =1 +2'U o (w), (3.62)

10Do inglés dyad.
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podendo ser escrito na forma

S —iD 0
gw)=1|iD S 0], (3.63)
0 0 P
onde
w2 W, w
_ ps cs
5_—zs:m, D= Z _wz) (3.64)
€
wos
P=1-% (3.65)
sendo

2
o Amnsoq;

Wps

ms

a frequéncia angular de plasma da espécie s.
Os parametros S e D podem ser decompostos em uma soma de diferentes relagoes.

1 1
S=5(R+L)eD=5(R-1) (3.66)
onde
“ps L “ps 3.67
R=1-) Cavam ¢ Lo 2liutay (367

Como sera mostrado posteriormente, o parametro R esta associado com o modo polarizado a
direita e L esta associado com o modo polarizado a esquerda.

Para obter a relacdo de dispersao, assume-se que a onda esta se propagando em um plasma
com baixa absorcido, de tal forma que a discussao realizada na secido 3.2.2.1 pode ser consi-
derada valida. Neste caso, € conveniente expressar a equacao homogénea (3.16) da seguinte
maneira:

nx(nxE)+ ¢ .E=0, (3.68)

sendo n = kc/w o vetor indice de refracao.

A equacido (3.68) pode ser entdo escrita na forma
de uma equacao matricial. Sem perder generalizacao,
pode-se rotar o sistema de coordenadas de tal modo que
o vetor de refracdo n (que é paralelo a k) passa a estar P,
no plano zz, realizando um angulo 6 relativo ao campo s AT
magnético By, o qual esta dirigido ao longo do eixo z, n.k ’
ou seja, o {1

n = (nsenf,0,ncosf). (3.69)

(3]

A figura 3.2 mostra a geometria dos vetores n, k e By.

Calculando os varios produtos cruzados na equacao
(3.68) e organizando os resultados em forma de matriz,
a equacao homogénea para o campo elétrico pode ser
escrita como

¥

X

|' —n2cos’ 0 nZsenfcosd E,
0 —_n? 0 EyJ Figura 3.2: Sistema de coordenadas ado-

|_n2 senfcosf 0 —n2sen?d J |_EZ tado.

5 0] [5] 2o 5o

Lo o r] ]

a qual se reduz na seguinte equacao,

{S —n?cos’8 —iD nZ%senfcosf -| {Ew-l
iD S —n? 0 E,| =0. (3.71)
Ln2 senfcosf 0 P —n? sen20J [EZJ
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Sabendo que a equacdao homogénea tem solucao nao trivial se e somente se o determinante
da matriz for nulo, resulta a equacao de dispersao

A(n,w,0) = n*senfcos [— (S —n®) n®send cosb]
+ [P —n? sen? 9] [(S - n2) (S —n? cos® 0) - D2] =0. (3.72)

6 se cancela. Isto é uma circunstancia afor-

Na obtencao de (3.72), nota-se que o termo n
tunada, por que caso contrario a relacao de dispersao seria cuibica em n?, o que traria muita
dificuldade para resolvé-la. Usando a identidade S? — D? = RL a equacao de dispersdo pode ser

simplificada na forma de uma quadrica,
A (n,w,0) = An* — Bn? + RLP =0, (3.73)

onde A = Ssen?f + Pcos?’f € B = RLsen?6 + PS(1 + cos? ). Esta equacdo é quadratica em n? e
pode ser solucionada facilmente, resultando

B+ F
2 = .74
n VIR (3.74)
onde o termo F' pode ser escrito na forma positiva,
F? = (RL — PS)*sen* 6 + 4P>D? cos® 6. (3.75)

A forma escolhida para F' mostra que este parametro é sempre real e positivo. Ja que A e B
sdo reais, segue que o indice de refracdo ou deve ser puramente real (n? > 0), o que corresponde
a uma onda propagando-se, ou puramente imaginario (n> < 0), que corresponde a uma onda
evanescente. Um indice de refracdo complexo, com ambas as partes real e imaginaria nao
nulas, nao pode ocorrer na descricao de fluidos empregada. Na auséncia de colisdes, ndo pode
ocorrer absorcao de energia em um plasma frio, por que este ndo é um mecanismo que converte
movimentos associados ordenados em uma onda em movimentos térmicos aleatorios.

Uma forma equivalente da relacdo de dispersdo pode ser obtida multiplicando o termo RLP
na equacio (3.73) por sin” f + cos? 4. O resultado é:

—P(n*-R)(n*-1L)
(Sn? —RL) (2 = P)

Esta relacdao é chamada de a forma “tangente” da relacido de dispersdo e é usada em varias
circunstancias como sera visto adiante.

tan®f = (3.76)

3.5.2 Arelacao de dispersao de Appleton-Hartree

Uma expressao muito usada e util para analises de ondas de alta frequéncia propagando-se
em um plasma frio é a relacdo de dispersao de Appleton-Hartree. Ela é a propria relaciao de
dispersao (3.74), mas escrita de outra forma.

Em primeiro lugar, consideram-se ondas de alta frequéncia, de tal forma que somente as
oscilacdes dos elétrons serdo relevantes. Neste caso particular, os ions positivos sdo supostos
estar em repouso e somente desempenham o papel de agente neutralizador do plasma. Por-
tanto, nas expressoes discutidas na se¢do 3.5.1, considera-se max (wp;, |we;|) K w ~ min (Wpe, |weel),
desprezando-se as primeiras frente as ultimas. Esta descricao de fluidos para o plasma, quando
somente sdo consideradas oscilacoes eletronicas, é usualmente denominada teoria magnetoi-
onica.

Resolvendo entao a equacio (3.73) para n?, sendo a contribuicio dos ions positivos ignorada,
obtém-se

o 1
24
Adicionando An? em ambos os lados e reordenando, resulta

n (B +B? — 4AC) . 3.77)

5 An? - C
nf=—-—"_
An?2+A-B

Substituindo agora (3.77) em ambos os lados, e ap6s algumas manipulacées, obtém-se
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> 2(A-B+0)
24 - B+ VB2 —4AC’

Finalmente, usando as defini¢ées de A, B, C, S, D, P, R e L, obtém-se

‘ X
n?=1- o (3.78a)
onde "
2 2 4 4
Qo1 et f g Yosen'0 L ye 2l (3.78b)

21-X) |41 -Xx)

Esta é a conhecida relacao de dispersao de Appleton-Hartree. Em (3.78a,b) foram introduzidos
também os parametros magnetoionicos

2

w |wee

T
pe

X =

Uma outra forma de se escrever (3.78a,b), a qual mostra explicitamente as diversas frequén-
cias envolvidas no calculo da relacao de dispersao é:

2w§ew_2 (w2 — wf)e)

n?=1- , (3.79)

2 (w? —w2,) —N2sen?6 + Qe\/ﬂ‘é sent 0 + dw=2 (w? — wge)z cos? 6
onde foi utilizada a convencao (2, = |w..|- Alguns casos particulares de direcoes de propagacao
serdo considerados explicitamente a seguir.

3.5.3 Ondas propagando-se paralelamente ao campo magnético

Para a propagacao paralela ao campo magnético (6 = 0), a equacao (3.76) mostra que a relagao
de dispersao tem trés raizes: P = 0, n? = R, e n®> = L. Para entender a natureza de cada uma
das trés raizes da onda associada, € necessario examinar a equacao homogénea para o campo
elétrico (3.71). Para uma onda se propagando ao longo do campo magnético, § = 0; assim (3.71)
torna-se

(S—n?) —iD O]|E:
iD (S—n?) 0||E,|=0. (3.80)
0 0 P||E,

Os autovetores do campo elétrico associado com cada uma das trés raizes sao dados da seguinte
forma:

P=0 = E=(0,0,E) (3.81a)
n*=R = E =(E,,iE,,0) (3.81b)
n?=L = E =(Ey,—iE,,0), (3.81¢)

sendo o autovetor campo elétrico para a primeira raiz, P = (0, paralelo ao eixo z e, portanto,
paralelo a k, esta raiz corresponde a uma onda eletrostatica longitudinal.

Ja a segunda e terceira raizes correspondem a ondas transversais. E facilmente verificado que
estes modos sao eletromagnéticos, visto que a Lei de Faraday, B = ck X E/w, mostra que a onda
no campo magnético € ndo-nula. Sendo a geometria do campo tal que k.E = 0, a Lei de Gauss,
py = ik.E/ (47) , mostra que nao ha flutuacées relacionadas a densidade de carga associada a
esses modos. Para a raiz n> = R pode-se notar que corresponde a uma onda polarizada rotando
no sentido direito com respeito ao campo magnético estatico. De forma similar a terceira raiz
(n? = L) representa uma onda polarizada a esquerda rotando ao longo do campo magnético
estatico.

Assim, uma onda polarizada circular a direita (RCP) tem a seguinte relacao de dispersao,

nhp=1—-—=*__ (3.82)
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e uma onda polarizada a esquerda (LCP) tera

w2

2 _ pe
ny =1 @t (3.83)
Outro fator importante de se analisar € que quando a velocidade de fase vai a zero, vy, =
w/k — 0 (ou n — o) ocorre ressonancia. Por outro lado, o fenomeno de reflexdo ocorre quando
vpr, — 00 (ou n — 0). Portanto, uma onda RCP tem ressonancia para w = {2, € a onda LCP tem
ressonancia para w = 0 (na teoria magnetoiénica). Os pontos de corte sdo aqueles valores de
frequéncia onde ny = 0 ou n;, = 0. Estes valores sdo dados por:

Wo1 =

[_ch + (Qge + 4w§e)1/2:| ’ (nL = 0)

Wo2 =

N = N =

I:QCE + (Qze + 4W§6)1/2:| = Wo1 + Qea (’I’LR = 0) .

Nota-se que wy; < wos-
O modo LCP ¢ evanescente (n? < 0), portanto, para 0 < w < wg;. Ja o modo RCP possui trés
regioes distintas de propagacao:

1. Para 0 < w < {2, o modo € em alguns textos denominado modo whistler (modo ).
2. Para Q. < w < wp2, 0 modo € evanescente (n% < 0).
3. Para w > wy2 0 modo € propagante e possui sempre velocidade de fase (v,4), < c.

A velocidade de fase para a onda LCP é dada por

Q. /2
1+ —=
(vpn) . _ ( w )

c 2 1/2'
Qe Wpe
w w

Similarmente, para a velocidade de fase de uma onda RCP resulta

(vpn) g _ <1 - %)1/2

2 1/2’
c 1_&_"%5
w w?

Finalmente, a velocidade de grupo € dada para esses modos por:

(v,) <6w) 2¢ (w + ch)3/2 [w (W + w.ee — wﬁe)]l/Q
v = — = <
L=\ ok ), 20 (W + Qee)? + Dee.w2,

() (aUJ) 2¢ (w — ch)3/2 [w (w2 —w.Qpe — wge)]l/z
v)p=| =] = .
9/R ok R 2w (UJ - ch)2 + ch-wge

3.5.4 Ondas propagando-se perpendicularmente ao campo magnético

Na direcao de propagacdo perpendicular ocorre k L By, ou seja, § = 90°. Neste caso, a
equacao matricial (3.71) reduz-se a:

S —iD 0 E,
iD(S—=n?) 0 E, | =0,
0 0 (P-n%/ \E.

cujas solucgoes ficam entao

n% =P (3.84a)
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n%::%?, (3.84b)

onde O e X referem-se ao modo Ordinario e Extraordinario de propagacao, respectivamente.
Para o modo O (E, #0),
‘ w2,

né:l—X:l—J;
é chamada de onda ordinaria por nao ser afetada pelo campo magnético By. Por essa onda se
propagar paralelamente a By, ela envolve somente velocidade dos elétrons. Consequentemente,
nao ha forca magnética agindo no elétron (v x By =0). O modo O é comumente chamado de
“modo eletromagnético transversal”’, pois (EH 1k BL1 k) Esta onda € linearmente polarizada
ao longo de B, (k|| By). Este modo possui ponto de corte (no =0) em w = wy € ressonancia
(n2 - —o0) em w = 0. Ou seja, o modo € evanescente (n?, < 0) para 0 < w < wp.

Para o modo X (E; # 0), sendo

R=S+DelL=S-D,

ou se€ja,
RL = (S+ D)(S — D) = S* - D%
resulta ) )
n?X _ S —D
S b)
onde X Xy
=l1-——eD=———.
s 1-y2 ¢ 1-v2

Finalmente, resulta

(- 5) - (25)

2 _
nx = . X )
1-Y2

ou

onde w,; = (wf)e + Qi)l/ ? denota a frequéncia hibrida superior e wg; € wp2 sao suas frequéncias
de corte.

Para o modo X ocorre ressonancia (n% — +oo) para a frequéncia hibrida superior w = w,, €
w = 0 e pontos de reflexdo ou de corte (nx = 0) para wp; € wy2. Observa-se que sempre ocorrem
as relacoes wp1 < wyn < wo2. Ocorrem entiao quatro regides distintas de propagacéao para o modo
extraordinario:

1. Para w < wp;, 0 modo € evanescente (n% < 0).

2. Para wg; < w < wypn, 0 modo € usualmente denominado extraordinario lento (ou modo Z),
porque a velocidade de fase pode assumir valores (vp), < c.

3. Para w,;, < w < wp2, 0 modo € novamente evanescente.

4. Para w > wpe, 0 modo € denominado extraordindrio rdapido (ou modo X), uma vez que
(vpn) y > ¢ sempre.

Uma informacéao relevante para esta dissertacdo ¢ que o modo extraordinario lento esta sempre
confinado na regiao wy; < w < wyp-
A polarizacao para o modo extraordinario é

resultando em uma polarizacao eliptica.
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Figura 3.3: Indice de refracdo em funcdo de w para o Figura 3.4: Indice de refracdo em funcéo de w para o
caso wpe > .. (Linha continua): propagacao para- caso wye < Q. (Linha continua): propagacao para-
lela (f = 0). (Linha tracejada): propagacao perpendi- lela (6§ = 0). (Linha tracejada): propagacao perpendi-
cular (f = «/2). cular (0 = «/2).

As velocidades de fase para ondas ordinarias e extraordinarias sdo dadas por

(vpr) o _ w
¢ (W)
1/2
(vph) x _ w (W —w h) /
¢ @ w) @ )
e as velocidades de grupo sao dadas por
1/2
(Ug)o — W%e
¢ w?
3 1/2 . 1/2
(vg) x _ (w? —wap) a (w? = wir) / (w? = wia) /
e T oot (024 R) + 02+ 302 + 0]

As figuras 3.3 e 3.4 mostram o comportamento do indice de refracdo em funcao da frequéncia
w. Sao mostrados os casos de um plasma de alta densidade (w,. > .) e de baixa densidade
(wpe < Q) nos limite de propagacao paralela a B, (§ = 0) e propagacao perpendicular (§ = 7/2).
As figuras também mostram as frequéncias caracteristicas de um plasma frio magnetizado.

3.5.5 Propagacao em direcoes arbitrarias

Neste caso, o indice de refracdo ¢ dado pela formula de Appleton-Hartree (3.78) ou (3.79).
Para determinar as ressonancias e pontos de corte para angulos arbitrarios em relacdo a By,
emprega-se a forma geral da equacdo de dispersao (3.73) e sua solucdo (3.77), em que A =
Ssen? § + Pcos? §. Assim, uma ressonancia ocorrera quando

A= Ssin?6+ Pcos’> 0 =0,

resultando
tan?6 = — B
=-5

Usando agora as definicoes de S e P, observa-se que
1-X =Y?(1- X cos’8)

e com as definicdes de X e Y, resulta finalmente a equacdo que determina as frequéncias de
ressonancia:
wt —w? (w —1—92) —|-w Q2 cos?f = 0.

Portanto, as frequéncias de ressonancia serdo dadas em funcao de ¢ por

2 Ly L4 2 2 pre? 2
Wox = 5Wun + Wun ~ W, §2, cos™ 0
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Figura 3.5: Frequéncias de ressonancia em funcao do angulo § para uma onda propagando-se em um
plasma frio, considerando os casos (a) Qe < wpe € (b) Qe > wpe.

Observa-se entdo que para propagacao paralela, woy = max (Wpe, ) € wo— = min (wWpe, ), ao
passo que para propagacao perpendicular, wp; = wyu, € wo— = 0. A figura 3.5 mostra o grafico
destas frequéncias para . < wp € para . > wpe .

Os pontos de reflexdo também podem ser obtidos a partir de (3.73) quando

PRL =0,

em cuja situacdo um dos modos resultara com n = 0. Esta condicdo é satisfeita para P = 0,
R =0ou L = 0. Isto ocorre para w = wye, W = w2 OU W = wy;, respectivamente.

A polarizacao na propagacao obliqua € eliptica para os dois modos, porém ambos tendem
aos modos discutidos nas se¢des 3.5.3 e 3.5.4 nos limites § = 0 e § = 7/2. As denominacoes
usualmente empregadas para os modos na propagacao obliqua, em funcido dos intervalos de
frequéncias onde os modos sdo propagantes, sdo as seguintes:

® Para 0 < w < wp—: modo whistler (W), o qual desaparece para § — 7/2 e tende a um dos
ramos do modo R para 6 — 0.

® Para wy < w < wpy: modo extraordindrio lento (Z).
® Para w > wyp.: modo ordindrio (O).
® Para w > wpe: modo extraordindrio rapido (X).

As figuras 3.3 e 3.4 indicam estes modos obliquos como as regiées sombreadas entre as curvas-
limite parad =0e § = 7/2.

Uma discussao mais aprofundada a respeito dos modos magnetoionicos pode ser encontrada
em diversos textos introdutérios em fisica dos plasmas [8, 19, 30].

3.6 Conversao de modos e a teoria das janelas de Ellis

Nesta secao sera realizada uma breve discussao a respeito do mecanismo de conversao linear
de modos em um plasma magnetizado conhecido como janelas de radio ou janelas de Ellis. Este
mecanismo de conversdo de modos é empregado pelo presente modelo para determinar em que
ponto da regido-fonte uma onda eletromagnética propagando-se no modo extraordinario lento
(Z) é parcialmente convertida no modo ordinario (O).

3.6.1 Conversao linear de modos: uma breve descricao

Um plasma magnetizado pode usualmente suportar dois ou mais modos de propagacao na
mesma frequéncia, em muitos casos com aproximadamente a mesma polarizacdo. Em geral,
para uma dada escolha de parametros fisicos do plasma, tais como densidades, temperaturas e
campo magnético, os modos apresentarao numeros de onda muito distintos entre si. Contudo,
para certos conjuntos particulares de parametros do plasma uma das seguintes circunstancias
especiais podem ocorrer:
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1. ambos os numeros de onda aproximam-se assintoticamente;
2. um modo aproxima-se de uma ressonancia (n2 — co);

3. um modo aproxima-se de um corte (n2 — 0).

Quando isto ocorre, a aproximacao WKB nao ¢ mais valida e a propagacao da onda nao pode
mais ser descrita de forma adequada pelas equacdes de tracado de raios discutidas na secao
3.4.1.

Considerando o primeiro caso, quando os numeros de onda de ambos os modos coalescem,
a situacao usualmente tratada assume que ondas estdo se propagando em um determinado
modo em um plasma nao homogéneo. Quando as ondas se aproximam de uma regido onde
os parametros locais do plasma provocam uma coalescéncia nos numeros de onda, deseja-se
saber se a energia transportada pelo primeiro modo sera refletida ou refratada para fora desta
regido ou se sera parcialmente transferida para o modo complementar. Na segunda situacao
(n2 — oc), 0 modo original, correspondente a uma onda eletromagnética, pode ser convertido
em um modo eletrostatico como as ondas de Bernstein, por exemplo, mas uma parte da energia
transportada pode ser transmitida através da regido efémera (onde n2 < () para emergir em
um outro modo com n? finito. Este processo é denominado de tunelamento. Finalmente, no
terceiro caso (n?, — 0) a onda usualmente sofrera uma reflexdo, mas parte de sua energia pode
ser convertida para outro modo através de um tunelamento, caso a relacdo de dispersao permita
esta possibilidade.

Concomitante com os processos de reflexdo e tunelamento, outros processos fisicos usu-
almente ocorrem com as ondas consideradas. Um destes processos € a absorc¢do induzida, a
qual ja foi discutida na secdo 3.3.2. Em um plasma magnetizado, a absorcao induzida é usu-
almente mais intensa em frequéncias préoximas as frequéncias de ciclotron, onde geralmente
ocorrem também as ressonancias e podem ocorrer os cortes. Neste caso, uma parte da energia
transportada pela onda € perdida de forma irreversivel pela absorcdo. Finalmente, no caso do
tunelamento ocorre a atenuacgéo da onda, quando a energia que segue se propagando no modo
original ap6s a conversao de modos € menor que a energia incidente, devido ao tunelamento.
Usualmente, a atenuacao é quantificada através dos coeficientes de reflexdo (R) e transmisséo
(T'), também comumente empregados no processo quantico da penetracdo de barreira de poten-
cial.

Uma das primeiras tentativas de investigar o comportamento de uma onda eletromagnética
nas vizinhancas de um corte ou de uma ressonancia foi desenvolvida por K. G. Budden, em
1955, o qual se propéds a calcular os coeficientes de reflexdo e transmissao obtidos a partir das
solucodes da equacao

y' +k*(2)y=0 (3.85a)

quando o numero de onda k (z) varia espacialmente de acordo com a relacdo de dispersao
2 _ 1.2 Lo
k2 (z) = k2 (1 +- ) . (3.85b)

A equacao (3.85a), em conjunto com (3.85b), € denominada equacdo de Budden [16,56]. A sua
solucao pode ser escrita em termos da funciao de Whittaker W, , (z) [2, Cap. 13] ou em uma
representacao integral [58],

y(x) =We, ()= seis/ exp [—i <25t - 1so In - 1)] dt,
: g 2 ¢

onde s = kox, so = koxg, ( = 2is, Kk = —i/2 e p=1/2. O contorno de integracao deve ser deformado
de tal forma que contorna os pontos de ramificacdoemt=0et = 1.

A relacdo de dispersao (3.85b) esta representada na figura 3.6 e descreve a propagacao de
uma onda em um meio nao uniforme, o qual contém um ponto de corte em =z = —xg9, uma
ressonancia em z = 0 e uma regiao evanescente (k2 < 0) em —zyp < z < 0. Nestes pontos, a
aproximacao WKB nao mais € valida, uma vez que |k‘2dk/dw| — oo nas vizinhancas dos mes-
mos. Porém, a solucédo de (3.85a) mostra que ocorre o tunelamento da onda através da regido
evanescente, independente do sentido de incidéncia da mesma. O coeficiente de transmissao
da amplitude da onda (7T'), ou seja, a razdo entre as amplitudes da onda nas regides posterior e
anterior a zona de evanescéncia, é calculado a partir de 7' = e~ ", sendo 7 o fator de tunelamento,

dado por
0
n= z/ k(z)dx.
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Figura 3.6: Relacao de dispersao para a equacao de Budden [56].

Usando (3.85b), obtém-se n = wkozo/2, independente do sentido de incidéncia da onda. A solucéo
de (3.85a) também mostra que o coeficiente de reflexdo (R) € nulo para ondas propagando-se a
partir da direita na figura 3.6, ou seja, quando estas incidem sobre a ressonancia, mas é nao
nulo (R =77 —1) para ondas propagando-se a partir da esquerda, ou seja, incidindo sobre o
corte. Um tratamento WKB para a propagacdo da onda neste ultimo caso prevé que a mesma
sofreria reflexdo total no corte; por outro lado, o mesmo tratamento nao prevé a ocorréncia do
tunelamento quando a onda incide sobre a ressonancia. Portanto, os resultados oriundos da
equacao de Budden sao sensivelmente distintos dos oriundos da aproximacao WKB.

Contudo, o modelo apresentado pela equacido (3.85a) é excessivamente simples e contém
falhas. Em particular, a energia transportada pela onda nao € conservada em nenhum sentido
de propagacéao através da regiao evanescente, uma vez que 72 + R? < 1 em ambos os casos. Isto
ocorre porque a equacao de Budden nao descreve a conversao de parte da energia em um outro
modo de propagacao nem prevé a ocorréncia da absorcao induzida em torno da ressonancia.
Modelos mais sofisticados como as equacdes de tunelamento foram posteriormente propostos
para resolver esta ambiguidade. Contudo, os mesmos nao serao discutidos aqui, uma vez que
nao sao do interesse da presente modelagem. Uma discussado abrangente e profunda sobre as
teorias de conversao linear de modos pode ser obtida em Swanson (1998) [56].

3.6.2 A teoria das janelas de Ellis

A teoria das janela de radio, também conheci-
das como janelas de Ellis, foi originalmente desen-
volvida para explicar as observacdes do fenomeno ; _

. s~ . .. . Extraordinary
da tripla divisdo das ondas ionosféricas,'! também - S
chamado de traco-Z (Z trace), observado por es- \
tacoes terrestres de observacdo de sinais de ra-
dio da ionosfera (denominadas ionosondas). Este
fenomeno foi inicialmente observado na década de
1930, mas nao foi sistematicamente investigado
até o término da II Guerra Mundial [50].

As observacdes realizadas pelas ionosondas
consistiam, resumidamente, em emitir ondas ele-
tromagnéticas de alta poténcia na direcao vertical,
ou proxima da vertical. A frequéncia destas ondas
variava na faixa ~ 100 kHz — 10 MHz. A medida que

Equalent height h

Frequency ——=

U Tripple splitting of ionospheric waves. Figura 3.7: Ilustracao de observacéao do traco-Z
realizada por uma ionosonda na superficie [16].
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a onda penetra nas diferentes camadas da ionos-

fera, o grau de ionizacdo do meio aumenta com a

altitude e a onda se divide nos dois modos de propagacao permitidos pela teoria magnetoidnica,
os modos O e X, discutidos na secao 3.5. Como as frequéncias de corte de ambos os modos
sao distintos, estes sofrem reflexdo em diferentes altitudes, propagam-se de volta a superficie e
sdo observados pelas ionosondas em diferentes instantes de tempo ou posicoes, dependendo do
angulo de inclinacao inicial da onda. Esta técnica foi bastante empregada na primeira metade
do século XX para obter-se informacoes a respeito da estrutura da ionosfera.

A observacao de um terceiro sinal distinto oriundo da ionosfera foi entao atribuida ao modo
Z, por ser o unico outro modo magnetoidnico possivel para esta faixa de frequéncias. Contudo,
como uma onda propagando-se no modo Z esta aprisionada entre o corte e a ressonancia,
este modo ndo poderia ser observado na superficie, de acordo com a aproximacido da 6ptica
geométrica. Para tentar explicar o fenémeno, G. R. Ellis [22] propos, na década de 1950, que uma
onda inicialmente propagando-se pela ionosfera no modo ordinario e que sofreria, normalmente,
uma reflexao completa logo abaixo do nivel onde X = w;, /w® = 1, pode ter parte de sua energia
penetrando a regido evanescente, emergindo logo acima no modo Z. Esta onda transmitida, por
sua vez, propaga-se até um nivel mais alto, sofre uma reflexdo no ponto onde X = 1+Y e retorna
novamente a altitude onde X = 1. Neste ponto, a onda atravessa novamente a janela, emergindo
no modo O e sendo entao observada na superficie como o traco-Z.

A teoria das janelas de radio foi desenvolvida por uma série de autores. As referéncias
[13,14,16-18,31, 53] consistem em apenas uma pequena porcao da literatura sobre o assunto,
mas oferecem uma compreensao satisfatoria da teoria. O conhecimento das propriedades mate-
maticas das superficies do indice de refragio [55] é de fundamental importancia para a compre-
eensao do mecanismo. Em um plasma anisotropico e inomogéneo, tal como aquele que compdée
as magnetosferas planetarias e a coroa solar, o indice de refracdo n, € uma funcdo nao somente
da frequéncia da onda, mas também da direcao da normal da frente de onda, medida pelo an-
gulo # formado entre a direcido local do campo magnético ambiente By e o vetor de onda k. A
superficie do indice de refracao é definida pelo grafico polar de n, em funcao de 4, para um valor
fixo de frequéncia w.

Na teoria magnetoionica, quando a frequéncia de colisdo € nula, o indice n, ¢ dado pela rela-
cao de dispersao de Appleton-Hartree (A-H) (4.19). Para um determinado conjunto de valores de
w e f arelagdo (A-H) descreve n2 para ¢ = X ou O. Em termos dos parametros magnetoionicos,
os indices de refracao (4.19) resultam escritos,

2(X —1) X

nk=1- (3.86a)
2(X—1)+Y251n20+\/Y4sin49+4(X—1)2Y2c0529
n3=1-X {1 + 2(X — 1) V¥ cos*6 (3.86b)
o— -+ ; ’ :
L stin29—2(X—1)Y2cos20+\/Y4sin49+4(X—1)2Y2cos29J

sendo que nx indica o indice de refragido tanto do modo extraordinario lento (Z) quanto do rapido
(X), ao passo que no indica o indice de refracdo tanto do modo ordinario (O) quanto do modo
whistler (W). Como os indices de refracdo ndo dependem do angulo azimutal, as superficies do
indice de refracao sao superficies de revolucdo em torno da direcdo de By, que esta orientado
no sentido positivo do eixo z.

A figura 3.8 apresenta secdes transversais das superficies de nx € no sobre o plano z — z.
Cada painel foi obtido mantendo-se fixo o valor do parametro Y e escolhendo-se diversos valores
para o parametro X. O painel (a) mostra as superficies quando Y < 1 para os valores de X
ressaltados nas curvas. Nota-se que quando X < 1, as superficies sdo abertas e assintéticas as
retas 0 =0, e =7 — 0., onde

(1-%) (1-1?)
X+v2—-1 ~’

tan? 0. =

existindo somente para 6., < § < 7 — 6. Deve-se lembrar que o angulo # € medido em relacao
a By, ou seja, a partir do eixo z positivo, ilustrado pela linha vertical tracejada. Para X > 1, as
superficies sdo fechadas. A circunferéncia em vermelho destaca a superficie nx = 1 e serve para
mostrar a escala das superficies. O painel (b) mostra as superficies correspondentes para V" > 1.
Agora, todas as superficies fechadas e a circunferéncia em vermelho novamente denota o limite
nx = 1.
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Y<1
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N,=Nx CoS(H)
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Ny=Np sen(6) Ny=Np Sen(6)

Figura 3.8: Superficies do indice de refracao para os modos extraordinario (X) e ordinario (O).
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As superficies do modo ordinario sao vistas nos painéis (c) e (d). No primeiro, valido para
Y < 1, observa-se que somente existem superficies para X < 1 e todas sido fechadas e inscritas
pela circunferéncia no = 1. Ja para o caso Y > 1 (painel d), observam-se tanto superficies
fechadas (para X < 1) quanto abertas (para X > 1). Estas ultimas sdo novamente superficies
hiperbdlicas que existem somente para § < 6, € § > m — 6,,. Uma discussdo mais completa
e aprofundada das propriedades matematicas das superficies do indice de refracao pode ser
consultada em Stott (1983) [55].

A propriedade mais relevante das superficies de nx e np para este trabalho pode ser percebida
comparando-se os painéis (a) e (c) da figura 3.8 quando Y < 1 e os painéis (b) e (d) quando V" > 1.
Observa-se que para o mesmo valor de X as superficies de nx € np nao se tocam. Para X < 1,
por exemplo, as superficies de np sdo fechadas e inscritas na circunferéncia unitaria, ao passo
que as superficies de nx sao abertas e todas com nx > 1. Para o caso X > 1 também nao ocorre
cruzamento entre as superficies dos dois modos. Pode-se mostrar [16] que as superficies dos
diferentes modos somente se tocam quando X = 0 (no vacuo) e X = 1. Neste ultimo caso, isto
ocorre somente no ponto § = 0. Isto pode ser verificado considerando-se inicialmente alguns
casos particulares. Em primeiro lugar, observa-se diretamente de (3.86a,b) que

n§(|X:1 =1le n?)|X:1 =0.

Ou seja, a superficie do modo extraordinario transforma-se na circunferéncia unitaria dos pai-
néis (a) e (b) da figura 3.8 e a superficie do modo ordinario aparentemente desaparece. Contudo,
uma analise igualmente valida consiste em calcular

nll  —1- (X-1)X -5, X<

Fo=0 70 (X D+ X 1Y T |1-58, x>1
X-1)Y -2 X<1

ol,_,=1-X|1- ( = Y

no oy DY X 1] \1-%, x>1,

as quais mostram niao somente outros limites para X — 1 como também limites distintos para
X — 17 e X —» 17. Estas expressoes mostram que as superficies dos dois modos se tocam
somente quando X =1 e § =0, pois

. Y
: 2 _ : 2 — 2
Xh—>H11+ % |y = Xll_)Hll_ nyly_, =ni = vl (<1) (3.87a)
© Y
Jim_ x|y = Jim nol,_y =ns = 71D (3.87b)

No primeiro caso, o indice de refracdo critico n; e o contato das superficies ocorre tanto para
Y < 1 quanto paraY > 1. Contudo, no segundo caso (indice critico n,), somente ocorre o contato
entre as superficies quando Y > 1.

Para decidir quais sao os modos magnetoiénicos que entram em contato no ponto (X,6) =
(1,0), deve-se recordar o comportamento do modo extraordinario no limite § = 0, em cuja situ-
acao o modo é também denominado modo R (ou whistler). De acordo com a discussao reali-
zada na secao 3.5.3, o modo extraordinario lento (modo Z) ocorre para frequéncias no intervalo

0 < w < Q,, ou seja, para
1
s (VP rax-y) <1<w

Portanto, € necessario que Y > 1eY > X — 1. Ambas as condicdes sao facilmente satisfeitas
quando X =~ 1. Ja o modo extraordinario rapido (modo X) ocorre para w > wp2, OU seja, ¥ <
1— X. Portanto, para X = 1, Y < 0, o que leva a um absurdo. Portanto, somente a superficie
correspondente ao modo Z pode ocorrer nas vizinhancas do ponto critico (X, 6) = (1,0).

O comportamento das superficies nas vizinhancas do ponto critico pode ser ainda mais es-
clarecido realizando-se uma expanséao (3.86a,b) em torno do mesmo. As expressoes resultantes
sdo:

2 y2g? 3

ns — 5 +0(6), X<1
02 2(1-Y)"(1- X)
AR I Y29 3

ny +0(6%), X>1

2(Y +1)* (X —1)
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Figura 3.9: (a) Superficies dos indices de refracao dos modos extraordinario (curvas continuas) e ordinario
(curvas tracejadas) nas vizinhancas de X =1 paraY < 1. (b) Idem para Y > 1. Os valores do parametro X

estao indicados nas curvas correspondentes.

2 y2g? 3

ny — 5 +0(8%), X<1
5 2(1+7) (1- X)
ng = V2o

+0(6%), X>1.

n% + 3
2(Y —1)" (X —-1)
No caso Y < 1, o indice de refracao critico n, nao existe e, portanto, somente é possivel ocorrer as
superficies de nx para X > 1 e de np para X < 1. Ambas as superficies sdo paraboldides de revo-
lucao em torno do eixo de simetria (eixo z) e a concavidade da primeira € ascendente, enquanto
que a concavidade da segunda ¢ descendente. Este comportamento pode ser verificado no painel
(@) da figura 3.9. Pode-se observar que quando X — 1, as superficies do modo extraordinario
deformam-se assintoticamente na circunferéncia unitaria (nx = 1) e na linha reta vermelha con-
tinua que parte do ponto W;, correspondente ao valor critico nx = n;, € esta orientada ao longo
do eixo de simetria. Em torno de § = 7/2 a mesma superficie deforma-se continuamente na
circunferéncia unitaria mais a reta ao longo do eixo de simetria que parte do ponto W/, corres-
pondente a n, = —n;. Ja a superficie do modo ordinario deforma-se, no limite X — 1~, para
a reta vermelha tracejada que liga os pontos W|W;, correspondendo ao restante do eixo de si-
metria. Esta figura mostra claramente que as superficies somente se tocam no ponto critico
(X,6) = (1,0). Como no caso Y < 1 as superficies somente podem se tocar para w,. /. > 1, esta
situacado nao € diretamente de interesse ao presente trabalho.

No caso Y > 1, ilustrado no painel (b) da figura 3.9, ambos os indices criticos n; e n, existem e
estes sao indicados nos pontos W; e Wy, respectivamente. Os pontos equidistantes W] e W, (em
n, = —ny € —n9) também existem e estao localizados no lado oposto do eixo de simetria. Pode-se
observar que as superficies do modo extraordinario deformam-se novamente na circunferéncia
unitaria e nos segmentos de reta continuos que unem os pontos W; e W, e os pontos W e W,. Ja
as superficies do modo ordinario deformam-se em trés segmentos de reta tracejados. O primeiro
une os pontos W{Wj, o segundo parte do ponto W> e o terceiro parte do ponto Wj. NocasoY > 1
as superficies dos diferentes modos se tocam quando w,./Q. < 1, o que corresponde ao regime
de parametros fisicos de interesse para o presente trabalho.

Como os pontos W, e W, ocorrem para n, = ny > 1, estes pontos marcam os centros das
janelas de radio que permitem a conversao entre os modos Z e W. Este caso nao € de interesse
para o presente trabalho, uma vez que o modo whistler também esta aprisionado dentro da
regido-fonte. Por outro lado, os acoplamentos nos pontos W; e W] ocorrem para n, = n; < 1.
Estes pontos marcam o centro das janelas de conversao entre os modos Z e O, o qual € um modo
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que pode se propagar para o espaco livre (o vacuo). Este € o processo de conversao de modos de
interesse para o presente trabalho.

O surgimento da janela de radio pode ser des-
crito no exemplo ilustrado na figura 3.10. Esta fi- {a}
gura mostra os valores de ¢ = n;, em funcao do
parametro X para dois raios propagando-se nos 1or
modos Z e O nas vizinhancas de uma janela de
radio. A situacao ilustrada nesta figura corres- g Lid
ponde a ondas propagando-se no plasma ionosfé- Clown Ord
rico, onde o campo magnético pode ser considerado e
localmente uniforme e a densidade eletrénica varia
de maneira uniforme na direcéao vertical; isto &, o
plasma pode ser considerado estratificado, com a
densidade eletronica formando superficies orienta-
das horizontalmente. Estas sdo denominadas su-
perficies isoionicas. Neste caso, de acordo com a
Lei de Snell, o raio propaga-se pelo pla\sma de t‘f’_ll estratificado. Os eixos correspondem ao para-
forma que a componente de k paralela as superfi- etro ¢ = 1, e X. Os pontos L e M indicam os
cies permanece constante e somente a componente [imites da janela de radio entre os modos (figura
perpendicular (n, ) varia. A relacao de dispersdo de 2(a) de Budden, 1980 [13]).

Appleton-Hartree pode entao ser escrita como uma

quartica para a variavel ¢ = n,, denominada de qudrtica de Booker [13, 16]. A medida que o
raio se propaga no modo Z, por exemplo, este passa por uma regiao onde os parametros fisicos
do plasma aproximam-se do ponto critico (X, 6) = (1,0), identificado pela letra M na figura. Nas
vizinhang¢a do ponto M, o raio sofre uma reflexdo porém parte de sua energia se propaga até o
ponto L, onde este emerge como um raio no modo O. Na regido entre os pontos L e M o modo O
€ evanescente e o campo eletromagnético da onda nao pode ser descrito pela 6ptica geométrica,
uma vez que a aproximacao WKB nao € valida nesta regido. A intensidade da onda transmitida
na conversao Z — O (ou vice-versa) diminui com o aumento dos valores da distancia fisica entre
os pontos L e M e do valor do angulo § no ponto M. O intervalo de valores destas grandezas onde
uma fracao substancial da onda € transmitida através da barreira na regido L-M é denominada
a janela de radio ou janela de Ellis.

O calculo do coeficiente de transmissao na
conversao Z — O tem sido realizado por di-
versos métodos que empregam tanto solucoes
numeéricas das equacdes de onda quanto por
métodos aproximados. Uma descricao por-
menorizada destes métodos pode ser vista em
Budden (2009) [16]. Utilizando uma aproxi- .+
macao quadratica para a quartica de Bud-
den na vizinhancas do ponto critico, Budden
(1980, 1986) [13, 14] obteve expressoes para a
atenuacao que ocorre na intensidade da onda
ao atravessar a janela. Essas expressoes sao
validas sempre que o campo magnético nao
mudar de forma apreciavel através da janela

€ o' anguloloinze o gradl?nte Ste dﬂe © BOB f(c)lr Figura 3.11: Coeficiente de transmissao (Ir) da inten-
malor que - AS EXpressoes oblidas por SUd-  giqade da onda ao cruzar a janela de radio em funcao

den (1980, 1986) foram derivadas assumindo do angulo 6 [53].

um plasma estratificado, semelhante ao que

se observa na ionosfera terrestre. Posterior-

mente, Herring (1980) [31] mostrou como essa técnica pode ser aplicada na magnetosfera ter-
restre ou em outros ambientes onde o plasma nao ¢ estratificado, desde que as condi¢cées men-
cionadas acima sejam satisfeitas.

Solucdes numeéricas da equacdo da onda foram obtidas por Smith (1973) [53]. A figura 3.11
mostra o coeficiente de transmissao da intensidade (Ir) de uma onda propagando-se no modo
ordinario através da ionosfera terrestre quando esta atinje a borda de uma janela de radio, ou
seja, quando np = n;. O angulo ¢, corresponde a orientacao relativa entre B, e o gradiente
de n. na borda da janela. Para o resultado visto na figura 3.11 foi considerado um gradiente

~LO-

Figura 3.10: Trajetérias tipicas para raios
propagando-se nos modos Z € O em um plasma
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de densidade dX/dz = 0,2km~!. Os resultados numeéricos mostram que praticamente 100% da
intensidade da onda no modo O pode se converter no modo Z se a primeira atinge o ponto critico
e que a intensidade transmitida diminui para 50% quando a onda incide sobre a janela com um
angulo # > 6° em relacao ao eixo de simetria.

Os resultados numéricos obtidos por Smith (1973) e ilustrados na figura 3.11 concordam
quantitativamente com os resultados aproximados obtidos por Buddent (1980, 1986), os quais
mostram também que a intensidade de transmissao obtida no processo O — Z ¢é idéntica ao
valor de I obtido na processo Z — O inverso. As conclusdes obtidas a partir da analise da
figura 3.11 serdo empregadas posteriormente neste trabalho para a determinacao de um critério
capaz de indicar quando o raio que esta se propagando no modo Z incide sobre uma regiao
proxima a uma janela de radio onde no minimo 50% de sua energia € transmitida para um raio
propagando-se no modo O.
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CAPiTULO 4

MODELO TEORICO

4.1 Introducao

Neste capitulo serdo discutidos brevemente alguns modelos tedricos para a Emissdao Solar
do Tipo V que foram propostos na literatura desde a década de 1960, bem como o modelo
proposto nesta dissertacdo. Conforme sera comentado, em um dos trabalhos apresentados [59],
o mecanismo do maser de elétron-ciclotron, adotado no presente trabalho, ja € proposto como
responsavel pela citada radiacdo. Contudo, desenvolvimentos mais detalhados a respeito do
mesmo, incluindo efeitos de propagacao e amplificacdo nao local das ondas excitadas pelo maser,
faziam-se necessarios. Estes novos desenvolvimentos serao discutidos neste capitulo. Ainda um
outro modelo [47], que postula a interacdo entre ondas de raios-X com Emissées de Ondas de
Radio dos Tipo III e V, é apresentando a fim de mostrar que o principio da formacao de uma
cavidade de densidade eletronica na regido-fonte norteia a idéia para a geracdo da emissao do
Tipo V. Ao final deste capitulo serdo apresentados alguns resultados, obtidos a partir do modelo
proposto, para basear e afirmar a proposta deste trabalho. Nestes resultados € visto que, dentro
do modelo empregado, existe a possibilidade da geracdo da Emissio Solar do Tipo V detectada
por satélites e espaconaves de monitoramento das emissoes solares.

4.2 Modelos Teoricos Anteriores

Ainda hoje ndo ha um modelo tedrico que seja aceito como mecanismo de emissao para radi-
acao solar do Tipo V. Como ja mencionado no capitulo 2, este trabalho propée como mecanismo
gerador o maser de elétron-ciclotron, discutido em detalhes no capitulo 3. Alguns trabalhos
tedricos a respeito desta emissao solar foram propostos na literatura.

Destes, pode-se citar novamente o artigo de Winglee & Dulk (1986) [59]. Neste trabalho ja é
proposto o mecanismo do maser como fonte das emissoes solares do Tipo V. Como ondas solares
do Tipo V consistem de uma radiacdo seguida das emissdes do tipo III, algumas correlacdes
entre elas sdo importantes. Como ja citado na secdo 2.2.5, algumas diferencas entre ondas
do Tipo V e do Tipo III estao em suas polarizacoes, largura de banda e temperatura de brilho.
Um dos mecanismos mais aceitos na literatura para a emissao do Tipo III assume que esta €
devida a coalescéncia de ondas de Langmuir que sido excitadas por uma instabilidade de feixe
que surge na regiao df/0v, > 0 da distribuicao dos elétrons que se propagam pelas linhas de
campo [4]. Isto mostra que, devido aos gradientes no campo magnético, um gradiente positivo
(0f/0v, > 0) também pode se desenvolver devido a propagacao de elétrons nas linhas de campo.
Este gradiente pode conduzir uma instabilidade nas ondas hibridas superiores via instabilidade
no maser de elétron ciclotron.

Winglee & Dulk (1986) [59] sugerem que ondas do tipo V resultam da coalescéncia destas on-
das hibridas superiores. A possibilidade do maser de elétron-ciclotron como fonte desta emissao
nao havia sido investigada em trabalhos anteriores, pois acreditava-se que um gradiente posi-
tivo (0f/0v, > 0) ndo poderia ser desenvolvido na distribuicao de elétrons deslocando-se ao longo
das linhas de campo magnético. Contudo, os autores mostraram que esta suposicao é incorreta,
pois quando os elétrons se deslocam através de um campo de magnitude decrescente, gradientes
positivos podem de fato se desenvolver. Com isso, o mecanismo do maser tomou forma como
possivel gerador da emissao do Tipo V. Foi mostrado que o maser € capaz de produzir intensas
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Impulse heating
or acceleration
of electrons

Figura 4.1: Tubo de fluxo magnético proposto por Winglee & Dulk (1986) [59].

ondas de Langmuir obliquas (ou mais exatamente ondas hibridas superiores) com temperaturas
de brilho que podem chegar, em certas ocasioes, as temperaturas produzidas por instabilidades
de feixe fraco! [59].

Em relacdo a diferenca de duracao entre emissdes do tipo III e tipo V, Winglee & Dulk
(1986) [59] associaram a mesma ao amortecimento da turbuléncia de Langmuir como um efeito
devido ao amortecimento colisional adicional em ondas do tipo III, o que nao ocorre com o me-
canismo do maser, pois neste nao ha este termo adicional de amortecimento. Foi examinada a
propagacao de elétrons movimentando-se sobre linhas de campo. Como resultado, os autores
encontraram que tanto o mecanismo do maser como do colisdo na cauda sao possiveis causas
para as instabilidades na distribuicao.

Como exemplo, foi considerada a evolucdo da distribuicado de elétrons energéticos, com al-
gumas velocidades iniciais aleatérias, injetados em um tubo de fluxo no ponto z;, como mostra
esquematicamente a figura 4.1. Estes elétrons energéticos poderiam ser produzidos de varias
maneira: aceleracao local (ou aquecimento) devido a choques, reconexao magnética ou absorcao
de radiacao pelo maser produzida em outro ponto na baixa coroa.

Para um caso nao relativistico, o campo magnético é uniforme e tem velocidade axial dos elé-
trons constante, negligenciando interacoes de particulas e ondas. Como consequéncia, elétrons
atingindo uma altitude z no instante ¢, depois da injecao, terao todos a mesma velocidade axial

v, = (2 — 29) /t. 4.1)

Elétrons com velocidades axiais maiores chegardo a z em tempos menores, enquanto que elé-
trons mais lentos terdo ainda que passar por z. A distribuicao resultante possui uma regiao
com gradiente 0f/0v. positivo, o que pode induzir a uma instabilidade de feixe fraco na cauda,
sem apresentar um cone de perda (J9f/0v, > 0), que induz a forma da instabilidade de ma-
ser de elétron-ciclotron responsavel, por exemplo, pela geracao da radiacdo quilométrica auro-
ral [25,26].

O campo magnético da coroa solar € divergente e decresce em magnitude com a altura. Como
os elétrons movem-se subindo as linhas de campo, a velocidade axial aumenta em relacdo a
velocidade perpendicular, pela conservacao dos o invariantes adiabaticos

1 Mev?
E=- . 2 2 — ev |
2m (vz—i-vJ_) eu 7230(2),

sendo Bj(z) a magnitude do campo magnético ambiente na altitude z. Consequentemente, elé-
trons com velocidades axiais menores que os dados pela equacio (4.1) podem chegar a z no
instante ¢ se tiverem uma velocidade perpendicular suficientemente grande. Quando esses elé-
trons que chegam a z tém velocidades axiais maiores, estes possuem um pequeno angulo de
passo, como ilustrado na figura .4.2. A distribuicdo resultante apresenta agora um gradiente
positivo em relacdo a ambas as componentes v, e v; da velocidade, o que leva as duas instabili-
dades, colisdo na cauda e o maser de elétron-ciclotron, respectivamente.

! Bump-in-tail instabilities.
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Figura 4.2: (Esquerda) velocidades dos elétrons em (2o, t0). (Direita) velocidades em (z,t).

Como a injecdo de elétrons energéticos no tubo de fluxo tende a ocorrer em um intervalo
finito de tempo, o desenvolvimento acima descrito de um gradiente positivo na distribuicao ainda
pode ocorrer. Contudo, se o espalhamento na velocidade dos elétrons que chegam a um ponto
particular € grande, o valor do gradiente € relativamente pequeno, o que acaba por restringir as
instabilidades.

Geralmente, o campo magnético solar, em funcio da altitude acima do ponto z,, é representado

por
—2
B. = B,, (2) , (4.2)
20

sendo zp a altura inicial onde os elétrons sao injetados no tubo. Evidéncias experimentais
mostram que o campo magnético solar, em alturas entre 1,02 e 10 raios solares diminui em
magnitude. Os elétrons energéticos sdo assumidos apresentando uma distribuicdo térmica em
z = zg, descrita por uma distribuicio Maxwelliana na forma

£ ) = [@0)"2 o] exp (—0?/2035) @.3)

onde v% g = 2T, /m,. € a velocidade térmica dos elétrons energéticos, sendo que a temperatura 7,
¢ medida em unidades de energia. A densidade de elétrons em z = z, é assumida como sendo

2 [t ¥ 2
ng = ”Eoﬁ <tA> exp —g . (4.4)
Por fim, a densidade no espaco fase de elétrons em z e tempo ¢ € dada por
n(z,v,t) =ng (to) f (vo) (4.5)

onde o subscrito zero denota os valores iniciais de quantidade e tempo destes elétrons injetados.

Como exemplo dos resultados obtidos por Winglee & Dulk (1986) [59], a figura 4.3 mostra a
evolucao temporal com z = 1,52y € para ta = 0,25t4. Vemos que a distribuicao eletrénica primeiro
se desenvolve em um gradiente positivo df/0v, (fig. 4.3a). Como a evolucio temporal envolve
velocidades em que o pico tende a valores mais baixos e que a velocidade tende a ordem de
grandeza de vpg, resulta um gradiente Jf/dv, positivo (fig. 4.3c).

Em resumo, Winglee & Dulk (1986) [59] mostraram que efeitos de propagacdo podem gerar
gradientes positivos da distribuicao eletrénica tanto na direcao v, quanto em v,. O valor do
gradiente positivo em v, € limitado a instantes tn < ty. Ja na direcdo v, esta restricio nao
ocorre. Assim, corrobora-se a hipétese que o maser de elétron-ciclotron pode funcionar como
mecanismo gerador da radiacao solar citada.

Este trabalho foi uma das referéncias para desenvolver o trabalho apresentado nesta disserta-
c¢do. Embora de forma superficial é levantada uma hipétese bem fundamentada para encontrar
o mecanismo fonte das emissées do Tipo V.

Em um trabalho mais recente, Raoult et al. (1990) [47] tracaram algumas consideracdes im-
portantes a respeito de emissoes do tipo V e seu mecanismo fonte. Neste trabalho é apresentado
um modelo para interpretacdo da correlacdo entre emissdes solares do Tipo IIl e V e emissoes
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Figura 4.3: Evolucao temporal da distribuicdo eletronica para z = 1,5z com tn = 0,25¢, e t/tq igual a (a)
1, (b) 1,5, (c) 2 e (d) 2,5. Os consecutivos contornos diferem por um fator 10. A distribuicdo desenvolve
inicialmente um gradiente 0f/dv. positivo [painéis (a) e (b)]. Eventualmente, surge também Jf/0v, > 0
[painéis (c) e (d)] [59].

de raio-X. Em sua discussao, os autores levantam a questao que um plasma quente de 30
keV, que é continuamente injetado, nao ira formar um gradiente positivo quando se expande
livremente ao longo de linhas de campo aberto, até atingir altitudes muito elevadas na coroa,
inviabilizando desta forma o mecanismo de emissido proposto por Winglee & Dulk (1986). Ra-
oult et al. (1990) [47] sugerem, ao invés disso, que um feixe de elétrons energéticos, que gera
emissoes do tipo III e raios-X, excita intensamente e nao linearmente ondas em plasma, gerando
desta forma flutuacées na densidade de ions. Essas flutuacoes na densidade de ions aumentam
a frequéncia de colisées de particulas de baixa energia e forca a criacdo subsequente de um
gradiente positivo na distribuicéo eletronica. Isto permite que um plasma quente excite ondas
de plasma de mesma frequéncia que as ondas do tipo IIl e que, em seguida, gere emissoes do
tipo V.

E proposto que uma relacao espaco-temporal entre raios-X e as emissées de radio podem ser
explicadas a partir da interacao de dois tipos de estruturas magnéticas, conforme € ilustrado na
figura 4.4. A injecao/energizacdo € devida a interacdo entre dois lagos ou entre um laco e um
tubo de fluxo aberto. A funcao de distribuicio da interacio entre os elétrons é dada por

orenser - 20 () o [ (59 () - (0 (2)]

j=1
N, 1 3 t—t, 2 v\? ( z ) 2 a\?
- =) -(=) - (— 4.6
+ Tad <ﬁvs> P [ < Ts Vs L ag » 46
onde z, v, t € a denotam altitude, velocidade, tempo e angulo de passo, respectivamente. Os

subscritos f e s referem-se a injecdo principal para rajadas do tipo III e V, respectivamente. Por
sua vez, Ny e N, sdo os respectivos numeros de elétrons acelerados na fonte por unidade de
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(al (b)

Figura 4.4: (a) A fonte de energizacdo ¢ localizada na baixa coroa entre dois arcos. Elétrons sao injetados
no arco € movem-se ao longo das linhas de campo. A interacdo dos elétrons no arco maior gera emissoes
do tipo III e V e os elétrons no arco menor geram raios-X. (b) Nesta situacao, o arco maior é um tubo de
fluxo aberto.

tempo e altura; 7; e 7, sdo tempos caracteristicos de injecdo; vy e v, sao velocidades caracte-
risticas dos feixes injetados; n é o niumero de pulsos; L € a espessura caracteristica da fonte
aceleradora e, finalmente, ap denota o angulo de injecao.

Empregando a funcao de distribuicao (4.6), foi primeiramente estudada a evolucao do plasma
injetado dentro de um campo magnético homogéneo. Os autores concluiram que com uma
rapida injecdo forma-se um gradiente positivo com o nimero necessario de elétrons em uma
distancia menor que 25000 km acima da regido de injecao (figura (4.5)) e que com uma longa
injecao este gradiente forma-se com uma altura z = 10° km ou superior.

I *I _'-—'-T_'__'_'_'_H—[_'_'_r
(a) Type V burst 7 =300000 km
T= Wsac |
\\ ————free-streaming
collisions
h S
.
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= : : e :
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Figura 4.5: Distribuicao de velocidades com relacdo de passagem livre do feixe e colisdes para emissées do
Tipo V e IIL.
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Por outro lado, os autores observaram que uma injecdo mais duradoura somente cria um
gradiente positivo durante a fase inicial da injecdo, uma vez que a troca de particulas de baixa
energia por particulas de velocidade alta € compensada por uma continua entrada de particulas
de baixa energia. Neste caso, por haver uma relaxacao quase linear em uma curta distancia, nao
¢é gerada qualquer emissdo do tipo V. Assim, novamente uma proposta de formacao de um tubo
de fluxo € levantada, mas agora € proposto que a interacdo entre ondas de raio-X através dos
elétrons injetados com os elétrons do plasma interajam de forma a gerar uma emissao especifica
do Tipo III seguida por um emissao do Tipo V.

Outros estudos a respeito do mecanismo fonte das emissées do Tipo V ja foram mencionados
no capitulo 2 [21,49, 66], mas estes nio foram conclusivos a respeito da fonte desta emissao. Na
proxima secao sera apresentada uma proposta de um mecanismo nao local gerador da emissao
solar do tipo V, baseada em muitos dos trabalhos acima citados e também no trabalho de Yoon
et al. (2002) [63] para emissoes do Tipo III.

4.3 Modelo nao local para Emissoes Solares do Tipo V

No ano de 2002, C. S. Wu e colaboradores apresentaram trabalhos propondo um mecanismo
gerador responsavel pela emissao solar do Tipo III, alternativo aos modelos até entao propos-
tos, baseados em processos indiretos que envolvem emissao de plasma e a acdo de interacoes
onda-particula e onda-onda néo lineares [61, 63]. Este modelo considera a emissédo direta pelo
mecanismo do maser de elétron-ciclotron. Baseado neste modelo de fonte para radiacao solar do
tipo III, foi desenvolvida, na presente dissertacao, a proposta para uma possivel fonte da emissao
solar do Tipo V.

No presente modelo, emprega-se o mecanismo do maser para amplificar ondas no modo ex-
traordinario lento (modo Z) no interior de uma cavidade ao longo de um tubo de fluxo situado
sobre uma regido ativa na fotosfera solar. Como ondas no modo Z sao aprisionadas dentro
da mencionada cavidade, realiza-se o tracado de raios da radiacao gerada neste modo de pro-
pagacao (ver secao 3.4.1) a partir de um ponto situado no interior da cavidade, calculando-se
simultaneamente a amplificacao das ondas ao longo da propagacao do raio por intermédio de
uma equacao de transferéncia radiativa (ver secao 3.4.2). A cada ponto ao longo do raio, realiza-
se o teste de proximidade de uma janela de radio ou janela de Ellis (ver secao 3.6.2). Quando este
teste é satisfeito, uma parcela da radiacao transportada no modo Z converte-se linearmente para
o modo ordinario (modo O), o qual € livre para se propagar ao meio interplanetario, sendo entao
detectada e identificada como a emissao do tipo V por satélites ou espaconaves. As hipéteses
basicas neste modelo sao:

* A ocorréncia de um flare sobre a regido ativa, o qual gera um feixe de elétrons ener-
géticos, cuja distribuicdo de particulas apresenta uma regido de inversao de populacéo
(0f./0v, > 0), comenergia livre suficiente para excitar ondas no modo Z.

* A existéncia de uma cavidade de baixa densidade eletronica ao longo de um tubo de fluxo
situado na baixa coroa solar, onde as condi¢cées para operacdo do mecanismo do maser
sao favoraveis. A ocorréncia de cavidades na coroa solar foi empregada como hipétese
nos trabalhos de Wu et al. (2002) [61] e Yoon et al. (2002) [63], baseada em observacoes
realizadas na faixa dos raios-X moles que indicam a existéncia de estruturas fibrosas (de
densidade mais alta ou mais baixa) na coroa, acima de regides ativas.

* Em um meio inomogéneo, ondas saturadas podem ocorrer como resultado de combinacao
de processos nao lineares e convectivos. Para simplificar a formulacdo do modelo, efeitos
nao lineares serao desprezados neste trabalho. Contudo, a inomogeneidade do plasma
contido no tubo de fluxo sobre uma regido ativa sera considerada.

Quando uma onda eletromagnética se propaga em um meio de densidade e campo magné-
tico inomogéneos, a condicdo de ressonancia onda-particula local muda espontaneamente de
ponto a ponto. Este efeito leva a uma saturacdo na amplitude do raio, uma vez que a evolucao
temporal das velocidades de fase e grupo do mesmo, a medida que este se desloca através de
um meio nao uniforme, acaba por remové-lo da regido ressonante. Consideracéoes dos efeitos de
conversao de modo, feitas anteriormente, sdo aqui o efeito fundamental para que o mecanismo
proposto seja coerente. Como tratamos com ondas geradas no modo Z (extraordinario lento),
faz-se necessario que no processo ocorra conversao para algum modo que possa se propagar no
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Figura 4.6: Geometria do campo unipolar sobre uma mancha solar [63].

meio interplanetario. Neste trabalho, sera considerada a conversdo do do modo Z para o modo
O (ordinario), através do método das janelas de Ellis. Todavia, de nada adianta haver conversao
de modo se estas ondas forem absorvidas pelo plasma da cavidade solar. Logo, € necessario
também que seja acompanhada a taxa de amplificacdo, ponto a ponto, desde a geracdo da onda
até a conversao do modo. Sendo esta taxa positiva e havendo conversdo, o mecanismo se faz
plausivel. Estes valores sao computados e serdao apresentados posteriormente.

4.3.1 Modelo de parametros fisicos
4.3.1.1 Campo magnético

O modelo de geometria do campo magnético na regido da cavidade, adotado neste trabalho,
é uma simplificacdo de um modelo real da geometria magnética sobre uma mancha solar. O
modelo, proposto originalmente por Zheleznyakov (1970) [65] e adaptado por Yoon et al. (2002)
[63], é apresentado na figura 4.6. A expressao para descrever a intensidade do campo de inducao
magnética é:
h
B~ 5 (1- s
onde By, dado em Gauss, € a intensidade do campo magnético na base de uma mancha solar de
raio b, e r € a distancia do centro do Sol (r e b sio dados em km), sendo que » = 0 € o centro do
Sol e r = Rg = 7 x 10° km € o raio solar. Observando a figura pode-se notar que 6, representa
o angulo polar definido em relacdo a uma linha base de campo magnético no centro da mancha
solar. E suposto que o campo apresenta simetria azimutal (B, = 0By /0¢p =0). A dependéncia
polar deste “polo” magnético pode ser feita com o uso da lei de Gauss, V - B = 0, isto é,

10 ,, 1 0
r’ 9, (r#Br) + rsinﬁp%(

), h=r—-Rg 4.7)

By, sinf,) = 0. (4.8)

Como a componente angular do campo magnético (ng) € assumida nula para 6, = 0, esta deve
ser uma funcao impar de §,. Por outro lado, a componente radial do campo magnético (B,) €
suposta tendo seu valor maximo para §, = 0. Com estas informagéoes € razoavel assumir que

B, (r,0,) ~ B, (r) cos,, By, (r,6,) ~ By, (r)sinb,. (4.9)

Inserindo entao as expressoes (4.9) na equacao (4.8), a configuracao magnética nas vizinhancas
da mancha solar sera dada por

A~

B (r, ep) =B, (r, 913) T+ BHP (r, 6‘1)) 0,, (4.10a)
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Figura 4.7: Geometria do Campo Magnético sobreposta a uma representacdo da densidade eletronica em
tons de cinza. A coluna escura denota a cavidade em densidade eletronica, a qual parte do centro da
mancha [63].

B/,a (7”, Hp) = BO COS t9p <1 — \/h;lw> (4 10b)

rb?/2 h

By, (r,0p) = Bysinb, 7@2 n b2)3/2 -1+ N/ —

, (4.10c¢)

sendo 7 e ép os vetores unitarios nas direcoes radial e polar, respectivamente. Para critérios de
calculo, adotou-se para a magnitude do campo na base da mancha B, = 10° G e para o raio da
mancha b = 3,20 x 10* km.

Adotou-se a frequéncia de ciclotron local igual a

fee (r,0,) = 2,80 B (r,0,) MHz, (4.11)

1/2
onde B (r,6,) = [BZ (r,6p) + ng (r, Hp)] € o valor local do campo magnético. A figura 4.7 mostra
novamente o modelo das linhas de campo magnético computado por (4.10a-c) e, ao fundo, uma
escala em tons de cinza da densidade de elétrons com o perfil da cavidade de baixa densidade,
onde o sombreado escuro significa a menor densidade.

4.3.1.2 Densidade eletronica

Tendo em vista que no presente cenario as emissdes de radio ocorrem dentro da cavidade
de densidade, preocupa-se com a situacdo em que os feixes de elétrons energéticos sao gerados
perto da base da mancha solar, sendo entio acelerados ao longo das linhas de campo magnético
para fora da mancha. O processo de energizacao e aceleracdo do feixe de elétrons é assumido
como sendo o mesmo responsavel pelo surgimento de um flare solar. Assume-se que a regiao-
fonte da radiacdo coincide com a cavidade, que tipicamente tem um raio muito menor que o da
mancha solar. O(s) feixe(s) de elétrons energéticos deslocam-se através de um plasma de fundo
quiescente. Aqui, é proposto que a densidade eletréonica média de fundo na baixa coroa pode ser
descrita de acordo com o modelo proposto por Newkirk (1967) [43],

ng (r) =10° (r/Re)™", (4.12)
onde o sobrescrito o designa a densidade “fora” da cavidade. A partir da densidade média n?,
deseja-se descrever a densidade eletronica no centro da cavidade (ni(r)) de tal forma que o
modelo de reducao de densidade desapareca gradualmente em direcao as “paredes” da cavidade
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Figura 4.8: (a) Razao entre as frequéncias eletronicas de plasma e ciclotron, em funcao da distancia do
centro da cavidade e altitude. (b) A mesma razao no centro (inside) e no exterior (outside) da cavidade [63].

e também a medida que a altitude do tubo de fluxo aumenta. O interior da cavidade é portanto
modelado por
; ° —-5R
nir) = e S LE
102¢g (r)+ 1 2R,
onde o sobrescrito i significa interior. Portanto, a forma tridimensional para a densidade eletro-
nica neste modelo é dada pela seguinte expressao:

g(r) =1—tanh (4.13)

n (r) = ni (r)

tanhx_ rta
2 tanh (a/9) 0

ne (1,6,) =nd (r) + > , x =rsinb,, (4.14)
onde a representa a largura do duto e § € um parametro que denota a suavidade do gradinte de
densidade da parede do duto ou cavidade.

A frequéncia local de plasma é dada por

foe (7,6,) = 8,98 x 1073n2/2 (r,6,) MHz. (4.15)

Na figura 4.8 (a) pode-se observar a razao entre a frequéncia de plasma e a frequéncia de ciclo-
tron em funcao da altitude solar e da distancia do centro da cavidade. No painel (b), observa-se
como fica essa razdo dentro (ou seja, no centro) e fora da cavidade. A condi¢do fp./fee < 1,
satisfeita por este modelo, é favoravel ao mecanismo do maser de elétron-ciclotron para a exci-
tacdo dos modos ordinario e extraordinario em frequéncias préoximas a frequéncia de ciclotron
eletronica, desde que exista uma fonte de energia livre para a excitacdo das ondas [60,61,63]. A
energia livre necessaria € fornecida pelos elétrons do feixe, discutidos a seguir.

4.3.1.3 Distribuicoes eletronicas

Agora que ja foi discutida a estrutura geométrica do campo magnético na regiao da cavidade
bem como sua relaciao de densidade, deve-se dar énfase a estrutura do feixe de elétrons que ira
ser peca fundamental e essencial para a emissao e corroboracdo do maser de elétron-ciclotron
como mecanismo fonte das emissdes solares do tipo V. Definindo-se o momento adimensional
dos elétrons como sendo dado por

u = p/mec, (4.16)

que em coordenadas cilindricas possui componentes (u L,uH), onde L e || denotam as direcoes
perpendicular e paralela, respectivamente, com relacdao ao campo magnético local. No sistema
de coordenadas esféricas, por sua vez, usa-se as coordenadas (u,u), onde u € a magnitude
do momento € p = uj/u. A funcdo de distribuicdo € considerada como sendo a combinacao
de uma componente de fundo (térmica) e uma componente de elétrons energéticos do feixe, a
qual é uma componente nao térmica. O feixe de elétrons € modelado para representar uma
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Figura 4.9: Modelo da distribuicao do feixe de elétrons F, (u, p) [63].

funcao semimonoenergética com um angulo de passo néo nulo e possuindo uma distribuicéo de
momento em energia e angulo de passo. Essa distribuicdo pode ser escrita como

. R kT,
Fo) = o)+ ), o) = o sendoag = /20
" ( )2 0 (4.17)
g(p U — U H— [
Fy (u,p) = 713/2a3AuAu exp [— e 0 ] ) g(p) = sech? < A,u0> )

onde fo(u) denota a distribuicdo térmica de fundo e F; (u, ) denota a distribuicao dos elétrons
energéticos do feixe. Em (4.17) foi assumido que n, < ng, ou seja, a densidade do feixe é muito
menor que a densidade do plasma de fundo. Se a velocidade média do feixe de elétrons € vy,
entdo a quantidade uo € relacionada com vy por ug = (vo/c) (1 — v /02)—1/ ®. As quantidades a2
e o? sdo as energias térmicas dos elétrons, normalizadas com as massas correspondentes as
componentes de fundo e energéticas, respectivamente. A quantidade pg designa o cosseno do
angulo de passo médio e Au o espalhamento do angulo de passo. As constantes de normalizacéo

A, e A, sao dadas por
2uf 2
A, = (1 + u0> (1 + erf @) 2 Y0 —ui/a?
(67

V2
A ) 1 1 -\f \ (4.18)
A, ZTN (tanh A:jo + tanh A:O> ,

sendo erf(z) a funcao erro.

Um grafico da distribuicdo do modelo energético € mostrado na figura 4.9. Neste, foram
usados os valores a = 0,05, ug = 0,5, yp = 0,8 ¢ Ay = 0,5. Na base do grafico, pode-se ver o
contorno da distribuicdo em funcado das velocidades paralelas e perpendiculares. Observa-se
claramente a presenca de gradientes positivos (0F./0u| > 0 € 9F./0u,; > 0), os quais garantem a
existéncia de energia livre para a amplificacao local das ondas.

4.3.2 As relacoes de dispersao e as equacoes de tracado de raios emprega-
das

O modelo proposto nesta dissertacao considera ondas propagando-se no modo Z que partem
do centro da cavidade e que se propagam através da cavidade contida no tubo de fluxo modelado
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na secao 4.3.1. A evolucao espacial da radiacao eletromagnética sera descrita com a aproxima-
¢ao WKB, fazendo-se uso do conceito de raio, o qual tem o seu comportamento determinado pelo
sistema hamiltoniano de equacoes de tracado de raios, discutido na secao 3.4.1.

4.3.2.1 Relacoes de dispersao para os modos X e O

Retoma-se entdo o sistema de equacdes (3.56a-c). Para implementar-se este sistema de
equacgoes, em primeiro lugar é necessaria a forma explicita da equacao de dispersao A (k,w,r,t).
A forma a ser adotada aqui, para fins de tracado de raios, sera aquela fornecida pela teoria
magnetoionica, discutida na secao 3.5.

Parte-se entao da relacao de dispersao de Appleton-Hartree (3.79). Esta relacao de dispersao
pode ser escrita como

n?=¢,, (0c=X,0), onde (4.19a)
2

Gle_W, (419b)

-1 Tfpe 4.19
O T 0T~ feecos? )’ 4199
2 2

= (s + 1/ cosZ vy + 32) w (4.194)
f feesen® ¢

s= m (4.19e)

Algumas novas definicées e notacdes foram introduzidas em (4.19a-e). Em primeiro lugar,
passou-se a trabalhar diretamente com a frequéncia das ondas, em lugar da frequéncia angular.
Ou seja, f =w/2m e f, = w, /27, sendo w, uma das frequéncias caracteristicas do plasma (plasma,
ciclotron, etc.). Em segundo lugar, o angulo entre os vetores k e B, passou a ser denominado
¥, no lugar de 6, para nao haver confusido com o angulo 6,, definido na secao 4.3.1.1 e que
denota a coordenada polar no espaco de configuracdo. Este ultimo, por sua vez, passou a ser
denominado simplesmente 6, para simplificar a notacao.

4.3.2.2 Equacoes de tracados de raios

Visando agora complementar a discussdo a respeito do formalismo da dptica geométrica,
observa-se que a equacdo de dispersao (3.73) pode ser fatorada explicitamente nos dois modos
de propagacéo,

A (k:,w,r) = AxAO = 0,

onde

Entao, a equacao de dispersao pode ser satisfeita de duas maneiras: Ax =0e Ap Z0ou Ax #0
e Ap = 0. Os pontos ao longo da trajetéria do raio onde Ax = Ap = 0 sdo os pontos onde ocorrem
os fendmenos de conversao de modos discutidos na sec¢do 3.6 e onde a aproximaciao WKB nao
¢ mais valida. Nas equacgdes de tracado de raios (3.56a-c), sera sempre necessario calcular-se
derivadas do tipo OA/9¢. Se uma determinada onda parte de um ponto no plasma onde a 6ptica
geomeétrica € valida e se propaga no modo o (¢ = X, ou O), entao

oA = 9 _ aAO' 8AJ/ _ % ,
|, ~ac A =gt v eS| =g PR # e

uma vez que A, = 0 em todos os pontos ao longo da trajetéria do raio onde a 6ptica geométrica
¢ valida. Como as equacdes (3.56a-c) envolvem sempre razdes de derivadas, estas podem ser
escritas em uma forma equivalente que envolve somente derivagoes de A,, que descreve o modo
de interesse. Além disso, como a equacao de dispersao nao apresenta dependéncia explicita no
tempo, isto é, A = A (k,w,r), resulta de (3.56¢) que dw/dt = 0 ao longo da trajetoria do raio.
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Assim, as equacdoes que realmente precisam ser integradas numericamente sao:

dr,  OMA,)0k

d T 9M,Jow ), (4.202)
dk, _ OA,/or

At OA,/ow|,_, (4.20b)

onde (¢ = X, ou O) indica explicitamente o raio que esta sendo seguido.

O apéndice C.1 mostra em detalhes a obtencao da forma especifica do sistema (4.20a,b) para
uma onda propagando-se no modo extraordinario dentro da cavidade solar, modelada na secao
4.3.1. Estas equacdes possuem a seguinte forma final:

dz;—t@:nxh.dmnx sen v (4.21a)
ydj—f = kxhat, Nx cos ) (4.21b)
ﬂ an o 2 Mo
EW =%, (1 nX) {cos (0 — ) np, —sen (0 — ) =
)
—Bs [cos (0 — 1)) bry —sen (8 —1p) T—g (4.21c)
®
Lo = (1) [sen 0= )1, +cos(0 - ) |
KX dt T@
— By [sen (0 =) by, +cos (0 — ) % (4.21d)
Lo}
onde
Kx = € ~ Ls_1
X" 7Ry 73

As definicoes dos demais parametros contidos no sistema (4.21a-d) sao encontradas também no
apéndice C.1.

4.3.3 Os coeficientes de emissao espontanea e induzida e a equacao de
transferéncia radiativa

Serao apresentadas agora as formas explicitas do coeficiente de emissado espontanea do
plasma térmico na cavidade solar, cuja discussao formal foi realizada na secao 3.2.6, do coefi-
ciente de emissao induzida, discutido na secao 3.3.3.3 e da equacao de transferéncia radiativa,
discutida na secao 3.4.2. As formas explicitas dos dois primeiros sdo necessaria para que a
ultima equacao seja resolvida simultaneamente ao sistema de tracado de raios (4.21a-d), forne-
cendo desta forma a evolucado da intensidade espectral da radiacdo ao longo de sua propagacao.

4.3.3.1 O coeficiente de emissiao espontanea

Comecando pelo coeficiente de emissiao espontanea, a emissividade do plasma, isto é, a po-
téncia irradiada espontaneamente, por unidade de frequéncia e por angulo sélido, foi obtida na
secao 3.2.6 para o caso de uma particula da espécie a realizando movimento de ciclotron em
torno de um campo magnético uniforme B,. Nesta, foi derivada a emissividade 77 (w, §; s) de uma
particula desta espécie no s-ésimo harmoénico de uma onda eletromagnética que se propaga no
modo o. Esta emissividade, é dada formalmente pela expressao (3.43e). Esta férmula sera re-
petida aqui, explicitando-se a emissao espontanea de um elétron (o = e) no modo extraordinario
(c = X),

2

e? w?Bnxsen’a [Kxsent + Tx (cost) — nxf3cosa) ,
. ‘ Jot
2mwe 1+7T% nxfsen asen

S

0 (w,9;8) =

X 0w (l—nxBcosacost)) — swe], (4.22)
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lembrando aqui que cosa = v /v, sena = vy /v, w. = Qe /7, f = v/c e 0 argumento das funcoes de
Bessel €
snx 3 sen asen )
w s#0
kipe = —nxfsenasent = 1 —nxfBcosacost’
w

€ —tanatanw, s=0.
€

As quantidades T'x e Kx foram deduzidas no apéndice B.2 e sao dadas por (B.5b,d).

As emissividades individuais devem ser agora somadas para obter-se a emissividade total do
plasma no modo X, considerando-se as emissoes individuais de todos os elétrons e em todos os
harmonicos de 2..Como consideram-se emissdes em alta frequéncia, as contribuicées dos ions
positivos serdo desprezadas na emissividade do plasma. Além disso, para a solucao da equacao
de transferéncia radiativa, o termo relevante nao é a poténcia espectral propriamente dita, mas
a poténcia por unidade de volume dP?/dV, apresentada em (3.59). Finalmente, aproximacées
que serao realizadas abaixo para o calculo do coeficiente o (w, 6,.) (3.58b), envolvido na mencio-
nada equacao, tornam conveniente o uso aqui da quantidade S?, definida por 3.60. A poténcia
espectral a ser calculada, entao, sera

s¥ = ”X” Z /d?’pne .6;5)F. (p), (4.23)

27rc S§——00

sendo a velocidade de grupo v;]X dada por (B.7).
O calculo detalhado de S¥ é mostrado no apéndice (C.2). A expressao final para a emissivi-
dade do plasma ¢ fornecida por (C.4a), a qual é repetida aqui:

2 foe VT '
S¥ = 2mecz 72 \R{j;{G(Sfce _f) /_1 dHH‘sX (ufaﬂ)

1
O(f —sfee) © (1 —pi3) / dp >[I (uX, ) + 105 (u) ,—u)]}, (4.24)
Hs r==+1

sendo que os parametros contidos em (4.24) estao definidos em (C.4b,c).

4.3.3.2 O coeficiente de emissiao induzida

O coeficiente de emissdo induzida é dado formalmente pela expressao (3.51). O calculo ex-
plicito da taxa de crescimento (ou amortecimento), para ambos os modos extraordinario (WX) §
ordinario (y) empregados neste trabalho, pode ser visto no apéndice C.3.

Repete-se aqui a forma final para v7, dada por (C.7a),

1
N7 = ffpeZ{ sfce—f)/_lduQZ (ui,,u)

O (f = 5£20) O (1— i) / du 3 [0 (cos ) QF (uf, 1) + © (— cos 1) QF (u;f,—u)]}, (4.25)

n r==%£1

onde os parametros contidos em (4.25) estao definidos em (C.7b-e).

4.3.3.3 A equacao de transferéncia radiativa

A expressao formal da equacao de transferéncia radiativa aparece em (3.58a-d). Contudo,
esta equacgao € excessivamente complicada e, por isso, algumas aproximacoes serao realizadas
no apéndice C.4.

A forma simplificada para a equacgao de transferéncia radiativa, a qual sera empregada neste
trabalho, foi obtida em (C.8), sendo repetida aqui:

ST (F0) = 8%+ T (), .26

sendo S¥ dado por (4.24) e vX dado por (4.25).
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A equacao (4.26) sera resolvida numericamente em conjunto com o sistema de equacoes de
tracado de raios (4.21a-d). Existe uma maneira alternativa de se resolver a equacao (4.26). Sua
solucao formal pode ser obtida facilmente, resultando em

¢
X (t) = Ig(eth +/ SX (t') e (tftl)dt',
0

onde I = I*(t = 0) e os argumentos de S¥ e X devem ser calculados nos valores assumidos
pelo raio no ponto do espaco (k,r) onde este se encontra no instante ¢. Como esta integracao
deve ser realizada numericamente, optou-se por usar a forma diferencial (4.26) e aproveitar o
mesmo integrador numeérico utilizado no tracado do raio.

A presenca do termo de emissividade S, como um coeficiente positivo-definido em (4.26), é
importante por duas razées. Em primeiro lugar, ele permite encontrar a intensidade espectral
da radiacao emitida por um plasma que se encontra em equilibrio termodinamico. Neste estado,
ocorre um equilibrio entre a emissao espontanea do plasma e a subsequente absorcido da radi-
acdo, de tal forma que I° = I, se encontra em um estado estacionario (dng /dt = 0). Usando
entao a relacio entre S¥ e vX (C.6), valida no equilibrio termodinamico, resulta de (4.26),

_g QkBTe

X f

Este sera o valor tomado para I (t) como condi¢éo inicial para a solucdo da equacio (4.26).

A outra razao importante para a presenca de SX esta no fato de que este coeficiente nao
permite o surgimento de solucées que nao fazem sentido fisicamente, como uma intensidade
que tende a zero, por exemplo. Isto pode ser constatado com um exemplo simples. Supondo S¥
e 7% < 0 constantes, a solucido de (4.26) €, simplesmente,

SX 47X I =0~ 15 = : (4.27)

SX
77

X

I (t) = —S—X (1 - eWXt) FIFet —— 2 >,
Y t—oo

0 que mostra que o plasma ira sempre emitir radiacdo de ciclotron.

O modelo apresentado nesta secao serve como base para os resultados obtidos e que serao
apresentados na secao 4.4. Nesta, verifica-se a taxa de amplificacao do feixe ao se propagar pelo
plasma da cavidade, bem como os pontos de possiveis conversdes de modo. Serao apresentadas
também as trajetorias de determinados raios, desde seu lancamento a partir do centro da cavi-
dade até o momento em que ocorre a conversdo de modo, quando a radiacdo pode entao sair do

tubo de fluxo e se propagar pelo meio interplanetario.

4.4 Resultados Obtidos

Nesta secdo serdao apresentados os resultados numeéricos obtidos ao longo do estudo. Estes
resultados foram obtidos a partir de calculos numéricos que fizeram uso das expressoes obtidas
no modelo teérico discutido na secao 4.3. O modelo teérico proposto neste trabalho para a
Emissao Solar do Tipo V esta composto pelos seguintes elementos:

* Um modelo de parametros fisicos que descrevem a densidade e a funcio de distribuicao
eletronicas, bem como o campo magnético na regido-fonte da Emissao do Tipo V (secéo
4.3.1).

* Relacoes de dispersdo para os modos magnetoionicos propagando-se na regiao-fonte e as
equacoes de tracado destes raios (secao 4.3.2).

* Coeficientes de emissao espontanea e induzida locais, bem como uma equacao de transfe-
réncia radiativa, para calcular a evolucao da intensidade do raio ao longo de seu desloca-
mento (secao 4.3.3).

Todos estes elementos foram calculados numericamente, fazendo uso de programas escritos na
linguagem de programacao Fortran 95 [42]. Alguns resultados representativos deste modelo
passam a ser discutidos abaixo.

Michel Silva dos Santos DISSERTACAO DE MESTRADO IFM - UFPel



cariTuLoO 4. Modelo Teorico | 71

4.4.1 Taxas locais de amplificacao para os modos magnetoionicos

Em um primeiro momento, foi calculada a taxa de amplificacdo de uma onda gerada em um
dos modos magnetoiénicos, com determinados valores de frequéncia e numero de onda.

Com o auxilio da teoria magnetoionica, apresentada na secao 3.5, verificou-se que a propa-
gacao de uma onda eletromagnética em um plasma magnetizado ocorre em um de dois possiveis
modos distintos: o modo O ou modo ordinario e o modo extraordinario, o qual, em funcio da
frequéncia, distingue-se em modo extraordinario lento (modo Z) e modo extraordinario rapido
(modo X). As caracteristicas da propagacao do modo extraordinario sao determinadas pela re-
lacao de dispersao (4.19).

Por sua vez, o mecanismo do maser de elétron-ciclotron fornece para este modo uma taxa de
amplficacédo (ou de absorc¢ao), medida pelo coeficiente 77 (4.25). Escolhidos valores de frequéncia
(f) e angulo (¢), combinados com escolhas de valores para os parametros fisicos (densidades
eletronicas e temperaturas das populacdes de fundo ou do feixe e campo magnético) em um
determinado ponto no plasma, determina-se quais modos sao propagantes nestas condicoes (i.
e., tais que n2 > 0) e entdo procede-se ao calculo de 77 para todos os modos propagantes, cujos
valores podem ser v > 0, o que denota uma taxa local de amplificacdo do modo ¢ ou 77 < 0, o
que denota uma taxa local de absorcao do mesmo.

Assim, fixando-se os parametros fisicos que visam reproduzir as condicdes existentes em um
determinado ponto da baixa coroa solar, logo acima de uma regiao ativa, foi calculada numeri-
camente a taxa de emissao para diversos valores de frequéncia e angulo do vetor de onda para
uma onda eletromagnética se propagando no modo Z. As taxas de emissao para este modo
foram comparadas com os outros modos possiveis em um plasma magnetizado, os modos O e
X. Assim foi possivel obter-se taxas positivas de emissao de radiacido eletromagnética nos trés
modos de propagacao. As taxas positivas de emissdao no modo Z ocorrem em um amplo intervalo
de frequéncias e angulos de propagacao e sio comparaveis as taxas de emissao para os modos
O e X, resultado propicio para a hipétese de geracao da emissao solar do tipo V inicialmente no
modo Z, seguida de uma conversédo para o modo O.

Todos os resultados foram obtidos para o plasma no centro da cavidade, correspondente ao
valor § = 6, = 0 na figura 4.6. Fixa-se, em seguida, a altitude dentro da cavidade, a partir da
fotosfera solar. Os resultados mostrados abaixo foram obtidos para trés altitudes: r = 1,2Rg,
1,6Rs e 2,0Rs,. Finalmente, foram impostos valores constantes para os demais parametros
necessarios para o modelo fisico:

e Campo magnético: By = 10°G, Ry =7 x 10°km, b = 3,16 x 10* km.
* Densidade eletronica: a/Rs = 1,4 x 1073, §/Rg =5 x 1073
* Distribuicao eletronica: n;/ng = 1072, T, = 103K, ug = 0,5¢, a = 0,05, o = 0,8 € A =0, 1.

Estes valores foram mantidos em todos os resultados apresentados abaixo. Finalmente, para o
calculo numérico de 7 em (4.25) foram incluidas as contribuicées até o harmoénico sy, = 3.

A figura 4.10 mostra as curvas de contorno de um grafico de superficie das taxas de emissao
positivas, normalizadas a ., para um raio emitido no modo Z, isto €, y?/Q. > 0, em trés
altitudes distintas (r = 1,2R5, 1,6Rg € 2,0Rs), em funcao de frequéncia e angulo do vetor de
onda.? As diferentes taxas de amplificacao sao demonstradas com diferentes cores respectivas
aos seus valores, mostrados na colunas a esquerda.

Em primeiro lugar, observa-se que em todas as altitudes consideradas, a taxa de emissao do
modo Z é positiva em duas faixas de angulo e, principalmente, em uma larga faixa de frequén-
cias. Considerando os valores maximos de v#, observa-se que em baixas altitudes (r ~ 1,2R;),
a taxa de amplificacéo local € relativamente baixa, com méaximos em torno de vZ < 107°Q,. Por
sua vez, os outros painéis da figura 4.10 mostram um indicio de aumento de 77, com a altitude,
com valores 772, ~ 1074Q, parar =1,6Rg € 72, ~1073Q, parar = 2,0R.

Por outro lado, embora +Z,, aumente com a altitude, o intervalo de frequéncias onde yZ > 0
mostra uma tendéncia de reducdo com a altitude. Este resultado faz supor que a intensidade
total da radiacao emitida no modo Z em uma determinada altitude, apo6s ser integrada em todo
o espectro, possa vir a sofrer uma reducéo com a altitude, ao contrario da tendéncia exibida por
eraX'

Finalmente, observa-se que ha uma preponderancia de valores de v# ~ ~Z_  para sentidos
descendentes de propagacao do raio (i. e., § > 7/2). Este fenomeno pode vir a ser favoravel para

2Observagao: nestes resultados, o angulo # denota o angulo de k em relacdo a By.
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a amplificacdo nao local do raio, uma vez que este tende a permanecer por uma distancia total
(e tempo) maior dentro da regido-fonte.

Ja a figura 4.11 mostra as respectivas curvas de contorno para raios gerados no modo X,
isto € de v /Q, > 0, a partir do centro da cavidade nas mesmas altitudes r = 1,2R, 1,6R; €
2,0Rg.

Para o modo X, observa-se nos trés painéis emissdes em mais de um harmoénico de (2., com
taxas maximas de amplificacdo da mesma ordem que para o modo Z, ;. > 10-%Q,. Contudo,
somente em baixas altitudes (r ~ 1,2R,) foi detectada emissdo no harmoénico fundamental do
modo X, isto €, em w 2 .. Nas outras altitudes, obteve-se amplificagdo local somente nos
harmonicos superiores (w ~ 2, e w ~ 3(),). Estes resultados estio em concordancia com o
trabalho de Yoon et al. (2002) [63], os quais obtiveram significativas taxas locais de amplificacdo
para os harménicos superiores do modo X. Este resultado, combinado com o fato de que o
modo X € propagante para o espaco interplanetario em todos os seus harmoénicos, pode ser im-
portante para a descricdo da emissdo conjunta Tipo III-V em distintos harmoénicos, mencionada
no capitulo 2.

Finalmente, a figura 4.12 mostra as respectivas curvas de contorno para raios gerados no
modo O, isto é, de 79/Q, > 0, a partir do centro da cavidade nas mesmas altitudes r = 1,2R,
1,6Rgs € 2,0Rs.

Da mesma forma como sucedeu com o modo X, as emissées no modo O tém uma estrutura
harmoénica, agora com os trés primeiros harmoénicos w ~ 1 — 3Q), sendo gerados em todas as
altitudes simuladas. Além disso, as taxas maximas sdo da mesma ordem de grandeza que nos
modos discutidos anteriormente (73,, > 10750Q,).

Um aspecto que se destaca ao se fazer uma comparaciao entre os trés modos é o fato que
as evolugoes de v7,. com a altitude sao semelhantes nos trés casos; todos aumentam monoto-
nicamente com a altitude. Contudo, nos modos X e O o intervalo de frequéncias onde ocorre
amplificacdo € semelhante em todas as altitudes, diferente do que sucede com o modo Z.

4.4.2 Propagacao e amplificacao nao local do modo Z na cavidade solar

Os resultados apresentados nas figuras 4.10 — 4.12 sao puramente locais. Contudo, fenéme-
nos como as emissodes solares nao podem ser adequadamente explicados somente com modelos
locais, pois todas as observacdes disponiveis sado realizadas ou na superficie terrestre ou em
sondas localizadas no espaco interplanetario, a dezenas ou centenas de raios solares de distan-
cia da regido-fonte. No caminho entre os pontos de geracao e de observacao, as ondas passam
por varias regioes distintas da coroa solar, experimentando uma variacao em diversas ordens de
grandeza nos parametros fisicos do plasma, tais como densidade, temperatura e campo magné-
tico. Portanto, um modelo tedrico satisfatério necessariamente devera levar em conta os efeitos
nao locais que surgem ao longo da trajetéria de propagacédo dos raios. Foi com esta imposicao
em mente que o presente trabalho propos-se a investigar alguns dos aspectos nao locais relevan-
tes (propagacao, amplificacao e conversao de modos) e cujos respectivos resultados sao agora
apresentados.

Os resultados estdo doravante concentrados no modo Z, pois este € o proposto para resultar
na emissao observada do tipo V. Para seguir a trajetéria de um determinado raio no modo Z,
parte-se sempre do centro da cavidade (¢, = 0 na figura 4.6) e a uma determinada altitude.
Fixa-se o valor da frequéncia (f) da onda e uma direcdo inicial de propagacao vy =1 (t = 0). As
escolhas possiveis para os valores de f e ¢, sao aquelas nas quais o modo € propagante (nZZ > 0).
Nestas condigdes, o resultado n.o = n, (7, f,40; t = 0), obtido de (4.19), passa a ser a condicdo
inicial imposta ao indice de refracdo. Observa-se também que os raios sdao sempre langados no
mesmo sentido, na direcdo perpendicular a reta §, = 0, ou seja, 1)y € sempre tomado positivo.
Nao ha perda de generalidade com esta convencado, uma vez que o plasma € suposto simétrico
em torno de By.

As equacdes do tracado de raios (4.21a-d) sdo entao resolvidas numericamente fazendo-se uso
do método de Runge-Kutta com passo ajustavel [11,45,46], tomando-se como condic¢des iniciais
2o (t=0)=0, nz(t =0) =n., ¢ (t =0) =1y e com um determinado valor de zg (t = 0) = ry.

Do ponto de vista da acuracia da solu¢cdo numérica de um problema de valor inicial, existem
diversas estratégias que podem ser adotadas. O método de Runge-Kutta de 42 ordem (RK4)
de passo variavel proposto por Press et al. (1992) [45] consiste simplesmente em comparar os
resultados do RK4 para um determinado incremento temporal At com os resultados do mesmo
método ap6s dois passos de valor At/2, sendo estes ultimos considerados os mais acurados. Se
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o maior valor das diferencas relativas entre os resultados for menor que um determinado limiar,
imposto arbitrariamente, o passo At para a iteragdo seguinte € aumentado seguindo uma regra
também arbitraria. Se as diferencas forem maiores que o limiar citado, o préoximo passo sera
reduzido. Desta forma € possivel controlar dinamicamente o valor de At ao longo da trajetoria
do raio.

Métodos mais modernos fazem uso de férmulas integradoras de diferentes ordens para esta-
belecer o controle sobre o tamanho do passo, bem como para obter estimativas dos valores dos
erros locais e globais da rotina integradora. O pacote RKSUITE_90, criado por Brankin & Gladwell
(1997) [11] disponibiliza 3 pares de férmulas RK: um par (2,3), composto por uma férmula de 22
ordem e uma de 32, destinado a alta performance e estabilidade e baixa acuracia, um par (4,5)
RK-Fehlberg, indicado para maior parte das aplica¢cdées e um par (7,8), destinado a aplicacoes
onde uma alta acuracia € necessaria.

Todos os métodos recém citados foram testados para a integracao do conjunto de equacdes
(4.21a-d). Além do controle automatico no valor de At fornecido pelas rotinas, um controle
adicional foi introduzido. Para cada ponto avancado ao longo da trajetdria do raio, a relacéo
de dispersao ¢ novamente resolvida, obtendo-se um valor local para nz. Este valor é entao
comparado com a solucao numérica da equacao diferencial para nz (4.21c). Caso ocorra uma
discrepancia muito grande entre os dois valores, o passo temporal € reduzido, todos os demais
parametros retornam aos valores anteriores e a rotina integradora executa novamente o passo
temporal com o novo valor de At. Desta maneira pode-se conservar a “hamiltoneana” Az = 0
com a acuracia desejada (a principio) ao longo da trajetoria percorrida pelo raio.

Dentre os testes executados, obteve-se inicialmente as trajetérias de determinados raios fa-
zendo uso do método RK4 com At fixo (arbitrariamente pequeno). Comparou-se em seguida
estes resultados com as trajetorias de raios lancados exatamente com as mesmas condicoes ini-
ciais e parametros fisicos, porém computados usando primeiro o método RK4 de passo variavel
e depois os pares (4,5) e (7,8) do pacote RKSUITE_90. Observou-se que as trajetdrias obtidas pelo
método RK4 de passo variavel acabavam por desviar-se significativamente das trajetérias de
controle (passo fixo), enquanto que os resultados do pacote RKSUITE_90 eram equivalentes aos do
passo fixo. A grande vantagem, porém, das rotinas de passo variavel esta na economia de tempo
de computacao resultante, bem como na possibilidade de se estimar o erro global acumulado
ap6s um intervalo de tempo grande de simulacdo. Os resultados apresentados abaixo foram
obtidos com estes métodos considerados mais confiaveis.

Partindo entdo de uma altitude inicial r¢, foi lancada uma grande quantidade de raios no
modo Z, com diferentes valores de frequéncia e angulo inicial de propagacao, a partir do centro
da cavidade. A trajetoria destes raios foi seguida até que a condicao da Janela de Ellis, para
a conversao de modos Z — O, fosse satisfeita. De acordo com a discussao realizada na secao
3.6.2, quando este critério for satisfeito, uma parte da energia da onda no modo Z pode ser
convertida ao modo O. Para decidir se o critério € satisfeito em um determinado ponto ao longo
da trajetoria do raio Z, em Yoon et al. (1998) [62] estabeleceu-se o parametro

(80)” = sen? ¢ + (2 = f2)" /fue + (n* — n2,)" (4.28)

com base no resultado numérico obtido por Smith (1973) [53] para o valor do coeficiente de
transmissdo quando a energia transportada no modo Z atravessa parcialmente a janela para o
modo O (ver figura 3.11 e discussao adjacente). Em (4.28), n., = ny ou ny, sendo estes os valores
criticos dados em (3.87). De acordo com os resultados de Smith (1973), a conversao de energia
do modo Z para o modo O, quando d/ = 0, é de 100%. O mesmo resultado mostrou também
que quando a largura angular da janela de Ellis € §i) ~ 6° em relacdo a ¢ = 0, o coeficiente
de transmissdo € de aproximadamente 50%. Como a janela de Ellis é totalmente transparente
somente quando o tripé seny = 0, f = f,. € n, = n,, € satisfeito, a norma da distancia de um
determinado ponto no espaco (sen W, (f — fre) [ fees n2) a janela é dada por (4.28). Empiricamente,
Yoon et al. (1998) [62] determinaram que o coeficiente de transmissio é de aproximadamente
50%, portanto, quando

0l < 0,054 (6¢) /6. (4.29)

Este € o critério utilizado neste trabalho para determinar o ponto onde (e se) um raio propagando-
se no modo Z atinge uma janela de Ellis.

Assim, inicialmente determina-se o valor de §¢) admitido, lancando-se em seguida um raio
no modo Z a partir do centro da cavidade, a uma altitude inicial ry, calculando-se §/ em cada
ponto ao longo da sua trajetéria. Quando o raio € lancado, este encontra-se em geral distante da
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Figura 4.13: Trajetérias de raios no modo Z em func¢ao do tempo, a partir do ponto de lancamento (ponto
central) com zo = 1,2R. As cores das curvas correspondem aos valores de f/ f.. € ¢o: preto: (0,9025;90,2°),
vermelho: (0,8875;100,4°), verde: (0,9375;80,1°) e azul: (0,93;86,7°).

janela de Ellis. Contudo, a medida que se propaga, este pode se aproximar da janela. ocorrendo
um decréscimo correspondente no valor de §l. Quando, e se, (4.29) € satisfeito, supde-se que o
raio acessou a janela de Ellis e a computacao € interrompida.

A figura 4.13 mostra exemplos de trajetérias de alguns raios no modo Z dentro de uma ca-
vidade solar, partindo de ry = 1,2R;. Os valores de f/f.. e 1 sado distinguidos pelas cores.
Observa-se que todos os raios simulados sofrem diversos processos de reflexdo nas paredes
da cavidade, devido ao aprisionamento do modo Z, até satisfazerem o critério (4.29). Em par-
ticular, o raio vermelho foi lancado em uma trajetéria descendente (5 > 90°), propagando-se
inicialmente em sentido a fotosfera solar até sofrer uma reflexao devido ao crescimento de n.,
passando entao a propagar-se no sentido ascendente.

O fato de os raios passarem repetidamente pela regido-fonte é benéfico para o presente mo-
delo, pois a onda pode sofrer diversos estagios de amplificacdo antes de atingir o ponto de con-
versdo. Posteriormente, serdo apresentados os graficos das intensidades dos raios mostrados
na figura 4.13.

Realiza-se agora um estudo sistematico de ocorréncia de conversoes de modos. Fixando todos
os parametros fisicos, faz-se uma varredura em valores de 0 < f/f.. < 1 e de 0 < ¢y < 180° para
raios que partem do centro da cavidade. As trajetorias destes raios sdo seguidas, verificando-se
a cada ponto se o critério (4.29) ¢ satisfeito. Caso isto aconteca, registra-se os valores de f/f.. €
1o em um diagrama. Desta forma, pode-se visualizar o quao frequente € o processo de conversao
Z — O para raios gerados no modelo empregado para a cavidade solar.

Os diagramas que mostram os pontos em que foram detectados processos de conversao de
modos estdo expostos na figura 4.14, para as altitudes iniciais 7o = 1,2R, 1,6Rs € 2,0Rs.

Observa-se que nas trés altitudes existe sempre uma faixa continua de valores de frequéncia
e angulo inicial para os quais os raios acabam por atingir a janela de Ellis. Em todas as altitudes,
exceto para rg 2 2,0Rg, conversao acaba por ocorrer em raios com frequéncias 0,5 < f/fe. S 1,0.
Para altitudes maiores, o limite inferior de frequéncia comeca a aumentar.

Em termos de intervalos de angulos iniciais, em todas as altitudes observa-se que conversao
ocorre para a faixa 30° < ¢y < 90°. Em todas as altitudes também ha uma faixa de valores
o > 90° que levam a conversao, mas neste caso os intervalos variam com a altitude.
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Figura 4.14: Diagramas f/f.. X ¥ mostrando os pontos de partida de raios que sofrem o processo de
conversao Z — O, partindo das altitudes iniciais 7o = 1,2Ry (painel superior), 1,6Rs (intermediario) e
2,0R (inferior).
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Os resultados expostos na figura 4.14 mostram que o processo de conversido Z — O é muito
provavel para raios que se propagam no modo Z dentro de cavidades descritas pelo modelo fisico
empregado.

Conhecendo os raios que sofrem amplificacdo positiva no ponto de partida e conversao de
modo ao se propagarem pela cavidade, foi realizado entdo um cruzamento de valores para de-
terminar os pontos no diagrama f/f.. x ¥y em que ha amplificacido local positiva (WZ > 0) €a
subsequente conversiao de modo. Os graficos apresentados na figura 4.15 sao derivados deste
cruzamento de dados, para as mesmas altitudes iniciais consideradas na figura 4.14.

Embora os pontos apresentados nos diagramas da figura 4.15 sejam mais restritos em termos
de intervalos de frequéncia e angulo que os correspondentes diagramas da figura 4.14, ainda
existem intervalos significativos de f/f.. e ¥y que satisfazem a ambos os requisitos. Em particu-
lar, observa-se uma preferéncia para raios com frequéncias f ~ f.. € com angulos ¢, ~ 90°. Ou
seja, sdo os raios que partem de angulos proximos a perpendicular a By e proximos também a
frequéncia de ciclotron que possuem a maior probabilidade de serem amplificados e sofrerem a
conversao de modos Z — O.

Finalmente, é necessario mostrar que os mesmos raios destacados nos diagramas da figura
4.15 continuam sendo amplificados ao longo de suas trajetérias até encontrarem uma janela
de Ellis e que o valor da amplificacdo da intensidade neste ponto é grande o suficiente para
corroborar a hipétese proposta pelo modelo de que fluxos significativos em modos que podem
se propagar ao espaco interplanetario (no presente caso, o modo O) podem ser gerados pelo
processo de conversao de modos, apesar da atenuacao imposta a onda quando esta atravessa a
regiao evanescente no interior da janela.

Para mostrar que esta hipotese € corroborada, escolhe-se os mesmos raios ja mostrados na
figura 4.13 e mostra-se a evolucdo temporal das suas intensidades espectrais ao longo de suas
respectivas trajetorias até que estes atingem algum ponto de conversdo. Para tanto, simulta-
neamente a solucdo numeérica das equacdes de tracado de raios (4.21a-d), resolve-se também a
equacao de transferéncia radiativa (4.26). O coeficiente de emissao induzida v# é dado por (4.25)
e o coeficiente de emissao espontanea é dado por (4.24)

Os resultados sdo mostrados na figura 4.16. A ordenada mostra os valores de 17 /I, onde IZ
é dado por (4.27). Isto é, assume-se que o plasma na coroa solar, antes da ocorréncia do flare,
estava em um estado quiescente, isto €, préoximo ao equilibrio termodinamico, emitindo radiacao
com a intensidade espectral IZ. Quando ocorre o flare, com a subsequente injecdo de elétrons
energéticos na cavidade, as ondas sdo excitadas e amplificadas ao longo de suas trajetorias de
acordo com os resultados mostrados na figura 4.16.

Observa-se que os raios sao amplificados em 2 ou em até 3 ordens de grandeza em relacéo
ao nivel inicial, antes de atingir um nivel de saturacao, que ocorre para todos os raios devido ao
desaparecimento da curva de ressonancia onda-particula quando o raio chega em um determi-
nado ponto no plasma onde nao € mais possivel ocorrer interacao onda-particula para o modo Z.
Observa-se também que em todos os casos a saturacao ocorreu antes do instante de conversao,
o que esta refletido no patamar horizontal que todas as curvas apresentam nos instantes que
precedem a conversao.

Outro aspecto interessante consiste no perfil de degraus apresentado por todas as curvas.
Isto se deve as repetidas reflexdes que os raios sofrem nas paredes da cavidade, conforme ja
havia sido salientado na figura 4.13. A regido onde a troca de energia entre ondas e particulas ¢
mais favorecida situa-se em torno do centro da cavidade, que € justamente a regiao onde a velo-
cidade de grupo dos raios € mais alta. Assim, as partes majoritariamente horizontais das curvas
correspondem aos intervalos de tempo onde os raios estavam proximos das bordas da cavidade,
em torno dos pontos de reflexdo. Nestas regidoes, a velocidade de grupo é menor, portanto os
raios passam mais tempo nestas, e as suas amplificacées sdo menos significativas. Apos so-
frerem as reflexdes, os raios aceleram e passam rapidamente pelo centro da cavidade, sendo
fortemente amplificados nesta etapa. Estes processo sdo visiveis nas partes quase verticais das
curvas.

Observa-se também na figura 4.16 que os raios mais amplificados foram aqueles cujos valores
de 1)y sdo mais proximos da perpendicular, o que corrobora as conclusées obtidas analisando-se
a figura 4.15.

Um ultimo comentario a ser feito a respeito da figura 4.16 se refere aos instantes em que
as diferentes curvas mostradas sdo interrompidas. Isto ocorre para todas no instante onde o
critério (4.29) é satisfeito. Na figura, todas as curvas, exceto a vermelha, sdo interrompidas em
t < 0,5s. A curva vermelha se estende para ¢ > 0,5s porque este raio foi inicialmente lancado no
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mostrando os pontos de partida de raios que possuem vZ? > 0 e so-

frem o processo de conversao Z — O, partindo das altitudes iniciais ro = 1,2R (painel superior), 1, 6R¢
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Figura 4.16: Evolucao das intensidades espectrais de raios no modo Z em funcao do tempo, ao longo das
trajetorias dos raios. Os valores de f/f.. € ¥ sdo os mesmos da figura 4.13 e aparecem também na legenda.

sentido descendente, aproximou-se da fotosfera quando entido sofreu uma reflexdo e passou a
se propagar no sentido ascendente, vindo a atingir a janela de Ellis em z — R; ~ 0,015R;. Esses
raios lancados no sentido descendente possuem este comportamento de sofrerem conversao em
instantes significativamente posteriores aos ascendentes. Deve-se ressaltar também que, apés
atingir uma janela de Ellis e ocorrer a correspondente transferéncia de energia no processo
Z — O, o raio “excitado” neste ultimo modo também estara inicialmente aprisionado dentro da
cavidade solar até se propagar para um ponto onde sua frequéncia é maior que a frequéncia de
plasma local, a partir de onde o raio no modo O pode se propagar ao espaco. Embora neste
trabalho nao sejam mostradas trajetérias dos modos O (ou X), essas curvas sdo mostradas por
Yoon et al. (2002) [63, Fig. 7]. Ao longo de sua trajetéria, a onda no modo O pode vir a sofrer
amplificacoes subsequentes.
As constatacoes recém feitas levam as seguintes conclusoées:

* As ondas, inicialmente geradas no modo Z, permanecerem aprisionadas na cavidade até
sofrerem conversao para o modo O, o qual também permanece aprisionado por um curto
intervalo de tempo. Dependendo do angulo inicial de propagacao, o processo como um
todo pode levar diversos segundos. Este fato corrobora observacoes realizadas, discutidas
no capitulo 2, que indicam que quando sao identificadas emissdes conjuntas Tipo III-V, as
emissoes do tipo V usualmente seguem as de tipo III € nunca as precedem. Embora nao
haja registro de um tempo caracteristico de atraso do tipo V em relacao ao tipo III, pois
em alguns eventos tal atraso nao € observado, nunca foi registrado um evento de tipo V
anterior ao tipo III associado. O modelo aqui apresentado corrobora estas observacoes.

* Com relacdo as posicoes aparentes das fontes nas emissdes associadas III-V, as observa-
¢oes indicam que, para uma determinada frequéncia, a posicao da fonte da emissao do tipo
V situa-se no mesmo nivel ou acima da posicao da fonte do tipo III. Isto pode ser visto
claramente nos painéis da figura 2.12.

* Com relacao a polarizacao da emissao do tipo V, os resultado aqui obtidos estao em concor-
dancia com os resultados obtidos por Wu et al. (2002) [61] e Yoon et al. (2002) [63], os quais
propuseram o mecanismo do maser para gerar emissao do tipo III dentro da cavidade solar
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com polarizacdo majoritaria no modo X. O modelo proposto nesta dissertacao, o qual faz
uso da mesma fonte energética, privilegia a geracao da emissao do tipo V no modo O. Isto
esta de acordo com dados observacionais que mostram que em eventos associados III-V,
quando as polariza¢des de ambos os modos sdo mensuraveis, usualmente a polarizacao do
tipo V € oposta a polarizacéo do tipo III.

O modelo de conversao de modos empregado neste trabalho considera somente o processo
de conversao Z — O e somente localiza os pontos onde o coeficiente de transmissao é apro-
ximadamente igual ou excede 50%. Este tratamento simplificado foi realizado somente para
corroborar a hipétese de que ondas geradas no modo Z possam ser eficientemente amplificadas,
enquanto estao se propagando dentro da cavidade solar, antes de transferirem parte ou toda
a energia transportada ao modo O, o qual € livre para se propagar ao espaco interplanetario.
Neste sentido, os resultados recém apresentados corroboram esta hipotese. Dada a presenca de
cavidades geradas acima de regioes ativas durante processos de ejecio de particulas energéticas
a partir da cromosfera solar, hipétese que é corroborada por observacéoes, conforme discutido no
inicio da secao 4.3, entao o processo descrito nesta dissertacao possui grande chance de ocorrer.
Neste sentido, considera-se que os objetivos propostos neste trabalho foram cumpridos.

Finalmente, € importante mencionar aqui que o processo Z — O de conversao linear de modos
nao € o unico possivel. Kim et al. (2007, 2008) [35, 36] mostraram que o processo de conversao
de um modo eletrostatico, que pode ser uma onda de Langmuir ou hibrida superior possui
uma probabilidade semelhante de se converter ao modo X. Também Katoh & lizima (2006) [33]
mostraram que o processo de conversao direta Z — X € possivel. Contudo, estes resultados
envolvem outros processo de conversao de modos, nao ocorrendo em janelas de Ellis, e para a
sua descricao necessitam da solucdo numérica de uma equacao da onda, o que foge do escopo
do presente trabalho.
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CAPiTULO B

CONCLUSAO

Neste trabalho realizou-se uma revisao bibliografica a respeito das emissdes solares do Tipo
V. Pode-se notar que um pequeno numero de artigos relacionados a este assunto foi desenvolvido
ao longo dos anos. Os primeiros trabalhos datam dos anos 60 e resumem-se até meados dos
anos 80. Neste intervalo de tempo, emissdes de baixa frequéncia perderam espaco para emis-
soes de frequéncia da ordem de gigahertz. Credita-se isso ao desenvolvimento tecnolégico dos
equipamentos de observacao da radiacdo solar, que teve uma forte tendéncia a abranger espec-
tros de frequéncias maiores. Com isso, o conhecimento referente a emissées de baixa frequéncia
ficao praticamente estaticos. Por esse motivo, ndo ha ainda um mecanismo de suporte que dé
base para as emissées do Tipo V.

Neste trabalho procurou-se avancar nesta area a fim de resgatar o interesse no estudo refe-
rente a emissoes de baixa frequéncia. Foi um modelo em que o mecanismo do Maser de Elétron-
Ciclotron seria viavel para explicar as emissoes do Tipo V. Para isso, o tracado de raios de ondas,
originadas no modo Z, propagando-se no plasma do interior de uma cavidade formada na baixa
coroa solar foi desenvolvido, com o auxilio de rotinas numeéricas, a fim de observar situacoes
em que haveria viabilidade para operacdo do mecanismo do maser. Estes raios foram seguidos
nas suas trajetoérias para se detectar se satisfaziam o critério da janela de Ellis, responsavel pela
conversao de ondas do Modo Z para o Modo O e se, ao passar do tempo, serdo amplificadas
ou absorvidas pelo plasma contido na cavidade. Observou-se que para um grande numero de
valores de frequéncias e angulos iniciais ha conversao de modo e taxa de emissdo positiva, o
que indica que o mecanismo do maser de elétron-ciclotron pode ser um mecanismo viavel para
a geracao da Emissao Solar do Tipo V.

Mostrou-se que a taxa de amplificacdo varia em algumas ordens de grandeza, dependendo
dos angulos e frequéncias originais das ondas. Os estudos apresentados servem de base para
propor o mecanismo do maser de eletron-ciclotron como real fonte para emissao solar do tipo V,
a qual ainda nao tem uma fonte definida.

Estudos posteriores a respeito do mecanismo de conversio do modo Z para o modo O poderao
ser realizados futuramente. Em particular, pode-se citar os seguintes desenvolvimentos, tanto
imediatos quanto de longo prazo:

* Complementacdo do processo de conversdao Z — O, incluindo-se a evolucao temporal deste
ultimo modo até que possa abandonar a cavidade coronal. Para tanto, no momento em que
o raio no modo Z entra em uma janela de Ellis, a atenuacao resultante da transferéncia
de energia através da regiao evanescente deve ser calculada, para estimar-se qual sera a
intensidade espectral inicial do raio no modo O recém convertido. Expressoes analiticas
para o calculo dessa atenuacédo sao fornecidas por Budden (1980, 1986) [13, 14].

¢ Um possivel aprimoramento no modelo empregado consiste em atribuir uma extensao finita
ao feixe eletronico que fornece a energia livre para a geracdo das ondas eletromagnéticas.
A introducao de efeitos de propagacao também da fonte energética pode alterar de forma
importante os resultados subsequentes no estudo.

* Na baixa coroa, efeitos de colisdo entre as particulas do plasma podem ser importantes. A
introducgao destes efeitos no tratamento pode ser importante para corroboracdo do meca-
nismo do maser como gerador da emissao do tipo V.

¢ Finalmente, a incorporacdo de modelos mais completos para descrever a evolucao dos pa-
rametros fisicos do plasma ao longo de toda a coroa solar pode também ser importante para
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o seguimento posterior do raio convertido ao modo O, uma vez que esta radiacdo nao se
propaga no vacuo até os observatorios terrestres ou espaciais, mas dentro de um ambiente
de plasma que sofre variacdes de diversas ordens de grandeza em seus parametros fisicos.

Parte dos resultados contidos nesta dissertacao foram apresentados em Congressos de Inicia-
cao Cientifica bem como em Encontros Nacionais na area de plasma. Junto a este trabalho sera
elaborado um artigo a fim de divulgar os resultados aqui apresentados frente aos meios cienti-
ficos. Acredita-se, portanto, que com esse trabalho uma lacuna referente a emissoes de baixa
frequéncia possa ter sido parcialmente sanada, embora evolucdes e aprofundamentos futuros
nos estudos referidos podem e devem ser realizados.
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APENDICE A

TRANSFORMACOES DE FOURIER

Dada uma funcéao das variaveis espaciais e do tempo A (r,t) , a sua transformada de Fourier
A(k,w), isto é, a funcao reciproca de A (r,t) no espaco de Fourier, é definida por [3, capitulo 15]

A (k,w) :/ dt/dgrA(r,t) e ilkr—wt) (A.1a)

sendo que a integral em d°r € realizada sobre todo o volume do plasma. A funcéo A (k,w) também
pode ser representada por .% {4 (r,t)}.
A transformacéo inversa de Fourier A (k,w) — A (r,t) € definida por

A(r,t):L dw | &k A (k,w)elFr=eb) (A.1b)
(2m)" oo

Quando obtida a partir da transformacéao inversa, a funcao A (r,t) pode também ser represen-
tada por .Z7~!{A(k,w)}. Cabe ressaltar aqui que por hipotese todas as integrais em (A.1a) e
(A.1b) sao realizaveis, isto €, os integrandos devem ser tais que

lim Re [A (r,t) e‘“’“"“”] —~0e lim Re [A (k,w) er==0] 5 ¢
|r o0 [Ypress
t—+oo w—rFo00

de forma suficientemente rapida para as integrais convergirem.

A.1 Propriedades das transformadas de Fourier

Diversas propriedades das funcdes A (k,w) sdo relevantes no estudo da propagacao e absor-
cao de ondas em plasmas. Estas propriedades sao discutidas nesta secao.

A.1.1 Condicao de realidade

A condicdo de realidade é imposta a A (k,w) quando A (r,t) €, por hipétese uma quantidade
fisica real. Neste caso,

A* (k,w) = /OO dt/d?’rA(r,t) eilkr=t) — [ 4% (k,w) = A (—k, —w) .| A.2)

A.1.2 Transformada da distribuicao J (r)

Dada a distribuicao delta de Dirac § (r — r'), a sua transformada de Fourier € obtida a partir
da aplicacao de (A.1la), somente nas variaveis espaciais, resultando

’

F{o(r—r")} = /d37« e kTS (p —p!) = e T

Assim, as seguintes representacoes da delta de Dirac sdo obtidas:

§(r—7r')= (2; / Bl ek (r=") (A.32)

)3
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§(t—t’):% / dw e (t=1), (A.3b)

onde os sinais “t+” foram introduzidos porque a distribuicdo delta de Dirac € par no seu argu-
mento.

Uma outra representacao util se refere ao quadrado da delta de Dirac. Empregando a repre-
sentacao (A.3b), a qual pode ser escrita

T/2 )
270 (w — wp) = lim dt eFiw—wo)t,
T—00 72
obtém-se
. T/2 T/2 ] ,
(276 (w — wo)]® = lim dt/ dt' etil—wo) (t+t'),
T—00 —7/2 —7/2

Defininido novas variaveis de integracdo t, =t+1t' et_ =t —t', pode-se escrever
T

. 1 T )
[27T5 (w — wO)]Z = 5 hm dt_ / dt+ e:l:l(UJ7UJO)t+

T—00 |
= lim 7'/ dty eii(“*wo)”,
ou seja,
2 . T
[0 (w—wp)]” = lim [2—5 (w— wo)] . (A.4)

T—o0 L2

A.1.3 Teorema da convolucao

Quando a funcao A (r,t) € determinada por uma relacio constitutiva com uma outra funcao
B (r,t) por intermédio de um caroco! K (r,t), através da expressao

t
A(ryt) :/ dtl/dBT‘IK('f‘—’I"',t—tl)B(’I‘l,tl), (A.5)

onde os limites de integracdo sao escolhidos, neste caso, de tal forma a satisfazer os principios
da causalidade e da relatividade restrita nos fenémenos fisicos. Por esta razao, o limite superior
da integracdo no tempo € ¢, ao passo que o caroco deve ser tal que K (r —r’,t —t') = 0 para
|r —r'| > c¢(t—1'), onde ¢ € a velocidade da luz no vacuo. Rela¢des constitutivas do tipo (A.5)
sdo caracteristicas de meios que manifestam fenémenos dispersivos tanto no espaco quanto no
tempo [40, capitulo 6]. Plasmas térmicos sao exemplos tipicos de meios desta espécie.

O teorema da convolugdo das transformacédes de Fourier mostra qual é a forma da relacéo
constitutiva (A.5) no espaco reciproco. Aplicando a transformacao (A.2a) sobre ambos os lados
de (A.5) e empregando (A.2b) em B (r,1),

1 o i t
A(k,w) :(2)4/ dt/d%e‘“’“'““”/ dt’/d3r’K(r —r't—t)

)" J o e

X/ dwl/dgle (k:l,wl) ei(klﬂ"’fw’tl)
1700 o t

=— dt | d®r dat' | &' K (r —r',t —t'

(2m)" ,
™ —00 —00

X/ dw'/dgk'B (k:',w’) efi(k:-rfwt)ei(k'-r'—w’t’) x e—i(k:'-r—w’t)ei(k:'-r—w’t)

1 oo t
:(2)4/ dt/d?’r/ dt’/d3r’K(r—r’,t—t’)
T — 0 o

X/OO dw’/dgk’B(k:’,w’) il (rr") = ()] i (k) — (s )1]

o

=1

1Kernel.
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Realizando agora as seguintes trocas de variaveis de integracdo: t' - r=t—t'er' - p=r —7/,
a expressao acima pode ser escrita

A(kvw):(271r)4/ dwl/dgk‘lB(kl,wl)/O dT/dSpK(p,T) e_"(k/‘P—w’T)

y / T / B el (k ) ()]

Definindo agora a transformada de Fourier do caro¢co como

K (k,w) :/ dT/d?’pK(p,T) e~ ikp—wr)
0

sendo que os limites de integracao e a condicao K (p,7) = 0 para p > c¢r sido impostos para conti-
nuar satisfazendo os principios acima aludidos. Empregando agora as representacdes (A.3a,b),
resulta

A(k,w) =K (k,w) B (k,w), (A.6)

a qual é a expressao do teorema da convolucao.

A.1.4 Teorema da poténcia

Sejam A (r,t) e B (r,t) duas fungoes reais, entdao, usando (A.1b),

/ dt/d3rArt (r,t) B / dw/dS/ dw/d3k' (k,w)B (k )
)

x / dt/d3rei (k") or—(wte 1]
Empregando as representacdes da delta de Dirac (A.3a,b),

/ dt/d3rArt (r,t) / dw/d?’/ dw/d3k' (k,w) B (k',w')

k+k) (w+w,

@) / dw/d3kAk:w (—k,—w).

Usando agora a condicao de realidade (A.2), resulta

/_Zdt/d3rA(r,t)B(r,t) - (1/_O;dw/d3kA(k,w)B* ko), A7)

27)*

o qual é o teorema da poténcia.
Um corolario deste teorema é

/Oo dt/d3r |A(r,t)” = (21)4/00 dw/d3k |A (k,w)|”. (A.8)
— 00 ™ —00
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APENDICE B

CALCULOS DETALHADOS PARA O
MECANISMO DO MASER DE
ELETRON-CIiCLOTRON

Neste apéndice sao derivadas algumas relacoes auxiliares que serao utilizadas ao longo do
texto.

B.1 Forma alternativa para R (k).

Serao aqui realizadas algumas transformacées com a quantidade Rg (k) definida em (3.34).

Inicialmente, emprega-se a identidade (3.13a) com k = i € soma-se sobre i para obter A = %AZ Aji-

Em seguida, tendo em vista que \;; pode ser definido pela identidade (3.13b), € facil mostrar que

A OAR
Q"Z AgllAﬁ.

ow Ow

Esta identidade € 1itil para o calculo da seguinte quantidade,

9 n — ,n 9 n—1
a—w[w A(k,w)] =w a—wA(k:,w)—}—nw A(k,w).

Mas, i
0 nAh n aAi' n—1 h naA‘ n—1
/\jia—w (w Aij) =w /\jia—w] +nw" T AA = w o + 3nw" AL

Portanto,

9 9 o
% WA (k,w)] = Nj; (k,w) % [w A?j (k,w)] = 2nw" A (k,w) .

Considera-se agora a expressdo acima para o modo o. Neste caso, A (k,w]) = 0 e € possivel

eéscrever
A leakal] =x{ s o]}

w1 Jw

[c,uA(k,w)

w1 Jw -

o
Wi

Y
Com a ajuda agora da expressao (3.26), pode-se escrever

Ry ] = e ()¢5 () { oy g [ ]}

wi
O interessante neste resultado € que ele independe do valor de n.
Lembrando agora da definicdo de Al’-‘j (3.10), resulta para n = 2

1o

w Ow

-
W

(R () = et ()¢5 () { £ 2 [l ]}
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Definindo agora a quantidade
e’ (k,w) = ef" (k) ef (k) el (k,w),
observa-se ser possivel escrever Ry (k) de uma maneira mais compacta,

{2 [oﬂ:f (e}

w Ow

Ry (k) =

o
Wi

Finalmente, a expressiao acima sera escrita em termos do indice de refracdo do modo o.
Para tanto, retorna-se a equacao da onda no limite de absorcao desprezivel (3.16), escrevendo o
campo elétrico em termos do vetor ef (k), € multiplica-se a mesma por e * (k), somando-se sobre
o indice i. Desta forma, resulta

e (k,w) =n2 (1 - |n-é”|2) ,

sendo k = k/k e n, = kc/wf o indice de refracdo do modo .

Assim,
- 1 1
RE (k) = ~0 12 1 a
1|k - € == (wn2)
w Ow 7] e
1 1

= — . (B.1)
1—|k-é) [2n”88cu (wng)]

A expressao (B.1) é utilizada realizando-se a mudanca nas variaveis independentes k — (w, ).

B.2 Vetor de polarizacao para ondas de ciclotron

A forma geral do vetor de polarizacdo é° (k), dada por (3.25), é aqui particularizada para
emissao de ondas de ciclotron. Uma representagiao conveniente para é° (k) neste caso envolve o
uso das funcgbes auxiliares K, (k) e T, (k) na formula

&% (k) = Kg(k) n+7‘} (k)t +1i/c2v’ (B.2)
(K3 (k) + T3 (k) +1]

sendo
Kk =senfé; + coshéz, t = coshé; —senfé; e a = é,

vetores ortonormais que servem de base no R3. Em (B.2) K, descreve a parte longitudinal do
vetor de polarizacao, enquanto que 7, descreve a parte transversal, ambas em relacao a direcao
do vetor de onda. As ondas sao longitudinais para T, = 0 ou K, — oo € transversais para K, =0
ou para 7, — c e K, finita.

Na teoria magnetoionica, discutida na secao 3.5, pode-se mostrar [38, Eq. 2.123a,b] que as
expressoes para os parametros K, e T, sao:

(P —n2) Dsenf
An2 — PS

_ DPcost

- An2 - PS’

K,=
T,

onde os parametros A4, D, P e S sdo os mesmos introduzido na secao 3.5.

Formas simplificadas destes coeficientes para cada modo de propagacido podem ser obtidas
a partir de algumas manipulacdes algébricas. Inicialmente, introduzindo a forma para 7, dada
acima na equacao de dispersao (3.73) e fazendo-se uso da relacao auxiliar

(B.3)

An? :P<S+ Dcos0>

T,
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pode-se escrever a equacao como

Y sen” 0
e sen

Calculando-se as solucoes da equacao (B.4) e usando a forma explicita das relagoes de dispersao
(4.19a-e), resultam as seguintes formas explicitas:

T

|cos 6|
Tx = ——, (B.5b)
T

onde o parametro 7 esta nas relacoes de dispersao referidas.
Da mesma forma, partindo da definicdo acima para o parametro K, e empregando novamente
(B.3) e as relacoes de dispersao magnetoidnicas, obtém-se

2

Ko= pe ' Tfee sen@2

2= fpe 7f — feecos?
fﬁe feesend

fP=f2 [+ Tfee

(B.5c)

Kx = (B.5d)

Pode-se obter facilmente também uma forma alternativa para a relacdo de dispersao para os
modos magnetoidnicos (4.19), dada por

XT,
nZ =1

e E—— B.6
7 T, —Y cos® (B.6)

B.3 Calculo da velocidade de grupo

A aproximacao WKB, a magnitude da velocidade de grupo de uma onda se propagando no

modo o é dada por
Ow, 1 c

v? =

97 0k ~ 0k/Ow, 0 (wny) /0w’

Procede-se entao ao calculo da derivada:

0(wng) 4 ong n w omy 1, +88n3
o T, TN 2, Ow Ny "o T 0w )
De ((B.6)),
0 1 XT, 2T, — Y cosf XY cos® OT,

dw' wT, —Y cosf T, —Y cosf + (TJ_YCOSQ)Q%'

Agora, de (B.4),
o, 1 1-T21+ X

dw  w T14T21-X

Resultando entao, apds algumas manipulagoes,

d(wn,) 1 1 1 XT,Y cosf 1 1-T21+ X
ow Mg

— |1+ +
2(T, — Y cos)” 1+7T21-X

Portanto, a velocidade de grupo resulta escrita

-1

[o—

g

v Ny

1 XT,Y cosb (1 1—T§1+X>

14+ - - .
2 (T, — Y cosb)’ 1+T31-X

Para cada modo magnetoidnico resulta:

CNg

Michel Silva dos Santos DISSERTACAO DE MESTRADO IFM - UFPel



CarituLo B. Calculos Detalhados para o Mecanismo do Maser de Elétron-Ciclotron | 91

Tw2,Q
Rx=1- %
2w (w+ Q)
Tw? Qe cos® 6
2w (1w — Q, cos? §)”
12 —cos? W +wp,

72 4 cos? 0 w? — w2,

(1+0) (B.7b)

Ro=1+

1-0U) (B.7¢)

(B.7d)
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APENDICE C

CALCULOS DETALHADOS PARA O
MODELO TEORICO

Neste apéndice, serdo apresentados detalhamentos dos calculos realizados para as expres-
soes empregadas no modelo tedrico, discutido no capitulo 4.

C.1 Equacodes para tracado de raios no modo X

Nesta secao do apéndice, apresenta-se em detalhes as deducoes das expressoes apresentadas
na secdo 4.3.2. Dado o sistema hamiltoneano de equacdes de tracados de raios (4.20a,b) que
descreve a evoluciao de um raio propagando-se no modo o (= X, O), sera apresentada agora a
derivacao de sua forma final para ondas no modo X (ou Z) propagando-se na cavidade solar.

Os sistemas de coordenadas adotados em ambos os
lados de (4.20a,b) serao distintos. Em primeiro lugar,
observa-se tanto no modelo de parametros fisicos dis-
cutido na secdo 4.3.1 quanto nas relacoes de dispersao
dos modos magnetoidnicos (4.19a-e) que o sistema fi-
sico em estudo possui simetria azimutal em torno do
campo magnético By. Neste caso, a trajetéria do raio
fica sempre confinada a um plano ortogonal a By e é
possivel adotar-se um sistema de coordenadas plano-
polares como o ilustrado na figura C.1, no qual o raio
esta confinado ao plano zz e a relacao de dispersao de-
pende somente na frequéncia da onda (f), nas magni-
tudes (r, k) dos vetores e nos seus respectivos angulos
polares (0,v), ou seja, A = A (k,vy,r,0, f).

As equacdes (4.20a,b) serdo escritas entdo da se-
guinte maneira. @ Nos lados direitos as derivadas
de A (k,v,7,0,f) serdo todas escritas em coordenadas
plano-polares. Ja nos lados esquerdos, sera utilizado
um sistema misto. As componentes do vetor posicao se-
rao escritas em coordenadas cartesianas (z, z), ao passo

AZ

<Y

X

Figura C.1: Sistema de coordenadas ado-
tado.

que as componentes do vetor de onda serao escritas em coordenadas plano-polares (k,v). Com

esta convencao, o sistema (4.20a,b) se torna

OAvdr o OAx o 10Ax
w dt Mk T Y8y
O0xdz DX ot 90X
B dt ok k 0y
8AX dk o 8AX 1 aAX
B a0~ T msen® =) T 5
oAy dp dAx 19Ay
ka—wa—sen(e—w o +cos(0—¢)r 50

onde ja esta sendo assumido que o raio a ser tracado se propaga no modo extraordinario.
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Como a relacgoes de dispersao fornecem diretamente o indice de refracdo n, e sao escritas na
forma A, = n2 — ¢, (1,7,w), as seguintes derivadas sio triviais:

aAgzan?,: e, Bniz_Q@
Ok Ok w 7’ Ow w
Além disso, € conveniente escrever o lado esquerdo da terceira equacido acima em termos de n,,
dk  wdn,
dt ¢ dt’

Finalmente, é conveniente estabelecer agora a escala espacial para a propagacao do raio. Uma
vez que as distancias no modelo de parametros fisicos discutido na secao 4.3.1 sdo medidas em
raios solares (1 R =~ 6.96 x 10° km), define-se as variaveis espaciais normalizadas,
Z z r
T = — Z, = — r = —
O} R@ ) © R@ 3 ®© R@
Em termos destas novas variaveis, os lados esquerdos das duas primeira equac¢oes acima ficam

dados por
dr dee dz dzg

— =Rg——=e — =Rp——.
at O dt - dt ¢ at
Agora € necessario realizar as derivacdes em Ay, empregando a forma explicita para o modo
extraordinario. Inicialmente, a relacdo de dispersao (4.19a,b) sera escrita na forma

Ax (f,k,¢,r)zw,

Dy =f[2f (f3. = £°) + nfee] (nk =) +2(f. = 1) £
g(fﬂ/% )_2f2( _f)—'_iu(f:/(/}:r)ffce

= f feesen® ¢ + \/4 (f2. - ]‘2)2 cos? v + f2f2 sen* 9,

de onde,
1 (.4 D
OAx = - <8DX - Xag> .
g g

Dadas agora as seguintes relacoes auxiliares,

8——fcesen21/1+f Qsen41/1—8(§e—f2)c052¢ .
of VA2, — £2)7 cos? o+ f2 12 sent
au ffeelt — ( pe —fz) sen 1) cos ).
\/4 ) cos? 4 + f2£2, send ¢
o of fee sen2 1/}174 +4( 2 — I?) [h. cos® ¥,
a \/4 coszw + f2f2 sen* ¢

V:N_ffce:_ffce0052¢+\/4(ge—f2) cos? ¢ + f2f2 sen* ¢,

onde(=r,0,e

NRe 1 0
= —InBy— 2 = — _° B
r 3 20 R@ R@@T@ oo
OR 1 9
5= —Inne — —2 = —_° Inn,.
87‘ no R@ R@a’l'@ nn

Assim, apos calcular as derivadas de Dy (f,k,¥,7) e g(f,%,r) e combinar ambos os resul-
tados, resultam, ap6s uma série de manipulacoes algébricas, as seguintes expressdes para as
derivadas de Ax (f, k,¢,7),

oA _
ok k
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hBAX

f af -7
OAx _ 2f fee (1 nX) n% sen ) cos 1
oY \/4 . — f?) 00821/1+f2 ' sen? ¢
3(;\5( = 2%, (1 —nX)nc + 2850,

onde
=2f (fpze _fz) + pfee :g/f

2 2 2
F =2 [ufee +2f (2f2, — )] ¥k + 12 fee + SUF (f2 = f2)

\/ 4(f2, f2) cos? ) + f2f2 sent o)

(1 - n?X)
H fce/2
\/4 - f?) coszw + f2f2 sen*1)
e@ pe ( — f2) (V/f il fCSN)z( cos” d}) fn%( .
VA2 = 1) cos? 4 + f272 sent ¢

Uma manipulacao adicional pode ser realizada nos termos compostos

OAx 10Ax

sen ¢ ——— % +c k0w k;z% % sen
OAx 10Ax 2

costh— = —sentp 0 k,xzancosgb,

sendo agora

=1 ffee (1 —n%) cos® ¢
’ \/4( 3e—f2)2cos2w+f2f2 sen? 1)

o =1+ [ fee (1 nX)sen2¢
VA2 = 1) cos? & + 22 sent ¢

Combinando todos estes resultados, resulta finalmente o sistema de equacgédes para tracado
de raios no modo extraordinario (4.21a-d) empregado nesta dissertacao.

C.2 O coeficiente de emissao espontanea

A emissividade espectral no modo X, levando em conta somente a contribuicdo dos elétrons,
é calculada através do coeficiente SX, dado por (4.24). Usando ((4.22)) como a emissividade
de particula unica e (B.7a) para a velocidade de grupo, adota-se um sistema de coordenadas
esféricas para um plasma com simetria azimutal para o calculo da integral em S¥, onde se
define a nova variavel de integracdo u = p/m.c. Em termos desta nova variavel, as seguintes
transformacodes sao realizadas,

1
/d3pF —)27r/ u du/ sin ada Fy, ( )—>27r/ ugdu/ du F, (u,u):/dguFe (u, ),
s1na—7 V1—p?, cosa = p, fy_m B:%’

0 |w(l—mnxpcosacos)) —sﬂe] ) <\/1—|—u2 —s& —nxuucos¢> ,
5 w w

resultando entédo a seguinte expressdo para S* [63],

2

Whe
SX:’]TP(1+T2 Z /dg’ulf 1— )
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2

— |Kxsen® + Tx (cosw uuﬂ M%—Jé (bx)
] g bx

x6<\/1+u2—s?}—nxu,ucos¢> e (u,p), (C.1)

onde by = (w/Qe) nxu\/1 — p?senp.

Introduzindo agora a distribuicao eletronica adotada no presente modelo (4.17), resulta,

2

Whe
SX:WP(1+T2 Z /dg’ulf 1— )

‘7 {KX senv + Tx <cos¢—n[,u'u>] Js (bx) + J. (bx)
Q Y bx

—u?/a? —(u—up)?/a’
x§<fy—sﬂenxu,ucosw> € °3+@g(,u)e 5 .
w (Vrao) Mo (Vra) AuA,

Vai ser utilizada agora a aproximacao fracamente relativistica, onde se desenvolve v em série
de poténcias, v ~ 1 + u?/2, e se despreza todos os termos proporcionais a «® ou de mais alta
ordem, resultando

2

2

X wpe me 3
= 1_
S T (1—|—T2 /duu )

§——00
2

T, (b ,
ﬁ +J! (bx)
bx

il [Kx senty + Tx (cosy) — nxup)]

2 —u?/al —(u—up)?/a?
x6<1+u—sge—nxuucosz/1> € 3_*_@9(;1)6 .
2 w (Vmap) no  (yra)  A,A

A condicdo de ressonancia define entao a semicircunferéncia

(C.2)

u? Q. 9 Q,
1+?—s——nxuucos¢:0:>u —2nxpcospu+2(1—s— | =0,
w w

cuja solucgao é

Q0
u=u} =nxpcost) £ \/n§u20052¢—2 (1 —se>.
w

Para s positivo e w < sQ2, (como no modo Z), o argumento da raiz é sempre positivo definido e

a condicao de ressonancia é sempre satisfeita. Contudo, somente v = uf é fisico, uma vez que

u > 0. Por outro lado, se w > s{). a ressonancia € satisfeita para ambos os sinais sempre que
£ > 0. Porém, o argumento da raiz deve ser positivo, o que gera uma condi¢ao adicional:

. Q 2 Q
utcos?p —2(1—s5—= 1> =——— [1-s—2].
nx p” cos” S >20= wr >k "2 cos” s

Em qualquer situacao,

2 X
0 <1+u —s& —nxuucosdJ) E u Yr ) (C.3)
w

2 = |uX —nxpcosth|’

A soma infinita sobre s contém trés tipos de contribuicdes: o termo s = 0 é denominado
ressonancia de Cerenkov. Termos com s > 0 sdo chamados termos de ressonancia de ciclotron e
termos com s < 0 sio chamados termos de ressondncia de ciclotron anémala. Para este trabalho
somente termos com s > 0 serdao considerados. Usando entdao a condicao de ressonancia (C.3)
para calcular analiticamente as integrais em u, a expressao (C.1) resulta escrita, apés uma série
de manipulac¢odes, como
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SX

AdE > ot [ ¥ (,0)

1
© (f - Sfce) o (1 - Hz) / dll‘ Z [H? (ufaﬂ) + HsX (uf,(, _M)]} ) (C.44)
s r==+1

sendo O (z) a funcao de Heaviside e

\I’X (u /j,) e—uz/ag ng g (,LL) e—(u—ub)z/a2
X JE—
Y (u,p) = lu — nx pcos | e i I (C.4b)
u* (1 —p oS 7, (b 9
\I/? (U,M) = 7’2—1-(C0821/J) fJ:E |:K se ¢ | T/J| (cOS’l,/J nXHU):| % + J; (bX) (C.40)

Agora, as integrais em p devem ser realizadas numericamente.

C.3 O coeficiente de emissao induzida

O coeficiente de emissao eletronica induzida, ou taxa de crescimento, é definido formalmente
em (3.51). Aqui sera realizado o calculo explicito do coeficiente para ambos os modos X e O
porque na secao 4.4 serao apresentados resultados para ambos.

Repetindo a expressao geral para 77,

— 8r 2% k) $ /d3p|*” V (ks s)?

S——00
Swy 0 0 ”
x <+ k”f’)‘?m) fpr.py) 0 (W = kyo) — swa)

o termo é°* (k) - V (k,p;s) é calculado empregando-se (3.43b). Usando também a relacio de
dispersdo (B.6) e realizando novamente a transformacio na variavel de integracdo p — u, o
coeficiente v° pode ser escrito [63, 64],

2
S o LT —

2 f ( 1+T2
v
Qe

Inicialmente, observa-se que se o plasma estiver em equilibrio termodinamico, isto €, n, = 0
em (4.17), a seguinte relacao simples entre v e S° (dado por C.1, para o modo X) resulta,
1 S
VSN S S | (C.6)

a2 mec? 2 kgT.’

Js (bs)

!
o+ ()

2{8+< ) o] P €5)
u% ngucosw—u% e (u, ) - .

K,seny + T, (cosz/J - nguu)
Y

ou seja, no equilibrio termodinamico emissao espontanea e induzida sdo proporcionais entre si.
Retornando agora para a forma geral (C.5), considera-se novamente o caso fracamente rela-
tivistico e mantém-se somente as contribui¢cées dos harménicos s > 0, de onde resulta

2 oo 1 o 2
« e ]. ce
*y":ﬂ'zfii g / du(l—/f)/ duu?6 <1+u_sf —nguucosgb)
s=07 1 0

f A+T)E, 5~
i [Ka Sil’l'l/} + Tg(cosdj — no’“///)] %

ce a

2
, ) )
#7100 [ + (nacoss = ) 5| B (a ).

Calculando as derivadas de F, (u,u) em (4.17),

oF, _ _271; e*“2/“33 o 2 (u —2 Ug) . 1 exp [ — (u— uo)2 sech? (M - UO)
ou a5 (y/mag) ng a 323 A, A, o
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OF. 2 m 1 (1 — ug)? o (1= pio 1= pio
o E%7W3/QQ3AUAH exp( Q- sech A tanh An

e usando novamente a condicao de ressonancia (C.3) para calcular a integral em u, escreve-se

finalmente v como

ffpe Z{ sfce—f)/_lduQZ (u?, 1)
@(f—sfce)@(l—,un)/ dp Z [0 (cos ) Q (uy, pt) + O (—cosyp) Q7 (u,‘?,—u)]}a (C.7a)

n r==+1

onde
QF (u. ) = M {“/
+%Z e—;z;lu:il:a sech? (ﬂ;:o) [u(ua—2 uo) | Mol CZS;/J ~H tanh (M;;Oﬂ }(C.?b)
H (u, p) = w {ff [Kysen ) + Ty (cos ) — ngup)] % +J.(b )}2 . (C.70)

Finalmente, o coeficiente HZ pode ser colocado de forma explicita para cada modo
I (b ?
% +J (bo) |c051/1|} (C.7d)
0

2
Js (bx) J! (bX)} . (C.7¢)

u2 (1 — ,Uz) { f [KO sen1/1 |COS'(/J| + 7 (Cosw - nOUN)]
X senh — [co ¢|(cos¢—nxuﬂ)} by

o _ v -—r)
HS (u,u) 2 +c0521/) fce
u? (1 - p?) {f

X -
H; (u,u)—m oo

C.4 A equacao de transferéncia radiativa

Repetindo a equacédo de transferéncia radiativa conforme esta aparece em (3.58a-d), porém
escrevendo-a explicitamente para o modo X e realizando a troca 6§ — ¢, resulta

d [1X X
e 8) gy [M} X (w0, 1) + 1 (w,0h) T (w,00)
t y Wr
onde
X . w?n% 0 (wnx) | dcosy dPX
(w7¢T) - (27'['0)3 6w ‘acos 1/}7‘
AX
% () = L
Yy
. X g 5
ww»—% |

Contudo, esta equacao € excessivamente complicada e, por isso, algumas aproximacéoes serao
realizadas. Inicialmente, Melrose (1980) [39, pg. 275] argumenta que para w 2 2w,. as seguintes
aproximacoes sao justificadas: 7 ~ o, vy =~ cng, n,0(wn,) /0w =~ 1 € ny ~ n,. Com estas
aproximacoes, a equacio acima fica

2 d (1% _ winy dPX ﬁIX (@, 1)
"X s n% (2re)® AV v T

Como ao longo da trajetoria percorrida pelo raio, cuja extensao € dada por s, um incremento

infinitesimal € dado por ds = v dt, resulta
. Ix
i (o) =55 #9515 @),

nx
dt X
IFM - UFPel
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onde SX esta definido a partir de dP¥/dV através da relacao (3.60), com sua forma explicita
dada por (4.23) e (C.4). Finalmente, desprezando-se a variacdo de nx ao longo da propagacao
do raio para fins de calculo da equacao de transferéncia radiativa, resulta a seguinte expressao
simplificada:

d

1 (F9) = 8% + 95 T% (f0), (C.8)

onde S¥X sera dada por (C.4) e X por (C.7).
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