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RESUMO

Neste trabalho, o comportamento de fase do modelo primitivo restrito (RPM) para
eletrélitos simétricos na presenca de potenciais de curto alcance é examinado. Um modelo
simples é proposto, combinando a teoria Debye-Hiickel-Bjerrum com interacao dipolo-ion
e a teoria van der Waals representando uma atracgao efetiva de curto alcance entre os ions.
O diagrama de fase é examinado como funcao da intensidade ¢ desta atracao e diferentes
cenarios sao propostos. Na regiao de € pequeno, o comportamento de fase é controlado
pela interacao eletrostatica e a coexisténcia de fase é do tipo RPM. A medida que aumen-
tamos a intensidade e, o ponto critico de van der Waals, que se encontrava metaestavel
dentro da coexisténcia RPM, aumenta sua temperatura tornando-se eventualmente estavel.
Mostramos que para uma regiao de valores de € os pontos criticos de RPM e van der Waals
coexistem em equilibrio. Se aumentarmos ainda mais a intensidade da atracao de curto al-
cance, o ponto critico de RPM torna-se metaestavel e o comportamento de fase ¢ dominado
pela interacao de van der Waals. Discutimos as implicacoes fisicas deste comportamento
e comparamos nossos resultados com simulacao Monte Carlo e abordagens de teoria de

campo.



ABSTRACT

In this work, the phase behavior of the restricted primitive model (RPM) for symmet-
rical electrolytes in the presence of short-range potentials is examined. A simple model is
presented, combining the Debye-Hiickel-Bjerrum with dipolo-ion interaction and the van
der Waals theory representing an effective short-range attraction between the ions. The
phase diagram is examined as a function of the strength e of this attraction and different
scenarios are proposed. In the region of small €, the phase behavior is driven by electro-
static interaction and a RPM phase coexistence is obtained. When ¢ is increased, the van
der Waals critical point, that was metastable inside the RPM coexistence, increases its
temperature and becomes stable. We show that for a certain region of ¢ both RPM and
van der Waals critical points coexist in equilibrium. Increasing even more the strength of
short-range attraction, the RPM critical point becomes metastable and the phase behavior
is driven by van der Waals interaction. We discuss the physical implications of this behavior

and compare our results with Monte Carlo simulation and field-theoretical approaches.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo do comportamento de fase em fluidos complexos é um dos ramos classicos da
fisica estatistica. De fato, para sistemas cujos componentes sao neutros (ou nao-i6nicos)
dispomos hoje de um ferramental bastante amplo para a caracterizacao das fases ter-
modinamicas. Teorias de escala e de grupo de renormalizagdo para a regidao critica [1],
aliadas com técnicas de simulagao sofisticadas [2, 3], tém expandido enormemente nossa
compreensao fisica destes sistemas. Infelizmente, o mesmo nao pode ser dito de sistemas
cujas interacoes dominantes sao de natureza coulombiana, como sao os casos de solucoes
contendo eletrélitos, polieletrdlitos e coldides [4]. Para estes fluidos complexos, o carater
de longo alcance da interacao eletrostatica inviabiliza a utilizacao da maior parte do fer-
ramental desenvolvido para o andlogo nao-ionico. Com isto, nos ultimos anos, esta area
tem se mostrado muito ativa, com novos experimentos, modelos e técnicas de simulagao

computacional.

Isto é ainda mais surpreendente quando levarmos em conta que o estudo de sistemas
coulombianos nao é novo. Os primeiros trabalhos reportam ao ano de 1923, através da
teoria proposta por Debye e Hiickel (DH) para eletrélitos diluidos [5]. A ideia bésica deste
modelo foi mostrar como num eletrélito simples, composto por igual quantidade de cargas
elétricas positivas e negativas, o mecanismo da blindagem eletrostatica poderia produzir
uma atragao no sistema. Com a adicao do conceito de pares ionicos, introduzido por Bjer-

rum em 1926 [6], esta atracdo poderia, por exemplo, ser responsavel pela separagao de



fase do tipo gés-liquido, terminando num ponto critico [7, 8]. A despeito destas primeiras
investigagoes reportarem ao inicio do século 20, s6 recentemente [9, 10, 11] pode-se afirmar
com certeza que um eletrélito simétrico (gas de Coulomb) em trés dimensoes apresenta
separacao de fases do tipo gas-liquido, similar aquela observada em sistemas cujos com-
ponentes interagem através de potenciais de curto alcance. Ainda assim, até o inicio dos
anos 2000 o debate acerca do carater da regiao critica em eletrdlitos, era uma questao

aberta [12, 13].

O modelo mais simples para a investigagao tedrica em eletrélitos simétricos é o assim
chamado Modelo Primitivo Restrito (RPM). Neste, os fons sao vistos como esferas rigidas de
mesmo diametro e carga elétrica de mesma magnitude, imersos num solvente sem estrutura
e definido por uma constante dielétrica, que interagem através de um potencial do tipo
Coulomb. Com base neste modelo, teorias de campo médio baseadas nas ideias de Debye-
Hiickel-Bjerrum [5, 6] com o acréscimo da interacao entre os dipolos e os fons livres [14, 15,
16] foram utilizadas com sucesso principalmente na obtencao das curvas de coexisténcia de

fases.

Para a caracterizacao da regiao critica, por outro lado, novas abordagens foram in-
troduzidas, em especial para a definicao da classe de universalidade em eletrélitos. Os
primeiros experimentos [17, 18] indicaram um comportamento de campo-médio (clédssico) e
do tipo Ising [19, 20], para solventes de baixa e alta constante dielétrica, respectivamente.
Experimentos mais recentes [21] e simulagoes Monte Carlo mais sofisticadas [12, 13, 22, 23],
por outro lado, sugerem fortemente que a criticalidade é do tipo Ising. Entretanto, a pas-
sagem do comportamento cldssico para Ising [24, 25], observada muito mais préxima ao

ponto critico do que em sistemas nao-ionicos, permanece ainda uma questao em aberto.

A caracterizacao da regiao critica, principalmente do ponto de vista de simulagao com-
putacional, produziu uma série de trabalhos de fluidos i6nicos na rede. Isto se deve ao fato
de que o modelo de Ising (equivalente a um gas na rede) desempenhou um papel crucial na
compreensao de fenomenos criticos em sistemas nao-ionicos e, ao que tudo indica, a classe

de universalidade do tipo Ising é o que se espera para fluidos i6nicos [12]. De fato, recente-



mente uma série de trabalhos relacionados com o modelo RPM na rede (que chamaremos
de LRPM) tém sido propostos [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]. Nestes, as posi¢oes dos
fons estao restritas aos sitios de uma rede, definida pelo parametro ¢ = o/a, onde o é
o diametro dos ions e a é o espacamento da rede. Assim, o “grau de discretizagao” do
modelo pode ser controlado pela razao ¢: o limite discreto (ou de rede) corresponderia ao
caso ( = 1, enquanto que o limite do continuo seria obtido quando { — oco. Do ponto
de vista computacional este método torna-se muito eficiente, uma vez que as posicoes dos
fons sdo conhecidas a priori, facilitando assim o célculo da energia eletrostatica [26]. Com
isto, valores cada vez mais precisos para os parametros criticos do modelo LRPM foram

obtidos [12, 13, 22, 23].

Outro aspecto importante evidenciado por esta técnica de discretizacao do espago de
simulagao, foi o carater totalmente distinto entre os modelos de rede e continuo para fluidos
ionicos [26]. Embora fluidos nao-idnicos apresentem o mesmo comportamento critico que
o modelo de Ising numa rede em trés dimensoes, fluidos i6nicos numa rede (ou ¢ = 1)
nao apresentam uma transigdo do tipo gas-liquido (consequentemente, nao existe ponto
critico). Ao invés disto, apresentam uma transigao de fase do tipo ordem-desordem, entre
uma fase desordenada de baixa densidade e outra ordenada de alta densidade, terminando
num ponto tricritico. A transicao é continua, ou linha do tipo Néel, acima e de primeira
ordem abaixo deste ponto tricritico [35]. Enquanto entre ( = 1 e ( = 2 as curvas de
coexisténcia obtidas em simulacao Monte Carlo nao sao claramente definidas, para ¢ > 3
a topologia destas curvas converge rapidamente para o resultado do continuo [26]. Ainda
que a presenca da rede no modelo LRPM favoreca o ordenamento das cargas, nao é 6bvio

por que os modelos de rede e continuo apresentam um comportamento critico tao distinto.

Em busca da resposta para esta questao, Ciach e Stell [27, 28, 29, 30, 31] propuseram
que os responsaveis por estas diferencas sao as flutuacoes de carga presentes em tais sis-
temas. Para sistemas dominados por interacoes de curto alcance sao as flutuacoes de longo
comprimento de onda que dominam. Assim, a estrutura da rede subjacente torna-se irrel-

evante e o comportamento critico é o mesmo para modelos de rede e continuo [36]. Para



sistemas carregados, por outro lado, sao as flutuagoes de curto comprimento de onda que
dominam. Neste caso, a estrutura da rede torna-se importante e diferentes diagramas
de fase podem ser obtidos. Ciach e Stell sugeriram que para estes casos, tanto o ponto
tricritico quanto a criticalidade gas-liquido, associada a uma transicao entre duas fases
desordenadas, podem ser encontrados para modelos de rede e no continuo [29]. Outro
efeito importante evidenciado por estes estudos foi a forte dependéncia do diagrama de
fase para o modelo RPM quando potenciais de curto alcance entre os fons sao adicionados
ao modelo [27, 32, 33, 34]. A origem destes potenciais pode estar ligada com as interagoes
solvente-solvente ou solvente-soluto presentes em tais sistemas, uma vez que os eletrélitos
estao dissolvidos em solventes moleculares [29]. De fato, dependendo da forma deste po-
tencial de curto alcance, diferentes diagramas de fase foram propostos. Para a atragao de
curto-alcance, por exemplo, no modelo LRPM na rede (¢ = 1) tanto criticalidade quanto
criticalidade gés-liquido foram encontradas, enquanto que para ( — oo apenas o ponto
critico foi localizado [32]. Para repulsao de curto alcance, por outro lado, tanto simulagao
do modelo LRPM (33, 34] quanto modelos de campo médio [30, 31] propoem que o com-
portamento termodinamico dos modelos de rede e continuo podem se tornar equivalentes

a medida que esta repulsao aumenta.

Dada a grande variedade de diagramas de fase para um eletrélito simétrico, neste tra-
balho propomos um novo modelo simples subjacente ao modelo RPM com a adi¢cao de um
potencial de curto alcance entre os ions. Estaremos interessados em analisar o caso de um
potencial que produz uma atracao de curto alcance entre os ions, independentemente da
carga elétrica destes. Para isto, combinaremos a teoria Debye-Hiickel-Bjerrum [5, 6] suple-
mentada pela interagao dipolo-fon [16] com a teoria van der Waals [37] para fluidos neutros,
a fim de obter uma energia livre para o sistema. A forma escolhida para este potencial
de curto alcance é um potencial de poco quadrado, dada sua simplicidade de utilizagao na
teoria van der Waals. De posse da energia livre, toda a termodinamica do sistema serd
estudada em funcao da intensidade desta atracao de curto alcance. Iremos investigar de

que forma o comportamento de fase do modelo RPM para eletrélitos é alterado a medida



que a atracao de curto alcance tem intensidade suficiente para competir com o potencial
eletrostatico do modelo RPM. As curvas de coexisténcia serao obtidas, bem como a local-
izacao dos pontos criticos serao propostas. Os resultados assim obtidos serao comparados
com os da literatura [27, 28, 32].

O trabalho estda dividido da seguinte forma. No capitulo 2 revisamos a teoria de
eletrélitos fortes descrita pelo modelo Debye-Hiickel-Bjerrum-dipolo-ion. Apresentamos
como cada um dos termos da energia livre é produzido, discutindo as diferentes curvas de
coexisténcia produzidas a partir destes modelos. No capitulo 3 a teoria van der Waals é
apresentada, a fim de produzir uma energia livre atrativa de curto alcance. No capitulo
4 estas duas teorias sao reunidas, uma vez que queremos analisar o efeito de um poten-
cial de curto alcance atrativo sobre as propriedades termodinamicas do modelo RPM para
eletrélitos. Finalmente, no capitulo 5 reunimos nossos resultados, comparando-os com os

da literatura e algumas perspectivas da nossa abordagem sao apresentadas.



Capitulo 2

A teoria dos eletrolitos fortes

Os sistemas que iremos estudar sao chamados de eletrélitos, denominacao usual para as
substancias que, em solucao aquosa, dissociam-se de forma espontanea, produzindo igual
quantidade de particulas de carga elétrica positiva (cdtions) e negativa (anions). Estas
particulas sao chamadas de ions. Nos chamados eletrolitos fracos, onde a dissociacao nao
é completa, a teoria da dissociacao de Arrhenius produz resultados bastante satisfatorios.
De fato, usando argumentos de campo médio, esta teoria prevé que os anions e os cations
estao, em média, distribuidos de forma uniforme por toda a solugao, tal que o potencial elet-
rostatico médio dentro do eletrolito é zero. Com isto, algumas propriedades dos eletrolitos

podem ser calculadas facilmente, como é o caso da pressao osmotica.

Ja para os chamados eletrélitos fortes, onde a ionizacao é completa, a teoria da disso-
ciagao nao pode ser aplicada. Neste caso, as fortes correlacoes eletrostaticas entre os ions
positivos e negativos inviabilizam os argumentos de campo médio usados por Arrhenius.
Neste capitulo iremos discutir as ideias de Debye e Hiickel [5] para o estudo dos eletrélitos
fortes. Veremos que a grande contribuicao de Debye e Hiickel foi compreender que, apesar
de os fons estarem distribuidos de forma uniforme, tal que o sistema é eletricamente neu-
tro, como propos Arrhenius, existem fortes correlacoes eletrostaticas entre os ions de carga
positiva e negativa. Sao estas correlagoes que iremos discutir neste capitulo, dando especial

atencao aos efeitos sobre o comportamento de fase dos eletrolitos fortes.



2.1 O modelo primitivo restrito

Para termos algum sucesso na descrigao fisica de sistemas contendo solugoes eletroliticas,
algumas aproximagoes simplificadoras devem ser utilizadas. Isto se deve basicamente a
complexidade destes sistemas, onde diversas espécies quimicas coexistem. Além disto, a
presenca de um solvente, como € o caso da agua, exige a descricao de muitos constituintes,
o que pode tornar a tarefa irrealizavel.

Uma alternativa simplificadora é oferecida pelo chamado modelo primitivo restrito ou
RPM !. Neste modelo, uma solucao de N, fons de carga elétrica positiva coexistem com
N_ ions de carga negativa, em igual quantidade, de tal forma que o sistema é eletricamente
neutro. Estes fons estao encerrados em um volume V' que contém um solvente. O modelo
é chamado de restrito, pois o solvente é considerado sem estrutura, sendo caracterizado
por uma constante dielétrica D. Além disto, outra caracteristica restritiva do modelo ¢é a
hipotese de fons com o mesmo diametro o e com as cargas +q encerradas no centro de cada
ion.

Comegamos a descri¢cdo com fons livres, de densidades p, = N /V e p_ = N_/V para

os fons positivos e negativos, respectivamente. Assim, em funcao da eletroneutralidade,

1
P+ =pP-= DI (2.1)

onde
p1=py+p, (2.2)

é a densidade total de fons livres. A temperatura e a densidade total do sistema serao
definidas em termos de quantidades reduzidas,

. kBTDJ

T 7

e p* = po® (2.3)

tal que os resultados independem completamente das caracteristicas do modelo.

'Do termo em inglés “Restricted Primite Model”



2.2 A teoria Debye-Hiickel

No inicio dos anos 20, Peter Debye e Erich Hiickel elaboraram um modelo, hoje con-
hecida como teoria Debye-Hiickel (DH), que permitiu um grande avango no entendimento
de solugoes de eletrolitos fortes [5]. Eles consideraram que uma solucao de eletrélitos fortes
é constituida apenas por ions livres. Devido a forga elétrica, que faz com que os fons de
carga oposta atraiam-se, cada fon positivo na solucao fica circundado por varios ions nega-
tivos e, da mesma forma, cada ion negativo fica igualmente circundado por ions positivos.
Em outras palavras, os fons em uma solucao sao circundados por uma “atmosfera ionica”

de carga oposta a carga do fon central, como esquematizado na figura 2.1.

Figura 2.1: Configuracao da minima distancia entre ions de diametro o e carga oposta.

Baseada no modelo RPM, a teoria DH considera uma solucao com igual quantidade de
cations e anions imersos em um solvente representado por um meio continuo de constante
dielétrica uniforme D. Os ions sao representados por esferas rigidas com diametro o
(cdtions) e o_ (anions) que, por simplicidade, sdo tomados como iguais, ou seja, oy =
o_=o.

O objetivo da teoria DH é obter o potencial eletrostatico do sistema, a partir do qual é
possivel obter a energia livre eletrostatica, definida como

@_f...f@i’@UNdT_”l...dT_”gN

e PF-Fo) _
QO f...fe_ﬂUOdf’l...df’gN ’

(2.4)

onde @)y € a funcao de particao do sistema com todas as particulas sem carga elétrica e QQ é



a funcao de particao do sistema com todas as cargas com seu valor real; Fy é a energia livre
correspondente a uma solugao de particulas neutras e F' é a energia livre para a solucao de
ions. A energia de interacao entre as particulas é dada por U, para o sistema neutro e por

Uy para o sistema carregado, sendo
1
Uy = Z 5 L Zu (1) - (2.5)
#J |TZ TJ | #J
Na expressao acima, o termo 1/2 é introduzido para evitar a dupla contagem. O segundo
termo é relativo a interagao repulsiva de curto alcance particula/particula, pois o sistema

é constituido por esferas rigidas e US)

¢é a energia potencial de interagao de curto alcance.

A teoria DH fixa sua atencao em um ion central j e analisa a atmosfera ionica ao seu
redor. Assim, o potencial eletrostatico experimentado pelo ion j é devido a todas as outras
particulas, excluindo o potencial devido ao préprio ion, ou seja,

V() = # : (2.6)

i#] rj |

Assim, o potencial eletrostatico total do sistema é dado por

elet Z 4 ¢J ) (2‘7)

O valor médio do potencial (2.6), experimentado pelo fon j, é encontrado tomando-se

a média de ensemble canonica

<¢>ZII¢J(’FJ)67QUNCZ’F16ZF2N (28)
J f...fe_ﬁUNdﬂ...ngN ’ )
E facil verificar que esta definicdo pode ser obtida diferenciando-se a equacao (2.4) em

termos da carga da j-ésima particula, mantendo V' e T' constantes, pois
=3 (5 ) s = St 2.9
J
Escrevendo g; = Ag;, temos dg; = qjd)\ para cada fon 7, sendo 0 < A < 1, e variando todas

as cargas do sistema desde o valor 0 até sua carga real \g;, podemos obter a energia livre

de Helmholtz eletrostatica,

FoFy= Y [ 00)ar, (2.10)



onde (1;(A)) é o potencial eletrostatico médio sobre o fon j para o sistema carregado.
Agora, seguiremos o procedimento para a obtencao deste potencial. Inicialmente, con-
siderando o potencial em um ponto 7, temos
A=Y =t (2.11)
~ DI — 7}
onde a soma ¢ feita sobre todos os ions do sistema. Tomando-se a definicao da média de

ensemble canonica, obtemos a média do potencial eletrostatico ¥(7),

re‘ﬂUN FQ FQ
() = Lo LD R 212

f...fe_'@UNdFQ...dFQN

onde 7 é a posicao do ion 1, tomado como fixo. Através da equacao de Poisson, podemos

relacionar esta quantidade com sua densidade de carga correspondente p(7, 1),
V2 = —— p(7, 7)) . (2.13)

A fim de relacionar a média do potencial eletrostatico no ponto 7, mantendo o fon 1
fixo na posigao 7, (¢(7, 7)), com o valor médio do potencial do fon j, (¢;), o qual serd
utilizado no calculo da energia livre, consideramos a quantidade

N () = ) = (2.14)
O segundo termo da expressao (2.14) é o responsével por excluir o potencial eletrostético
devido ao proprio fon 1 fixado em 7 do potencial eletrostatico médio na posicao 7. Usando
a simetria esférica do problema, a densidade total de cargas pode ser escrita em termos das
funcoes de distribuicao radial,
2
Hp(r, 7)) = Zl pssg1s(7, 1) (2.15)
=
onde a soma sobre s é tomada para cada espécie constituinte do sistema. Para o caso onde
temos fons positivos e negativos, a carga e a densidade de cada espécie sao expressas por
gs e ps = Ns/V, respectivamente. A funcio distribuigao radial da espécie s em torno do

ion localizado em 7 é dada por ¢15(7, 71). Supondo que o fon 1 estd fixo na origem 7 = 0,

teremos ' (1)(7,71)) = (¥ (7)) e p(7, 71) = p(7).

10



Os fons do sistema estao livres para se mover por toda a solugao. Com isto, as fungoes
de distribuicao radial podem ser expressas em termos dos potenciais de forga média [37],

w1, de forma que a equacao de Poisson para o sistema pode ser escrita como

V(W) = ——= Zpsq e (2.16)

O problema desta equagao é o seu carater nao-linear, que exige o conhecimento dos po-
tenciais w, entre todas as particulas que constituem o sistema para sua solucao exata.
Obviamente, para um sistema com 10?3 particulas, como é o caso de um eletrélito simples,
esta tarefa torna-se impossivel.

A fim de resolver estas dificuldades, a teoria DH propoe uma primeira aproximacao,
tomando w;s como o produto entre o potencial médio em um dado ponto 7 e a carga g, ou
seja,

wis = ¢ (V(F) = ¢1(F), >0, (2.17)

onde ¢1(7) = {¢(r)). Com isto, como os {ons do sistema sao tomados como esferas rigidas
de mesmo diametro o, nao podera haver nenhum outro fon a uma distancia 0 < r < o.

Desta forma, para esta regiao, a equacao de Poisson reduz-se para a equacao de Laplace,
Vi (7)) =0, r<o. (2.18)

Usando a simetria esférica do potencial eletrostatico, esta equacao reduz-se para

)
7“2 dr ( dr ) =0, (2.19)

PP = — + Ay, (2.20)

cuja solucao é

com A; e Ay constantes a serem determinadas.
Para a regiao fora da esfera de exclusdao, em r > o, precisamos substituir (2.17) na

equagao (2.16), obtendo a equagao de Poisson-Boltzmann (PB),

V2 (7) = —— Zp g Pt () r>o. (2.21)

11



Infelizmente, esta equacao continua nao-linear. Assim, a teoria DH propoe uma segunda

aproximacao, através da linearizagdo da equacao (2.21),
> psqoe PN 2N pge — B peZn () - (2.22)
S S S

Como nosso sistema é eletricamente neutro, Zpsqs =0, tal que (2.22) substituida na

equagao (2.21) produzird a equagao de Poisson-Boltzmann linearizada (LPB),

Vii(F) = K’ou(), >0, (2.23)

K=, ?;qusa (2.24)

com 1/k definido como o comprimento de blindagem da teoria DH. A equagao (2.23) pode

onde

ser resolvida facilmente usando uma simetria esférica,

1d [ ,des 5 L ext
el = ox 2.25
r2dr <7“ dr RO (2.25)
tal que,
P = Age : r>o, (2.26)
r

onde As é uma constante que sera determinada através das condigoes de contorno. As
solugoes (2.20) e (2.26) sdo reunidas pelas condigoes de contorno impostas sobre o potencial

eletrostatico,

ort(r=0) = ¢ (r=o0),
d int o o d ext o 2) 27
Lopr=0) = Lopr=0). .27

tal que as constantes A;, A, e A3 podem ser calculadas facilmente. Com isto,

I O r<o
Dr D (1+ko)’ -
d)l (T) = ¢ e—K(TEO') ) (228)
= >0,
Dr (1 +ro)’ ree
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Da equagao (2.14), vemos que o potencial eletrostatico médio sobre o fon 1 assume a

forma
1 q1
_ _ _ 2.2
(i) = a7 = n(7) — L (229)
de forma que utilizando a equagao (2.28), obtemos
g1 K
=4 2.
ou seja,
4; R
V=4 . 2.31
(¥s) D1+ ko (2.31)

Esta é a expressao que caracteriza o potencial eletrostatico médio sobre o j-ésimo ion
(fixo na origem), devido a todos os outros fons da solu¢ao. Substituindo (2.31) em (2.10),
obtemos

G [t s

F—F=-Y 2+ —2 X\ 2.32
’ zj:Dole/i()\)a ’ (2.52)

cuja solucao é dada por

ﬁFDH (liO')Q
= T In(1+ ko) — ko + 5 (2.33)
Para solugoes muito diluidas, através da expansao do logaritimo,
2 3 00 k
m(l4a)=z——+2 — =3 (1)l (2.34)
2 3 = k
a equacao acima reduz-se ao resultado original de DH,
FDH 3 3/2
b ~ (o) ~ (&> , (2.35)
V 127 T

conhecida como lei limite de Debye-Hiickel 2.

2.3 A energia livre de mistura

Ao colocarmos diferentes espécies quimicas na solucao, precisamos estimar o custo en-

ergético desta mistura. Em uma primeira aproximacao, iremos considerar que o sistema é

2Traducao livre de “Debye-Hiickel limiting law”.
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constituido por fons positivos e negativos, destituidos de estrutura interna. Assim, o sis-
tema é formado por particulas ideais nao interagentes, tal que a funcao de particao canonica

Se escreve como
1 N
Q=7¢" (2:36)

onde ( é a funcao de particao para uma unica particula. No modelo RPM, onde os ions sao
tomados como esferas rigidas, a funcao de particao de particula tnica é facilmente obtida
da integragao dos graus de liberdade de momento, ¢ = V/A3 onde A é o comprimento de
onda térmico de de Broglie. Assim,

Q= % (%)N . (2.37)

Uma vez conhecida a func¢ao de partigdo, podemos obter a energia livre de mistura (ou
ideal),

ﬂFid:—an:—N1n<%)+N1nN—N, (2.38)

onde usamos a expansao de Stirling. Como nosso sistema é constituido apenas de ions

positivos e negativos livres, temos que N = N, + N_. Assim, a energia livre ideal para o

nosso sistema tem a forma

. N, A? N_A?
ﬁF‘d:N+ln< ; )—N++N_ln< o )—N_, (2.39)

ou, em termos da densidade de ions livres,

BFY=V]pyIn(ps A®) = p +p-In(p-A%) = p_] . (2.40)

Como nosso sistema ¢é eletricamente neutro, p = p* = p;/2, onde p; é a densidade de fons

Fid A3
b =piln <,012 ) —p1, (2.41)

livres. Com isto,

%

onde usamos p; A3 = po°.
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2.4 A energia livre de volume excluido

As interacoes de curto alcance, que nao sao consideradas na teoria DH original, devem
ser levadas em conta, pois estamos tratando nosso sistema como constituido de esferas
rigidas. Com isto precisamos estimar o custo energético de coloca-los em contato, o que

nos levard a uma contribuicao repulsiva a energia livre.

Na teoria DH original os ions nao tém tamanho. Como esta teoria foi elaborada para
o limite de baixas concentragoes, esta interacao de volume excluido nao é relevante. En-
tretanto, como queremos estender nossa analise para regioes de mais altas concentragoes,
precisamos descrever o efeito introduzido pelo tamanho dos fons. A forma mais simples de

representar esta contribuicao é utilizar a conhecida aprozimacao de volume livre 3,

ﬂFHC
? J

onde as somas sao tomadas sobre todas as espécies do sistema e B; é um parametro de
empacotamento. Levando em conta o tamanho finito dos fons, teremos uma regiao onde a
densidade serd maxima, definindo assim, um ponto méaximo de empacotamento (ou “close
packing”). O parametro de empacotamento é definido de tal forma que tenhamos den-
sidades maximas corretas, fixando B = 1/p... No limite de altas densidades, o fluido
assume uma configuracao que se assemelha a um cristal. Como referéncia, neste limite,
tomamos as principais formas de empacotamento cubico: cibica simples(sc), corpo cen-
trado (bcc) e face centrada (fcc), nos quais os parametros de empacotamento assumem 0s
valores B/o® = 1, B/o® = 4/3v/3 e B/o® = 1/+/2, respectivamente.

Como nosso sistema possui apenas duas espécies (fons positivos e negativos) até este

ponto, a energia livre de volume excluido se reduz para

ﬂFHC

T In(1 — Bpy) . (2.43)

3Esta expressao serd derivada no capitulo 3
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2.5 Equilibrio de fases na teoria Debye-Hiickel

De posse das contribuicoes eletrostatica, entrépica e de volume excluido, podemos es-

crever a energia livre total como
BF = FPH 4 gFid 4 gpHC (2.44)

para obter a termodinamica do sistema. Em particular, podemos analisar o comportamento

de fase através da pressao do sistema, ou seja,

IBF ko(l + ko) Bp:?
=——— = 2In(1 — 2.45
bp oy~ M + 8mo3 l n(l+r0) 1+ ko 1—Bp’ (2:45)
e do potencial quimico dos fons positivos e negativos,
0pF p1A\3 KO Bpy
= =1 — —In(1-B —_—. 2.46
Pns =35, = Fm n( 2 T+ wo) B Be)+ (2.46)

Com a pressao total e o potencial quimico do sistema, podemos obter a coexisténcia de

fases do sistema, igualando as pressoes e os potenciais quimicos,

Bp(py) = Bp(pr) e Bualps) = Buralp) (2.47)

onde p; e p, s@o as densidades nas fases liquida e de vapor, respectivamente. A solugao do
sistema (2.47) é apresentada na curva de coexisténcia da figura 2.2.
Para obter o ponto critico que aparece na figura 2.2, usamos a definicao termodinamica

de ponto critico [38],

9p| _, 0°Bp

e =0. (2.48)
0P Iz 9 |1

Para o caso sem o termo de volume excluido, a solugdo da equacao (2.48) é exata, pro-

duzindo como resultados

1 1
T = — =0.062 »=——20.00497 . 24
T 0.0625 e P Gir 0.00497 (2.49)

Para o caso com volume excluido, a solu¢ao da equagao (2.48) é obtida de forma numérica,

e os resultados produzidos sao muito préximos: 17 = 0.06191 e p; = 0.00459 para sc, T} =
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Figura 2.2: Curva de coexisténcia para um eletrolito RPM na teoria DH original e com a adi¢ao
do termo devido as interacoes repulsivas de curto alcance de volume excluido. A densidade p

neste caso € dos ions livres p1.

0.06204 e p; = 0.00468 para bee e 1)) = 0.06207 e p; = 0.00470 para fcc. Comparando os
resultados da teoria DH com os de simulagdo Monte Carlo [23], T = 0.04952 e p = 0.076,
vemos que a teoria produz uma temperatura critica 26% maior, enquanto que a densidade

critica é 15 vezes menor.

2.6 A contribuicao de Bjerrum a teoria Debye-Hiickel: pares
idnicos

A linearizacao na qual é baseada a teoria DH diminui fortemente o peso das con-
figuracoes com fons de carga oposta a pequenas distancias. Com isto, subestimamos as
correlagoes eletrostaticas que podem resultar em estruturas com pares de ions, ou mesmo
com mais de dois fons. Para altas temperaturas isto nao é um problema, pois nesta regiao a
entropia domina o sistema. Para baixas temperaturas, por outro lado, estas caracteristicas
sao importantes e devem ser levadas em conta. Em uma primeira aproximacgao, podemos

admitir que as configuragoes mais provaveis seriam aquelas formadas por pares ionicos
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estaveis, ou dipolos, em comparacao com aglomerados com trés, quatro ou mais fons.
Para descrever esta regiao, em 1926, Bjerrum propos estender a teoria de DH, con-
siderando um eletrélito como uma mistura de fons livres, positivos e negativos, coexistindo
com pares neutros de fons, ou dipolos [6]. Esta mistura é considerada como ideal, ou
seja, os dipolos introduzidos no modelo, chamado de Debye-Hiickel-Bjerrum (DHB;j), nao
interagem entre si, nem com os ions livres presentes na solucao. Assim, reescrevemos a

densidade total como

p=p1+2ps, (2.50)

onde p; é a densidade de dipolos presentes na solucao. A formacao destas estruturas é

controlada pela reacao quimica

fl2 = py + pi- = 24 (2.51)

onde p; é o potencial quimico dos fons livres e uy dos dipolos, ou a partir da constante de

associagao K (T), originada da lei de acao das massas [39],

G(T)
K(T)=—F————, (2.52)
D=
onde ¢, = (_ =1 ¢ a funcao de particao dos ions livres, e (5 é a funcao de particao interna

associada a formagao dos dipolos.

A forma da constante de associacdo K (7') nao é tnica. De fato, Bjerrum propds que
K(T) fosse definida em funcao do potencial eletrostatico médio entre os ions positivos e
negativos, ou seja,

R 5 R x
K(T)=( = 47r/ P2l gy = 47r/ r? /™ dr (2.53)

g o

onde usamos o /rT* = —f¢(r) e T* = kgToD/q?. O limite inferior da integral corresponde
a condicao de esferas rigidas, enquanto que o limite superior diverge quando R — oo.
Bjerrum propos que devido ao alcance infinito do potencial coulombiano, o limite superior
deveria ser tomado de modo a minimizar o integrando na equagao acima. Isto é conseguido

usando o limite superior como RP/ = ¢/2T* para T* < 1/2. Este minimo pode ser
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interpretado como a probabilidade de encontrar dois ifons opostamente carregados a uma
distancia r, ou seja, este minimo corresponde ao limiar entre configuracoes de ions ligados
e nao ligados. O resultado da equagao (2.53) é fungao da temperatura do sistema,

o1 o3 1 2T .
=G g B () ~ B+ €] = o0

(2.54)

onde E;(z) é a funcao exponencial integral [40]. Evidentemente, esta ndo é a tnica escolha
possivel. Estudos subsequéntes sobre associacao ionica exploraram a escolha de Bjerrum,
como aqueles devido a Gilkerson [41, 42], Fuoss [43], Yokoyama e Yamatera [44] e Ebel-
ing [45]. Como neste trabalho estamos interessados na regiao de temperatura acima de
T* > 0.5, pois adicionaremos ao modelo um termo que representa uma atragao nao ionica
entre os fons do sistema, precisamos de uma expressao para K (7') vélida para todo T > 0.

Nossa escolha neste caso foi pela prescrigao devida a Ebeling [16, 45]

21 o3 1 1 3 2m . 1 1
= — —|E(=)-E (- T +4T*3| — —o® V" |24 — —]
2 3T*3{Z<T*) ( T*)+6 * 37 ¢ Tt
2 . 11
—%036_1” [2—ﬁ+ﬁ] : (2.55)

A diferenca entre as duas escolhas para K(T'), equagoes (2.54) e (2.55), torna-se apreciavel
na regiao acima de 7" > 0.5, onde a férmula devida a Bjerrum vai a zero, enquanto a
expressao devida a Ebeling decai de forma suave. Na regiao de interesse da teoria DHB;j,
T* < 0.05, a escolha de Bjerrum pode ser usada sem problemas. Para uma discussao mais
extensa sobre o comportamento de K (7"), recomendamos o artigo de revisao [16].

Como os dipolos sao tomados como ideais, podemos escrever a energia livre devido aos

dipolos como

BF = NyIn <p2</2\6> —N,. (2.56)

Além disto, como os dipolos nao interagem com os fons livres, eles nao participam da
blindagem descrita pela teoria DH. Assim, a energia livre eletrostatica nao muda em relacao

ao modelo original, ou seja,

ﬁFDH - _

[ln(l + ko) — Ko + (FL;)T . (2.57)

4mo3
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Figura 2.3: Comportamento das constantes de associacao K (T') em fun¢ao da temperatura, para

as duas prescricoes devidas a Bjerrum e Ebeling.

Finalmente, para os termos relativos a energia livre de gas ideal e volume excluido,

podemos reunir (2.38), (2.42) e (2.56) para escrever, respectivamente,

BF =V lpl In (51) —pi+ psln (é) — pQ] , (2.58)
e
BFYC = V(g + pi)In(1 — Bp) (2.50)

Como resultado da aproximacao de Bjerrum, podemos reescrever a pressao, equagao

(2.45), como

ko(l+ko)| | Bp(pi+ p2)
= 2In(1 — 2.60
e o potencial quimico dos dipolos se reduz para
pa\° p1+ P2
=1 —In(1-B 2B . 2.61
=t () < ur = )+ 25 (212 261

Ja os potenciais quimicos dos fons positivos e negativos, equacao (2.46), nao se alteram.
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Figura 2.4: Curva de coexisténcia de um eletrélito RPM para (a) a teoria de DH com os pares
ideais de Bjerrum e (b) com a adi¢ao do termo devido as interagoes repulsivas de curto alcance

de HC. A figura foi extraida da Ref. [16].

A coexisténcia de fases, neste caso, nao pode ser obtida simplesmente de (2.47). Pre-

cisamos utilizar a rea¢do quimica (2.51), para resolver o sistema nao-linear

Bp(prv: pav) = Bp(p1, pu)
Bua(p2v) = Bra(par)
Bra(p2) = 28 (p10)
Bua(pa) = 28 (pu)

O resultado ¢ a curva de coexisténcia da figura 2.4, com o formato nao-fisico, do tipo

(2.62)

“banana”, como denominado por Fisher e Levin [16, 14]. Isto se deve ao fato de os dipolos
terem sido considerados como ideais, quando mesmo sendo neutros, possuem momentos
de dipolo grandes, que interagem tanto com o fluido i6nico quanto entre si. J& para a
localizacao do ponto critico, na aproximacao de Bjerrum, os dipolos, nao afetam a tempera-

tura critica, mas modificam fortemente a densidade critica. Como no caso de DH puro, a

21



temperatura critica permanece a mesma encontrada no caso sem dipolos, 7" = 0.0625, ja a
densidade critica é encontrada em torno de p} = pj 4 2p3 = 0.045, valor aproximadamente
40% menor do que o valor obtido via simulagdo Monte Carlo.

Para corrigir a forma nao-fisica da curva de coexisténcia, Fisher e Levin [14, 15, 16]
propuseram estender a teoria de DHBj, introduzindo, em primeira aproximacao, a interacao

dos pares dipolares com o fluido io6nico polarizado, como veremos a seguir.

2.7 Interacao dipolo-ion

A ideia utilizada por Fisher e Levin consiste na introducao da interacao eletrostatica
entre os pares dipolares estaveis, propostos por Bjerrum, e o fluido ionico polarizado. Para
isto, utiliza-se a mesma abordagem tedrica da teoria DH, contudo, ao invés de considerar
um unico fon em uma solucao de fons livres, resolve-se a equacao de Poisson para um par
de fons imersos em um fluido ionico, conforme figura 2.5. O procedimento é semelhante
aquele utilizado na secao 2.2, s6 que agora as condigoes de contorno devem ser aplicadas nos
limites de uma regiao bi-esférica de exclusao de raio oo = 1.16190, onde, 09 é o diametro
da particula contendo um dipolo em seu centro. A solucao para o potencial eletrostatico

em torno de um dipolo é dado pela equagao

C
—;)cos@+017"0059, r < gy

p(r,0) =3 " R (2.63)
1 — .
Cycos0(1 + kr) ek r > 09

onde o angulo 6 é medido a partir do angulo de simetria do dipolo. As constantes Cy, C e
(5 sao determinadas a partir das condigoes de contorno, ou seja, impondo a continuidade

do potencial e do campo elétrico em r = o9, tal que

3pK2eroe
c— 2.64
*" D[3+ 3Ky + (k03)?] (2:64)
p(kog)?
Cy=— 2.65
! Da3[3 + 3kog + (ko9)?] (2:65)
e
@:%, (2.66)
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Figura 2.5: Configuragao da zona de exclusao biesférica considerada, de raio os.

onde p é o momento de dipolo da configuracao de cargas, e D é a constante dielétrica da
solucao.

O potencial médio sobre o dipolo central, a ser usado no processo de carregamento, como
na teoria DH original, é devido apenas ao segundo termo na expressao para ¢ em r < 0y,
pois este é o potencial, sentido por ele, devido a todos os outros fons da solugao, originado

a partir do potencial eletrostatico induzido por todos os outros ions, que ¢é indicado por
g = Cyrcosf . (2.67)

Podemos agora calcular a energia livre para a interagao eletrostéatica através do processo

de carregamento,
BFDI
V pu

o [ e, (2.68)

onde qi, é a energia das cargas que formam o dipolo. Devido a simetria do sistema, sao
adotadas coordenadas esféricas, fixando sua origem no centro de simetria do dipolo. Assim,
sendo o raio de um tnico ion, fixo, e igual a 0/2, o angulo 6 varia de § = 0 até = 7. Com

isto,

qV2 = (+q@)¢a(r=0/2,0=0)+ (—q)ta(r =0/2,0 = 7)
= 4015 —qCi5(~1) = qCio . (2.69)
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Assim,

BEPI /1 1 —(Ap)(A\ko3)?
= Ci(N)dA = g0 [ dA
v 4 ), 10NN =00 | e o & (ioa)]
_ (g0)*(k00)” /1 Ad (2.70)
3Dao3 0 14 Akoy + (A\ko9)?/3 '
Para resolver esta equagao, usamos [40]
r3dx cx(—2b+cx)  2b(b* — 3ac) b+ 2cx
[:/— = + arctanh | ————
a+ bx + cx? 2¢3 2c3v/—b+ 4ac Vv —=b% +dac
(b* — ac) 2
503 In(a + bx + cz?) | (2.71)
onde, para nossa expressao
2
a=1, b= koo e c= (R?) (2.72)
Como solucao, obtemos
3 9 9 (10)?
I = — In(1 =3 2.73
roE o T ot < + oy + S wa(Ko2) (2.73)
onde
3 [z? x?
WQ(ZE):F [g—x%—ln <1+x+?>] , com T = KOy . (2.74)

Com isto, a contribuicao a energia livre de Helmholtz do sistema, devida a interacao
dipolo-fon (DI), é escrita na forma

5FDI _ P20
\% T*Jg

(ko) 2wy (kos) (2.75)
tal que a energia livre para o sistema é dada por
BF = pF 4 ppPH 4 gpPl (2.76)

definindo a chamada teoria DHB;jDI [16].
A curva de coexisténcia é obtida resolvendo o sistema nao-linear (2.62). O resultado
¢é apresentado na figura 2.6, para diferentes tipos de empacotamento. Ja a localizacao do

ponto critico, dentro da teoria DHBjDI, é obtida em

T* =0.057405 e  p'=0.02781. (2.77)
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Figura 2.6: Curva de coexisténcia para um eletrélito RPM para a teoria de DHBjDI e com a

adicao das interacoes repulsivas de volume excluido.

Levando em consideracao o termo relativo as interacoes repulsivas de curto alcance, obtemos
que T = 0.05558 e p: = 0.026154 para fcc, T = 0.05542 e p; = 0.026041 para bcc e
T = 0.05486 e p; = 0.025675 para sc.

A temperatura critica obtida na teoria DHBjDI é cerca de 15% maior do que o valor
obtido através de simulacao MC [23], entretanto, nota-se sensivelmente, uma melhoria
nas estimativas com relacao a teoria DH original, onde o valor era cerca de 26% maior.
Em relacao a densidade critica, apesar dos valores possuirem diferencas significativas, o
resultado obtido pela teoria DHBjDI produziu uma visivel melhoria na concordancia com
os resultados de simulacao, em relacao aos resultados obtidos pela teoria DH, mas ainda

estd bem abaixo dos mais recentes resultado de simulagao [23].
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Capitulo 3

A interacao atrativa de curto alcance via teoria de van

der Waals

Neste capitulo iremos discutir a possibilidade de inclusao de uma interagao atrativa de
curto alcance entre os fons da solucao, uma vez conhecida a contribuicao eletrostatica de
longo alcance, a ideia basica é considerar que os fons, positivos e negativos, estejam submeti-
dos a interagoes eletrostaticas (atrativa ou repulsiva), bem como um tipo de atragdo que
nao distingue sua carga elétrica. Assim, dois fons positivos repelem-se eletrostaticamente
para qualquer distancia, mas atraem-se de forma nao eletrostatica quando estao préximos
uns dos outros. O mesmo é assumido para os ions negativos. Uma possivel escolha para
esta interacao atrativa de curto alcance é aquela descrita pela teoria de van der Waals.
Neste capitulo discutiremos o modelo de van der Waals para moléculas neutras, sem nos
preocupar com a ligacao com o sistema de fons que queremos descrever. Esta ligacao serd

feita nos capitulos posteriores.

3.1 A teoria de van der Waals

A fim de derivar a equacao de van der Waals, iremos supor que o sistema ¢é formado por
um fluido de moléculas interagentes, onde cada molécula se move de forma independente
em um potencial uniforme, cercada por outras moléculas que estao distribuidas de forma

aleatoria. Como assumimos que as moléculas do nosso sistema nao sao pontuais, con-
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siderando a aproximagao de volume livre, nem todo o volume V' do sistema esta disponivel
para o movimento de uma dada molécula. Se V' é o volume total ocupado pela substancia,
o volume efetivo utilizado por uma molécula deve ser menor que V. Este volume efetivo

disponivel para cada molécula sera chamado de V4, tal que
Vi =V -NB, (3.1)

onde B é o parametro que define o tipo de empacotamento.
O préximo passo € considerar a interacao entre as particulas, admitindo que estas estao

distribuidas de acordo com o fator de Boltzmann e~#/2ksT

, onde ¢ é a energia potencial de
interacao entre uma molécula e todas as outras do sistema. O fator de 2 no denominador
do expoente indica que o volume excluido surge de um par de interacao molecular, de tal
forma que devemos evitar a dupla contagem, ja que metade deste efeito pode ser atribuido
a uma molécula. Com estas consideracoes, a funcao de particao do nosso sistema neutro
serd escrita na forma

fN

= NI’ com £ = ﬁe’“"/%BT ) (3.2)

Q - A3

Como estamos considerando um sistema de esferas rigidas, na vizinhanca de uma
molécula, a densidade de outras moléculas deve ser nula entre r = 0 e r = 0. Desta
forma, imagina-se que cada molécula esteja localizada no centro de uma esfera de exclusao,
onde nenhuma outra pode penetrar, assim como considerado na teoria DH. Além de r = o,

por outro lado, existem (N/V)4mwr?dr outras moléculas. Assim, a energia potencial de

interacao ¢ entre as particulas é dada por

00 N
© :/U u(r)vélm“?dr. (3.3)

Neste trabalho, as interacoes de curto alcance entre as particulas do sistema sao con-
sideradas atrativas. Consequentemente, temos algumas alternativas ao escolher a forma
do potencial, tais como o potencial de Lennard-Jones, potencial de poco quadrado, entre

outros. Nossa escolha foi o potencial de pogo quadrado, dada sua simplicidade, que pode
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ser escrito como

400, r<o,
u(r) =49 —¢, oc<r<\o, (3.4)
0, r>>A\o,

onde ¢ ¢é o diametro das moléculas e A é a largura do pogo, ou seja, o alcance da interacao.

Assim, em (3.3) teremos
Ao N

p=——c/ V47rr2dr : (3.5)
que se reduz facilmente para
4
@:—é%m%v—1y (3.6)

3.2 A energia livre de van der Waals

Conhecendo a energia potencial de interacao, podemos calcular a funcao de particao e,

a partir disto, obter a energia livre de poco quadrado SW ! do sistema

BFYW = _1InqQ . (3.7)
Usando (3.2) teremos
N
mﬂwz—m%fﬂmw—ng, (3.8)

que pode ser simplificada usando Stirling, Inz! ~ rInzx — x,
BFYW = NInN — N — Nn¢. (3.9)

Usando a expressao para & contida em (3.2), podemos escrever a energia livre advinda da

teoria van der Waals como

V Ny
FW - NInN - N — Nln-L 1
b . MAs T o,T (3.10)
Substituindo a equaca@o (3.1) para o volume livre V¢, podemos obter facilmente
V-NB Ny
Pm:NlN—N—N1< > 11

! Abreviacdo do inglés “square well”
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ou, em termos da densidade,

ﬁ deW
\%4

PP

_ 3\ o, _
= pIn(pA”) — p— pIn(1 Bp)+2kBT-

(3.12)

Os dois primeiros termos desta expressao sao as contribuicoes de gas ideal, o terceiro é
relativo ao efeito de volume excluido e o iltimo é o termo atrativo produzido pelo potencial

de pocgo quadrado.

3.3 A coexisténcia de fase gas-liquido

De posse da energia livre (3.12), podemos obter a coexisténcia de fases da teoria van der
Waals, resolvendo o sistema (2.47) descrito no capitulo 2. Isto é feito usando as expressoes

para a pressao

Bp* py
= 3.13
Bp P T B, T (3.13)
e do potencial quimico
B = In(pA*) — In(1 — Bpy) + =l + -2 (3.14)
1-— Bpl kBT

O resultado é apresentado na figura 3.1 para diferentes formas de empacotamento B.
Observamos uma forte dependéncia dos parametros criticos com os valores de B usados no
termo de volume livre da energia livre (3.12). Isto é razoavel, uma vez que diferentemente
do modelo RPM para eletrodlitos, onde a densidade critica é pequena e varia pouco com a
interacao de volume excluido, no caso do fluido de van der Waals os parametros criticos

obtidos por simulagdo Monte Carlo [46] crescem para
kgT,~ 1218 e  p.o°~0.31. (3.15)

Estes resultados sugerem que a interacao de volume excluido precisa ser analisada com
extremo cuidado quando a densidade cresce. Isto é ainda mais importante se pretendemos
descreveé-la a partir de uma energia livre simples, como é o caso da forma de volume livre

descrita na secao 2.4. Voltaremos a discutir este efeito nos proximos capitulos.
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Figura 3.1: Coexisténcia de fase para um fluido de van der Waals. As formas de empacotamento
usadas sao fcc (B ~ 0.7103), bee (B = 0.7703), sc (B = 02) e 2" virial (B ~ 2.103). Os simbolos

sao resultados de simulagao Monte Carlo [46].
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Capitulo 4

Resultados e Discussao

Neste capitulo faremos a reuniao da teoria DHBjDI com a teoria de van der Waals.
Nossa intencao ¢ verificar de que forma o comportamento de fase do modelo RPM para
eletrélitos se altera com a adicao deste potencial de curto alcance. Para este fim, devemos
adicionar a energia livre total derivada na teoria DHBjDI, equacdo (2.76), o dltimo termo
da equagao (3.12) para a energia livre obtida no capitulo 3, referente a atragao produzida

pelo poco de potencial quadrado usado na teoria de van der Waals,
BESW = - VPN~ 1) (4.1)
Com isto, a energia livre total para o sistema se escreve como
BF = BF 4 gFPH 4 gpPl 4 gpHC 4 gpSW (4.2)

com cada um dos termos obtidos de (2.58), (2.33), (2.75), (2.59) e (4.1), respectivamente.
Nosso objetivo é obter o comportamento de fase do sistema a medida que a intensidade
da atracao de curto alcance aumenta. Para este fim, precisamos redefinir esta intensidade

em termos da energia eletrostatica de contato, Ey = ¢?/ Do, onde o é o diametro dos fons,

© 4D

= — = ¢ = BeT™ 4.3
) p B g (4.3)
ou seja,
€ e*
_ = 4.4
kgT T+’ (44)
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onde T™ é a temperatura reduzida do sistema. Com isto, a equagao (4.1) se reescreve como

2
BFSW = —3—71 SV — 1) . (4.5)

De posse das equacgoes (4.2) e (4.5), podemos calcular a pressao do sistema

ko(1+ro)|  Bp(pr + p2)
bp p1+p2+87m3[ n(1 + o) 1+ ko ] 1—Bp +
3 peo? 2T . 5 3.3
— — * A —1 4.6
T*03 (nag)le(/mQ) 37+ P 7 ( ) (4.6)
onde
x? T\ 2+ 5x/3+2%/3
=In|l1 — == . 4.7
w1 (z) n< +x+3> (2) F——yE (4.7)
O potencial quimico dos fons livres é
pi\? KO B(p1 + p2)
=1 — —In(l1-B _—
P n( 2 ) T +ro) U BT
127 poo 4m 3,13
— ———c" A°—1 4.8
e dos dipolos,
pa/\° pL+ P (ro2)? 0 8T v 3/y\3
=1 2B —In(1—Bp)— — — A0—1 4.9
o = (22 28822ttt = ) - ) - S (301 (49)
onde
3 x? x?
wa () = [ln <1+x+§> —$+€1 . (4.10)

Como queremos analisar o comportamento do sistema com as variagoes de €, precisamos
fixar os valores de \ e B, o alcance da atracao nao-eletrostatica e o parametro de empaco-
tamento, respectivamente. Evidentemente, esta escolha nao é tinica. Por exemplo, se A for
menor que 1.25 vezes o diametro das particulas a transicao gas-liquido descrita no capitulo
3 desaparece completamente [47]. Por outro lado, a mudanca de B tem forte impacto na
separagao de fase, principalmente na regiao de alta densidade. Assim, nossa escolha foi
fixar os valores de A e B de tal forma que a energia livre (4.2) para e grande reproduza os

resultados de simulagao, T = 1.218 e p; = 0.31 [32]. Isto é conseguido quando

B/o*~1.1192 e A= 1.4474. (4.11)
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Figura 4.1: Pressao versus potencial quimico dos fons livres para €* = 0.015, desde uma isoterma
supercritica (T* = 0.059) até uma sub-critica (T* = 0.056), onde uma coexisténcia gas-liquido é

claramente indicada (ponto X no quadro em destaque).

A termodinamica do sistema é obtida da solucao do sistema de equagoes nao-lineares
(2.62), exatamente da mesma forma como no capitulo 2. Como a solu¢do deste sistema
exige uma boa aproximagao inicial para as suas raizes, com a introdugao do termo de curto
alcance representado pelo fator e, esta tarefa pode ser tornar dificil. Para contornar tal
dificuldade, analisaremos a estabilidade do nosso sistema de uma forma alternativa, através
do comportamento da pressao, equagao (4.6), com a densidade total do sistema. Como esta
equacao é funcao das densidades dos fons livres e dos dipolos, precisamos achar uma forma
de calcular os valores de p; e p, para um dado valor de densidade total p. Isto pode ser
feito usando a reacao quimica do sistema, tal que para uma dada isoterma T os valores de

p1 € pa sao obtidos a partir da solugao do sistema

p=p+20 e  Puy=208u, (4.12)

onde a pressao e os potenciais quimicos podem ser facilmente calculados.
Comecamos nossa analise na regiao de € pequeno, onde o comportamento de fase é
controlado pelos termos eletrostaticos. Na figura 4.1 mostramos o grafico fBp x Bu, de

e* = 0.015 para algumas isotermas, onde uma separacao de fase é claramente indicada.
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Figura 4.2: Pressao versus potencial quimico dos ions livres para * = 0.020 e (a) T = 0.05958,
(b) T* = 0.05957, (c) T* = 0.05956 e (d) T* = 0.05954. Na figura (a) indicamos o aparecimento

de uma segunda separacao de fase.

Nesta regiao de e, para os valores da pressao e do potencial quimico na coexisténcia, e os
correspondentes valores de densidade associados, podemos identificar esta separagao como
do tipo gas-liquido.

Aumentamos entao a intensidade da atracao de curto alcance para * = 0.020. Neste
caso, como mostra a figura 4.2, além da separacao gés-liquido da figura 4.1, uma segunda
separacao de fase eventualmente torna-se estavel, figura 4.2 (a). A evolugao destas duas
coexisténcias com a variacao da temperatura pode ser acompanhada na figura 4.2, desde o
ponto em que as duas separagoes de fase sao estdveis em (a), até que uma delas torna-se
metaestavel em (d). Pelos valores de pressdo e potencial quimico nestas duas situagoes

de coexisténcia de fases, podemos inferir que a segunda separacao, em destaque na figura
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Figura 4.3: Pressao versus potencial quimico dos fons livres para €* = 0.0215. Novamente

apenas uma separacao de fase é observada.

4.2 (a), se da entre duas fases liquidas de densidades intermedidrias. Outra caracteristica
importante da coexisténcia em destaque é seu rapido desaparecimento a medida que a tem-
peratura é reduzida. Isto sugere uma diferenca pequena entre as densidades que coexistem,
o que torna sua identifica¢@o a partir da solugao do sistema nao-linear (2.62) extremamente
dificil, senao impossivel. A alternativa neste caso é usar os graficos da figura 4.2 e obter
os valores de densidade diretamente dos pontos de coexisténcia. Isto é feito procurando as
densidades que possuem os mesmos valores de pressao e potencial quimico dos ions livres

(ponto X da figura 4.1) ou dos dipolos.

Para verificar se tal ocorréncia é sempre observada, aumentamos para €* = 0.0215 o
valor da intensidade da atragao de curto alcance. O resultado é apresentado na figura 4.3,
onde se percebe claramente que apenas uma separacao de fase é encontrada. Pelos valores
de pressao e potencial quimico na coexisténcia, verifica-se que a diferenca de densidade

entre as duas fases é grande, tal que a separacao é novamente do tipo gas-liquido.

Os resultados para diferentes valores de £ podem ser reunidos na figura 4.4, onde as
curvas de coexisténcia para pequenos valores de € sao apresentados. De imediato, podemos

verificar a existéncia de comportamentos distintos, dependendo da intensidade da atragao
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Figura 4.4: Coexisténcia de fases na regiao de € pequeno.

de curto alcance. Para ¢* < 0.0195 a separacao de fase é do tipo gas-liquido, com a curva
de coexisténcia com a topologia tipica do modelo RPM (veja curvas do capitulo 2). A
unica diferenca observada é no ramo liquido, onde percebe-se uma acentuada deformacao,
que aumenta com o crescimento de £. De fato, entre ¢* = 0.0195 e 0.020 esta deformacao
eventualmente transforma-se numa segunda coexisténcia, como mostrado na figura 4.2,
que associamos com uma separacao liquido-liquido terminando num segundo ponto critico.
O interessante é que nesta regiao de valores de € os dois pontos criticos sao igualmente
estaveis. A medida que aumentamos a intensidade € o ponto critico de RPM (regiao de
baixa densidade) torna-se metaestavel, tal que o sistema é dominado pela atragao de curto
alcance descrita pela teoria de van der Waals, com a manutencao de apenas um ponto

critico de densidade intermedidria, para ¢* > 0.021.

Para determinar os pontos criticos para os diferentes valores de € da figura 4.4, usamos a
definigao (2.48), calculando numericamente as derivadas da pressao em relacao a densidade
total dos ions, conforme figura 4.5. Por exemplo, para ¢* = 0.0205, onde a figura 4.4
indica a existéncia de duas separagoes de fase com dois pontos criticos, este procedimento

numérico obtém um ponto critico em (cpy) T ~ 0.0602945 e p. ~ 0.155304, e outro em
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Figura 4.5: Comportamento da pressao para duas isotermas criticas para ¢* = 0.0205. As curvas
sélidas sao para (a) T} ~ 0.0602945 e (b) T} ~ 0.0602283. As linhas tracejadas sao as primeiras

derivadas da pressao, usadas para estimar os valores das densidades criticas em cpi e cpo.

(cpa) T* ~ 0.0602283 e p, ~ 0.0351157.

Como interpretar este comportamento de fase em termos da competicao entre RPM e
van der Waals? Na regiao de € pequeno as energias livres advindas do modelo RPM dom-
inam a termodinamica do sistema. O tnico efeito da energia de van der Waals é aumentar
a temperatura critica a medida que € aumenta, enquanto a densidade critica varia muito
pouco, conforme figura 4.4. Nesta regiao a separacao de fase produzida pela teoria van der
Waals ¢é totalmente metaestavel, encerrada dentro da coexisténcia gés-liquido do modelo
RPM. O tnico efeito deste comportamento metaestavel é percebido pela perturbacao do
ramo liquido das curvas na figura 4.4. Esta deformacao pode ser atribuida ao formato da
regiao critica em fluidos RPM e van der Waals, que sao evidentemente diferentes [29, 32],
como foi discutido nos capitulos 2 e 3. A medida que € aumenta a separacao de fase gover-
nada por van der Waals torna-se estavel, com o surgimento de um segundo ponto critico,
além daquele produzido por RPM na regiao de baixa densidade. Para um intervalo pe-
queno de valores de € estes dois pontos criticos coexistem. A partir de um certo valor de ¢

a termodinamica do sistema é governada por van der Waals, ja que o ponto critico de RPM
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torna-se metaestavel, desaparecendo completamente no interior da separacao gas-liquido

de van der Waals, conforme a figura 4.4 a partir de £* = 0.021.

A dinamica de fase observada na figura 4.4 é a mesma obtida por Ciach e Stell em sua
aproximacao de campo para o modelo RPM com interagoes de curto alcance [27, 28, 29].
Evidentemente nossa abordagem nao é comparavel com estes estudos, uma vez que o modelo
de Ciach e Stell discutem a possibilidade da coexisténcia entre pontos criticos e tricriticos
dentro do modelo RPM [29], enquanto que na nossa abordagem apenas pontos criticos sao
produzidos. Outro ponto importante é a total auséncia deste comportamento de fase em
simulagoes Monte Carlo no continuo [32]. De fato, usando a técnica de discretizacao do
espaco de simulacao Diehl e Panagiotopoulos [32, 33, 34| foram capazes que caracterizar o
comportamento de fase do modelo RPM, quando interagdes de curto alcance atrativas [32],
repulsivas [33] e de exclusao de primeiros vizinhos [34] est@o presentes. Muito embora o dia-
grama de fase encontrado para simulacgoes na rede tenha sido muito rico, com a possibilidade
de coexisténcia de pontos criticos e tricriticos [32], separagoes de fase de ordem-desordem,
nenhuma evidéncia de comportamento analogo ao da figura 4.4 foi encontrada para sim-
ulagdes no continuo [32]. Uma possivel explicagao para este fato estd no valor da densidade
critica para o modelo RPM puro em simulagdes Monte Carlo Grande Canénico (GCMC),
P~ 0.0809 [32]. Como o ponto critico de baixa densidade que encontramos na figura 4.4
tem um valor muito pequeno, p}, ~ 0.035, a regiao de € pequeno a partir da teoria DHBjDI
nao é comparavel com GCMC. Ainda assim, uma analise mais rigorosa poderia ser feita
com GCMC, variando, por exemplo, a extensao A do potencial de poco quadrado usado

nas simulacoes, ja que o diagrama de fase é extremamente sensivel ao valor de .

Embora a regiao de € pequeno dentro do nosso modelo nao tenha correspondéncia
com os resultados de simulacao [32], a medida que seu valor cresce a partir de ¢* < 0.021 a
concordancia com GCMC torna-se muito boa. Na figura 4.6 apresentamos o comportamento
das densidades criticas, total, dos fons livres e dipolos, p = p1+2p2, p1 € p2, respectivamente,
e o comportamento da temperatura critica como funcao do valor da intensidade da interacao

de curto alcance, €. Percebe-se que até ¢* = 0.1 a densidade de dipolos e ions livres tém um
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Figura 4.6: Comportamento da (a) densidade critica total, (b) densidade critica dos fons livres
e (c) dos dipolos em fungao da intensidade . Na figura da direita temos o comportamento da

tempertura critica. Os simbolos sao os resultados de simulagao GCMC [32].

crescimento similar, divergindo a partir deste ponto. Isto se deve ao valor da temperatura
critica parae* = 0.1, da ordem de T)' ~ 0.2, alta o suficiente para que a formagao dos dipolos
deixe de ser energeticamente favoravel. Eo que se vé na figura 4.6, com a densidade dos
dipolos diminuindo gradativamente com o crescimento de £ (consequentemente com 7)),
enquanto a densidade dos ions livres cresce significativamente. Assim, para € grande nao é
errado dizer que a maior parte dos fons encontra-se livre na solugao. Este é basicamente o
resultado das simulacoes de Diehl e Panagiotopoulos, como pode ser verificado na figura 6
da Ref. [32]. Entretanto, diferentemente do nosso resultado, nas simulagoes esta transi¢ao

entre o comportamento de RPM para poco quadrado se da de forma continua.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho estudamos o modelo primitivo restrito (RPM) para um eletrélito simples,
quando, além do potencial eletrostatico usual 1/r, adicionamos um potencial de interacao
atrativo de curto alcance. Nosso objetivo era investigar o comportamento de fase do modelo
RPM a medida que a intensidade da interagao de curto alcance fosse aumentada. Para
tanto, utilizamos o ferramental da teoria Debye-Hiickel-Bjerrum [5, 6] com o acréscimo da
interagdo dipolo-fon (DHB;jDI), desenvolvida por Fisher e Levin [14], juntamente com o

modelo de van der Waals para sistemas neutros.

Para tanto, iniciamos com uma revisao extensiva do modelo DHBjDI. Derivamos cada
um dos termos da energia livre total que define o modelo, dando especial atencao a obtencao
dos termos eletrostaticos. Discutimos o conceito de blindagem eletrostatica proposto por
Debye e Hiickel, efeito responsavel pela contribuicao atrativa necessaria para a producao
de um separacao de fase do tipo gas-liquido. Obtivemos o diagrama de coexisténcia de
fase gas-liquido para o caso de um eletrélito formado apenas por ions livres, comparando
com os resultados de simulagao, para diferentes formas de representcao para a interacao de
volume excluido. Como este nivel de aproximacao nao reproduz os resultados de simulacao,
introduzimos o conceito de pareamento de fons, ou dipolos, proposto por Bjerrum [6].
Analisamos as diferentes formas de definicao destes pares de fons, dando especial atencao
a construcao da funcao de particao interna de associacao. Introduzimos o termo a energia

livre responsavel pela interacao entre estes dipolos e os ions livres na solucao. Novamente,
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obtivemos a coexisténcia de fases dentro da chamada teoria DHBjDI, para diferentes formas
de empacotamento descritos pela interagao de volume excluido, procurando estabelecer

comparagoes com os resultados de simulacao Monte Carlo.

Em seguida, introduzimos um modelo do tipo van der Waals para representar um po-
tencial de curto alcance atrativo entre os ions. Para este potencial de interagao propusemos
uma forma de pogo quadrado, que nao distingue a carga dos fons. A ideia foi combinar este
potencial dentro do modelo RPM para eletrélitos. Verificamos, entao, como é o compor-
tamento de fase da teoria de van der Waals para sistemas neutros, através da construgao
de uma energia livre que representa este sistema. A partir disto, obtivemos o diagrama de
fase para diferentes formas de representcao da interagao de volume excluido, comparando

com resultados de simulacao Monte Carlo.

Tendo revisado os componentes eletrostaticos e neutros, reunimos a teoria van der
Waals com o modelo RPM, na chamada teoria DHBjDI+SW, onde os fons que constituem
o eletrélito interagem através de potenciais eletrostaticos e atrativos de curto alcance. A
partir da energia livre total assim construida, derivamos a pressao e os potenciais quimicos
das espécies que constituem nosso sistema. Com isto, toda a termodinamica pode ser
investigada como funcao da competicao entre o comportamento ionico, descrito pelo modelo
RPM, e a atracao de curto alcance descrita pelo modelo de van der Waals. Comecamos com
o dominio de e, parametro que mede a intensidade desta atracao de van der Waals, tendo um
valor pequeno em relacao a energia eletrostatica de contato. Neste caso, a termodinamica
do sistema é governada pelos termos eletrostaticos, tal que o comportamento de fase é do
tipo RPM, com uma separacao de fase gas-liquido que termina num ponto critico. O tnico
efeito da atracao de curto-alcance é observado sobre a coexisténcia de fase na forma de uma
deformagcao no ramo liquido, que cresce a medida que ¢ cresce. Esta deformacao é resultado
da existéncia de uma separacao gas-liquido de van der Waals, que se encontra totalmente
encerrada dentro da coexisténcia gas-liquido de RPM, ou seja, metaestavel. Como um
ponto critico esta associado com grandes flutuacoes de densidade, a existéncia de um ponto

critico do tipo van der Waals dentro da regiao de coexisténcia de RPM perturba o ramo
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liquido fortemente. Este mesmo efeito foi observado em simulagoes Monte Carlo para o

modelo RPM [32].

A medida que € cresce esta deformacao aumenta, até que, eventualmente, entre ¢* =
0.0195 e 0.020 a coexisténcia gas-liquido de van der Waals torna-se estavel. Neste caso,
verificamos que dois pontos criticos estao presentes: um de baixa densidade, associado com
uma transicao gas-liquido de RPM, e outro de densidade mais alta, associado com o modelo
de van der Waals. Esta coexisténcia de dois pontos criticos nao permanece por um intervalo
de valores de ¢ grande. De fato, a partir de ¢* > 0.021 é o ponto critico de RPM que se
torna metaestavel, encerrado na coexisténcia gas-liquido de van der Waals. Aumentando
ainda mais o valor de € o termo de van der Waals domina ainda mais o comportamento
de fase do sistema, eliminando quase por completo a influéncia da parte eletrostatica do
modelo, tal que o comportamento de fase e os correspondentes ponto criticos sao aqueles

advindos do modelo de van der Waals.

O comportamento de fase que obtivemos é qualitativamente o mesmo daquele observado
nos modelos de campo de Ciach e Stell [27, 28, 29] e nas simulagoes Monte Carlo de Diehl
e Panagiotopoulos [32, 33, 34]. Neste estudos, o modelo RPM na presenca de potenciais
competitivos foi exaustivamente explorado, em especial para o caso de ions numa rede.
Neste caso, um diagrama muito rico foi encontrado. Para o caso de termos atrativos
de curto alcance, a mesma dinamica que encontramos com o aumento desta atragao foi
observada. Entretanto, como os ions estao dispostos numa rede, a evolucao encontrada
refere-se a transicao de ordem-desordem presente nestes sistemas. No caso do continuo,
por outro lado, enquanto Ciach e Stell [27] sugerem a existéncia de pontos tricriticos, as
simulagoes Monte Carlo parecem nao encontrar qualquer evidéncia de tricriticalidade [32].
Além disto, diferentemente dos nossos resultados, estas simulacoes nao encontram qualquer
evidéncia de dois pontos criticos estaveis. Embora o limite de € grande que obtivemos é o
mesmo dos resultados de simulacao, a regiao de € pequeno ainda precisa de validagao de

simulacao Monte Carlo.

Quais sao as perspectivas deste trabalho? Sera que os dois pontos criticos estaveis
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que obtivemos podem ser encontrados em simulagao no continuo? No caso de misturas
bindrias simétricas, estudos de simulagado Monte Carlo [48] com potencias de curto alcance
do tipo poco quadrado encontraram uma variedade muito grande de diagramas de fase. De
fato, quando a extensao do pogo (A no nosso modelo) é usada como medida de intensidade
relativa da interacao entre as diferentes espécies da mistura, pontos criticos, tricriticos e
pontos terminais criticos foram encontrados. Para o caso de fluidos ionicos simétricos, por
outro lado, ainda nao se encontrou analogo do caso das misturas. Nas simulacoes Monte
Carlo de 2003 [32], por exemplo, apenas o caso A = 1.5 foi testado no caso com ¢ = 10,
que corresponde ao comportamento do continuo. Certamente outros valores de A deveriam
ser analisados, pois como discutido no capitulo 4 a extensao do pogo quadrado tem forte

influéncia sobre o diagrama de fase em fluidos complexos.
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Apéndice A

Blindagem eletrostatica de Debye-Hiickel

Em um sistema constituido por cétions (N, ) e anions (/N_) em mesma quantidade,
a eletroneutralidade global da solucao é assegurada, mas existem flutuagoes continuas do
potencial elétrico, o que pode ser determinado através da equacao de Poisson. Este é um
problema bastante complexo, o qual ainda esta longe de ter uma solucao exata.

Uma primeira explicacao interessante, foi abordada na classica teoria de Debye-Hiickel.
Para um melhor entendimento, comecaremos por esbocar a idealizacao do modelo.

O primeiro passo é supor que os fons positivos (de carga +¢q) sao estaticos e formam
uma densidade uniforme p{. A densidade de fons negativos serd tratada por p~, a qual

flutuara ponto a ponto, sujeita a neutralidade global da solugao,

@i = v . (A1)

sendo a densidade elétrica total do sistema p(7), funcao da densidade de fons positivos e
negativos, dada por

p(r) =dalpg —p~ (1] . (A.2)
A densidade total é, em média, nula, mas esta sofre flutuagoes no potencial elétrico (7).
Os {ons positivos, por outro lado, induzem um potencial externo que contorna ponto a
ponto o potencial induzido pela distribuicao uniforme. Assim, considerando a energia livre

como funcao da densidade total de fons, temos

FIp) = [ flodr+ 5 [ predit+ [ p)oca(Vir, (A3)
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onde o segundo termo, do lado direito da equacao, é dependente de todos os constituintes
do sistema. A energia livre por unidade de volume f, é funcao da densidade elétrica e
supostamente conhecida.

A distribuicao de equilibrio é encontrada através da minimizagao da energia livre,

Flp() + 4 [ p(ryar (A4)

onde a quantidade p/q é apenas um parametro de Lagrange.
Precisamos conhecer o potencial total da solucao, o qual é a soma do potencial elétrico

e do potencial externo induzido pelos ions positivos, de forma que

@tot(f‘) = (10(7?) + Qpext(F) . (A5)

Adimitimos que estamos trabalhando com um gés suficientemente diluido, assim

)= () = ioe A (A6)

sendo u(7) o potencial quimico da densidade de fons livres e A é o comprimento de onda
térmico de de Broglie. A constante p é o potencial quimico para a densidade uniforme,

assim

o (77‘) — pgeﬂqtptot(F) 7 (A?)

esta expressao mostra que o potencial total é pequeno se Bgpior(7) < 1, ou seja, as flu-
tuagoes de energia sao pequenas se comparadas com a energia térmica.

Este resultado, ja esperado, determina o potencial sentido pelo ion positivo, suposto
em repouso, e sua distribuicao espacial através do sistema de Boltzmann. Este resultado é
apenas uma aproximagao.

Agora, admitindo um potencial “pequeno”, podemos linearizar a densidade de carga,

de forma que

p(7) = qlog — p~ (7] = —qpg (12 — 1) & —Bpd ¢ pron(F) - (A.8)
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Tendo obtido a densidade total do sistema, podemos obter o potencial elétrico total
induzido, pois este é fungao da densidade de ions do sistema, e devido a densidade de

cargas positivas assumidas como estaticas, ou seja,

Aion (7) = —6—10[;)(7?) T pea(P)] (A.9)

Neste caso, a equacao de Poisson é facilmente integravel, sendo as constantes de inte-
gracao determinadas pela condicao de que o potencial deve se anular no infinito, e para

curtas distancias, este se identifica pelo potencial da carga positiva. Com isto, temos

KT

q e
o = —— , A.10
Pnli) = T (A.10)
onde 1/k é o comprimento de blindagem de Debye, sendo
+ 2
_[Bnd (A.11)

D
Esta quantidade representa a distancia além da qual, a particula central considerada,
esta protegida eletricamente por particulas de sinal oposto. Esta forma do potencial foi
reencontrada por Yukawa, muito tempo depois de Debye, em sua teoria sobre forcas nucle-
ares. E conhecido como potencial de Yukawa.
O potencial induzido pela distribuicao de carga induzida é finito na origem, e a grandes

distancias, cancela o potencial coulombiano da carga positiva.
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