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Resumo

A interacao entre um feixe de elétrons e o plasma que o rodeia é de fundamental im-
portancia em Fisica de plasmas, tanto no estudo de plasmas de laboratério quanto de plas-
mas espaciais e astrofisicos. Uma possivel abordagem para descrever este tipo de interagao é
a Teoria de Turbuléncia Fraca, que consiste em uma formulacao empregada para descrever a
interacao entre as particulas e ondas de um sistema feixe-plasma. Essa teoria é estritamente
valida quando o plasma é fracamente instavel, o que para um sistema feixe-plasma corres-
ponde a considerar feixes de baixa intensidade. O presente trabalho se propoe a estender
a validade da Teoria de Turbuléncia Fraca para descrever fenomenos envolvendo feixes de
mais alta intensidade, os quais sao com frequéncia observados em sistemas realisticos e que
nao sao adequadamente descritos pela teoria usual. Especificamente, a relacao de dispersao
de um sistema feixe-plasma é modelada de acordo com sua solu¢ao numérica e incorporada
na determinagao dos termos quase lineares e dos termos nao lineares de acoplamento de
trés ondas, que regem a evolugao temporal do sistema. Os resultados da evolugao temporal
de ondas e particulas obtidos usando a abordagem da Teoria de Turbuléncia Fraca para
feixes de alta intensidade mostram que o comportamento desse sistema com feixe de alta
intensidade se aproxima do comportamento do sistema com feixes de baixa intensidade. Os
resultados encontrados podem ser explicados pelo fato de que, embora a teoria usual con-
sidere o acoplamento de ondas envolvendo dois modos de oscilagao distintos, i. e., ion-sonico
e de Langmuir, enquanto o presente trabalho considera a existéncia de um tnico modo, a
relagao de dispersao do modo considerado apresenta uma regiao de baixa frequéncia bem
como uma regiao de alta frequéncia, as quais acabam por desempenhar o papel das ondas
ion-sonicas e de Langmuir, respectivamente. Os resultados encontrados corroboram a con-
sisténcia da Teoria de Turbuléncia Fraca, no sentido de que, em ambos os casos, envolvendo
feixes de baixa ou alta intensidade, o comportamento de ondas e particulas se mostra semel-
hante.

Palavras-chave: Feixes intensos; Instabilidade feixe-plasma; Teoria de Turbuléncia Fraca.



Abstract

The interaction between an electron beam and the plasma that surrounds it is of fun-
damental importance in physics of plasmas, both in the study of laboratory plasmas and
in space and astrophysical plasmas. A possible approach to describe this type of interac-
tion is the Weak Turbulence Theory, which consists of a formulation used to describe the
interaction between particles and waves of a beam-plasma system. This theory is strictly
valid when the plasma is weakly unstable, which for a beam-plasma system amounts to
consider beams of low intensity. The present work proposes to extend the validity of Weak
Turbulence Theory to describe phenomena involving beams of higher intensity, which are
frequently observed in realistic systems and are not adequately described by the usual the-
ory. Specifically, the dispersion relation of a beam-plasma system is modeled accordingly
to its numerical solution, and incorporated in the calculation of the quasilinear terms and
three-wave coupling nonlinear terms. The results of the temporal evolution of waves and
particles obtained using the Weak Turbulence Theory approach for high intensity beams
show that the behavior of this system with high intensity beams follows the behavior of
the system with low intensity beams. The results found may be explained by the fact that,
although the usual theory considers wave coupling of two different wave modes, whereas the
present study considers the existence of a unique mode, the dispersion relation of the mode
considered shows a low frequency range as well as a high frequency range, which ultimately
play the role of ion-sonic and Langmuir waves, respectively. The results found support the
cosistency of Weak Turbulence Theory, in the sense that in both cases involving low or high
beam intensity, wave and particle behavior is alike.

Keywords: Intense beams; Beam-plasma instability; Weak Turbulence Theory.
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Capitulo 1

Introducao

A interacao entre um feixe de particulas carregadas e o plasma que o rodeia é de fun-
damental importancia para fisica dos plasmas, possibilitando estudos tanto em plasmas de
laboratorio quanto em espaciais ou astrofisicos.

Um exemplo desta interacao em plasma de laboratério é o “tokamak”proposto por
Sakharov e Tamm [1] que consiste de uma camara de vdcuo na forma de um tordide em
que um plasma é confinado por um campo magnético helicoidal que é a combinacao de um
campo magnético toroidal, gerado por uma corrente em um enrolamento externo envolvendo
o térus, (ou por uma corrente num condutor orientado ao longo de um eixo perpendicular
ao plano do tordide), e um campo magnético poloidal, produzido através de uma corrente
toroidal no plasma. EKEssa corrente é induzida por um transformador que varia o fluxo
magnético através do tordide. Além de contribuir para o confinamento, o campo toroidal é
necessario para que ocorra um equilibrio entre a pressao do plasma e as forgas magnéticas.
Uma visualizacao da geometria de um “tokamak”tipico e dos campos pode ser vista na
figura 1.1 [2].

Bobinas de controle Bobina de
de posicao Bobina priméria campo toroidal

I /

{

S
/

' A \‘l A
Corrente_~ |
primaria

. o \ {

¥ \
W \ \ \

\
/] \ Corrente de plasma"\

y / \ \
Camara Plasma Campo Campo Corrente da
de vacuo magnético magnético bobina de
poloidal toroidal campo toroidal

Fig. 1.1: Esquema de um tokamak. Disponivel em: http://www.plasma.inpe.br



Capitulo 1. Introducao 12

Outros fenomenos decorrentes da interacao feixe-plasma sao observados no meio inter-
planetério.

O vento solar é um fluxo continuo de plasma vindo da coroa solar que transporta con-
sigo uma parte da energia liberada pelas regioes ativas do Sol, bem como parte do campo
magnético solar, o qual se encontra congelado no plasma altamente condutivo. A magnetos-
fera terrestre atua entao como um obstaculo ao fluxo de particulas energéticas do vento solar,
protegendo assim o meio ambiente da Terra. A forma caracteristica da magnetosfera ter-
restre, ilustrada na figura 1.2, é o resultado da interagao do campo magnético terrestre com

a pressao magnetohidrodinamica exercida sobre o mesmo pelo plasma do vento solar [3-6].

Fig. 1.2: llustra¢ao do sistema Sol-vento solar-magnetosfera terrestre [6].

Devido a energia magnética armazenada na atmosfera solar, energia cinética e térmica é
liberada do interior das regioes ativas. Essa energia provoca o aquecimento e aceleracao dos
elétrons, prétons e ions mais pesados presentes nos locais de liberagao de energia e em sua
vizinhanga préxima [7]. Um exemplo desse processo é a emissao solar tipo III, onde essas
particulas interagem com o plasma ambiente e sao convertidas em radiagao eletromagnética,
geradas em frequéncias proximas aos valores locais das frequéncias [5,8,9].

A figura 1.3 ilustra um cendrio tipico da geragao de ondas de Langmuir e emissao de ondas
de radio tipo III no meio interplanetario durante explosoes solares. Feixes de elétrons sao
gerados na superficie do Sol e se propagam ao longo das linhas ”abertas” de campo magnético
interplanétario na dire¢do radial a partir do Sol [7]. Esses feixes de elétrons interagem com
o plasma ambiente gerando ondas de plasma e estas, ao entrarem em contato novamente
com o plasma ambiente, sao convertidas linearmente em radiacao eletromagnética préxima
a frequéncia de plasma e seus harmonicos. A medida em que aumenta a distancia a partir
da regiao fonte, menor é a densidade do plasma de fundo onde o feixe de elétrons se propaga.

Sabe-se que a frequéncia diminui com a densidade, logo a frequéncia da radiagao decai de
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valores de 200 MHz, quando a onda é gerada proxima a superficie do Sol, até valores bem

pequenos (dezenas de kHz), quando a onda é gerada préxima a Terra [3,5,6,8-14].

EMISSAO SOLAR TIPO Ill

SOL " EXPLOSAO SOLAR

FEIXE DE ELETRONS

ONDAS DE PLASMAS

VENTO SOLAR Yo
€3 <
i } ™ _CAMPO MAGNETICO
(wp~200 MHz) ) - N IgTERPLANETARIO
| 2(j)p \
X
RADIAGAO \
\
\
(wp~20 kHz) ‘

TERRA

Fig. 1.3: Geracdo de ondas de Langmuir e emissao de ondas de radio do tipo III no meio

interplanetdrio [3].

Diversos sao os fenomenos que ocorrem devido a interacao do feixe de elétrons com
o plasma. De particular importancia sao as emissoes de ondas eletrostaticas longitu-
dinais e/ou eletromagnéticas na vizinhanga da frequéncia eletronica de plasma (wpe
[(noe?)/(mego)]/?) e no seu primeiro harménico (2w,.), em muitas situacoes acompanhadas
da energizagao/aquecimento da populagao eletronica que compoe o plasma, gerando caudas
nao térmicas na sua funcao de distribuicao. Na definicao de wy. acima m. e e sao a massa
e a carga do elétron, respectivamente, ny a densidade do plasma de fundo e gy a permissivi-
dade dielétrica no vacuo. A emissao de radiacao eletromagnética em frequéncias préoximas
a frequéncia de plasma (w,. e/ou 2w,.) tem sido observada por sondas espaciais que se
deslocam através da magnetosfera terrestre e/ou do vento solar. Ondas eletromagnéticas
nas mesmas faixas de frequéncia tém sido também observadas originando-se da coroa solar.
Esta classe de fenomenos, de emissao de radiagao eletromagnética, possui a denominagao
comum de emissao de plasma, independente do(s) mecanismo(s) emissor(es) especifico(s).
A observacao das ondas longitudinais é, muitas vezes, registrada de forma concomitante com

a emissao de plasma e, na literatura, é possivel se encontrar diversos mecanismos propostos
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e simulacoes realizadas, ao longo do tempo, para esclarecer estes fenomenos aparentemente
correlacionados.

A energizacao de particulas carregadas eletricamente é reconhecida como um dos pro-
blemas mais importantes na fisica dos plasmas contemporanea. Energizacao de particulas
(aceleragao e aquecimento) pode resultar de campos eletrostéticos de larga escala tais como
ocorrem em ondas de choque nao colisionais ou durante reconexao magnética. Outro im-
portante mecanismo de energizacao de particulas carregadas é a turbuléncia no plasma. O
transporte induzido por turbuléncia é importante nao somente no ambiente espacial, mas
também em dispositivos que buscam a fusao termonuclear controlada, tais como os “toka-
maks” anteriormente citados. Para o ambiente espacial, a energizacao de particulas possui
uma ramificacao que transcende a pesquisa bdasica, uma vez que sabidamente influencia
no funcionamento de satélites de comunicacao e pode ter uma influéncia significativa na
exploracao humana do espaco. Estas questoes se tornam continuamente mais importantes,
tanto que justificaram o nascimento de uma nova area da ciéncia denominada clima espacial
(“space weather”).

Dentre os diversos fenomenos envolvidos na turbuléncia em plasmas, hd um grande inte-
resse na denominada turbuléncia de Langmuir, a qual se caracteriza justamente pela emissao
de plasma, ja caracterizada, e pela energizacao eletronica provocada pela interacao nao linear
dos elétrons com as ondas geradas pela emissao. Contudo, a maior parte dos trabalhos
existentes estao focados na dinamica das ondas. O aspecto relacionado a energizacao de
particulas tem sido estudado em anos mais recentes [8,15].

A teoria utilizada neste trabalho é a Teoria de Turbuléncia Fraca, a qual consiste em uma
formulagao empregada para descrever a interagao entre as particulas e ondas de um sistema
feixe-plasma. Na sua formulacao tradicional, esta teoria é estritamente valida quando o
plasma é fracamente instavel, o que para um sistema feixe-plasma corresponde a considerar
feixes de baixa intensidade. O presente trabalho se propoe a estender a validade da Teoria de
Turbuléncia Fraca para descrever fenomenos envolvendo feixes de média e alta intensidade.
Especificamente, a relacao de dispersao é modelada de acordo com sua solucao numérica
e incorporada na determinacao dos termos quase lineares e dos termos nao lineares de
acoplamento de trés ondas.

A dissertacao de Mestrado estd organizada da seguinte forma nos préximos capitulos: No
capitulo 2 é apresentada uma breve introducao a instabilidades em plasmas e os processos
que envolvem o acoplamento de ondas. No capitudo 3 sao mostrados resultados obtidos
para o caso de feixes ténues. Finalmente, no capitulo 4 é mostrado os reultados obtidos
da solucao numérica da relagao de dispersao para o caso de feixes intensos. Em seguida é
apresentada a formulacao tedrica para a abordagem de feixes intensos no ambito da Teoria
de Turbuléncia Fraca.



Capitulo 2

Revisao bibliografica

2.1 Instabilidades em plasma

As particulas em plasmas espaciais geralmente possuem um grande caminho livre médio
relacionado com as colisoes entre as particulas e o tempo de equiparticao de energia ¢ maior
que o tempo de colisao entre as particulas. Com isso, plasmas espaciais nao estao em
equilibrio termodinamico. Pelo fato de o plasma nao estar em equilibrio termodinamico, ele
armazena uma certa quantidade de energia livre, essa pode ser convertida em movimentos
do plasma ou em radiagao eletromagnética [16,17].

O processo onde uma dessas conversoes ocorre, num modo coletivo, é chamado de insta-
bilidade de plasma, onde pequenas variagoes a partir do equilibrio dinamico se transformam
em grandes perturbacoes.

As instabilidades podem ocorrer através de dois processos fisicos distintos. Quando a
instabilidade é devida as quantidades termodinamicas como flutuacao de densidade, tempe-
ratura, pressao entre outras, o plasma como um todo muda seus parametros caracteristicos
devido ao processo externo. Este processo é denominado instabilidade macroscépica [17,18].
Outra forma de instabilidade é a microscépica que estd relacionada com processos internos,
quando o plasma apresenta uma distribuicao de velocidades diferente da distribuicao de
Maxwell-Boltzmann.

Oscilagoes coletivas em um plasma proximo ao equilibrio termodinamico podem repre-
sentar excitagoes individuais estaveis. Mas a existéncia de um estado de equilibrio nao
implica que esse seja estavel. E importante conhecer, de forma clara, a diferenca entre os
conceitos de equilibrio e estabilidade [17,18].

Para uma melhor visualizacao desses conceitos, se faz uma analogia com sistemas mecanicos,
utilizando o modelo de uma esfera em equilibrio dinamico, visto na figura 2.4. De maneira

geral, o sistema ¢ dito estavel, se uma pequena perturbacao no estado de equilibrio é seguida
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pelo retorno ao equilibrio ou pelo nao crescimento das oscilagoes. Mas o sistema é instavel

quando uma pequena perturbagao resultar no crescimento desta [4,10, 16, 19].

A

(a) Linearmente ins- (b) Linearmente ins-
tavel (Explosiva) tavel (Nao explosiva)
(¢c) Nao linearmente (d) Estavel

instavel
Fig. 2.1: Ilustragao de algumas condicoes das instabilidades [19].

Na figura 2.4 (a) uma pequena perturbacao faz a esfera sair da posigao sem que possa
voltar a posigao original, de equilibrio. (b) A esfera ao sofrer alguma perturbagao pode
ser refletida na curva e voltar a posigao de equilibrio. (¢) Para a esfera sair da situagao de
estabilidade ela precisa de uma grande perturbagao e (d) existe uma situacao de estabilidade
onde, para qualquer perturbacao, ela retornard a posicao de equilibrio.

O estudo de instabilidades em plasmas é importante pois estas servem para dissipar
energia livre do plasma para manté-lo em equilibrio termodinamico e algumas delas podem
gerar varios tipos de ondas, exceto quando sao causadas por perturbagoes que oscilam em
torno de uma frequéncia particular. Mas em geral, a instabilidade é capaz de excitar os
modos naturais do plasma. Devido a natureza das instabilidades, a taxa de aumento da

amplitude da onda é proporcional a sua amplitude instantanea [17,18].
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2.1.1 Classificagao de instabilidades

Na literatura sao encontradas diversas abordagens e possiveis classificacoes para instabi-
lidades, as quais, diferem de autor para autor. Aqui, seguindo a formulagao de Melrose [18],
que apresenta uma possivel classificagao para as instabilidades reativa e cinética.

A instabilidade feixe-plasma pode ser classificada como cinética ou reativa, o que define

esta classificacao sao os parametros fisicos considerados no sistema.

e Instabilidade Reativa: Considerando um feixe com velocidade v, e densidade n; que
se move através de uma distribuicao eletronica de fundo que estda em repouso e tem
densidade ny. No limite n; < ng o efeito do feixe sobre as ondas no géas de elétrons
de fundo pode ser tratado como uma perturbagao. Para o tensor K;;(w, k), definido
por [18]

2

Kijw,k) =6+ > &/ﬁpw_“—f(_v((w —k-v)oy + ksvj)%(:”, (2.1)
sendo K1 (w, k) a contribuicdo do feixe da parte longitudinal do tensor dielétrico e
K{(w,k) a contribuicdo dos elétrons de fundo, para uma distribuicio arbitraria de
particulas f(p), onde p = mv. Na auséncia do feixe as ondas de Langmuir tem

frequéncia w’(k). O feixe provoca um desvio na frequéncia Aw’, determinada por
AwLa%Re[KOL(w, k)] + K{(w,k) =0 (2.2)
analisada em Re[K}'(w, k)] = 0. A parte real de K¥ d4 a mudanga na frequéncia real,
e a parte imagindria de KT contribui para o amortecimento das ondas. O crescimento
pode ocorrer quando Im[KT] é negativo. A instabilidade é devido & absorcao neg-
ativa e é chamada de instabilidade cinética. Para feixe frio KT é real, e a equacao
(2.2) é uma equagao real para Awy. Solugdes complexas podem aparecer apenas com
pares conjugados complexos. Um destes pares tem Imfw] > 0 e cresce e outro tem
Imfw] < 0 e é amortecido. A instabilidade neste caso tem uma vasta classificagao.
Bohm e Gross [20] identificaram essa instabilidade como uma instabilidade de aglom-
eracao, no qual existe um crescimento das ondas, acumulando os elétrons do feixe
(em certos pontos da sua oscila¢do) no espago, produzindo um campo elétrico e conse-
quentemente, aumentando a amplitude das ondas [21]. Briggs [22] enfatizou que esta é
uma resposta do meio e propos a este tipo de instabilidade como instabilidade reativa.
Supondo que a partir de um valor de k no qual todas solucdes de Re[K{ (w, k)] = 0,
com KL = KE + KT, sdo reais. Em seguida k é variado, solugdes complexas podem
aparecer quando k passa através de um valor no qual duas solugoes juntam-se para se
tornar uma solugao dupla. A condigio para uma solugao dupla de Re[K{'(w, k)] =0 e

0

%Re[KL(w, k)] =0 (2.3)
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também ¢ satisfeita. Quando (2.3) é satisfeita a energia total Wy, (k) das ondas é zero.
A energia elétrica é positiva por defini¢ao e a energia zero implica que a contribuicao
através do movimento das particulas é negativo. A contribuicao negativa pode ser in-
terpretada em termos da energia potencial negativa das particulas. Para as particulas
do feixe, com um feixe de energia (1/2)mv?, a perturbagao das ondas pode reduzir
a energia das particulas, o que implica em uma contribuicao negativa para a energia
das ondas. Este argumento diz que a instabilidade reativa tem um crescimento das
ondas devido a energia negativa. O conceito de energia negativa é tutil para alguns
propésitos quantitativos. Por exemplo, o amortecimento positivo (Im[K%] > 0) extrai
energia a partir da energia das ondas e faz com que sua amplitude aumente. No en-
tanto, nenhum tratamento quantitativo totalmente satisfatério de energias das ondas
esta disponivel e assim o cenceito de energia negativa das ondas permanece em grande

parte qualitativa [18,21].

e Instabilidade Cinética: Muitas microinstabilidades tém ambas as formas reativas e
cinéticas. Do ponto de vista matematico uma trata a forma reativa, ignorando a parte
imaginaria do tensor dielétrico e resolve uma equacao de dispersao real encontrando
solugoes complexas, e um tratamento na forma cinética, assumindo frequéncias reais
para uma primeira aproximacao e, em seguida, incluindo amortecimento fraco (nega-
tivo). Para ser mais especifico, a instabilidade de feixe, sendo essa fraca, os movimentos
térmicos sao desprezados e a corregao para a parte real do tensor de dielétrico, devido
a presenca do feixe que leva a uma equacao cibica para o deslocamento de frequéncia
das ondas Langmuir. Essa equagao cibica tem uma solugao real e um par de solucoes
complexos conjugados no regime de interesse. A versao cinética dessa instabilidade é
conhecida como a instabilidade “bump-in-tail”. Ela é tratada por primeiro encontrar
a contribuicao imaginaria do feixe para o tensor dielétrico e utilizar isso para avaliar
a parte imagindria do desvio de frequéncia [18]. A partir da discussao anterior as
versoes reativa e cinética podem resultar no caso de uma tnica instabilidade. Poderia
ser mostrado encontrando ambas as partes real e imaginaria do desvio de frequéncia
em simultaneo. A parte real e imagindria da frequéncia pode ser encontrado como um
complexo de solucao de w em funcao do k real para a equagao de dispersao complexa
KT (w,k) = 0, em que as partes reais e imagindrias de K sao retidas. Na prética,
um procedimento relativamente sofisticado para encontrar as raizes é necessario para
obter as solugoes. No entanto, sao de pouco pratico devido a pequena da gama de
espago de parametros onde as versoes passam de reativas para cinéticas. A taxa de
crescimento para a instabilidade “bump-in-tail”pode ser encontrada utilizando uma

equagao para o coeficiente de absorcao de ondas de Langmuir. A expressao geral para
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Im[K%(w, k)] pode ser obtida, e encontrada em Melrose [18], dando

m 2 w 3
v(k) = _KZ)?% /d3p5[wL(k) —k-vlk- ag—g’) (2.4)
Fv)
'y
Vi
i
vy ux

Fig. 2.2: A distribuicio projetada F(vy), € desenhada para uma distribui¢do composta por
uma mazwelliana central com velocidade térmica Ve uma distribuicao de Maxwell
“bump-in-tail”com a velocidade do feize de vy,. O crescimento ocorre em vy S Uy
onde dF(vy)/dvg € positivo [18].

O sinal de 7. (k) pode ser negativo se k-0 f(k)/0k é positivo. No entanto, embora essa
seja uma condigao necessaria para o amortecimento negativo, nao ¢ uma condi¢ao su-
ficiente. Em particular, v, (k) ndo pode ser negativa para uma distribuigao isotrépica
de particulas. Mesmo que a distribuicao isotrépica tem 9f(p)/dp > 0 sobre alguma
gama de p, e verifica-se que para uma distribuicao isotropica a contribuigao de regioes
onde Jf(p)/0p é negativo sempre domina a contribui¢do de regides onde 9f(p)/0p
é positivo. No limite nao-relativistico podemos reduzir (2.4) através da defini¢ao de
uma funcao de distribuicao unidimensional

F(o) = o [ @pse, ~kev/)f(p) (25)

onde a normalizacao é
/ dv,F(v,) = 1, (2.6)

A equagao (2.4) torna-se
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onde vy = wr(k)/k e W) = n1¢*/meg.
A distribuigao da forma ilustrada na figura 2.2 apresenta uma regiao com dF'(v,)/dvgs >
0, assim é chamada de distribuigdo “bump-in-tail”. De acordo com equagao (2.7) as
ondas Langmuir crescem devido a absorcao negativa nas velocidades de fase que cor-
responde ao intervalo onde dF(v,)/dv, é positivo. Para a distribuigao Maxwelliana,
ny (v —vp)?
fP) = 5am 513 vz |
(2m)3/2m3V}; 2V

onde, aqui, v, é a velocidade de deriva e V, é a velocidade do feixe. A distribuicao

exp {— (2.8)

(2.5) em 1 dimensao é

1 (ve — k- vy /k)?
F = —— — . 2.
(vl‘) (27T)1/2%exp[ 2‘/2)2 ] ( 9)
O coeficiente de absorgao (2.7) ¢é
(M9 v (v —k-vi/k)°
(k) = (§> w—%wL(k)V—bQ(% —k-vy/k)exp |- 272 (2.10)

Para v, > V}, o crescimento maximo ocorre em vy ~ v, — Vj, com k ao longo de vy, e

TN\Y2 ng (v 2
e (Z G RCAN 211
mas 1= (32) " () 211

onde e denota exp[l]. A faixa de frequéncias Aw sobre a qual a taxa de crescimento

com o crescimento

estd perto de seu valor méximo ¢ dado por (Aw)? & 2k*V;2, ou
aw Y% (2.12)
Wy U
Aw se refere a largura de banda de crescimento das ondas. Comparando (2.11) e
(2.12) percebe-se que a taxa de crescimento é menor do que a largura de banda das
ondas de crescimento desde que a condigao ny/ng S (Vy/v)? seja satisfeita, em que os
fatores de ordem unitaria sao ignorados. A versao cinética assume a partir da versao
reativa para n;/ng ~ (Vy/vy)®. A dependéncia da taxa de crescimento com o angulo,
chamado 6, entre k e v, também segue a partir de (2.10). A taxa de crescimento
mantém-se perto de seu valor méximo em k ~ w,/v, fixo para
0 < EE (2.13)
2
No entanto, porque a taxa de crescimento depende k apenas sob a forma de k- vy, que
¢é quase independente do componente de k ortogonal a v,. Incluindo a dependéncia

de 0, (2.11) pode ser substituida pela

T\ 1/2 vpcosl 2
| Yimaz |~ (%> wp( v ) (2.14)

[18,21].
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A teoria linear do plasma descreve o processo de dissipagao de energia e momento quando
a instabilidade é pequena. J& para grandes amplitudes a teoria nao linear é importante.
Um critério tedrico abordado por Melrose [18] utilizado por Cairns [21] para determinar

a instabilidade como reativa ou cinética é o parametro

p_ (@)1/3 Up (2.15)

L Vio
Para P > 1 a instabilidade é reativa e para P < 1 a instabilidade é cinética.
Sera mostrado as relagoes de dispersao para os modos naturais presentes num plasma

térmico nao magnetizado.

2.2 Ondas em plasmas nao magnetizados

Em plasmas nao magnetizados onde elétrons e ions possuem distribuigoes de velocidades
perto do equilibrio térmico, é possivel encontrar ondas de Langmuir (L), {on-acusticas (S)
e eletromagnéticas. Onde, em um regime linear, cada uma apresenta as seguintes relacoes

de dispersao:

e Ondas de Langmuir

Para um plasma onde os elétrons e os ions sao distribuidos uniformemente. Considera-
se os fons fixos no espaco ja que sua massa é maior que a massa dos elétrons, logo exis-
tird um excesso de carga negativa numa regiao do plasma criando um campo elétrico
interno. Devido a forcas coulombianas, a perturbacao na densidade dos elétrons re-
torna a posicao de equilibrio, mas devido a inércia, os elétrons vao se deslocar um
pouco além dessa posi¢ao num movimento oscilatério, com frequéncia de plasma wy..
Em um plasma térmico, essas oscilagoes sao ondas de Langmuir que sao descritas pela

relagdo de dispersao wy, [10,17,19]. Essas expressoes sao as seguintes:

3
wi = wl, + 5v,jkz (2.16)

a frequéncia de plasma e a velocidade térmica dos elétrons sao dadas por:

2\ 1/2
Wpe = (”06 ) (2.17)

me€o

27T,
Me

V2= (2.18)

sendo m,, T, e e sao a massa, a temperatura e carga do elétron respectivamente, ng a

densidade do plasma de fundo ¢y a permissividade dielétrica no vacuo.



Capitulo 2. Revisao bibliografica 22

e Ondas ion-acusticas

Sao ondas eletrostaticas de baixa frequéncia, nas quais os elétrons e ions oscilam quase
em fase. A relacao de dispersao é
27.2
cok

= 2.1
ST TR (2.19)

sendo Ap. o comprimento de Debye e cs = wp;Ape.

e Ondas Eletromagnéticas

Sao ondas de alta frequéncia. Em um plasma desmagnetizado e sem colisoes, as ondas
nao sofrem amortecimento porque a velocidade de fase é maior que a velocidade da luz,
importante notar que nao viola a relatividade pois onda plana nao carrega informacao,
por outro lado, a velocidade de grupo nao pode ultrapassar a velocidade da luz,
logo as ondas nao entram em ressonancia com as particulas, obedecendo a relacao de

dispersao:

wh = %2;@ + A2k? (2.20)

A figura 2.5 mostra as relagoes de dispersao para os modos eletrostaticos, Langmuir e

ion-acustico.

2.2.1 Processos de acoplamento de ondas

A interagao entre as ondas pode ocorrer através de processos de decaimento ou coa-

lescéncia.

e Instabilidade de decaimento:

Quando uma onda indutora, de amplitude finita, excitada num plasma, pode causar
uma modulagao periddica dos parametros que caracterizam os modos naturais no
plasma. Essa onda ao exceder um valor limite, os modos naturais crescem a partir do

nivel de ruido, absorvendo energia e momento da onda indutora.

A instabilidade de decaimento, quando a onda indutora decai em dois modos naturais
do plasma, na qual estas ondas sao descritas por suas frequéncias wy, wo € w3 e pelos
vetores de onda ki, ky e ks, satisfazendo as condigoes de conservacao de energia e

momento.

W1 + Wy = Wy (221)
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8 x x

— Modoion-acustico ||
— Modo Eletromagnetico
— Modo Langmuir

Fig. 2.3: Diagrama de dispersao para ondas eletromagnéticas, ondas de Langmuir e ondas

fon-acusticas.

kl -+ k2 == k3 (222)

Como exemplo, o processo de decaimento eletrostatico de Langmuir L — L'+ .S, pode
ser visto na figura 2.4, onde uma onda de Langmuir de grande amplitude decai em
uma onda de Langmuir contrapropagante L’ e uma onda ion-actstica S propagando

na direcao da onda indutora L.

L—sL+S wo=w +ws kp=k +kg

e Instabilidade de coalescéncia:

O processo no qual duas ondas se unem para formar uma terceira onda e satisfazem
as condicoes de conservacao de energia e momento, ¢ conhecido como processo de

coalescéncia.

Como exemplo, processo de coalescéncia de uma onda de Langmuir e S a onda fon-
acusticas resultando T a onda transversal que pode se visto na figura 2.5, na qual
sao descritas pelas frequéncias e vetores de onda e obedecem as relacoes de dispersao
mostradas.
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Fig. 2.4: Diagrama de acoplamento de fase do processo L — L' + S [23].

L+S85—T Wi, +ws = wWr kL+kS:kT

(V)

k)

TeT

(w

Fig. 2.5: Diagrama de acoplamento de fase do processo L +S — T [23].

O crescimento das ondas de Langmuir é caracterizado por uma instabilidade produzida

por um feixe de elétrons podendo ser uma instabilidade reativa ou cinética.

2.3 Teoria de turbuléncia em plasmas

2.3.1 Teoria de turbuléncia forte

A teoria de turbuléncia forte baseia-se nos processos fisicos produzidos pela forca pon-
deromotiva. Essa forca cria regioes de baixa densidade de plasma chamadas “cavitons”
onde as ondas de Langmuir de alta frequéncia sao aprisionadas. Essas, por sua vez, pos-
suem pacotes de ondas com densidade de energia algumas ordem de grandeza maior que

a densidade média do meio. Esses pacotes de onda podem produzir diretamente radiagao
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eletromagnética préoxima a frequéncia local de plasma e seu harmonico. Assim a teoria
turbuléncia forte é usada quando a energia dos modos excitados é da mesma ordem de
grandeza da energia total do plasma, onde a expansao perturbativa emvolvida na teoria de
turbuléncia fraca falha [3,17-19,24, 25].

2.3.2 Teoria de turbuléncia fraca

A teoria de turbuléncia fraca tradicionalmente faz uso das relagoes de dispersao dos
modos eletrostaticos, rigorosamente obtidos para um plasma puramente maxwelliano ou,
no maximo, para um sistema plasma-feixe onde este ltimo ¢é suficientemente fraco.

A teoria de turbuléncia fraca desenvolvida entre anos 1960 e 1970 [26] é uma teoria nao
linear perturbativa baseada na expansao perturbativa da equacao de Klimontovich truncada
na segunda ou terceira ordem quando a energia excitada no espectro de modos é pequena
comparada com a energia total do plasma e grande comparada ao ruido térmico. A teoria
de turbuléncia usual é aplicada quando a instabilidade no plasma tem um crescimento fraco

e a frequéncia real wy pode ser determinada pela parte real da relacao de dispersao
Rele(k,wy)] =0, (2.23)

enquanto que a taxa de crescimento pode ser determinada pela férmula de Landau

~ Imfe(k, wy)]
ORele(k, wy)]/Owg

Vi = (2.24)
onde wy, e 7, representam a relagao de dispersao e a taxa de crescimento, respectivamente. A
quantidade e(k, wy) é a constante dielétrica. Somente quando a instabilidade tem um cresci-
mento fraco a férmula de Landau é vélida e deve satisfazer a desigualdade || < wg. A
instabilidade na qual a taxa de crescimento/amortecimento é calculada com base na férmula
de Landau pode ser denominada instabilidade cinética [27]. Para a instabilidade de cresci-
mento forte, tanto a frequéncia real e taxa crescimento/amortecimento sao determinadas
pela relagao de dispersao complexa €(k, wi+iv,) = Re[e(k, wr+ivg)|+ilm[e(k, wi+ive)] = 0.
Quando a velocidade de fluxo relativa entre os ions e os elétrons é da ordem da velocidade
térmica dos elétrons, a instabilidade é fracamente crescente e satisfaz a condicao |vx| < wg.
Quando a velocidade de deslocamento relativo é maior que a velocidade térmica dos elétrons,
tem-se um crescimento forte da instabilidade e a condigao v > wy. Em geral, a instabi-
lidade com frequéncia complexa w = wy + 7, deve ser obtida pela solucao da relagao de

dispersao complexa sendo denominada instabilidade reativa [27].
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2.4 Processos nao lineares na teoria de turbuléncia

fraca

Processos lineares sao usados para ondas onde a amplitude é mantida pequena e a teoria
de turbuléncia fraca é abordada, mas para ondas instaveis, onde a teoria linear indica
crescimento da amplitude da onda, a amplitude acabara por se tornar grande o suficiente
para afetar a funcao de distribuicao. Quando isso conduz a um grande nimero de ondas de
amplitude finitas, o plasma torna-se turbulento e nao linear.

Os acoplamentos nao lineares sao predominantes e dificeis de serem isolados. Em um
plasma, no entanto, esse caso nao é frequente, uma vez que as ondas nao lineares induzi-
das sao excitadas com amplitudes pequenas e, a menos que essas ondas também sejam
instaveis, pode-se ter um caso de turbuléncia fraca. Como uma primeira aproximacao,
entao, considera-se os diferentes modos independentes e aqui concentra-se a atengao sobre
um fendomeno cada vez.

Na primeira aproximacao, os coeficientes de acoplamento nao lineares entre varios modos
lineares mudam lentamente com o tempo, e este é o dominio da teoria turbuléncia fraca. O
parametro fundamental de expansao é a razao entre a densidade de energia das ondas e a
densidade de energia do plasma.

A Teoria turbuléncia fraca usualmente considera trés tipos de interacoes, descritas a

seguir.

2.4.1 Interacao quase linear onda-particula

A interacao quase linear onda-particula se refere a um processo de ressonancia onde
w = k - v sem campo magnético.

Essa interacao quase linear é devido a um grupo de particulas que permanecem em fase
com a onda ao longo de muitos ciclos e tem tempo para trocar energia com a onda, o
que resulta em mudancas lentas na funcao de distribuicao, que podem ser atribuidas a um
processo de difusao chamado difusao quase linear.

A teoria quase linear, que trata esses dois efeitos simultaneamente, é uma teoria nao
linear, no sentido que a taxa de crescimento da amplitude das ondas depende da funcgao
de distribuigao, e a taxa de variacao da funcao de distribuigao depende das amplitudes das
ondas.

Por causa da natureza da interagao de ressonancia, esse é um processo cinético, o qual
origina fendmenos tais como a formacao de plato na funcao de distribuicao, e a distorcoes
gerais da funcao de distribuicao, tais como a formacao de cauda super-térmica, a qual

usualmente decai obedecendo uma lei de poténcia.
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2.4.2 Interacao nao linear onda-onda

O processo é ressonante entre as ondas de modo a que as equagoes (2.21) e (2.22) sao
satisfeitas, onde w e k se referem as frequéncias e vetores de onda das ondas participantes.

O mecanismo ¢é o acoplamento nao linear que ocorre quando o batimento de duas ondas
¢é tal que a soma ou a diferenca de suas frequéncias e vetores de onda coincidem com a
frequéncia e vetor de onda de uma terceira onda.

Para esse caso, nao ha ressonancias das particulas envolvidas, de modo que a abordagem
de fluido pode ser suficiente. Um dos exemplos mais importantes desse tipo de interacao é

a classe de instabilidades paramétricas onde duas ondas interagem com uma terceira.

2.4.3 Interacao nao linear onda-particula

A condigao de ressonancia para essa interacao é ws +w; = (k; £ ky) - v. Esse processo
também ¢é ressonante, mas as particulas mantém sua fase constante em relagao a frequéncia
de batimento de duas ondas. Esta interacao também é conhecida como amortecimento de
Landau nao linear [18,25,28,29].

Esses processos citados acontecem simultaneamente em plasmas e o seu efeito coletivo

descreve a evolugao do plasma, de acordo com a teoria de turbuléncia fraca.



Capitulo 3

A Interacao feixe-plasma descrita

pela teoria de turbuléncia fraca

Na literatura sao encontrados resultados para a interagao do sistema feixe-plasma onde
o feixe é de intensidade baixa e essa interacao é descrita pela teoria de turbuléncia fraca.
Aqui é mostrada a evolucao da funcao de distribuicao das particulas e da intensidade es-
pectral das ondas para esse sistema, considerando, em separado, os termos quase lineares e
posteriormente os termos nao lineares.

E importante ressaltar que nao se pretende, aqui, derivar as equacgoes da Teoria de
Turbuléncia Fraca, mas simplesmente aplicd-las ao estudo de um sistema feixe-plasma. Essa
limitacao do escopo do presente trabalho é justificada pelo fato de que tal derivagao pode se
mostrar extremamente longa e complexa, a exemplo da recente reformulacao, feita a partir

de primeiros principios, apresentada nas referéncias [15,30].

3.1 Teoria quase linear

A abordagem da teoria quase linear de plasmas, que consiste em uma descricao empre-
gada com frequéncia na teoria cinética de plasmas, onde sao incorporandos os efeitos nao
lineares na mais baixa ordem os quais buscam descrever a interacao entre as particulas do
plasma e o campo eletrostético/eletromagnético das ondas que se propagam por ele [28].

Essa teoria é vélida quando o plasma é fracamente instavel e quando a instabilidade
resultante da interagao onda-particula excita uma larga faixa espectral, em decorréncia da
evolucao autoconsistente do sistema, de acordo com a hipdtese de flutuagdes com fases
aleatérias [15]. Trabalhos recentes mostram que a teoria quase linear descreve satisfato-
riamente a evolucao do sistema mesmo em limites que excedem os limites originais da
teoria [25,30-36].

Inicialmente, considera-se as equacoes de evolugao quase linear de um sistema feixe-
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plasma, levando em conta interacoes das ondas de Langmuir com os elétrons do plasma.
Em seguida sao mostradas as solugoes numeéricas desse sistema, as quais ilustram a evolugao
temporal tanto da distribuicao eletronica quanto da intensidade espectral das ondas e em
particular, a formacao do plato quase linear na distribuicao.

A derivagao das equagoes parte do sistema Vlasov-Poisson de equagoes, executa ex-
pansoes perturbativas e entao calcula médias de ensemble sobre fases aleatérias. Essa
formulacao denominada Teoria de Klimontovich, mantém os efeitos de particulas tnicas,
responsaveis pela emissao térmica do plasma [15,30,37,38]. Empregando-se esse procedi-

mento, obtém-se o sistema de equacoes cinéticas da teoria quase linear apresentado a seguir.

3.1.1 Formulacao teédrica

Considera-se a funcao de distribuicao inicial para os elétrons,

af, 0 e? k; kik; af,
£ = —— | Phwpd(wp —k V) fo+ — | Pk—20 Ik === 1
ot ov; (47rme/ k2 3wy v)f + m? / k2 (wi V) 0v; (3-1)
e a equacao cinética para as ondas de Langmuir L,
oIk metw?, 5 . TWE Wy, 5 of. |
5 = /d vo(wy —k.v)fe+ 12 /d vo(wi — k. v)k. 9 e (3.2)

onde f.(v,t) é a fungao de distribuigao de elétrons e I(¢) a intensidade espectral das ondas
de Langmuir.

Na equacgao da intensidade espectral das ondas, equagao (3.2), tem-se para o primeiro
termo do lado direito da igualdade a emissao espontanea e o segundo termo descreve a
emissao induzida. Estes termos descrevem os processos quase lineares na interacao onda-
particula.

As equagoes (3.1) e (3.2) sao reescritas da seguinte maneira:

of. o of.
5 = oA+ D) (3.3)
3[L

onde os coeficientes sao
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e? k;
A = 47t /d?’kﬁw,fé(w,f —kv), 39

me? kik;
D;; = m2 /d?)lC k2]5(wif —kv)Iy, (3.6)

W@nge 5 I
L, 2
Ofe

Ve = %/d%d(wé -k vk 8{/' (3.8)

O coeficiente A; representa o coeficiente de arraste colisional, o D;; de difusao quase
linear, S; de emissao espontanea e 7, de emissao induzida, onde n. , e e m, sao respectiva-
mente, a densidade, carga e a massa eletronicas.

A frequéncia angular de plasma é descrita pela equacao wge = 4mn.e?/m., onde k é o
vetor de onda, e a relagdo de Bohm-Gross descrita por wj = wpe(1 + 3k*Vpe/2w?,), onde
V2 = kgT,./m. é a velocidade térmica eletronica e v, é a velocidade de deriva.

As equagoes (3.1) e (3.2) descrevem a cinética da evolucao temporal tanto da distribuigao
eletronica quanto da intensidade espectral das ondas de Langmuir. Para a aplicacao realiza-
da no presente estudo, as mesmas terao a sua dimensionalidade reduzida a uma dimensao e
serao em seguida reescritas em termos de quantidades adimensionais. Fazendo isso, obtém-

se:

OF, 0 o, OF
¢ = Z(AF,) + —(D== :
5= 5 (AF) + 5 (D55), (3.9)
aIiL ™ . g aFe
= ?(5Fe(u) 0 1 =) st /o (3.10)
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sendo
T = Wpel,
U = 'U/‘/;feu
q= kv;e/wpa

L_, L
T, = W, [Wre,

F.(u) = Viefe(v),
IqL (2m)? gfk JMeVie,
A = 2[0u) - O(—u)],
D= P 2 ‘[@(u)“ — O(—u)y o=t/
= [223(47m)?n N3,

= [T, /4mn.e?]"/? (3.11)

as quantidades adimensionais, onde g é proporcional ao pardmetro de plasma ([n.A\%,]™1),
que é uma medida das flutuacoes das particulas tnicas, que possui um valor pequeno mas
nao desprezivel e este parametro aumenta a estabilidade das equacoes e © é a funcao de
Heaviside. Nestas equagoes, o sinal positivo e negativo de L, indica o sentido de propagacao
das ondas de Langmuir, +L representa a propagacao no sentido positivo das ondas de
Langmuir, enquanto — L a propagacao no sentido oposto.

Para implementar a solugao do sistema de equacoes acima, primeiro deve-se impor as
codigoes iniciais, determinando o instante inicial (7 = 0). O sistema feixe-plasma serd mo-
delado por uma distribuicao maxwelliana que descreve uma populacao eletronica de fundo,
mais densa, em repouso em relacao ao referencial adotado, permeada por outra populagao
eletronica do feixe, mais rarefeita, deslocada com uma velocidade média V;, através do plasma

de fundo. Com isso a distribuicao eletronica inicial é escrita

1—-9 2 0 2/
_ —u —(u—Up)?/P
Fo(u,0) = sy —(Wp)l/ze b (3.12)
onde:
d = np/nNe,
pP = Tb/Te7
Ub = Ub/va (313)

Sendo, n, a densidade do feixe, n. a densidade do plasma, T}, a temperatura do feixe, T,

a temperatura do plasma, v, a velocidade de deriva do feixe e V};, a velocidade térmica.
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Para a teoria quase linear ser vélida estes seguintes parametros devem satisfazer 6 < 1 e
Up ~ 1 [36].

Agora é necessario obter o nivel inicial de [ qL , supondo que em 7 < 0 se tem o plasma
préximo do equilibrio termodinamico. Para tanto, coloca~se § = 0 na equacao de F.(u) que
descreve o plasma de fundo maxwelliano, sem a presenga do feixe. Como hipdtese o plasma

se encontra em equilibrio com o campo de radiagao, o que implica em

oF,(u) 8IqL B
or 0O =0 (3.14)

.~ oI . s e~ , .
Da condigao % = 0 e considerando em equilibrio a distribuigao de particulas, descrita por

uma maxwelliana. Pode-se obter da equagao (3.9) a expressao para a intensidade expectral

das ondas de Langmuir no equilibrio termodinamico, ver se¢ao (A5)

I (r = 9 . 1
/(7=0) 1+ 3¢2/2 (3.15)

3.1.2 Resultados e discussao

Tornando o sistema de equagoes (3.3) e (3.4) unidimensional e ele nao possuindo solugao
analitica, logo é preciso obter a solugao numérica, que é feita discretizando as variaveis
independentes no espago de velocidade (u) e nimero de onda (g) com intervalos 2 < u < 9.5
e 107* < ¢ < 2 definidos na inicializacdo do programa, em grades com 301 x 501 pontos.
Para cada ponto da grade, as equagoes para F,(u, ) ou [ qL(T) compde um problema de valor
inicial onde a solugao numérica é realizada com o método de Runge-Kutta de 4* ordem.

Com isso, se obtem a solucao para o conjunto de parametros:

g=>5x107?,
p=T/T. =1,
§=mny/ne =103,
Uy = vp/Vie =5 (3.16)

As curvas das figuras 3.1 e 3.2 mostram os instantaneos das grandezas dinamicas em
termos da escala tipica da evolucao temporal das ondas de Langmuir, em periodos de plasma
(wpe)-

Como pode-se observar na figura 3.1 existem dois maximos, um principal em torno de
u = 0, composto de elétrons do plasma de fundo e um secundario composto pelos elétrons
do feixe préximo a U,. Ao evoluir o sistema percebe-se, na regidao onde 0F,/0u > 0, uma
diminuicao do maximo secundério pois os elétrons cedem energia para as ondas através do

mecanismo de amortecimento de Landau e estes elétrons passam a ocupar uma regiao de
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Fig. 3.1: Ewvolugao temporal da fungao de distribuicao eletronica para vy/Vie =5 e ny/ne =

1073,
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Fig. 3.2: Intensidade espectral das ondas de Langmuir para um feize para v,/Vie = 5 e
ny/ne = 1073,
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menor energia. Observa-se a evolucao do sistema até a formacao do plato quase linear, onde
apos esse instante o sistema praticamente nao evolui.

Para a figura 3.2, onde se tem a evolugao da intensidade das ondas de Langmuir, percebe-
se que a evolucao ocorre para aquelas que se propagam no sentido positivo e que a evolugao
méxima ocorre proximo a q = 1/U,, pois é a regiao onde o feixe perde maior energia.

Agora, com a interacao de dois feixes contra propagantes, utilizando os seguintes parametros:

g=>5x1073,
p="T/T. =1,
§=mny/ne =1073,
Uy = v/ Vie = £5 (3.17)

Sao obtidas as seguintes curvas:

Fig. 3.3: Evolugdo temporal da funcao de distribuicdo eletronica com v,/Vie = +5 e
np/ne = 1073,

A figura 3.3 mostra a evolugao da intensidade das ondas de Langmuir com interacao
de dois feixes contra propagantes, a formacao dos dois platos simétricos devido a troca de
energia das ondas com as particulas. Com a interagao de um feixe propagante e outro
contrapropagante, se percebe a formagcao de dois picos simétricos no gréafico da intensidade

espectral das ondas de Langmuir na figura 3.4.
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Fig. 3.4: Intensidade espectral das ondas de Langmuir para dois feizes com v,/V;e = £5 e
ny/ne = 1073,

3.2 Teoria nao linear

A inclusao de efeitos nao lineares de ordem mais alta faz-se necessaria quando a evolucao
do sistema, descrita pelas equagoes quase lineares (3.3) e (3.4), é seguida por um intervalo
de tempo relativamente longo e/ou quando a amplitude das oscilagoes resultantes da per-
turbacao introduzida no plasma pelo feixe de particulas excede um determindado limiar.
Quando os modos induzidos atingem amplitudes préximas aos valores da onda indutora, a
amplitude do envelope deixa de ser constante. E considerado a amplitude da onda indutora
nao sendo constante onde se tem uma equacao que descreve a evolucao espaco-temporal
desta amplitude.

Outros fenomenos de ordem mais alta passam a ser importantes para uma descri¢ao mais
precisa. Dentre esses fenomenos estao a interagao onda-onda e a interagao onda-particula

nao linear, também denominada espalhamento onda-particula.

3.2.1 Formulacao teérica

Esta equacao é descrita pela teoria de turbuléncia fraca envolvendo os modos lineares
de Langmuir (L) e o modo fon-acustico (S). A descrigao apresentada nas referéncias [15,30]

permite escrever as equacoes cinética das ondas na forma, com f, = nF,.
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Entao, a equagao da intensidade espectral das ondas L é:

2, ,2 2
oIgE  newy, W OF,
k_ 5 dvi(ows —k-v)F, +owt - dvi(owr —k-v)k - —<I7
ot k k ov
emissdo  espontanea emissdo induzida
N2
7T€ k -k ) "
L / L /L S o’ S
+ oWy — el E /d ka,Q kK P S0(owy — o'wyg — 0wy owk e,
decaimento  espontaneo
N2
7T€ k -k ) "
L / L /L S oS
—OWi s 7 E /dk R kK P s0(owy — d'wi — a"wy )0’ wp I IgE
/ //_:l:l
decaimento  induzido

me Mx—k’ (k . k/)2 S !
—lefﬁ Z /dk’k%/2 = |25(awlf —o'wl —o"wi o wi IS EITE
decaiment;r induzido
2. (k-K')? /
—owﬁne Z /dk’/ BT /wﬁ,fﬁL—awﬁ,[”,L>

v —owy — (k—X)-v] F

X6 [owy —
espalhamentc?r espontaneo
(k — K')?
L
+awkm ey Z / dk’ / V=
8F
owl — (k-K) v](k-K)- Lrgt (3.18)

xS[owg —

N
~
espalhamento  induzido

Os resultados aqui apresentados nao contém o efeito dos termos de espalhamento nao

linear.
Na equagdo das ondas L, as §(ow —k - v) indicam a condi¢ao de ressonancia e §(ow —

1, L S
o'wy, — o"w; /) garante a condigao de conservacao de energia.
A equacao cinética para intensidade espectral das ondas S fica escrita entao

oI , netw?,
5 = jup——2= 12 /dvé(owk k-v)(F.+ F})

J/

g

emissao  espontanea
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2

% 0 e
+ oW k‘; /dvé(awk k-vk- 8V(Fe+%Fz‘)]ﬂS

n'g
emissdo induzida

k k,)] S o./ 0.//
+ukawk 4 B Zﬂ/d /k%’2 = |2(5(ka o'wl — o"wl  Nowi ILFIT L,

N J/
-~

decaimento  espontaneo

W, K - (k—k)? "
—MkUW1€4—TP; Z /dk’ /c[2k’2 (‘ - k)’] P(S(awf —o'wil — 0wl o whk 1T 178

Vv
decaimento induzido

me? k- (k —K)? "
— [ W —— Z /dk/k%/2 kK |25(awff owk — o'Wk No"wk 1SS (3.19)

decaimento  induzido

Para a equacao das ondas S é desconsiderado o termo de espalhamento pois é um
processo lento e os fons sao massivos, logo nao contribuem tanto para evolugao das ondas. As

1%’ o wlf \v) Tepresentam a conservacao

condicoes de ressonancia §(owy —k - v) e §(owy —o'w
de energia e momento.
A equagao da evolucao temporal da funcao de distribuicao das particulas, com termos

lineares, tem a forma

Ofe(v,t) k 0 e? L L mek Of. L ol
T = /dkE % 27Tl{jme ;awké(awk -k 'V)fe + _2E ov ;5(0&)1{ —k- V)Ik

(3.20)

3.2.2 Resultados e discussao

Para implementacao da solugdo numérica discretizamos o espago de velocidade (u) e
ntimero de onda (¢q), em grades com um grande numero de pontos entre os intervalos
definidos na inicializagao do programa. Em cada ponto da grade o problema é resolvido,
considerando o problema como de valor inicial. O método utilizado para solu¢ao numérica
¢ o Runge-Kutta de 4* ordem. Utilizando a mesma teoria mas agora inserindo os termos de
ordem mais alta, obtem-se os resultados apresentados nas figuras da evolucao das particulas
e das ondas com a interagao de um tunico feixe e de dois feixes contra propagantes, com os
seguintes parametros
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g="5x1073,
p= Tb/Te = 17
§=mny/n. =1072,
Uy = ’Ub/‘/;te =4,
Te/ﬂ -
10M
0%+
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Fig. 3.5: Evolugao temporal do sistema feize-plasma incluindo efeitos nao lineares ordem

de mais alta. Fungdo de distribuigdo eletronica para vy/Vie = 4 € ny/ne = 1072,

A figura 3.5 mostra a evolugdo temporal do sistema feixe-plasma. E possivel ver a
formacao da cauda super-térmica devido a absorcao do modo retroespalhado em torno
de U, = —4 mostrado na figura 3.6 decorrente dos efeitos nao lineares. As figuras 3.6
e 3.7 mostram a evolugao das ondas de Langmuir e fon-actsticas. Na figura 3.6 nota-se
um aumento na intensidade préximo a g = U, 1 até a formacdo do platd na distribuicao
eletronica, e apds isso, percebe-se a formacgao de um pico secundario, da onda de Langmuir
retroespalhada, na regido préxima a ¢ = —U, *. Na figura 3.7 é possivel ver a formacio de
um pico proximo a q = 2U," ! e apés algum tempo percebe-se também a formacio do pico
préximo ¢ = —2U,” ! Nota-se formacdo do modo fon-actstico S.

Agora, considerando a interacao entre dois feixes contra propagantes, com os seguintes
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Fig. 3.6: Evolucao temporal do sistema feize-plasma incluindo efeitos nao lineares de or-

dem mais alta. Ondas de Langmuir para vy/Vie = 4 € ny/n, = 1072,
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Fig. 3.7: Evolucao temporal do sistema feize-plasma incluindo efeitos nao lineares de or-

dem mais alta. Ondas fon-acisticas para vy/Vie = 4 € ny/n, = 1072,

parametros:
g=5x1073,
p="T/T. =1,
§ =mny/ne = 1072,
Uy = Ub/Vte = 14,
T, )T, =7
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Obtém-se a evolucao temporal do sistema feixe-plasma incluindo efeitos nao lineares de
ordem mais alta para a distribuicao eletronica e para evolucao das ondas de Langmuir e

ion-acusticas.

— @, =000
— =020

— =060

107

=700
— =800

F V)

Fig. 3.8: Evolugao temporal do sistema feixe-plasma com dois feixes incluindo efeitos nao
lineares de ordem mais alta. Fungao de distribuicao eletrénica para vy,/Vie = +4

e np/ne = 1072

Quando se tem a interacao de dois feixes com o plasma de fundo, percebe-se que na
figura 3.8 a formacao dos dois platos devido a troca de energia entre as particulas e as
ondas. Na figura 3.9 uma intensificagao do modo retroespalhado produzido por efeitos nao
lineares e também a instensificacao dos modos S devido a interagao destes dois feixes, neste
caso. Nestes resultados apresentados nao estao incluidos os termos de espalhamento.

Com isso, percebe-se que que os efeitos nao lineares ocorrem apenas depois do sistema
ter evoluido durante algum tempo, nos instantes iniciais o mecanismo fundamental é dos
termos quase lineares de interagao onda-particula. Apds a formagao do platdé quase linear
os efeitos nao lineares tornam-se mais importantes, e sao responsaveis pela intensificacao da
onda de Langmuir retroespalhada.

Diante dos resultados obtidos e encontrados na literatura, observa-se que a Teoria de
Turbuléncia Fraca usual descreve apropriadamente os resultados obtidos para feixes de
baixa intensidade, que sao os modos de Langmuir, o modo de Langmuir contrapropagante

e 0 modo fon-acustico.
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Fig. 3.9: Evolugao temporal do sistema feixe-plasma com dois feixes incluindo efeitos nao
lineares de ordem mais alta. Ondas de Langmuir para vy/Vie = +4 € ny/n. =
1072
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Fig. 3.10: FEwvolucao temporal do sistema feize-plasma com dois feixes incluindo efeitos nao
lineares de ordem mais alta. Ondas ion-acisticas para vy/Vie = £4 € ny/n. =
1072



Capitulo 4

Teoria de turbuléncia fraca para

feixes de alta intensidade

Neste capitulo, sera apresentada a formulacao tedrica para descrever a evolucao do sis-
tema feixe-plasma para feixes de alta intensidade (velocidade de deriva e/ou densidade),

conforme descrito pela teoria de turbuléncia fraca.

4.1 Introducao

Para um sistema descrito por fun¢oes de distribuigao de nao equilibrio (ndo maxwellianas),
tal como ocorre no sistema feixe-plasma, as relagoes de dispersao (2.16) e (2.19) muitas vezes
continuam supostas validas; neste caso, € feita a hipdtese de que desvios da distribuicao em
relacao a maxwelliana nao irao alterar significativamente a dispersao dos modos normais
de oscilacao do plasma, sendo suas contribuicoes consideradas somente nos coeficientes de
absorcao. Esta hipdtese é usualmente feita na teoria de turbuléncia fraca. Contudo, es-
tudos mais cuidadosos realizados acerca do efeito do feixe de elétrons nao somente sobre
o coeficiente de absor¢ao (ou de emissao), mas também sobre a relagdo de dispersdo dos
modos [21,39] mostraram que no caso de um sistema feixe-plasma, as relagoes de dispersao
(2.16) e (2.19) somente sao validas, de forma aproximada, em condigoes bastante restritivas.
O’Neil and Malmberg [39] deduziram que a rela¢ao de dispersao de Bohm-Gross somente é

valida quando

1/3
sV (ﬁ) > 1,47, (4.1)
Ub My

sendo, Vi, = (T3/2m.)"/? a dispersdo térmica de velocidades das particulas do feixe, v, a
velocidade média do feixe, ng a densidade total do plasma e n; a densidade do feixe.
Uma andlise mais cuidadosa foi realizada posteriormente por Cairns [21], resultando em

condigoes ainda mais restritivas para a validade desta aproximagao. Em sua andlise, Cairns
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divide as caracteristicas dispersivas das oscilacoes de alta frequéncia em trés intervalos
do paramentro s, correspondentes a diferentes graduagoes do carater ressonante ou nao

ressonante da interacao feixe-plasma:

e s < 0,2. A instabilidade é ndo ressonante (reativa) e ocorre em pares complexos

conjugados de raizes da relacao de dispersao.

e 0,2 < s < 1,4. A instabilidade é ressonante, mas ocorre ao longo de um modo de
propagacao denominado modo feixe-modificado, o qual se caracteriza por uma relacao

linear do tipo w =~ kv, para k pequeno.

e s > 1,5. A instabilidade é fortemente ressonante e ocorre ao longo de um modo que
se aproxima assintoticamente do modo de Langmuir quando s — oo, ou seja, quando
v, — 0 e/ou ny — 0.

Os parametros fisicos muitas vezes adotados nos estudos de turbuléncia fraca geralmente
satisfazem de forma marginal a condi¢ao s 2 1,5 e portanto o uso da relacdo de dispersao
de Bohm-Gross ¢ justificado.

Por outro lado, a figura 4.1 ilustra uma situacao onde a condigao (4.1) nao é obedecida.
Esta figura mostra o diagrama w X k dos modos eletrostaticos gerados por um sistema
feixe-plasma durante uma simulacao do tipo particle-in-cell (PIC) [3,40]. A figura mostra
as oscilagoes eletrostaticas que se propagam no mesmo sentido do feixe. De acordo com
os parametros fisicos utilizados, para este resultado s =~ 0.87, ou seja, s nao satisfaz o
critério (4.1), estando na regiao caracterizada pelo modo feixe-modificado, claramente visivel
no painel direito da figura 4.1. Neste, pode-se observar a dispersao do modo w ~ wpe;
contudo esta dispersao é bastante distinta do modo de Bohm-Gross (2.16), ilustrado pela
parabola ponto-tracejada. O modo observado é melhor identificado como sendo o modo
feixe-modificado, conforme definido por Cairns [21]. Ainda na figura 4.1 pode-se observar
claramente a presenga do primeiro harmonico w ~ 2wy, e ainda o segundo harmonico w ~
3wpe, 0 que indica que os modos eletrostaticos harmonicos estao sendo excitados ainda
durante a fase linear da interacao feixe-plasma, conforme previsto pela teoria generalizada
de turbuléncia fraca [32].

Por outro lado, a mesma simulacao PIC obteve também o modo retroespalhado, corre-
spondente a onda de Langmuir retroespalhada pelo decaimento de trés ondas L — L'+ S.
Pelos resultados da simulagao, apresentados no painel esquerdo da figura 4.1, observa-se que
este modo ainda segue aproximadamente a dispersao de Bohm-Gross, principalmente para
valores pequenos de k (grandes comprimentos de onda).

Os resultados de simulagoes apresentados na figura 4.1 (entre outros) indicam que a

teoria de turbuléncia fraca deve ser modificada para que possa descrever o comportamento
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de um sistema feixe-plasma quando o feixe é de alta intensidade (alta densidade e/ou alta
velocidade). As modificagoes que se fazem necessarias envolvem a considera¢do dos modos
de oscilacao pertinentes para o caso de feixes intensos, bem como o uso das respectivas
relacoes de dispersao desse modo dominante e o termo de acoplamento das ondas tentando

contornar a inconsisténcia quando sao considerados os feixes de maior intensidade.

Backward Ex Forward Ex

3.0 J.OF
25 2.2
2.0f 2.0
““:3\ 1.5 ‘i 1.5
a 2 e
1.0 1.0 H
0.5 0.5
—0.7 —0.6 —0.5 —0.4 —0.3 —0.2 —0.9 gao 01 D2 03 04 05 06 0O7F
K ¥af W Ko em
B 90090909090 [ [T de
—Z3.58 =19.77 —1i6.16 =12.55 —d.24 =533 —1.7z

Fig. 4.1: Diagrama de dispersio w X k [3].

Primeiramente, se obtém a solucao numérica da relacao de dispersao do sistema feixe-
plasma. A partir da solugdo numérica, é proposto um modelo para a relagao de dispersao,

o qual é usado no calculo dos coeficientes que determinam a evolugao de ondas e particulas.

4.1.1 Relacao de dispersao para o sistema feixe-plasma

A equagao de dispersao, obtida do sistema Vlasov-Poisson de equagoes, determina as
relagoes de dispersao para oscilagoes longitudinais de pequena amplitude em um plasma
sem campos externos aplicados, mas com um numero arbitrario de feixes de particulas.

Esta equagao é [21]

D(kw)=1+Y @ /d%k OFalv)/Ov _ (4.2)

w—k-v

onde a funcao de distribuigao F,o(v) estd normalizada como

/ Foo(v)d®v = 1. (4.3)
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Para este trabalho sao consideradas trés populacoes de particulas:

e 1 populagao de fon positivos (o = ¢) com nimero atémico Z; = 1, massa m;, densidade

n;, velocidade térmica Vi; = /T;/m; e sem deriva v; = 0.

e 1 populacao de fundo de elétrons térmicos (aw = e) com densidade n., velocidade

térmica V. = v/1./m. e deriva v, = —v.Z com (v, > 0).

e 1 populacao de elétrons térmicos em um feixe (« = b) com densidade ny, velocidade
térmica Vi, = \/1p/my e deriva vy, = —v,2 com (v, > 0).

As escolhas das velocidades de deriva implicam que o célculo das relagoes de dispersao serd
realizado em um referencial em repouso com os ions.

As relagoes entre as densidades e velocidades de deriva sao determinadas pelas condicoes
de equilibrio. De acordo com a teoria de Vlasov, para um plasma sem campos (Eg) = By =
0), as equagoes de Vlasov-Maxwell mostram que um estado estacionério de meta-equilibrio
(0/0t — 0) é possivel desde que:

e O plasma deve ser localmente neutro py = Y Naga =0

e O plasma ndo possui uma corrente elétrica de equilibrio Jo = > naga [ VFao(v)d*v =
0

as quais implicam nas seguintes relagoes para as trés espécies (a = i, e, b)

Znaqa:ni—ne—nb:O%ni:ne+nb:n0 (4.4)
a=i,e,b
e
Z NaGaVa = —Nele + Myt = 0 — N = M1y (4.5)

Usando uma combinacao de distribuicao de Maxwell-Boltzmann para F,—; ;.

*(’U*Ua)z
2
e Vi

P o

Fao(v) =

a equagao 4.2 resulta

€7u2/2‘/;52a

_ 3/27/3 I 3 =
D(k,w) 1+Z 27r3/2V5k2(27T) Ve — (w kva)/duw—k-va—k-u 0 (4.7)

onde
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—u?/2V, 1 w—k-v
R — = _Copiyg (L2 T 4,
/ e Tkove—ku B e\ T man (48)

resulta na equacao de dispersao a ser resolvida. Embora tenha sido deduzida para trés
populagoes, esta equacao é valida para qualquer combinacao de populagoes maxwellianas
com deriva. Apds uma breve manipulagao algébrica, a equacao de dispersao resulta escrita

Cco1mo

2
B Woa o (w—k-ve)
D(k,w)=1-— E 2]€2Vt§‘Z ( NGTATR ) =0 (4.9)

A fungao Z({) é denominada Fung¢do de dispersio do plasma ou fun¢io de Fried &

Conte. Esta funcao ¢ definida como [41]:

oo ot i
Z(¢) = n'/? / i_ : = 2ie~¢ / e dt (4.10)

e a equacao diferencial é
Z'(¢) = =2[1+¢Z(q)]. (4.11)

Escrevendo a equacgao 4.9 para o caso a = 1, €, b e tomando oscilagoes somente na direcao

7, tem-se:

w2 w w? w+ kv w? w— kv
— i Z’( “’)— pb Z’( “’):0 4.12
2V (ﬁkv) v \ v, )~ meve? \ e, (4.12)

tornando adimensional a equagao, encontramos

2_, Z’( rT1mi5>_1_rnZ,(z+ Ty )_Tnz/( T >:0
T\ ) T 24 V21 —r)) 27 \Vrmed 2o

(4.13)
os parametros foram definidos como
2= W/Wpe, (4.14)
q = V2kVre/wpe = V2)pek, (4.15)
rry =T /T, (4.16)
rpe = Ty/Te, (4.17)
T = /0, (4.18)
Ty = Up/Vie (4.19)

A figura 4.2 apresenta a relacao de dispersao e a taxa de crescimento com o seguinte

conjunto de parametros.
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T,/T. = 0.98, (4.20)
ny/no = 0.10, (4.21)
0p/Vie = 6, (4.22)
T.)T; = 1 (4.23)

0.1 ‘ 02 ‘ 03 i ‘ 01 ‘ 02 ‘ 03
KA KA

De De

Fig. 4.2: Solucdo da equacao em fungdao de q/\/§ = kApe para o conjunto de parametros

indicado. Painel esquerdo: parte real de z. Direito: parte imagindria.

A figura 4.2 no lado esquerdo indica a solucao real da relacao de dispersao e no lado
direito a solucao imaginaria, onde a parte positiva indica amplificacao e a parte negativa
a absorcao dos modos. Como pode ser visto na solucao imaginéria, o modo crescente é o
modo de linha de cor preta, que visto na solucao real é semelhante ao modo dominante em
simulagoes PIC, figura 4.1. Percebe-se na figura 4.2 (b) que os modo representados pelas
linhas de cor vermelha e de verde sao absorvidos e o modo na linha de cor preta é o tinico
amplificado.

Baseado no artigo de Cairns [21], foi feita uma analise onde foram obtidos os graficos com
parametros diferentes, para uma melhor comparacao e andalise deste modo que se modifica.

As seguintes figuras 4.3, 4.4 e 4.5 mostram a evolugao das curvas de dispersao para um
feixe com diferentes densidades e velocidade fixa, usando uma razao de velocidade vy, /Vie = 7,
de densidades ny/ng = 1071,1072,1073, de temperaturas T,/T; =1 e T,/T, = 1.

A conclusao que pode-se tirar destes trés casos é que quanto maior a intensidade do feixe,
aumentando a densidade, a relacao de dispersao vai sofrendo uma alteracao e precisa ser
modificada. Como pode ser visto nas figuras 4.3, quando o feixe é pouco intenso, a solugao
das raizes da relagao de dispersao obedecem a tendéncia do modo de Langmuir (linhas na cor
preta) e do modo feixe (linhas na cor vermelha), sendo o modo feixe totalmente absorvido

e 0 modo de Langmuir amplificado em uma pequena faixa. Quando a densidade do feixe
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Fig. 4.3: Solugio da equagao para velocidade vy,/Vie = T e densidade ny,/ng = 1073, Painel

esquerdo: wy/wy. € a parte real de z. Direito: y/wpe € a parte imagindria.
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Fig. 4.4: Solugdo da equagdo para velocidade vy/Vie = T e densidade ny/ng = 1072. Painel

esquerdo: wy/wy. € aparte real de z. Direito: v/w,e € a parte imagindria.

aumenta, neste caso, quando aumenta a densidade, os modos vao sofrendo uma transicao e
nao sendo possivel a identificacao dos modos Languir e feixe.

O conjunto de figuras 4.3, 4.6 e 4.7 mostra esta evolu¢ao para densidade fixa n,/ng =
1072 e diferentes velocidades v, [/Vie=17,8,9.

Entao, agora, aumentando a intensidade do feixe, variando sua velocidade de deriva. As
figuras 4.3, 4.6 e 4.7 reforcam que quando a intensidade do feixe é aumentada, esses modos
sofrem uma transicao, nao sendo mais possivel a identificacao dos modos de Langmuir e
modo feixe.

Como pode ser visto na parte imagindaria das figuras 4.3, 4.4 e 4.5 quando se aumenta
a densidade e nas figuras 4.3, 4.6 e 4.7 quando é aumentada a velocidade, que o modo
intensificado corresponde a linha de cor preta. Na parte real dessas figuras, nota-se que

eles nao se aproximam dos modos utilizados na Teoria de Turbuléncia Fraca usual, que sao
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Fig. 4.5: Solugio da equagao para velocidade vy,/Vie = T e densidade ny/ng = 107, Painel
esquerdo: parte real w,/wy. € a parte real de z. Direito: y/wy € a parte ima-

ginaria.

pe

0,5+ 4

Fig. 4.6: Solugdo da equagdo para velocidade vy/Vie = 8 e densidade ny/ng = 1072, Painel

esquerdo: parte real w, /wy. € a parte real de z. Direito:y/wy. € a parte imagindria.

os modos de Langmuir e o modo ion-acustico, existe uma transi¢ao desses modos, sendo
assim existe uma necessidade de alterar a relacao de dispersao para melhor caracterizar
estes modos.

E possivel ter nocao da magnitude dos parametros relacionados aos possiveis critérios
apresentados por Cairns [21], e representados pelas equagoes (4.1) e (2.15). Para um caso
tipico, com razao de velocidades vy,/V;. = 10 e densidades ny/ng = 1073, temos que P = 1
e s ~ 1,26, que caracteriza esse modo modificado.

J& quando se aumenta a razao das velocidades, v,/V;e = 7,8,9, como pode ser visto nas
figuras 4.3, 4.6 e 4.7, ou a razao das densidades, ny/ng = 1072,1072,107!, como pode ser
visto nas figuras 4.3, 4.4 e 4.5, se obtém os seguintes valores para os parametros s e P. Ao au-
mentar a velocidade se tem os valores P ~ 0,7;0,8;0,9¢e s = 1,799;1,574; 1, 399, e quando
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Fig. 4.7: Solugdo da equagdo para velocidade vy,/Vie = 9 e densidade ny/ng = 1072, Painel
esquerdo: parte real w,/wy. € a parte real de z. Direito: y/wye € a parte ima-

gindria.

se aumenta a densidade os valores sao P = 0,7;1,508;3,249 e s ~ 1,799;0, 835;0, 387,
respectivamente.

Esses valores obtidos para os parametros s e P, que correspondem a transicao das
solugbes numéricas, sao consistentes com a classificagao feita por Cairns [21]. Como pode ser
visto pela equagao (2.15), para P < 1 a instabilidade é cinética e para P > 1 a instabilidade é
reativa. Para a equacao (4.1), quando s tem seus valores entre 0,2 < s < 1,4, a instabilidade
é ressonante, mas ocorre ao longo de um modo de propagacao denominado modo feixe-
modificado, o qual se caracteriza por uma relacao linear do tipo w ~ kV, para k pequeno.
Para s 2 1,5 a instabilidade é fortemente ressonante e ocorre ao longo de um modo que se
aproxima assintoticamente do modo de Langmuir.

Com isso, se conclui que sistemas com feixes mais intensos (maior velocidade de deriva
ou maior densidade) terao o valor de P aumentado e o valor de s diminuido; e vice-versa.

Nos proximos tépicos serao mostrados a formulagao tedrica e os resultados obtidos para

os termos quase lineares e nao lineares separadamente.

4.2 Formulacao tedrica

Primeiramente, se obtém a solucao numérica da relagao de dispersao do sistema feixe-
plasma. A partir da solu¢ao numérica, é proposto um modelo pra relagao de dispersao para
o modo instavel de alta intensidade, que serd chamado de Modo B.

E utilizada a teoria de turbuléncia fraca, descrita pela equacao:

oB oB oB
R (azk ) +(8Ik ) | 424)
ot ot Jor \ 0t )y,
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onde o primeiro termo do lado direito indica os termos de interacao quase linear, e o segundo

termo indica os termos nao lineares devido a interacao de trés ondas.

4.2.1 Teoria quase linear

Abordando apenas os termos quase lineares sem a interacao de trés ondas, temos as
equagoes para a evolucao temporal da distribuicao de velocidade das particulas e da inten-

sidade das ondas.

Equacao de particula

Da formulagao béasica da Teoria de Turbuléncia Fraca Generalizada é possivel obter a
seguinte equagao de evolugao quase linear para particulas (elétrons) interagindo com ondas

eletrostaticas do modo « [15,30]:

Uw,‘j)?’ Me oo Ofe
wp. 42k Jv

dfe
ot

(4.25)

dk;ag& (owy — kv) [(
a o==*l1 v

Definindo os coeficientes

ka a
47Tm T Z / dk~—225 (0w — kv), (4.26)

7T€

= dkI}*6 (owy — kv), (4.27)
e o==+1
temos,
fe 0 Ofe
%~ By (Afe +D 9 ) (4.28)

Equacao de onda

Da mesma forma, para a evolugao da intensidade das ondas, obtemos [15,30]

o a)6 2 a)3
ag’z = (UZJZ) n}:se/dvd (owg — kv) Fe(v)+7r(awk) /dv oF. (owy — kv) I7“. (4.29)

k2 ov

Definindo os coeficientes

ow)® nee? o
o = ! wgke ) e / dvs (0w — ko) Fu(v), (4.30)
o (ow?)? / OF,
C; = T dvé (owy — kv) 50 (4.31)
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temos,

oI
ot

— C,+ CiI. (4.32)

4.2.2 Modelo para relacao de dispersao

Com base nos resultados obtidos pela resolugdo numérica da relacao de dispersao (4.2),

procuramos modelar o modo instavel, que chamaremos de o = B, algebricamente:

. Ubk
N 1+ bvbk ’

Aqui, b é um parametro de ajuste, e v, é proporcional a velocidade de deriva do feixe. A

wB (k) (4.33)

figura 4.8 mostra a relagao de Bohm-Gross, o modo feixe, o0 modo instavel obtido numeri-

camente e o modo B.

2 T T T T T
i — Solucao Numerica ||
- Modo feixe
Bohm-Gross
15 — Modo B

k

Fig. 4.8: Relagao de dispersao (vy/Vie =10 e b =10.6)

Assim, é possivel resolver as fungdes 0 (owf — kv) aplicadas ao modo B, de forma
analitica (ver Apéndice A para mais detalhes).

Para k: 6 (owf —kv) = |———| 6 (k — k. ko= 202 4.34

ara (0w v) 002 — v ( ), vbuy, (4.34)
1

Para v: § (ow) — kv) = mé (v—v,), Vs = %. (4.35)
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4.2.3 Nivel inicial das ondas

Para determinar o nivel inicial autoconsistente das ondas, consideramos que o sistema

estd em equilibrio. Nesse caso, a contribuicao dos termos nao lineares é desprezivel e o

oIF* _
n =0ea

nivel inicial é determinado pelos termos quase lineares. Assim, no equilibrio,

distribuicao de velocidades é a distribuicao Maxwelliana, o que resulta

o C,(t=0 nee2v? 2
I7* (t =0) = — c Et — 0; =5 (wp)”. (4.36)

pe

4.2.4 Resultados e discussao

As figuras 4.9 e 4.10 mostram a evolucao das particulas e a intensidade espectral do
modo B. Como pode-se observar, na figura 4.9 existem dois maximos, um composto por
elétrons do plasma de fundo e seu pico estd em torno de u = 0 e um secundério composto
de elétrons do feixe préoximo a v = 10. Quando o sistema evolui percebe-se uma diminui¢ao
do pico secundario devido a troca de energia das particulas do feixe com as ondas, logo
estes elétrons cedem energia para as ondas e passam a ocupar uma regiao de menor energia.
Este sistema evolui até a formagao do platdo quase linear. Para a figura 4.10 onde se obtém
a evolucao da intensidade espectral das ondas do modo B, ocorre uma intensificagao das
ondas proximo a g =~ 1/U,, pois corresponde a regiao no espaco de velocidades em que o

feixe perde mais energia.

4.3 Teoria nao linear

Agora, incluindo o termo de acoplamento de trés ondas nas equacgoes obtidas e mostradas

anteriormente.

4.3.1 Termo nao linear de acoplamento de trés ondas

O termo de interagao entre trés ondas eletrostéticas é dado por [15,30]
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Fig. 4.9: Evolucao das particulas para um feize com
ny/ny = 1073,
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Fig. 4.10: Intensidade espectral do modo B para os parametros v,/Vie = 10 e densidade

ny/ne = 1073.
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k— k/ "oy >)2
g wk—k'

a[UB ,
(a@; )Sw "“’k 3 Z/dk ' ol

ol,o'"=%1 B
X [(o’w’g )310"7 7+ (0"wy ) 1515 — (ow)® 1210 1 ) <aw°‘ — o'Wl —o"w) )
k) Le—k Lk k—k') ‘k Tk k k—k' k % k—k' ) -
(4.37)

A quantidade x® é determinada considerando a aprozimacdo de onda rdpida, que se

aplica, de forma aproximada, ao modo B:
W' > Ko, w—w > |k—K|v, w > kug, (4.38)
que, em mais baixa ordem, tem a forma

‘ 2
—1 €a wpa 1

2 Mg ww! (w— ') kk |k — K|

X((IQ) (K, W'k—K w—uw)=

w—w

k K k—k)
x [Ekz’-(k—k:’)+Uk:-(k:—k’)+gk-k’ . (4.39)

A fungao delta de (4.37), quando aplicada ao modo B e resolvida para k', resulta

§ (owp — d'wp — d"wi )

o’ vy o'uy -1

[+ by (k — k)P (L + bupky)?
’ o’y o'uy,

* (14 bvy (k— k)] (14 bupk_)*

5 (K — k)

‘_1 S(K — k), (4.40)

onde os k' ressonantes sao dados por

—-B+ vB% - 4AC

ky = 5 (4.41)
N ~ 2 __
. _—B-VB 1AC (4.42)
2A
com,
—4AC >0, (4.43)
b2vik

_ 2 / " b

A =bv (o' + ") T buk (4.44)
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ob?vik?
B= T (o =)~ ik (o "), (1.45)

C=uvk(oc—0o"). (4.46)

Como no caso quase linear, aqui as particulas também sao regidas pela mesma equagao,
e os termos nao lineares sao adicionados apenas a equagao da intensidade espectral das
ondas anterior (4.29).

De qualquer forma, mesmo que a equagao da evolucao das particulas considere apenas
termos quase lineares, ela ainda depende dos termos nao lineares de maneira indireta, pois
a equacao das particulas é determinada pela intensidade espectral das ondas que, por sua

vez, é determinada por termos nao lineares.

4.3.2 Resultados e discussoes

As figuras 4.11 e 4.12 mostram a evolugao das particulas e a intensidade espectral das
ondas do modo B com uma velocidade de v,/V;. = 10 e densidade de n;,/ng = 1073, Pode-se
perceber que na figura 4.11 as particulas cedem energia para as ondas até a formacao do
plato e a formacao da cauda super-térmica devido a absor¢ao do modo retroespalhado em
torno de U, = —10 devido aos efeitos nao lineares. A figura 4.12 mostra a evolucao das
ondas do modo B, onde nota-se o aumento préximo a ¢ ~ 1/U, até a formagao do plato da
distribuicao das particulas, e apds isso, visualiza-se a formacao de um pico secundario, da
onda do modo B retroespalhado, na regiao préximo ¢ ~ —1/U,.

As figuras 4.13, 4.14, 4.15 e 4.16 mostram em separado a evolucao das particulas e a
evolucao espectral das ondas do modo B nos instantes inicial e no final.

As figuras 4.13 e 4.15 mostram a evolucao inicial para a distribuigao das particulas e para
a intensidade espectral das ondas no modo B, respectivamente, com densidade constante e
diferentes velocidades. As figuras 4.14 e 4.16 mostram o estégio final para a distribuigao das
particulas e para a intensidade espectral das ondas do modo B, com densidade constante
ny/no = 1073 e variando a velocidade v,/V;e = 9,10, 11.

Percebe-se na figura 4.14 a formacao da cauda super-térmica devido a absorgao do
modo retroespalhado mostrando na figura 4.16. Quanto menor a energia do feixe (menor
velocidade) menor a intensidade da cauda super-térmica. Para velocidades de vy,/V;e = 10
o pico da onda do modo B se forma préximo a ¢ ~ 0.1, ja para v,/Vie =9 e v,/Vie =8 0
pico das ondas se forma préximo a ¢ ~ 0.111 e ¢ ~ 0.125 respectivamente. A figura 4.15
mostra que o nivel inicial (térmico) das ondas é constante, uma vez que, por simplicidade,
os parametros da relacao de dispersao do modo B foram mantidos fixos. Isso se justifica

pelo fato de que pequenas variagoes na velocidade do feixe produzem igualmente pequenas
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Fig. 4.11: Evolugao das particulas com vy/Vie = 10 € ny/ng = 1073,
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Fig. 4.12: Intensidade espectral do modo B para vy/Vie = 10 € ny/ng = 1073,

variagoes na relacao de dispersao do modo B. A figura 4.16 mostra o nivel final da evolugao
das ondas do modo B. Pode-se perceber na figura 4.15 que quanto maior a velocidade, maior

a energia das ondas e o pico se forma mais préximo de u = 0 e mais estreita é a largura de
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banda. J& para menor velocidade, a intensidade é menor e é mais larga essa banda.

0

10 l
10 =
— V= 10
— — v,=11
e _
[} — V= 09
LL -40 | _
10
10 _|
| | | | |
-15 -10 -5 0 5 10 15
v/vte

Fig. 4.13: Nivel inicial da distribui¢ao das particulas para densidade constante ny/ng =
1073 e velocidades vy /Vie = 9,10, 11.
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Fig. 4.14: Nivel final da distribuicao das particulas para densidade constante ny/ng = 1073
e velocidades vy / Ve = 9,10, 11.
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Fig. 4.15: Nivel inicial da distribuicao da intensidade espectral das ondas do modo B para

densidade constante ny/ng = 1073 e velocidades vy /Vie = 9,10, 11.
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Fig. 4.16: Nivel final da distribuicao da intensidade espectral das ondas do modo B para

densidade constante ny/ng = 1073 ¢ velocidades vy /Vie = 9,10, 11.

A figura 4.17 mostra o nivel inicial e 4.18 final para a evolugao da distribuicao das

particulas para velocidade constante v,/V;. = 10 e variando a densidade ny/ng = 1073,
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ny/no =2 x 1073 e ny/ng = 4 x 1073, Percebe-se a formacao da cauda super-térmica devido
a absorcao do modo retroespalhado visto na figura 4.19 na fase posterior a formagao do
platd quase linear. Na figura 4.18 consegue-se perceber que o nivel final para a densidade
ny/no = 1073 j4 existe a formacao da cauda super-térmica. Na figura 4.19 nota-se a formacao
do modo retroespalhado das ondas do modo B. Nota-se que quanto menor é a densidade
mais estreita é a largura de banda, pois menos energético é o feixe. Ja a figura 4.19 mostra o
nivel final da intensidade espectral das ondas do modo B, ja que o modo inicial é constante

(nivel térmico) e foi mostrado na figura 4.15.

/ _
102k / \\\ — n=1x10"
/ \ — n=2x10°

F.(V)

-10 //

102+

14 |
10 0

20

Fig. 4.17: Nivel inicial da distribuicao das particulas com velocidade fixa em vy/Vie = 10

e diferentes densidades em ny/ng = 1073, ny/ng = 2 x 1073 e ny/ng = 4 x 1073,

Os resultados da evolugao temporal de ondas e particulas obtidos usando a abordagem da
Teoria de Turbuléncia Fraca para feixes de alta intensidade mostram que o comportamento
desse sistema com feixe de alta intensidade se aproxima do comportamento do sistema com
feixes de baixa intensidade. Os resultados encontrados podem ser explicados pelo fato de
que, embora a teoria usual considere o acoplamento de ondas envolvendo dois modos de
oscilacao distintos, i. e., ion-sonico e de Langmuir, enquanto o presente trabalho considera
a existéncia de um unico modo, a relacao de dispersao do modo considerado apresenta uma
regiao de baixa frequéncia bem como uma regiao de alta frequéncia, as quais acabam por
desempenhar o papel das ondas ion-sonicas e de Langmuir, respectivamente. Os resultados
encontrados corroboram a consisténcia da Teoria de Turbuléncia Fraca, no sentido de que,
em ambos os casos, envolvendo feixes de baixa ou alta intensidade, o comportamento de

ondas e particulas se mostra semelhante.
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Fig. 4.18: Nivel final da distribuicio das particulas com velocidade fixa em v,/Vie = 10 e

diferentes densidades em ny/ng = 1072, ny/ng =2 x 1073 € ny/ng = 4 x 1073.
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Fig. 4.19: Nivel final da intensidade espectral das ondas do modo B para velocidade fiza
em vy/Vie = 10 e diferentes densidades em ny/ng = 1073, ny/ng = 2 x 1073 ¢
ny/ng =4 x 1073,
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A figura 4.20 mostra a evolucao temporal da energia das ondas que, pela normalizacao
empregada, representa especificamente a razao entre a energia total das ondas e a energia
(inicial) das particulas. O grafico no lado esquerdo mostra a razao entre as energias acima
mencionadas para a densidade fixa ny/ng = 1072 e variando a velocidade v,/V;. = 8,9, 10.
O painel do lado direito mostra a mesma relacao entre as energias, variando a densidade
ny/no = 1x1073,2 x 1073, 3 x 10~® e mantendo a velocidade fixa v,/V;. = 8. O critério que
define a validade da Teoria de Turbuléncia Fraca é que essa razao entre a energia total das
ondas e a energia das particulas seja muito menor que 1. Como se pode perceber, apesar
desses valores nao serem extremamente pequenos, ainda permitem validar o uso da Teoria
de Turbuléncia Fraca, para as razoes de densidade e velocidade aqui abordadas. Nota-
se também nessa figura que a medida que a intensidade do feixe é aumentada, essa razao
também aumenta. Assim, para feixes suficientemente intensos, essa razao deve se aproximar

de 1 e a Teoria de Turbuléncia Fraca deve perder validade.

10° 10
101+ f
10M - —
10% - -
_ _10° 2|l _ _ o3|
— Vv/V,=8,n/n=10 10 v /V =8, n/n=1x10
— a3 . . -3
— vV, =9, n/n=10 — V,/V, =8, n/n=2x10
. —an3 . . -3
ViV =10, n/n;=10 — V!V, =8, n,/n =3x10
10° -
! ! ! ! ! ! ! ! ! !
1000 2000 3000 4000 5000 6000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000

Fig. 4.20: Evolu¢ao temporal da energia das ondas. Lado esquerdo: densidade fixa ny/ng =
1073 e variando a velocidade vy/Vie = 8,9,10. Lado direito: variando a densi-
dade ny/ng =1 x 1073,2 x 1073,3 x 1072 e velocidade fiza vy/Vie = 8.
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Conclusao

No presente trabalho foi analisado o importante sistema fisico composto por um plasma
de fundo e por um feixe de particulas que o permeia. A abordagem usual, que toma
em conta efeitos nao lineares presentes no sistema, é feita sob a formulagao da Teoria
de Turbuléncia Fraca. Em sistemas onde as oscilacoes eletrostaticas sao dominantes, essa
abordagem considera a interacao entre dois modos de oscilagao eletrostaticos, que consistem
no modo fon-acustico (ou fon-soénico) e no modo de Langmuir (ou Bohm-Gross).

No entanto, as relacoes de dispersao que determinam esses modos sao estritamente
validas para feixes de baixa intensidade, o que para o presente estudo se traduz em baixa
densidade do feixe ou baixa velocidade de deriva do feixe.

Essa questao foi abordada buscando a solucao numérica da relagao de dispersao de um
sistema feixe-plasma, onde o feixe, agora, é de alta intensidade. Com base nos resultados
obtidos da solugao numérica, a relacao de dispersao foi modelada em forma matematica
fechada, a fim de permitir a manipulagao algébrica. A relacao de dispersao modelada foi,
entao, utilizada no calculo dos coeficientes que determinam a evolucao temporal da funcao
distribuicao de velocidades das particulas e da intensidade espectral das ondas.

A evolucao de ondas e particulas foi obtida via solucao numérica das equacoes da Teoria
de Turbuléncia Fraca.

A evolucao do sistema foi analisada para diversos estados iniciais da funcao distribuicao.
Feixes de diferentes densidade e velocidades de derivas foram considerados, representando
feixes de alta intensidade. O comportamento geral de ondas e particulas foi comparado
com aqueles obtidos sob a abordagem da Teoria de Turbuléncia Fraca, mas calculados
considerando a interacao entre os modos de Langmuir e {on-acustico.

Os dois casos, ou seja, a abordagem usual e a abordagem introduzida no presente tra-
balho, sao diferentes nao apenas pelo uso de relagoes de dispersao diferentes, que, em
esséncia, determinam as interagoes onda-particula e onda-onda, mas também pelo fato
de que o nimero de modos de oscilacao presentes é distinto nos dois casos: 2 modos na
abordagem usual, 1 modo na presente abordagem.

A despeito disso, os resultados obtidos mostram uma semelhanga marcante entre essas
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duas abordagens, no que tange ao comportamento da funcao distribuicao e a intensidade
spectral das ondas.

Essa similaridade pode ser explicada pelo fato de que, embora a teoria usual considere
o acoplamento de ondas envolvendo dois modos de oscilagao distintos, i. e., ion-acustico
e de Langmuir, enquanto o presente trabalho considera a existéncia de um tnico modo, a
relacao de dispersao do modo aqui considerado apresenta uma regiao de baixa frequéncia
bem como uma regiao de alta frequéncia. Essas duas regides distintas, entao, acabam
por desempenhar o papel das ondas ion-sonicas e de Langmuir, respectivamente. E essa
caracteristica é responsavel de produzir a semelhanca entre os dois casos.

Assim, os resultados encontrados contribuem no sentido de dar consisténcia a Teoria de
Turbuléncia Fraca, estendendo sua validade para o caso de sistemas feixe-plasma onde os

feixes sao de intensidade elevada.
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A.1 Normalizacao

Sao usadas as seguintes quantidades normalizadas,

w
w = ,
Wpe
kv,
K= ,
Wpe
v=—,
Ve
T = tWpe,
gb - UGF7
IO’B ]aB
EIZ'B: 3.‘@ 2:47T2g K =
QﬁADenemeve mev;
G 1
Q2 3 :
& \/§/\Dene
Também temos que,
Ve
)\De - )
V2uwpe
4mn,.e2
Wpe = )

Me

(A.2)

(A.3)

(A.4)

(A.5)
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A.2 Condicoes de ressonancia

A.2.1 Ressonancia onda-particula
A condigao de ressonancia onda-particula é dada por
d(owp —k-v). (A.10)
Para o caso unidimensional,

d (owy — kv). (A.11)

Cansiderando o modo B, definido por

B Ubl{?
= — A.12
Wr 1 + bvbk:’ ( )
« Ubk?
§ (owy — kv) = 6 (ow) —kv) =0 (01 ook k:v> . (A.13)
Resolvendo o argumento da fungao delta para k,
’Ubk‘*
— ko=
bk, =Y
Uy —
01 + bvbk* N
ov, = v (1 + bupk,)
ovp = v + bupk,v
ovp — U
k., = A.14
vbuy, ( )
Resolvendo o argumento da funcao delta para v,
Ubk
kv, =
1 + bvbk* v 0
aUy
. = . (A.15
v 14 bvbk ( )
Além disso,
d B d vpk ovp Ubvgk ovp
ar (7 ~ k) =4 (‘71 T+ bugk “) T+ bk (L+buk)? (I bogk)?

(A.16)
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Também temos que

d 2 2
— (0w — kv) = 7T 5 —vzﬂ—v:u, (A.17)
dk ek [ (2272)] Uy Up
e,
d B d upk
— — kv) = — — kv | = —k. A.18
v (o v) dv (Ul + bupk v) ( )
Portanto,
Resolvendo para k: § (owy — kv) = JUQU—_bWJ d(k — ki) k. = m;bb;, ! (A.19)
1
Resolvendo para v: § (ow) — kv) = |_k]6 (v —vy) Ve =7 —{(—Tzl;bk” (A.20)
A.2.2 Ressonancia de 3 ondas
A condigao de ressonancia de trés ondas ¢ dada por
3 (mu,‘j e J”wz_k,> : (A.21)
Para o caso unidimensional,
J <aw,‘j — o'Wl — a”wg_k,> : (A.22)

Para o modo B, definido por (A.12),

k vpk’ vy (k — k')
5 B_ 1B _ghoB Y _§ Up o b S b . A2
(owi = o'wiy = o"wi” ) (g T+ bok T+ buk 7 T+bu, (k—K) (429)

Resolvendo o argumento da funcao delta para k’,

upk . Uk , Uy (k—K)
- - ~0 A.24
“Thbuk " T+bok O T+ buy(k— k) (4.24)
k
[L-+ buk'] [1+ buy (k = K)] 5 TZU == [+ buy (k= K] o"uph’ = [1+ buyk') 0"y (k — k) = 0
b
(A.25)
k
3 i”gvbk [+ buy (k — &) + bogk! + bugk'buy (k — k)]

— O'/’Ubk’/ — b’Ub (k — k’,) O'/’Ubk‘/
— (0" vk — o"vpk") — (bupk'o"vpk — bupk'a"vpk') = 0 (A.26)
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ouvpk
1+ bupk

(14 bopk — bupk’ + bupk’ + bPvpkk' — b*v k")
— o'vpk’ — o' bEkK + o' bui K

— 0" vpk + vk’ — " bUikK + o"buik* =0 (A.27)

O'Ubk
{—bzvf <1 n bvbk) + o'bvi + U”bvg} K

k
- [b%,?k ( : i”g k) — o'vy — o'k + o"vy — a”bugk] K
Vp

ouvpk y
1+ bupk) — k|l =0 (A.28
(S TR I

|:b'Ug (O_l _|_ 0_//) O-bQng :| k/2

B 1+ bvbk;
ob*vik?
1 —|— bl)bk

+ vy (0" —0') — buik (o) + a”)] K

+ [k (0 — ") =0. (A.29)

Define-se,
2 / " O—bQ’U?k
_ _ A.30
A= b (0 +0") = T (4.30)
ob?vik?
B= T blfubk + vy, (0" — 0') — bvgk (o' + 0”), (A.31)
C=uwvk(oc—0o"). (A.32)
Assim,
AK? + BE 4+ C = 0. (A.33)
Portanto, os valores ressonantes de k' sao,
_ 2 _ 4
ky = B+ VB .AC, (A.34)
2A
_RB_ 2_ 4
B VEIT e

com,

B* — 4AC > 0. (A.36)
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Além disso,

d
B !/ B /1 B _
I (ka — 0 wk/ — 0 Wk k') —

dk’ -

d Ub/{? ’ Ubkfl " Up (k’ — k’/)

k' <"1+bvbk T Tx bk 7 1+bvb(k—k:’)>
d ’ Ubk‘/ " Uy (k’ — k’/)

ik (— — )

T bk 1+ buy (k— &)
_ 7 T% (A3T)
[1 + b’Ub (k‘ — k‘/)] (1 + bvbk’)

Portanto, resolvendo para &/,

§ (owp — d'wp — o"wi )

-1

S(K — k)

U”’Ub (T/Ub

(T4 bv, (k— k)] (14 bupky)”

‘ o’ v o'uy,

B §(K —k_) (A.38)

- [14+bv, (k =k (14 bupk_)”

A.3 Equacao de particulas

No que concerne as particulas, assume-se que a aproximacao quaselinear é vélida:

me? k 0 N (ow)® my oo (K Of,
m2 /dk <E . 3_1)) 0ok —k-v) [ 2wz, 27T2kfa+lk <E 8'0)

aXX

a o==*l1
(A.39)
Para elétrons, no caso unidimensional,
of. e ) (ow?)® m, of.
= = | dk—6 (owy — k e+ I . A40
ot ;Uzﬂ mz/ ov (owk U)[ w2, 47r2kf M ov ( )
Para o modo B, definido por (A.12),
of, el i) (0wB)® m af,
‘= ¢ | dk—36 (owy —k ~fe+ITP=2). A4l
ot U:Zil mg/ ov (o U)[ w?, 47T2k‘f o v ( )

Reescrevendo,

of. o] & (0wf)’ -, g
ot ov [47Tmewge J_Zil/dk ; 6 (owy — kv)| fe

9 7763 oB B afe
+% [ 5 Ei:l/dklk § (owy —kv)] 50 (A.42)

mg &
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Define-se,
e; (‘7“1? )3 B
A= T U_Z / dh>—"=0 (owf — kv), (A.43)
me? .
=—= Y [ dkI{P5 (owp — kv). (A.44)
e o==+1
Assim,
Ofe 0 ofe
=—|Af.+D A.45
ot o ( Jet+ D%, ) (A.45)
A.3.1 Coeficiente A
Considerando a propriedade de simetria w?, = —w?P, ¢ possivel mapear o coeficiente A
sobre o dominio positivo de k£ apenas:
(0wf)”
A = W Z /dkT(S (ka, k?'l})
€ o=+1
e2 0 (owp )3 ka
= —= dk-————9 k dk———
4mmew?, —~ )« k (o owy - v)+ 47rmew2 Z /0 awk ).
(A.46)
Tomando k£ — —k no primeiro termo,
crw 3
k B
Z 6 (ow?, — (—k)v)
47rm6w2 =, /
aw
Ak~ k wl —k A4
47rmew2 UZ:H/O' Wk U)v ( 7)

e? o (wa)?’
A W Zl/o dk 2 5 (ka ]CU)

pe =4

e "k —(M’? ) 2 A48
+ 47Tmewze ggi:l/Ov k O-Wk U) ( . )

ka
%m Srm Z / dk~—"2-5 (owf — kv) . (A.49)
==+1
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A.3.2 Coeficiente D

Considerando as propriedades de simetria w?, = —w? e I, = I? é possivel mapear o

coeficiente D sobre o dominio positivo de k apenas:

:7re Z /dk],‘jBé owy — kv)
6 o=%1
2

e oB
:m22/ dkIP5 (owf — kv) m2

o=+1 o==+1

dk["Bé (owy — kv). (A50)

Tomando k£ — —k no primeiro termo,

0
p="C% / d(—k)I725 (0wB, — (—
o=+17>

dkI7P5 (owy — kv), (A51)
0

dkf;;Ba (owy — kv) dkf;;Ba (owy —kv),  (A52)

a:l:l

_ e <y / dkIZP5 (owf — kv) . (A.53)

e o==+1

G:I:l

Usando (A.19) e introduzindo as quantidade normalizadas definidas acima, obtém-se:

me vy
A=g E_ﬂ | (A.54)
oB
D= ;ﬂ £ 01/2 e (A.55)
0 0 0
a—f 2 <A<;5 +D f) (A.56)

A.4 Equacao de ondas

A.4.1 Quase linear

A contribuicdo quase linear para a evolucao das ondas é definida por,

[0}

a[lga (Uwg)3 aFe a oo (ka
o =7 2 /dvk-%(ﬂawk—k-v)]k + " 12

pe

)% nee?

< /d’ué (owy —k-v) F.(v).
(A.57)
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Para o caso unidimensional,

allga (le?)ﬁ ”eez e (O-wl?)g aFe « oo
e R /dv(5 (owy — ko) Fo(v) + 7 12 /dvk‘ 5 § (owy — kv) I7*.
(A.58)
Para o modo B, definido por (A.12),
oI (owp 6neeg owb)? ; OF,
;t = w;‘?e) 12 /dv§ (owy — kv) F.(v) —|—7T< kk) IkB/dv5 (owy — kv) T
(A.59)
Reescrevendo,
o1z" _ [ (owp)’ nee (0w)” OF. | .,
e [ R /dvc5 (owy — kv) Fu(v)| + | k /dv5 (owy — kv) 5 78,
(A.60)
Define-se,
QL (0w£)6 nee’ B
Cor = I /dv5 (owp — kv) Fe(v), (A.61)
B
F,
ooF = w% /dvé (owy — kv) 88;. (A.62)
Assim,
OIF" oL . ~QLoB
w - Cs + Cz []Z . (A63)
Usando (A.20) e introduzindo as quantidade normalizadas definidas acima, obtém-se:
B\6
cor = g 7). 4, A.64
2= gr o). (A61)
3
k|| O
aSaB
= CoL 4 0RbgB, (A.66)
-

A.4.2 Nao linear

A contribuic@o nao linear para a evolucao das ondas é determinada por,
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oIz (ow)? 2
D DD / dk' |y k=Kol )

pe ol ol'=+1 By

X [(0'&)5,) I I + (a"wz_k,)glz,/ﬁ[go‘ — (owd)* 171" 7@,} J <0w,‘;‘ — o'Wl — J”w,z_k,> :

O' wk,

(A.67)
Considerando a aprozimacao de onda rdapida,
. 2
Wl = =) = e
X [ljk (k—K')+ k—,Qk (k—K')+ %k K (A.68)
Assim,

2

oI (0w’ W2, 1
D Z/d"" 2. 5 (C:;k ) FR T

o' o'=%1 By 2m60'w ka,

B B
wk O-/wk/ O'(U;: - O-,wk/

« [k—k: (k= k) + k-(k—kz’)+(k_—k/)2k-k’]

X [(a’w,f,) 57,1 + (0”wz_k,)3fz,l5[,‘c’°‘ — (owd)* 1517 76,1 ) (aw,oc‘ i a”w,z_k,) .
(A.69)

No caso unidimensional,

2

e (owy )? Wpe 1
a]; -7 w4]~C Z Z/dkl 2m,. 8 <Oik lf/) kk' |k — K|

pe oo =%1 By Qme ow O—Wk/

X

B B
owy o'wy, owy — o'wy,

k—k’ (k—k)+ K k(k—k’)Jerk’]

X [(a'wﬂ) 177,17 + (a”wgfk/)gl,j,/ﬁ]g“ — (ow)* 17° 1" Z,} ) (O‘W? — o'Wl — a”wgfk/> :
(A.70)

Introduzindo as quantidade normalizadas definidas acima, obtém-se,
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ago’a
8:' :—é(awg)3 Z Z/d/i’

U/70/l::t1 B7’Y

1 1 2 2 _ N2
X - - r K (k— k') + Hﬁli(li—l{,)-f-—(n ~) 5/{/{’
oo’ (awg _ O.lwﬁ> KK |k — K| | ow? o' owe — o'w

! ! K’ K
3 1 / / 1
X [(0’@5) ETLE + (cr"wz_ﬂ,)g £9PE7 — (ow®)? 5:,55;’_2,} J (sz‘ —o'w’, — cr”wz_ﬂ,> .
(A.71)

A equagao pode ser reescrita a fim de remover as aparentes singularidades,

0ET™
6:' :—é(awg)?’ Z Z/d/{’

2
1 1 52 /- ! "ilz . / |"<J B ’%l‘ /
X 5 —— SK'sign (k — ') + ——gksign (k — &) + — ——kK
O'ng'/wnzO'//w,{_Hl RK 0w, U/w,{/ O Wy

K K—K

3
1" 3 ! / 1"
X [(0’@5,) EILEN + (0o"m!_,) £0,°€7% — (ow?)? SZ,’BSZ_Z,} ) (awz‘ — o'’ —o'w) ,> :

(A.72)
Para o modo B, definido por (A.12),
aggB 1 B\3
5 =3 (an) Z /dlﬁ/
o, o""=%1
1 1 [ x* . 2o |k — K| 2
X s [awf k'sign (k — k') + prpz ksign (k — k') + e kK
X [(U/wf,)g £ BEgTB | (J"wf,,{/)g £5,BEIB _ (wa)3 S,Z//Bé’,fif/] § (ow? —o'wp —o"wl ).
(A.73)

Introduzindo as quantidade normalizadas definidas acima, obtém-se,

B

B / 1_B
§ (ow) — o'wp — '@l )
-1

6 (K — Kky)

. ' O'”Vb U/Vb
L+ by (6 —m )] (L4 b))’

" / —1

o' Oy

+ — (K — k). (A.74
(14 by, (K—K_)]Z (l—l—bub/{_)Q‘ (=) )
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Onde,
_ B _ 4
oy — B+ AC’ (A.75)
2A
_B_ /B2 —
. B—+B 4.AC7 (A.76)
2A
bV ik
-} 2/ AN o b A.
A=bv; (o' + ") T bor (A.77)
213 2
_ fﬁfy *ZK (0" — o) — k(o) + o), (A.78)
C=uwk(c—0d"). (A.79)
Com,
B* —4AC > 0. (A.80)
Por conveniéncia, a notagao de A, B, C e b nao foi alterada.
Assim,
aggB 1 B\3 ’
o :—g(owﬁ) Z /dli
ol,ol'=+1
1 1 [ s . 2 |k — K| 2
X s [owf K'sign (k — k') + prp? ksign (k — k') + i K,K;/:|
x [(0'8) e Ber? + (o"ml,.)" €157 — (owF) €227 2]
’ vy B a'vy _15(R’__H+)
[L+bvy(k— k)] (14 bprg)?
o'v, o'vy -1
) ° 5 — 2‘ d (K —k_) (A.81)
14 by (k— k)] (1 + brpk_)

Segue,
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oB
sl 3 fa

ol,ol'=%£1
1 1 [ w2, N, K n =R TP
X —_— KSign(k — K ) + KSIgN (K — K ) + —Fx5— KK
ocwBo'wBo"w? kK {awf ign (~ ) o'wh g ( ) o'wB
x [(a'wfi Se7'BEIB 1 (0wl )’ E5PETP — (mf)?’sg,’Bsgiﬁ}
" / —1
' g UV - oV _ 5(/{,_}{_)
(14 by (k— k)] (1+ bupk_)
1
-3 (awf)g Z /dﬁl
o, o""=%1
1 1 [ & . N, K nlk=r] )
X — KSign(k — K ) + RSIgN (K — K ) + ——5—KkkK
ocwBo'wlo"w? kK {Uwf an ( ) o'wh en ( ) o'wB
x [(a’wfi)3 g7'BEB 4 (o"wP ) EPETP — (0wh)’ 55,’35,315’,}
o’ o'y !
' 5 — 2‘ (K —ry). (A82)
1+bv(k— k)] (14 byyky)
Integrando,

oEB 1 3
or 8 (wa) Z

o, 0!"=%1
" 1 1 [ w2 ian ( )+ k.2 ( )+|I£—l£_|
K_sign (kK — K_ ksign (k — k_) + ——Kk_
owBo'wh o"wB | kK_ _awf & o'wh & o'whB
< |(0'@f ) &R €+ (o'l ) e PE — (0wl € e Y |
" o vy B o'vy '1
[T+buy(k—6)] (14 brpr_)?
1 3
ol,o""=%1
1 1 K2 . k2o |k — K|
X KySIgn (K — Ky ) + ———=RSIgN (K — Ky ) + ——F KK
cwBo'wl o'wl . kky [awf +ign = = gn( +) o'wh . *

x |(o'=E,) €8 &8 + ("=, )" €10 s — (owP) exber 't |

K—Kk4+ YK K—K4
”V /V —1
‘ 7n__TB L (A83)
14 by (k — K] (14 bupky)
Aqui, as propriedades de simetria w_j; = —wy e £ = &, podem ser aplicadas apenas

numericamente. A Eq. (A.83) pode ser reescrita como segue.
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or o, o""=%1
y 1 1 K2 o ( )4 k2 ( )+]/£—/£_|
e o el K_sign (kK — K_ o) ksign (k — K_ . Kk_
O'”Vb O'/Vb -1 ’ "
X — 2’ [ (aw)SUBEUB]
1+ by (k — k)] (14 bpk_)
1
—3 (aw,]f)g Z
ol,o""=%1
" 1 1 K> an ( )+ k.2 ( )+|/<—/{_
a'wHBo"wgi g”wfﬁn_ o o’wE K_S1gN (K KR_ H/ﬁlgn R KR_ mﬁlﬁ_
UNI/b O'II/b ! "B /@ _B 3 'B B
x ;- S| |(eE) el v (0wl ) el e
1+bv,(k—r)]” (14 byk_)
1
—3 (awf)g Z
ol,o""=+%1
1 1 K2 , Kyl |k — K|
X BB oD [awB Kysign (K — k) + ——5ksign (k — ky) + g el
K Ky K—FK4 + K Ky K—FK4
O—,/Vb U/Vb -t 3 "
X 7 2 [_ (Uwf) & ng EJ
b (s —r)P (1+ by
1
~3 (awf)g Z
o, o""=%1
1 1 K> . ky?o |k — K|
X Bl ol Ry [Uwf Kysign (kK — Kky) + 7&%1@1 (k—ky) + mm@
o’ o'y, ‘_ [ , ng ,
X — odw] ) E T + (a"wm 503}503
14+t (5 — k)] (14 bky)? ( ) " ( +)
(A.84)
Define-se,
. ‘ O'”Vb O'/Vb ‘_1
(14 bvy (k— v (1 + b))
y 1 1 K2 e ( )+ ! K2 (s )+’/€—/€_|
e o el e K_sign (kK — K_ = ksign (k — K_ . kk_||
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o’uy o'y
Cy = 2 2
14 bvy (K — Ky)] (1+ bvpky)
1 1 K , Ky? oo |k — K|
X Kysign (kK — Kky) + Ksign (kK — Ky) + —=—— KKy
owBo'wl o"wl . KKy lawf 'wp, o'wh .,

s =g (0=’ > |- (owd) ElmEY |

o', o!"=%1
el |:(0_/wB_)3 5’515_ i (O_//wBi _)3 EULB] g8
e [ ( ) £ 'Bgo"B } e [( B ) go'B | (a”w

K—FK4 n K—FK4

£ B] E7B. (A.87)

K— mr)

Também define-se,

(JjVL:—é (o=f)" > O |- (omt) er el |

K—K—
o, 0!=%1

K—K4

+Cy |~ (omB) E7Pel’E | (A88)

v = B DR R i R Gl Mo
ol,ol'=%1
+ Oy (ol EE 4 (" E,, ) ElE | (A89)
Portanto,
OSSB _ CNL —}—O-NLSUB (A 90)
or s i ko ’

Por fim, a evolucao das ondas é determinada tanto pelos termos quase lineares como

pelos nao lineares. Assim,

agaB

S (C2 4 + M) 4 (R 4 M) g7, (A.91)
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A.5 Nivel inicial das ondas

Consideramos a distribuicao de equilibrio,

1 v?
F:ﬁv exp (=], (A.92)

OF v 1 v? 2 v?
Y _— = —— . A.93
3o = 2agmee () = e () (a0

e

Portanto,

1 1 1 1
B
/‘WS (owi _kv)F:/dvmfs(U—U*)F(U) = mF(U*) = mmexp e |
(A.94)
(JwB)6 21 1 [%]2
C, = ks Tete Ll A.95
wh, k2 k] /e P v2 ( )
Também,
oF 1 OF(v) 1 dF(v.)
dvd (0w — ko) & = [ dvo=-6 (v — v, _ 1
/ vd (owy, v) 5 / U|k| (v—v,) 5 T
1 2 [1Ul§)bk]2
OUp “+bvy
= - LR (A96
k| /702 {1+bvbk] P V2  (A.96)
2
B 3 ovp
(owf)” 1 2 oy [1+bvbk}
= o ==l A.
N {1+bvbk] P V2 (A.97)
Segue,
UUJB 6 7% 2
o P ahkes (<05
— = (A.98)
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3
B
(0wf)” nee2

™ e (aw}f)g neezvy (1+buk) (w}f)g neev? (1 + buyk)
Ci . U% [lf;iz},bk] 2novywp.k 2mupwi, k
ok \® nee2v? (14 buyk) vk O\’ neev?  nee2v? , poo
= = = (wi)™, (A.99)
L+ bk ) 2mopws, k L+buk/) 2rwi, 27wy,
Cy  neev? vpk 2 ne? B\ 2
_ s _ eleze = _CSee , A.100
C; 27w, (1 + bvbk> 21wy, () ( )
Introduzindo as quantidade normalizadas definidas acima, obtém-se o nivel inicial das
ondas,
g7 = 9 (wP)? (A.101)

2
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