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RESUMO

PENEDO, Gilvana, Solugoes das equagoes de evolugao DGLAP e GLR-MQ em
Cromodinamica Quantica via transformada de Laplace 2018, 82p. Dissertagao
(Mestrado em Fisica) - Programa de Pds-Graduagao em Fisica, Departamento de Fisica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

A estrutura do préton é constituida por um nimero muito grande de péartons (deno-
minacao coletiva de quarks e glions), que interagem entre si conforme a teoria das in-
teragoes fortes, a Cromodinamica Quantica (QCD). A densidade de partons no préton é
descrita por meio de equagoes de evolucao que dependem de variaveis cinematicas. Neste
trabalho de mestrado, as equacoes de evolucao estudadas foram as equagoes Dokshitzer-
Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP) e a equagao Gribov-Levin-Ryskin e Mueller-
Qiu (GLR-MQ). Estas equagoes apresentam soluc¢ao analitica para pequeno z, sendo que
a equacao DGLAP prevé um aumento indefinido na densidade de glions, e para desa-
celerar esse crescimento é preciso considerar um processo de recombinacao dos glions,
o que leva a saturacao da densidade destas particulas. Neste trabalho, estudamos al-
guns métodos de solugoes analiticas e numéricas para as equacoes de evolucao partonicas.
Primeiramente utilizamos um ansatz como solucao das equagoes de evolugao, e obtemos
resultados analiticos e numéricos que foram comparados com parametrizagoes das Funcoes
de Distribuigoes Partonicas (PDFs). A principal proposta deste trabalho foi obter a distri-
buicao de glions solucionando as equacoes de evolucao analitica e numericamente através
do método da transformada de Laplace. Obtemos resultados analiticos para a DGLAP e
GLR-MQ e numéricos apenas para a DGLAP, onde foi observado que ocorreu a saturacao
da distribui¢ao partonica para os glions mesmo sem a contribui¢ao do termo nao-linear
que corresponde a equagao GLR-MQ.

Palavras Chave: Equacoes de evolucao, QCD, saturacao






ABSTRACT

PENEDO, Gilvana, Solutions of DGLAP and GLR-MQ evolution equation in
Quantum Chromodynamics by Laplace transform 2018, 82p. Dissertation (Mester
Degree in Physics) - Programa de Pds-Graduagao em Fisica, Departamento de Fisica,
Instituto de Fisica e Matematica, Universidade Federal de Pelotas, 2018.

The structure of the proton consists of a very large number of partons (collective deno-
mination of quarks and gluons), which interact with each other according to the theory
of strong interactions, Quantum Chromodynamics (QCD). Parton density in the pro-
ton is described by means of evolution equations that depend on kinematic variables.
In this work the equations studied were the Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi
(DGLAP) equations and the Gribov-Levin-Ryskin and Mueller-Qiu (GLR-MQ) equati-
ons. These equations present an analytical solution for small x, and the DGLAP equation
predicts an indefinite increase in the density of the gluons and to slow this growth it is
necessary to consider a process of recombination of the gluons, which leads to satura-
tion of the density of these particles. In this work we study some methods of analytical
and numerical solutions for the particle evolution equations. First we use an ansatz as
solution of the evolution equations, and we obtain analytical and numerical results that
have been compared with Parton Distributions Functions (PDFs). The main objective of
this work was to obtain the distribution of gluons by solving the equations of analytical
evolution and numerically using the Laplace transform method. We obtained analytical
results for DGLAP and GLR-MQ and numerical only for DGLAP, where it was observed
through the Laplace transform the saturation occurred even without the contribution of
the nonlinear term that corresponds to the GLR-MQ equation.

Key-words: Evolution equations, QCD, saturation
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1 INTRODUCAO

A Fisica de Particulas estuda os constituintes elementares da matéria. Para um melhor
entendimento destas particulas, foram desenvolvidos estudos que levaram a teoria do Mo-
delo Padrao das Particulas Elementares. De acordo com a teoria do Modelo Padrao, temos
que hadrons sao particulas constituidas por quarks que interagem por meio de glions,
e estas interacgoes sdo descritas através da Cromodinamica Quantica (QCD), que serd
apresentada no proximo capitulo. Para um melhor estudo sobre o préton, consideramos
o Espalhamento Profundamente Ineldstico (DIS), cujas propriedades serao discutidas no
Capitulo 2. No regime de baixas energias é possivel observar o proton constituido de trés
quarks, chamados quarks de valéncia; ao considerarmos um regime de altas energias, ¢
observado um aumento consideravel no nimero de partons (coletivo de quarks e glions)
na estrutura do hadron: os quarks emitem glions que sao os responsaveis pelas interagoes

fortes, os glions emitem pares quark-antiquark chamados quarks de mar.

Em um regime de altas energias, o préton apresenta uma estrutura complexa com um
grande nimero de quarks e glions, onde os glions se mostram dominantes. A evolugao
destas particulas é determinada por equagoes de evolucao que serao estudadas neste tra-
balho de mestrado, que teve como objetivo propor solugoes para estas equagoes com o

proposito de diminuir o dominio de gliions na estrutura do proton.

A evolugao partonica é descrita por meio das equacoes de evolucao Dokshitzer-Gribov-
Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP) [2], que serao estudadas com mais detalhes no Capitulo
3, descrevem o comportamento da evolucao em z que é uma variavel que esta relacionada
com a fracao de momentum do parton e Q? que é a chamada virtualidade do féton, das

funcgoes de distribuicao partonicas que sao definidas para o DIS sob a influéncia da QCD.

As equagoes DGLAP prevém o crescimento da se¢ao de choque diferencial diferencial, e
isto acarreta em um aumento dominante dos glions. Algum tipo de efeito deve ser incluido
para diminuir, ou até mesmo parar este crescimento indefinido do ntimero de gliions, pois
isto viola o limite de Froissart o qual determina que as se¢oes de choque devem crescer
como In®s, sendo isto comprovado experimentalmente em medidas do DIS [3]. Devido
a este efeito é introduzida a recombinacao partonica, proposta por Gribov-Levin-Ryskin
e Mueller-Qiu (GLR-MQ) [4, 5] nas equagdbes DGLAP o que nos fornece a saturagio
partonica, que faz com que diminua a evolucao dos glions no préton, visto que a area
ocupada pelos partons nao pode ser maior que a area do préprio hadron. Veremos mais

sobre estas contribui¢oes também no Capitulo 3.

As equacoes de evolucao sao matematicamente equagoes integro-diferenciais. As equagoes
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DGLAP podem ser solucionadas, dado uma condicao inicial, usando alguma trans-
formacao integral ou algum método numérico. Outra forma de solugao bastante popular
¢ o conjunto de rotinas QCDNUM [6]. Estas sdo usadas em conjunto com as assim conhe-
cidas parametrizacoes das distribuigoes partonicas, agrupadas em uma interface compu-
tacional comum denominada LHAPDF [7]. Estes estudos usam a solugao das equagoes de
evolucao juntamente com um conjunto definido dos dados experimentais disponiveis para
obter um conjunto de valores, obtido por ajuste aos dados, para as Funcoes de Distri-
buigoes Partonicas (PDFs). Foi proposta a solucao via transformada de Laplace [8]. Este
método foi usado para a solucao da DGLAP e da GLR-MQ [9-11] com algumas apro-
ximagoes empregadas. Os métodos, propostas de solucao e os resultados analiticos para
as equagoes de evolugao serao apresentadas no Capitulo 4. A partir destas solugoes, foram
desenvolvidos codigos numéricos para gerar os resultados gréaficos, que estao no Capitulo
5. Finalmente, no Capitulo 6, trazemos as conclusoes deste trabalho de mestrado, e as

perspectivas para possiveis trabalhos futuros.
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2 O Modelo Padrao das Particulas Elementares e Cromodinamica Quantica

Neste capitulo, iremos apresentar um breve resumo sobre o Modelo Padrao das particulas
elementares, que é a teoria que descreve as particulas fundamentais que constituem a
matéria. Também vamos estudar a teoria das interagoes fortes, a Cromodinamica Quantica

e suas propriedades.
2.1 O Modelo Padrao das Particulas Elementares

A fisica de particulas [12] teve inicio com a descoberta do elétron por Thomson em 1897.
Anos mais tarde, Rutherford [13], ao realizar um experimento que leva seu nome, desven-
dou o nicleo atomico, o qual recebeu o nome de proton. Anos mais tarde foi descoberto
o néutron. Por meio do experimento do efeito fotoelétrico [14], verificou-se a existéncia
de uma particula associada ao campo eletromagnético, o féton. Durante um tempo, o
elétron, préton, néutron e o foton eram considerados as particulas elementares da matéria
e sem estrutura interna. Ao realizar colisdes em altas energias com os elétrons (particula
sem estrutura interna) por meio do espalhamento profundamente ineldstico (DIS), [2]
observou-se que prétons possuem particulas que os constituem. Com o passar do tempo
mais particulas foram sendo descobertas. O positron (anti-particula do elétron), o muon,
o pion e outras, sendo muitas delas consideradas elementares. Muitas teorias foram de-
senvolvidas, e estas contribuiram para chegar na teoria do Modelo Padrao das Particulas
Elementares (MPPE) [13,15].

O Modelo Padrao é a teoria que apresenta e descreve as particulas fundamentais [15, 16]
que constituem a matéria e descreve trés dos quatro tipos de forga da natureza: a forca
nuclear fraca, a forca nuclear forte e a forga eletromagnética. Por meio desta teoria,
foram determinados os constituintes do proton e do néutron, os chamados quarks. Ha
seis tipos, ou sabores de quarks que sdo: up(u), down(d), charm(c), strange(s), top(t)
e bottom(b). Temos que os constituintes de toda a matéria sdo os férmions, que sdo
separados em quarks e léptons, que sao particulas de spin fracionario, e os bdsons, que
apresentam spin inteiro, e que sao as particulas mediadoras da interacao entre férmions. A
interacao destas particulas pode ocorrer por meio da troca de um béson relacionado a forca
eletromagnética, o féton; para a forca forte o glion, trés bésons a forca fraca (W+, W=, Z°%)
e para a forca gravitacional nao ha bdson ainda detectado, porém, hipoteticamente este
béson seria o graviton(G). Por sofrer influéncia da forga forte devido a carga de interagao
forte (cor), os quarks nao sao encontrados livres na natureza, estdao sempre confinados
no interior de outras particulas denominadas hddrons. Desta forma, o préton e o néutron
sao hadrons, por serem particulas que portam quarks em sua estrutura. Os léptons nao

sofrerem influéncia da forca forte porque nao portam a carga cor, por este motivo sao
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encontrados livres na natureza.

Outro conceito importante encontrado no Modelo Padrao é o da antimatéria, ou seja,
para cada particula do Modelo ha uma antiparticula associada, onde a antiparticula de
determinada particula possui mesmas propriedades da particula, sendo a tnica diferenca,
sua carga elétrica ser oposta. Uma caracteristica dos férmions é o sabor, nome dado ao
conjunto de niimeros quanticos que caracteriza estas particulas ou seja sao propriedades

comuns tanto entre léptons quanto em quarks.

Apesar de ser a teoria que até o momento melhor descreve a natureza da matéria, o
MPPE possui algumas questoes ainda em aberto. Por exemplo, a gravidade nao esta
inclusa no Modelo Padrao, e a particula que seria o bdson para a forca gravitacional, o
graviton, nao foi detectado até o momento, conforme mencionado anteriormente. Assim,
o Modelo Padrao pode ser sumarizado conforme a Figura 2.1 apresentando os seis sabores
dos quarks e dos 1éptons, os bdosons e suas propriedades onde vemos os valores de massa,

carga e spin indicados na Figura 2.1.

massa— =2.3 Mev/c?

=1.275 GeV/c?

=173.07 GeV/c?

=126 GeV/c?

carga> 2/3 2/3 2/3 t 4] 0 H
spin- 1/2 u 1/2 C /2 1 0
. bdson de
up charm top glion Higgs
=4.8 MeV/c? =05 MeV/c? =4.18 GeV/c? 0
13 d 13 173 b 0
1/2 12 S 12 1 ”
down strange bottom féton
0.511 MeV/c? 105.7 MeV/c? 1.777 GeV/c? 91.2 GeV/c?
-1 -1 -1 0
1/2 e 1/2 lJ' 12 T 1 Z
elétron mdon tau béson Z
<2.2 eVjc? <0.17 MeV/c? =15.5 MeV/c? 80.4 Gev/c?
0 0 0 *1
LW LW L Ve W
neutrino do  neutrino do neutrino do .
elétron muon tau béson W

Figura 2.1 - Esquema do Modelo Padrdo das Particulas Elementares.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Modelo_padrao.

Neste trabalho iremos estudar somente as particulas que formam o proton: os quarks e
glions. Os glions nao possuem massa, possuem spin inteiro igual a um. Assim como na
interacao eletromagnética é associada uma carga que é a carga elétrica, para a interacao

forte ha uma carga associada aos glions e também aos quarks que é a carga cor. Ha trés
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tipos desta carga: vermelho (r), azul (b) e verde (g). O termo cor foi escolhido de forma
arbitraria, sem ter relacao com o significado de ser uma “cor” no sentido cotidiano. A
carga de cor é uma propriedade nao apenas dos glions, mas também dos quarks onde,
por exemplo, um quark pode ter seus nimeros de cor r = 0, b = +1 e g = 0, sendo o
antiquark correspondente com ntmeros r = 0, b = —1 e g = 0 [12]. Devido a esta carga
¢ possivel a interagao entre quarks por meio dos glions, e estes também interagem entre

si, porque sao “bicolores”, portando uma cor e uma anticor [17].
2.2 A Cromodinamica Quantica

De acordo com o que foi discutido até o momento, os partons interagem por meio da forca
forte. A teoria que descreve a interagao forte é a Cromodinamica Quantica (QCD) [18,19],
do grego chromos que significa cor, a propriedade particular dos quarks e glions. A QCD
[20], foi desenvolvida nos anos 70, e é similar a Eletrodinamica Quantica (QED) [21,22].
Os fétons, que sao as particulas de interacao em QED, nao interagem entre si pois nao
possuem carga elétrica. Em contrapartida, em QCD ocorre este tipo de interacao, devido

ao fato de os glions possuirem carga de cor.

Uma caracteristica bastante importante em QCD é o fato de que o sabor dos quarks nao
é alterado quando estes interagem, mas cor deles é alterada quando ocorre a interacao.
Por exemplo, sendo emitido um glion verde-antivermelho, isso acarreta em um quark de
cor verde alterado para vermelho e isso ocorre também quando glions interagem apenas
entre si. Assim, se um glion azul-antivermelho emitir um azul-antiverde, o glion portador

das cargas azul-antivermelho muda sua carga de cor para verde-antivermelho [12].
2.2.1 As regras de Feynman da QCD

A partir das equagoes de Maxwell da eletrodinamica cléssica [23], podemos derivar a

lagrangiana da QED,
1 -
'CQED = _ZF#VF;W + 1/} [’W“@L - QerYHA,u - m] 1/}7 (21)

onde
F,=0,A,-0A, (2.2)

é o tensor de campo, 1 é o campo espinorial com massa m e carga Qe, 1 é o spinor de
Dirac, v sao as matrizes de Dirac ( [21]), A, é o quadri-potencial eletromagnético ( [23])

e e é a carga elétrica fundamental. A lagrangiana eq. (2.1) é invariante sob o seguinte
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conjunto de transformacoes de calibre (gauge):
1
At — A = AP+ = 9M0(x), (2.3)
e

) =y =Ty, (2.4)

tais transformacoes sao locais, pois o parametro de transformacao 6 depende da posicao,
e abeliana pois o gerador @) do grupo de transformacgao U(1) é um ndimero e portanto

comuta com outro gerador do grupo.

Para passarmos para a QCD [18], vamos considerar um grupo de transformacao mais
geral, onde os geradores de transformacoes nao comutam, ou seja, sao nao abelianas. Para
tanto, comecamos considerando um campo fermionico de massa m de N componentes,
Y;(x) — o campo de quark — que pertence a representagao fundamental N-dimensional do
grupo G. A algebra de Lie do grupo é gerada por n geradores 7% a = 1,...,n com a

seguinte relacao de comutacao,
[T T") =i f*eTe, (2.5)

onde f° sao as constantes de estrutura do grupo de Lie. Portando o campo férmionico

transforma-se segundo

Ui = ) = Uiy, Uy = e 157, 2.6
i i¥i> Yij

onde o parametro 8% pode depender da posicao.

No caso de 0 ser independente de posicao, entao a lagrangiana livre para os campos

férmionicos,
Lr = Y; (iv"0, — m)

¢ invariante sob a transformacao (2.6). Todavia, se * depender da posigao entao Lg sé é

invariante se trocarmos a derivada usual por uma deriwvada covariante definida por:
DM = au — igTaAZ e (Dﬂ)zj = 51(9# — Zg(Ta)”AZ, (27)

onde g é constante de acoplamento entre o campo fermionico e o campo de calibre Af, e

(T'*);; sao as componentes da representagao fundamental de 7.

Logo a lagrangiana invariante é dada por

L =i (i7" (D) = 8ym ) i = (14" Dy = m) ¥, (2.8)
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se o campo de calibre A} tem a seguinte regra de transformagao (pela representagao
adjunta de 7%),

a Aa a AIC a Aa i — —
TA”—>TA’u:U(T Au—EU IG#U)U g (2.9)

ou em componentes,

(T")i A", = (Ui <(T“)i/kAZ - é(U_l)i’j'au(U)j’k> (U )y (2.10)

A lagrangiana (2.8) descreve a interagdo dos campos 1) e Af,. Para completd-la vamos

introduzir um termo cinético nos campos de calibre. Seja

[D,.D,] = —igT“F"

pvo

onde
Fo, = 0,A% — 0,A% + gf " A A, (2.11)

é o tensor de campo. Pode-se mostrar que sob transformacoes infinitesimais a combinacao
F7, F" ¢ invariante. Por fim, entdao temos que a lagrangiana que ¢ invariante sob trans-

formagoes de simetria locais nao-abelianas é

1 y
L= —ZFSVFW” + 1 ("D, — m) 1. (2.12)

No caso da QCD, o grupo de simetria G é o SU(3) e entdo a lagrangiana (2.12) torna-se

Ny
1 a apy n .
Lacp = _ZF‘“’F woy Z o (iv"D,, — my) (2.13)
f=1
onde a soma ¢ sobre todos os sabores de quarks e a = 1,...,N> — 1 com N, = 3.

Da langrangiana, é possivel deduzir as regras de Feynman que representam os processos
da QCD. Estes diagramas, sao chamados diagramas de Feynman, que para as interagoes
fortes sao semelhantes aos diagramas associados as interagoes em QED [21,24]. Estes
diagramas consistem em um método para representar processos e calculos perturbativos
em QCD, que consiste em escrever cada observavel fisico como uma série de poténcias
na constante de acoplamento forte s, e assim desprezar os termos de maior ordem em
as. As regras de Feynman sao diagramas no espago-tempo que descrevem interagoes entre

quarks e glions, onde cada vértice corresponde a termos matematicos. Na tabela 2.1,
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Propagador do glion

Propagador do quark

Vértice de 3 glions —ig f?V,p(k1,ka,k3)

TXYI

Vértice de 4 glions — g2Wﬁlljcp(7i]
Vértice glion-quark 97T

Tabela 2.1 - Regras de Feynman para a QCD. Tabela adaptada de [1]

sao apresentados os vértices fundamentais em QCD, onde temos os diagramas e seus

respectivos termos matematicos associados. A seguir serao apresentadas as propriedades

da QCD.
2.2.2 Propriedades da QCD

Para evitar a regiao de a, grande, onde nao é possivel tratar a QCD por métodos pertur-
bativos, ¢ introduzido um parametro chamado Agep, que garante um valor pequeno para
ay, sendo este valor pequeno suficiente para aplicar expansoes perturbativas. A regiao
desta expansao, ¢ caracterizada por Q? >> AéCD, sendo Q? uma escala de momentum.
A constante de acoplamento decresce com o aumento da energia, o que vemos na Figura
2.2. Este comportamento resulta em uma importante propriedade da QCD, denominada
liberdade assintdtica [21,25]. Esta propriedade significa que, para processos que envolvem
grandes transferéncias de momentum, a constante de acoplamento «, é pequena, isto tem
como consequéncia a possibilidade de realizar cdlculos por métodos perturbativos. Isto nos
leva a QCD perturbativa, abordagem vélida apenas em processos em curtas distancias,

ou seja grandes energias.

Outra propriedade que estd relacionada com o comportamento da constante de acopla-
mento forte, é o confinamento [21,25]. Neste caso, a intera¢ao ocorre em longas distancias,
ou seja, pequenas energias e constante de acoplamento «, grande. Assim, os quarks for-

mam particulas denominadas hadrons.
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Figura 2.2 - Evolugao da constante de acoplamento em funcdo da escala de momentum testada por diferentes
experimentos.

Fonte: http://pdg.1bl.gov/2018/figures.

2.3 Conclusao

Neste capitulo foi apresentada uma breve introducao ao Modelo Padrao das Particulas
Elementares e a Cromodinamica Quantica, que ¢ a teoria das interacoes fortes. No capitulo
a seguir, a partir das discussoes apresentados no presente capitulo, vamos apresentar

estudos relacionados com a estrutura do proton em um regime de altas energias.
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3 A Estrutura do Proéton e as Equacoes de Evolugao

Veremos neste capitulo que, em um regime de baixas energias, observamos o préton cons-
tituido de trés quarks. Ao aumentarmos a energia, verificamos que estes quarks interagem
trocando glions, e estes, por sua vez, emitem pares quark-antiquark e assim, mais glions
sao emitidos. Deste modo, a altas energias a estrutura do préton é mais complexa, e
isso pode ser verificado através de uma sondagem realizada pelo féton ao considerarmos
um espalhamento do préton com um particula de prova sem estrutura (particula pon-
tual), o elétron. Este espalhamento é chamado Espalhamento Profundamente Ineldstico
(DIS). Apés isso, iremos apresentar as equagoes que determinam a evolugao partonica, as
equacoes DGLAP e GLR-MQ.

3.1 Espalhamento Profundamente Ineslastico (DIS)

O DIS consiste no espalhamento de um lépton, neutro ou carregado, por um hédron, geral-
mente um nucleon, préton ou néutron, havendo uma grande transferéncia de momentum
pelo féton. O processo é mostrado na Figura (3.1), juntamente com os correspondentes
momentos das particulas envolvidas: [ para o elétron no estado inicial com quadrimomen-
tum k, P para o préton e ¢ para o féton transferido, I’ para o elétron no estado final com

quadrimomentum £’ e P, o quadrimomentum final do estado hadronico X [2,19].

[a‘
l

-
>

Figura 3.1 - Diagrama para o espalhamento profundamente ineldstico (DIS) elétron-nucleon.

Fonte: [1]

Este processo pode ser descrito da seguinte forma:
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(k) + N(P) —= I'(K) + X (P,). (3.1)

E possivel representar este processo por meio de trés varidveis cinematicas, escolhidas

entre as seguintes [21]:

e quadrado do momentum transferido pelo féton no processo do DIS, esta variavel,

também é chamada de virtualidade Q? do féton.
¢=-Q*=(01-1) (3.2)
e quadrado da energia do centro de massa do sistema foton-proton;

W2 = (P +q)?, (3.3)

e inelasticidade y, que é a fracao de momentum transferido entre o lépton e o

sistema hadronico;

P. W2 2 _ 2
PR B (3.4
P-1  (I4+P)?—m3
e variavel v, quantidade de energia transferida pelo foton;
P. W2 2 _ 02
yo L WoH@ mmy (3.5)

my 2mN

e variavel de Bjorken x, que é a fracao de energia do hadron, portada pelo parton;

2 2 2
2P-q 2myv  Q*+W2—mj

(3.6)

Em todas estas expressoes, my é a massa do nucleon. Considerando que tanto myv, sao

muito maiores que m3 com z fixo e finito, podemos desconsiderar a massa dos nucleons
[26].

3.1.1 A secgao de choque diferencial do DIS e fungao de estrutura

A sec¢ao de choque é calculada como contragao de um tensor leptonico, L, (que carrega a
informacao do vértice superior da Figura 3.1) com um tensor hadronico, W (referente ao
vértice inferior da figura). O primeiro vértice pode ser calculado usando a QED, enquanto

que o segundo, pela impossibilidade de obtencao das fungoes de onda dos quarks den-
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tro do nicleon, nao pode ser calculado, somente parametrizado. Temos entao a seguinte

expressao [27],

d*o a4 F
elm —L ul/ ]
dE'dQ  2myQ E W (3.7)

onde €2 é a direcao do lépton espalhado, F e E’ sao, respectivamente, as energias dos

léptons incidente e espalhado e ., € a constante de acoplamento eletromagnética.

A secao de choque para o processo pode ser reescrita em termos de duas fungoes de estru-

tura adimensionais, F} e Fy, a principio indeterminadas, via uma mudanga de varidveis [2],

d? 4 i
dz Zy WZBOéelm {$y2F1(£U Q%) + ( i Iw:zv> Fz(x’QQ)} ' 39

No limite v,Q* — oo com z fixo, chamado limite de Bjorken [28], as fungoes de estrutura
escalam, ou seja somente dependem de = (de forma aproximada) o que evidencia que o

préton é composto pelos partons [18].

Em termos do processo de absorcao de um féton virtual com determinada polarizagao,

temos que as secoes de choque podem ser escritas como

TN Q) = ‘%ﬂm(m Q) - 20F (2.Q%)] = ‘”Qﬂ L@QY (39)
(.G — %ﬂ? Fy(2.Q?) = ‘”Qﬂ o(2.Q%). (3.10)

Ou seja,
011 (2.Q%) = s oA 1 (2,Q), (3.11)

Q?

onde Fr(z,Q?) sao fungoes de estrutura transversal e longitudinal.

Para os sistemas foton-proton e foton-parton, as segoes de choque sao relacionadas con-

forme a equacao a seguir:

or IL’Q Z/ dz/ dyfi(y)d(x — ) T02 ) ( Q2> (3.12)

dy &T
Z / —x ong (3.13)

onde f;(y) representa as fungdes de estrutura que fornece a probabilidade de haver um
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parton ¢ carregando uma fracao y do préton e, or é a secao de choque para a absorcao de
um féton transverso de momentum ¢ por parton e 6o = 87 /(p;i + q)* [27]. E possivel
escrever a secao de choque diferencial no momentum transverso pr = siné do quark

emitido como,

dé 1l agd 14 22
2 e 0__§< ) (3.14)

Fazendo a integral desta segao de choque em p2 temos

AL 2 0534 1+22 QQ
Al D) o

sendo 2 introduzido como um corte no limite inferior para remover a divergéncia quando
p2 — 0. Isto ird permitir determinar emissao de partons, o que serd tratado na préxima

secao deste capitulo.
3.2 As Equagoes Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP)

A evolucao de partons é descrita por um conjunto de equagoes integro-diferenciais, as

equacoes DGLAP. Nesta secao iremos definir estas equagoes.

Utilizando o modelo de pértons [27,29], onde as particulas que constituem os nucleons
sao consideradas livres, as funcoes de estrutura estao relacionadas com a funcao de den-
sidade de quarks (e antiquarks) dentro do nucleon. O DIS analisa experimentalmente a
distribuicao dos quarks no proton. O féton sonda o nimero de quarks e antiquarks que

possuem fracao de momentum z. Assim Fy(x), pode ser escrita em termos de f,,
_ _ 2
Fy(r) = 2zFi(z) = ) ela[fy(x) + fo(x)], (3.16)
q

onde e, sao as cargas elétricas dos quarks. A relacao acima, foi obtida por dados experi-
mentais, valida no limite de Bjorken e é conhecida como rela¢ao de Callan-Gross [21,30].
Neste caso, as funcoes de estrutura sao determinadas a partir das se¢oes de choque diferen-
ciais transversais. Assume-se que o espalhamento profundamente inelastico elétron-proton
é o espalhamento eldstico de elétrons a partir de particulas de spin meio, que estao no
interior do préton, os quarks. Assim, podemos calcular a funcao de estrutura como a soma

de contribuigoes de diferentes diagramas de Feynman, em termos de ¢(z,u?), temos para
F; [2,26],

1
R(e@) = Y ac; [ Laat)C (3@%2) , (3.17)

onde p? é uma escala de fatorizacdo, ¢ sao as funcoes de distribuicao renormalizadas de
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partons, dadas por

alas?) = fil) + 3 /1 yyfg(y) {P (";)m(g(i)] +h’<y) +o, (3.18)

e C' é a funcao coeficiente que carrega a informacgao da interagao entre os partons e é

dependente da escala de fatorizacao cuja expressao é dada por [26];

C(2,Q% 1) = (1 = 2) + 5= | P(=) (@ i)h(2)] + ... (3.19)

o

Nas expressoes acima, P(x/y) sdo os fungoes de separagao (“spliting”), significando a
probabilidade de um parton emitir outro parton com uma fracao de momento y. Estas

fungoes serao definidas mais adiante.

Assim, a funcao de estrutura do préton é escrita como

e f e (o) [ () o

onde P, ¢ a funcao de separacao, que representa a probabilidade de um quark emitir

outro quark. Reescrevendo novamente,

Bo@) _ S 2w + Afyfead)] (3.21)
onde
Afy(eat) = 5210 (%) / Y hwPu(%) (3.22)

Como F, é uma quantidade fisica mensurdvel, ela nao depende de p? e a densidade

partonica depende de 2, temos que;

aF y 2 6 ) 2 S 1d
2($C3 (G u2) _ 37/ Yp (g) g(z.12), (3.23)

Olnp Olnp s Y

Até o momento, consideramos no DIS apenas as contribui¢ées com um quark no estado
inicial. Porém, a densidade de quarks também depende do processo em que consideramos

glions no estado inicial. Deste modo, temos que;

Z /dy P ln<Q2> (3.24)

12

onde ¢g(y), representa a densidade de glions no préton.
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De acordo com a QCD, ao aumentarmos o valor da virtualidade Q?, observa-se que os
quarks estdo envoltos por outros partons (glions e quarks de mar). Também aumenta
a probabilidade de se encontrar um quark com uma fragao de momentum z do hédron
(préton). Isto porque os glions interagem entre si, visto que um quark que possui uma
fracao de momentum z venha a emitir glion com uma fracao de momentum y. Se nao ocor-
resse a interagao entre os glions, teriamos que a densidade de probabilidade de se observar
um quark portar uma fracao y < 1 de x seria igual a zero. A densidade de probabilidade
de observarmos um quark portando y fragdo de momentum ¢é de Pg(g) =d0(y—1) [31,32].

A partir destas defini¢oes, podemos entao determinar as equagoes DGLAP [32-34].

A evolucao de quarks em @Q? ¢é determinada pela Equacao (3.22), e podemos escrever
em termos de uma equacao que considera mudancga na densidade de quarks, ou seja,
considerando um quark obtido da emissao de um glion ou de um par quark-antiquark,
a partir de um glion com fragao de momentum y. A evolugao de quarks no préton é

determinada por

9qp(z,Q%) oy ! x. dy
TomQ? g/x Qf(y,Q2)qu(§)? (3.25)

Ao adicionarmos contribuigoes do processo vq¢ — gg no estado inicial, que esta represen-
tado na Equagao (3.24), onde consideramos neste processo que um féton e um quark no
estado inicial interagindo resultam em um quark e um glion, assim podemos escrever a
evolugao completa da densidade de quarks incluindo os dois tipos de vértices que alteram
a densidade de quarks no proéton,

0gs(@.Q%) _ o

s ! 9 T 9 T dy
el = 2 [ @Pu) + a0 @R, (3.26)

Quando consideramos a emissao de glions, seja por quarks ou de outros glions, temos
que a evolucao da distribuicao dos glions é dada por

9g(x,Q*) _ as dy

M %/z [Ef:Qf(y,Qz)qu(g) +9(y,Q2)ng(§)]? (3.27)

As equagoes (3.25), (3.26) e (3.27), sao as equagoes de evolugdo DGLAP obtidas por
[32-34]. Este conjunto de equagoes descrevem a evolugao das distribuigdo de quarks e

glions. Podemos ainda escrever estas na seguinte forma,

9 %(2,Q°%) Qs ' - Pyg(2) 2npFy(2) S(z/2,Q%)
Jln Q? ( G(2,Q?) > B 27T/x d ( Py(2)  Py(z) ) < G(x/2,Q%) ) , o (3.28)
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d glx, Q?}
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Figura 3.2 - Acima, representac3do grafica para equagao DGLAP que determina a evolugdo de quarks. Abaixo,
representacdo grafica para equacdo DGLAP que determina a evolugao de gldons.

onde X(z,Q?) é a soma da contribuigao dos quarks, e G(z,Q?) é a contribuigao dos gltions;

nf

S(r,Q%) = Z[qux,@?)mqi(x,@?)}, (3.29)
G(x,Q%) = zg(z,Q%). (3.30)

As equacoes DGLAP, ainda podem ser representadas graficamente como apresentadas na
Figura 3.2, na qual temos que a propagacao de quarks é igual a soma dos dois diagramas
indicados e o vértice de cada diagrama é representado as funcoes de desdobramento, as

fungoes P(z/y) ou P(z), ja que z = x/y.

As funcgoes de separacao (“spliting”) tem as seguintes expressoes:

e Quark emitindo quark:

451

P@?
4
4(1+ 22
Pyq(2) Urz) 26(1 — 2);
31—
e Quark emitindo glion:
Py '
g

0(2) = 52+ (01— 2%
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e Glion emitindo glion:

Pyg(2) = 6] + + (1= 2)]+ (5 = =7)o(1 = 2);

e Glion emitindo quark:

o9

B

Pyy(2) = %M

z
As fungbes P(z) estao associadas a probabilidade de um parton com quadrimomentum
yp mude para um outro parton com quadrimomentum xp, logo, com fragao z = x/y do
quadrimomentum inicial, pela emissdo de um glion ou um par quark anti-quark [24].
Existem expressoes para as fungoes P na teoria de perturbacao em ordens maiores que

nao serao estudadas neste trabalho [2].

As expressoes para as funcoes de desdobramento apresentadas sao para ordem mais baixa.
H& expressoes em ordem maior em teoria de perturbacao, que nao vamos abordar neste

trabalho. Note que ¢ utilizada a prescri¢ao “+” na definicao de P,4 para evitar divergencias

/1 dx% = /1 d:z:—f(xl) : f(l).

Podemos representar a evolucao das DGLAP em termos das varidveis x e Q? conforme na

na integral,

Figura 3.3. Os valores iniciais para as fungoes de distribuicao na evolugao da DGLAP sao
definidas em uma escala inicial Q% para valores relevantes de x. Pela figura vemos que as
equagoes evoluem as fungoes de distribuigao em @Q* de algumas condigoes iniciais em Q3

para seus valores em algum outro %, como indica as setas na Figura 3.3.

Assim, as equagoes DGLAP descrevem o comportamento da evolugao das funcgoes de
distribuicao de partons sob a influéncia da QCD. Estas equacoes somam contribuigoes do
tipo In(Q?/u?) e sao equagoes de evolugao pois, dada uma configuragao inicial das fungoes

densidade, podemos obter uma configuracao em outro valor de p?. Portanto, o nimero
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Figura 3.3 - Esquema da evoluc3o das distribuicdes partonicas descrita pela DGLAP com evoluagio em Q?

Fonte: [25]

de partons dentro de um nucleon varia com a energia deste e da resolucao com que se
prova esta quantidade. A partir de uma condicao inicial, determinada experimentalmente
ou por primeiros principios, é possivel determinar a densidade para outro valor de energia

ou de resolucao.

Contudo, para pequeno x com grande valor de Q? fixo, as contribuigoes do tipo In(1/x)
sao importantes. Estas contribuicoes sao descritas por uma equagcao de evolucao diferente,
a BFKL [35,36]. A questao de como levar em conta as diferentes contribui¢oes para a
funcao de estrutura por diferentes ressomas de logaritmos pode ser encontrada em [26].
Neste caso, as funcoes de distribuicdes partonicas a pequeno x se comportam como 9,

onde o parametro A\, vem da teoria de Regge [37].

Logo, temos as equagoes que nos permitem determinar a evolucao dos partons para uma
dada condicao inicial das funcoes de densidade. O nimero de partons dentro do nucleon
varia com a energia e a resolucao com que se prova esta quantidade. As Equacdes DGLAP
possuem solucao analitica para pequeno x. Para obter esta solucao partimos de uma
analise das fungoes P. Verifica-se que as fungdes associadas ao setor de glions Py, (z)
e P,,(z) s@o singulares para z — 0 [38]. Isto nos leva a concluir que o comportamento
da distribuicao de partons em pequeno x é determinado pela dinamica de glions. Nesta

regiao temos que o termo singular de desdobramento é

2N,
z—0 c
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onde z = z/2’. Podemos escrever a evolu¢ao da DGLAP do setor de glions para pequeno

T COmo:
J9(2,Q%) Vdx' a,N, 2’
2 _ s el M2
Dg(x,Q%) B /1 de’ 1 asN. , , ,
x—aQQ = | T x'g(2’,Q%). (3.33)

Ao integrar no momentum ao quadrado, de Q3 até @, onde Q2 introduz um corte para

baixo momentum transverso [39] para separar a contribuigdo nao perturbativa, temos que

Sendo x o logaritmo do inverso da fragdo de momentum, y = In(1/2"), de modo que

' = e™X temos

Q? 2
2g(2,Q?) = / dy’ / A7 QsNe 1ol 2, (3.35)

™

definindo T’ = In(Q?/Q2) e k? = QZe', ficamos com

2 Oéch X ! . ’o /1.2
zg(z,Q7) = — i dx i dl’x'g(z' k7). (3.36)

A solugao de (3.36) ¢ obtida facilmente ao consideramos a constante de acoplamento a

fixa. Inserindo a transformada de Mellin de zg(z,Q%) = G(x,I'), definida por

GwT) = /0 e GO, (3.37)

e considerando a inversa

GOT) = —— / ™ dwe™ Gl ), (3.38)

271

—100
é possivel escrever (3.36) como:

I A 1
— dwe"XG(w,l') = — dX / ar'——=
2me

—100

100 OésN X
/ dwe"*XG(w,I') = dw/ dx'G(w F)/ dx'e"x (3.40)
0

—100

100 N ,
/ dwe"*G(w,I') = Asile dwewX / dx'G(w,I"), (3.41)
0

—100
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sendo

aN. [F

wr Jo

G(w,I') = dl'G(w,I"), (3.42)

que é possivel ser expressa como uma equacao diferencial

dG(w,I')  asN,

= G(w,I). 3.43
dF/ WTr (w7 ) ( )
Com solucao dada por;
agNI
G(w,I') = G(w,[g)e wr . (3.44)
Substituindo na Equagao (3.38) obtemos,
1 ic0 asNeT
Gx,I') = 2—/ dweXG(w,l'y)e wr . (3.45)
T J i

Sendo a condigao inicial nao singular, em pequeno z (grande x) e grande I', usamos o
método do ponto de sela para calcular a integral (3.45). O expoente da Equacao (3.45)
pode ser escrito como,

asN,
u = wx + P

r

)

e o ponto de sela é determinado a partir da condicao de minimo,

ou

— =0 3.46
aw 9 ( )
portanto o ponto de sela w, é:
s NI
wy = | 2o (3.47)
X

onde

Flws) = W@, (3.48)

‘ & f{w) (3.49)

dw?

211 faNI\ Y
w V2 X34 ’
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o fator (27i)~! de (3.45) é cancelado com o fator (27i) dos residuos [40]. Logo, temos

1 NI\ Y | e
GOT) = Glun, To) e (0 ) T /™5 (3.50)

\3/4 T

Agora considerando que a condigao G(x, I'g) possua uma sigularidade do tipo G(x, ) =
eoX usando (3.36):

G(w,Iy) :/ dye "Xe X = , (3.51)
0

w — Wy

de modo que

1 100 1 (QSWJXJCF)
G(x,I') = —/ dwe™ e , (3.52)

21 ) o w — Wy

temos que o comportamento assintotico resultado de uma competicao das duas contri-

buigoes [39]: o pdlo w = wy leva a

<wox+“f,ﬁ;r>
G(x,I')~e , (3.53)
o ponto de sela implica que

G(y,T) ~eV ™", (3.54)

Logo, na regiao wox > /a,NI'x/m as condig¢bes iniciais determinam a solucao e o
comportamento assintético, mas para grandes virtualidades (asI' >> x), o ponto de sela
determina o comportamento assintético de zg(x, Q?). Assim, o comportamento assintético

dos glions é da forma,

o @) = VT o (12 (L (1)) 559

A DGLAP para pequeno z, ressoma termos do tipo [a, In(Q?*/Q3) In(1/x)]", e é caracte-
rizada pelo crescimento assintotico da distribuicao de glions. Neste caso temos a apro-
ximacao de duplo logaritmo dominante (double leading log approximation - DLLA), onde

ficamos apenas com a poténcia de mais alta ordem em ambos logaritmos [27],

DLLA : ¥,a In" Q" In(1/x)]" (3.56)
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O comportamento da densidade gliions a pequeno x é um problema desafiador na QCD
conforme observamos na Figura 3.4, no qual vemos um consideravel aumento de glions
com o aumento da energia ao compararmos com o aumento dos quarks. Para seguir esta

discussao precisamos conhecer as distribui¢oes partonicas.
3.3 Parametrizacoes das Distribuicoes Partonicas

A evolucao das distribuicoes partonicas em Q? é determinada através de dados experi-
mentais, usualmente por andlises globais de dados do DIS ou de outros processos. Para
fazer a andlise global [41], sao utilizados, como dito anteriormente, dados experimentais
de diversos processos (exemplo em [42,43]), junto com as equagoes de evolugao. Com
isso, se obtém um conjunto de distribuicoes partonicas universal, que melhor se ajuste
aos dados existentes [44]. Assim, estas distribui¢oes podem ser aplicadas para a predigao
dos observaveis fisicos de interesse. Para esta andlise é desenvolvido um programa que
resolva numericamente as equagoes integro-diferenciais acopladas (equagao de evolugao
linear DGLAP). Apds isso, se aplica um conjunto de dados experimentais que melhor as-
socie as distribuigoes partonicas. Em seguida, é escolhido o esquema de fatorizagao, DIS
ou M S [45] e um conjunto consistente de escalas de fatorizacao para todos os processos.
Depois disto, é especificada uma condigao inicial, os parametros sao vinculados e os dados
ajustados. Neste processo, o maior ntimero possivel de observaveis é incluido. Baseados
nesta analise global, diferentes grupos propoe distintas parametrizacoes para as fungoes

de distribuicoes partonicas.

As fungbes de distribuigao partonicas (PDFs) sdo parametrizadas na dependéncia de
x para algum valor de Q2 possivel para aplicarmos a QCD perturbativa, e utilizar as
equagoes DGLAP para estabelecer a evolugao [46]. Assim, as densidades partonicas sao
determinadas para todo = e Q* em uma dada regiao [47]. Devido a gama de possibilidades
de modos de solugao, para as equacoes de evolucao, conjuntos de dados experimentais e

diferentes ajustes, existem disponiveis varias diferentes parametrizacoes.

Na Figura 3.4, temos graficos da distribuicao de partons em funcao de z, onde sao compa-
radas distribuigoes de glions com os quarks up, down e charme para duas parametrizagoes
distintas, que incluem dados de alvo fixo para dados de funcao de estrutura. E observado
que conforme o aumento da virtualidade Q?, os glions sao dominantes em comparacao
dos quarks. Fizemos compragoes entre as distribuicoes dos quark up, quark down, quark
charme e glions, verificamos assim que a densidade de glions cresce mais rapidamente
que os quarks para pequenos valores de x. As curvas solidas mostram as distribuigoes
partonicas para a paramtrizacdo CT14 [48], e as curvas tracejadas mostram as distri-

buigoes partonicas para a paramtrizagago MHT12014 [49]. As parametrizagoes diferem
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Figura 3.4 - Distribuicio de partons para trés diferentes valores de Q? que est3o ondicados nos graficos.
As curvas sélidas sdo resultados para a parametrizacdo CT14 e as curvas tracejadas para a
MMHT12014. Conforme indicado nos graficos cada cor representa um parton.

entre si por utilizarem diferentes métodos e parametros para obter as PDFs. Assim é
possivel observarmos na Figura 3.4, que apresenta a distribui¢ao partonica por meio da
DGLAP onde vemos que a distribuicao de glions cresce de forma indefinida e mais rapida-
mente para menores valores de z e maiores energias Q. Este tipo de comportamento viola
o limite da unitariedade da secao de choque, assim para controlar este comportamento,
novos efeitos devem ser considerados, os quais serao apresentados na proxima secao deste
trabalho.

3.4 Efeitos Nao - Lineares nas distribuicoes partonicas

O crescimento da se¢ao de choque predita pela DGLAP é do tipo poténcia com a energia
(ver Equacao (3.55)). A funcao de estrutura F; tem um forte crescimento na regiao de
pequeno x e também é previsto tal crescimento no niimero de glions. Este comportamento
e sua descricao tedrica fazem com que a area total ocupada pelos glions torne-se igual,
ou até mesmo maior que a area do préton, o que levaria a violagao da unitariedade da
segdo de choque. Isto estd relacionado [50,51] com a violagdo do chamado limite de

Froissard-Martin [25] o qual diz que a se¢ao de choque total na QCD néo pode crescer
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mais rapidamente que o logaritmo ao quadrado da energia, ou seja,

Oror < In?s.

A predigao do comportamento das PDFs para altas energias é incompativel com este li-
mite. Fisicamente, nao se espera que as PDF's, e portanto as secoes de choque hadronicas,
crescam indefinidamente. Espera-se portanto, que efeitos nao lineares se tornem impor-

tantes no regime de altas energias.
3.5 Equagao Gribov-Levin-Ryskin e Mueller-Qiu

Nas equacoes DGLAP apenas sao considerados processos de emissao e isto implica no
rapido crescimento da densidade de partons. Isto ocorre ao consideramos um glion emi-
tindo outros dois glions conforme ilustrado no diagrama a esquerda da Figura 3.5, outro
processo considerado pelas DGLAP é o que esta representado no diagrama a direita da

Figura 3.5, onde vemos que um glion é emitido a partir de um quark no estado inicial.

Figura 3.5 - A esquerda, diagrama de Feynman para um gldon emitindo dois. A direita, diagrama de Feynman
para glion emitido a partir de um quark.

Devido a estes processos apresentados anteriormente nos diagramas da Figura 3.5 é que
ocorre o rapido aumento na distribuigao de glions que estd representado no diagrama da
Figura 3.6, para desacelerar este aumento devem ser considerados processos de recom-
binacao de glions, proporcionais a probabilidade de encontrar dois partons incidentes.
Por exemplo, a aniquilacao em pequeno x pode balancear a expansao das distribuigoes
partonicas. Podemos ilustrar como processos de aniquilacao irao modificar as equagoes
de evolucao. Uma modicacao das densidades partonicas é obtida pelo desdobramento do
parton incidente em dois emergentes. Dois glions se combinam em um tnico, pois com
o aumento de glions e em alguma energia, a probabilidade de recombinacao comeca a
existir que é o que chamamos de saturacao, diminuindo assim o aumento do nimero de

gliions no proéton.

Quando este processo de recombinacao é considerado, é possivel escrever uma modificacao

45



Figura 3.6 - Diagrama de Feynmann para dois glions combinando-se em um.

na Equacao da distribuicao de glions. Temos entao;

*xg(x,Q?) asN, oy

OIn(1/z)0m(Q?) —g(,Q’) QQRQ[xg(w,@)]Q, (3.57)

o termo, v = %, para N, = 3, foi determinado por Mueller e Qiu [5]. Esta proposta foi
feita primeiramente por Gribov, Levin e Ryskin [52] e logo apés tiveram contribuicoes de
Mueller e Qiu [5]. Assim, esta proposta trouxe modifica¢oes nas Equagdes de evolugao,
introduzindo um termo nao-linear [5,52] na Equacao de evolugao dos glions, constituindo-

se na chamada equacao GLR-M(Q):

W, o), (3.58)

0G(z,Q%)  OGpaLar(z, Q%)  aly /
z Y

omQ? d1ln Q2 T R2Q?
onde Gparap é a parte proveniente da Equacao DGLAP [2] e zg(2,Q%) = G(z,Q?) . O
sinal em frente ao termo nao-linear é negativo porque ele é inserido com a proposta de
diminuir a distribui¢ao de glions e R é um parametro livre e ¢ identificado como o raio
do préton. O parametro R é associado com a distribuicao espacial dos glions e pode ser
menor que o raio do proton. Assim a distribuicao de glions é dependente deste parametro.
O aumento na densidade de glions ocorre uma ou mais ordens de grandeza maior do que
o numero de quarks. O termo nao-linear na equacao resulta em um menor crescimento
da distribuicao de glions para pequeno x. Esta distribuicao ¢ independente da energia
quando esta tem valores muito grandes. Logo é prevista a saturacao de glions em regime
assisntotico para pequeno x. E possivel determinar para altas energias o regime assintético

da equacao GLR-MQ. Isto ocorre quando:

_ 16
rg(z.Q)5ar Y = WQ2R2- (3.59)

A partir da equagao GLR-MQ), é possivel estimar que a saturacao ird ocorrer, no momento

em que os termos nao-linear e linear forem idénticos. Isto serd possivel quando Q?* = Q?
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[31,39], em que

@ = e QP). (3.60)
é a chamada escala de saturagao. O regime linear é caracterizado por Q% > Q2 e o
regime nao-linear ocorre quando Q? < Q2. Isto é representado esquematicamente na
Figura 3.7, onde a curva divide a regiao cinematica em duas partes: regiao de QCD
perturbativa com evolugao linear para as densidades partonicas, descritas pelas equagoes
DGLAP e BFKL; e a regiao de dominio de saturacao, em que a densidade de partons é
grande, entretanto o acoplamento é pequeno (o, (Q?) << 1). Na figura também é possivel
identificar o comportamento da densidade partonica descrita pelas equagoes DGLAP e
GLR-MQ, onde a DGLAP evolui em (Q? e aumenta o ntimero de partons, e a equacao

GLR-~-MQ se encontra na curva que limita o regime linear do nao-linear, ou seja a equagao

prediz a ocorréncia da saturacao.

In(1/x)

BFKL

Figura 3.7 - Esquema que representa a escala de saturacdo e apresenta e evolugdo partdnica em regime linear
e n3o-linear

Fonte: adaptada de [31]

3.6 Conclusao

Estudamos neste capitulo, as propriedades do proton e sua estrutura de acordo com a
QCD, e vimos que o DIS é o processo que descreve suas caracteristicas. As equacgoes

DGLAP determinam a evolucao da densidade de péartons, sendo que, para pequenos va-
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lores de x, o comportamento das distribuicoes partonicas é determinado pela dinamica
gluonica, e que para desacelerar o aumento indefinido de glions, devemos considerar
a recombinacao destes. Para isto, é introdizido um termo nao-linear na equacao para
a distribui¢ao de glions, a equagao GLR-MQ que propoe que ocorra a saturacao. No

proximo capitulo, apresentamos solugoes para estas equacgoes.
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4 Solugoes para Equagoes de Evolucoes Partonicas

No capitulo anterior apresentamos as equacoes lineares e nao-lineares que fornecem a
evolugao das distribuigoes partonicas. No presente capitulo vamos apresentar resultados

obtidos neste trabalho de mestrado para solugoes destas equagoes.

As equacoes de evolucao sao matematicamente equacoes integro-diferenciais. As equagoes
DGLAP podem ser solucionadas, dada uma condigao inicial, usando alguma trans-
formagao integral ou algum método numérico. Em [53] encontra-se uma comparagao entre
alguns métodos numéricos de solucao da equacao DGLAP. Entretanto, existem dificulda-
des na inversao destas transformadas, bem como em pressupostos na forma funcional da

solugao na regiao cinematica de interesse.

Outra forma de solucao bastante popular é o conjunto de rotinas QCDNUM [6], que é um
programa que resolve numericamente as equacoes DGLAP em z e Q2. Estas sao usadas
em conjunto com as conhecidas parametrizagoes das distribuicoes partonicas, agrupadas
em uma interface computacional comum denominada LHAPDF [7], para calcular a dis-
tribuicao de glions. Estes estudos usam a solucao das equacoes de evolucao juntamente
com um conjunto definido dos dados experimentais disponiveis para obter um conjunto

de valores, obtido por ajuste aos dados para as PDFs.
4.1 Solugao para Distribuicao de Glions via ansatz

Como dito anteriormente, as equacoes que determinam a evolugao da distribuicao dos
glions podem ser solucionadas, por alguma transformacao matematica ou ainda por
método numérico. Como proposta de solucao para a equacao que determina a distri-
buigao de glions G(z,Q?) = zg(z,Q?) foi sugerido um ansatz para a solugao da equagio
DGLAP.

Este ansatz é dado por G(z,Q%) = H(Q?)x*vz% [11,54,55], onde =% é obtido através
das equacoes BFKL [36, 56|, e pela teoria de Regge, A\, = 0,5 [26].

A grandes energias, a contribuicao dos quarks é pequena e pode ser desprezada. Assim,

a equacao DGLAP fica da seguinte forma, ja colocando o termo de desdobramento e
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calculando as integrais,

T 0G(x,Q*) (11
30,(Q?) omQ® (12 1_5'7)> G (.Q")

N /;dz [zGD 1/2,Q%) = Go(2.Q%)

1—2
+ ( 1—2

asé(éf) { (2,Q2) [ (33 — 2N;) + 121n(1 — x)] } (4.1)

vz [ Laeen 2o 2o ()]

+ 1290/ g[G(z,QQ)—G(%QZH

) Gz @) =

0G(z,Q?)
0ln ()2

z—x
onde a constante de acoplamento em ordem de um laco é
47
(@) = —— o (4.2)
BoIn(z)
11 4
= —N,— =Ny. 4.3
Bo 5 3V (4.3)

Substituindo o ansatz escrevemos uma equacao para Hp, onde o indice D significa que

estamos solucionando a equacao DGLAP,

L dHD(@) _ 30.(Q) (11 N,
dln@Q? T <

[ (2@

1—=2
" /xldz<z(1—z)

Ly, AHp(QY) 3 dr { (11 N;

dn@Q® 7/ QA [\12718 Hn(l_x)) HD(QQ)I_AQ} 4

/xldz [%+ (z(l—z)%—(lgz))z)‘g].

Z) Z*/\gH—D(QQ)xf)\g =

X
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Fazendo simplificacoes chegamos em:

dHp(Q*)

gz (%)’ (4:5)
Hp(Q?) = Ho(an—z)”“ ] (4.6)

dada a condigao inicial Hy = H(Q3), com

1
7(x) = z {(E_le—g+ln(1—x))+/ %—i—(z(l—z)—Fl;Z)z)‘dz}.

(4.7)
Considerando a Equacao 4.6 e a condigao inicial dada temos que,
2
Ho = Hp(Q5)(In-5)™", (4.8)
assim obtemos a seguinte expressao,
ln(QQ/AQ) 71()
Hp(Q*) = Hp(Q}) | — =575 4.
Escrevendo a expressao final para a distribuicao de glions,
In(Q?/A%)]7
Gp(z,Q%) = G(z,Q3 { . 4.10
D( ) ( 0) (QO/A2) ( )

Portanto, a Equacgao 4.10 é a solugao da equacao DGLAP para a distribuicao de glions

via ansatz.

Considerando a equacao GLR-MQ para efeitos nao-lineares, e substituindo o mesmo an-

satz na equacao que utilizamos para solucionar a DGLAP, temos,

H(Q?) 1 1672

dH(Q?) _
m(Q?/A%) ~ "R2Q? B2 m*(Q2/A?)

In(@?)

1
= (x) x_’\gHQ(Cf)/ dzz**71 (4.11)

fazemos a seguinte mudanga de variaveis, ¢t = In(Q*/A?) e com isto obtemos,

dH(t) H(t) 1 167% _ ! _
RPTE 7 (x) ey e 5§t2x )‘-"H2(t)/x dzz?r 1t (4.12)
reescrevemos Como,
dH(t H(t 1
dt( ) = () t( ) — ’}/Q(I’)ﬁHz(t). (4.13)
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onde

1 16 _, [ _
Y2() = e 7 x A/x dzz?1, (4.14)

A equagao acima é uma equagao diferencial de primeira ordem de Bernoulli [57] sendo
P(t)y= H(t)/t e Q(t) = e t/t?, com P e @ continuas, exceto em t = 0. Assim temos que

solugao é dada por

tn
H(t) = , 4.15
Q Hy — 7l'(y1 — 1,t) (4.15)
onde a fungao gama incompleta superior é dada por
[(a,t) = / dzz""te " (4.16)
t
Resolvendo a equacao diferencial e aplicando as propriedades para funcao gama,
dH ’yltvl_l _ dF(% —1 t)
— = t"(=1)(Hy — 7l (y1 — 1,t)) ? (=) ———=,  (4.17
dt HO _ ,}/211(71 _ 1,t) + ( )( 0 Y2 (71 ) )) ( 72) dt ) ( )
mas,
dl'(a,t) d [~ -1, - -1 -t
= —— dzz f=—tt . 4.18
7 7 |, 22 "e e (4.18)
Aplicando a condi¢ao inicial: Q* = QF e t = ty:
tg"
H(ty) = , 4.19
(fo) Hy — 72I'(m1 — 1,to) (4.19)
assim,
78
Hy, = ['(y1 — 1,tg). 4.20
0 H(to) + 7l (71 — 1,to) (4.20)
Portanto,

H(t) = H{(to)m (4.21)

) () H (o) [N (2) — 1,t) = D(m(x) — 1,t)]

Assim, chegamos que a distribuicao de glions pode ser dada por:

2

G(2,Q%) =z H(In( (4.22)

<)

4.2 Solugao Para as Equagoes de Evolucgao via Transformada de Laplace

Nesta secao, encontramos as solugoes para as equacoes DGLAP e GLR-MQ via transfor-
mada de Laplace, devido a este método ser considerado intuitivamente mais claro e mais

eficaz numericamente [58,59]. Foram utilizadas as transformadas necessdrias para obter
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resultados mais precisos.

Comecamos novamente com a equagao DGLAP,

W)~ 2 (oway (zm-mrena-0)) e

+ 12x/1 d—jG(z,QQ) E —9+ T <£>2} :

z

1
2 2 ?
+ 120 [ D660 - G
Considerando as seguintes mudancas de variaveis,
1 _ _
v=In—-r=e¢"=dr=—e"dv
x
1
w=lh-<ez=e¢"=dz=—e “dw
z
z=zr—w=In—=v
x
G(2,Q%) — g(v,Q?),
encontramos a seguinte expressao:
4 dg(v, Q?) 33 — 2Ny 9 _ 9
= — 12In(1 —e™” 4.24
0.(Q?) 9In@? 3 @)+ 12In(1 —e)g(v,Q) (4.24)
v 1
+ 12/ dw(g(w,Q*) — 9(U7Q2))W +12In(1 — e ")g(v,Q*)
0 _

+ 12/ dwg(w7Q2)[1 - 267(U7w) + 672(’0710) — efg(v*w)]'
0

Vamos fazer algumas manipulacoes no segundo e terceiro termo do lado direito da equacao

anterior,
1

erv —1

I'=h(z)In(l —e™®) + /Ow dy[h(y) — h(x)] (4.25)

Fazemos a seguinte mudanca de varidaveis, z = e ¥Y;y = x — Inz. Assim temos que,
dy = —dz/zonde, y =0 — z=e" ey =x —€ — z = e. Assim, resolvemos a integral

por partes e encontramos,

dh(y)
dy '

I :/ dyln(l — e =) (4.26)
0
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e assim reescrevermos a Equacao (4.24) da seguinte forma:

i 9g(v,Q*)  33—2N;
a,(Q?) 0lnQ> 3

+ 12/ dwg(w,QQ)[l — 267(1)71”) + 6*2(1)*117) _ 673(v7w)]
0

9(v.Q%) + 12 /0 dwn(1 — e@w))%f?)(mn

Agora aplicamos a transformada de Laplace (ver apéndice A) [60] na equagao acima.

3(s,Q%) = L[G(v,Q%); 5] = /000 dve™*"G(v, Q%). (4.28)

Através desta transformada e pelas propriedades da derivada e o teorema da convolugao

[61] encontramos;

ajgz) %gff{ 522 )) _ 33 —32Nf 3(5,0%) + 12LIn(1 — e *); 8L {% } (4.29)

- 125(s,QY)L[1 — 2 4 e — e 4]

Ao aplicarmos a definicao da transformada de Laplace e pela propriedade da transformada

da derivada, temos que a equacgao anterior pode ser reescrita da seguinte forma;

4 q 2 — 2N
T 099(s,Q%) _ 33 ! (4.30)
as(Q?) 0lnQ? 3
1 2 1 1 . 2
12 g_s+1+s+2_s+3_w<s+1)_w 57

A partir das propriedades da derivada e o teorema da convolugao [57,61], obtemos a

seguinte expressao;

03(s.Q%) _ as(@®)

. —  dr (5)3(s,Q%). (4.31)
onde ®(s) é definido por;
33 — 2N 1 2 1 1
o)== +12 s 531 T sr2 sy3 YeFDoom (432

Aplicamos a mesma mudanca de variaveis da DGLAP utilizada na segao anterior,

In(Q?)
t= 5~ & In(Q*) = Adept (4.33)
QCD
Em ordem dominante temos que ay(t) = %, e portanto, % = 1. Se §(s5,Q%) — g(s,t),
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entao chegamos a seguinte equacao diferencial

t
%9 _ g)g(s.t). (4.34)
ot
A solucao e dada por,
91 _ g (s)at. (4.35)
g(s;t)
que resolvendo chegamos em,
g(s,t) = ke, (4.36)

Consideramos a seguinte condigao inicial para Q2 — to : g(s,tg) = go(s), ao aplicarmos

esta condicao, solucionamos a equagao, chegando em;

9(s,t) = go(s) exp[(s)(t — to)]. (4.37)

Onde a Equagao (4.37), é o resultado que fornece a distribuicao de glions via transformada

de Laplace com solucao para a DGLAP.

Para voltarmos a fungao original usamos

Q2 7 ®()/fo
3(5.@%) = 3(5.Q3) [hf;g]

A2

e aplicamos a transformada de Laplace inversa [61],

InQ? 2(s)/Bo
£ (s, Q0] = £ gw@{%} | = g0.02). (438)

2
0
A2

A equacao analitica acima é uma forma de escrever a distribuicao de glions, aplicando
a tranformada inversa. A seguir, apresentaremos a solu¢ao para a equacao GLR-MQ.
Agora vamos usar o mesmo método para a solugao da equacao GLR-MQ. Comegando

com a equagao,

0G(z,Q?%  0Gp(x,Q? a? Ldy
( 2 ) - o 2 = 2 72/ —G*(y,Q%). (4.39)
JlnQ 0lnQ R2Q? /,
Fazendo a mesma transformada de variaveis x = e™", o termo nao-linear, fica;
! dy o 2 ! 2 2
T 0
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Apo6s fazer esta troca de variaveis, obtemos;

@g(vaz) o agD(anQ) . 043’7
oln(Q*)  9ln(Q?)  R*Q?

/ dwg?(w,Q?). (4.41)
0
Tomando a Transformada de Laplace, obtemos

03(0.@%) _ 03n(0Q)  aHQ [ [Ty o
0ln(Q?)  J0In(Q?) R2()? L {/O dwg(w,Q); ] (4.42)

No limite da saturacao em pequeno x vamos considerar a mesma aproximacao empregada
por [10,62]

L {/0” dng(w,QQ); 8} -~ §§2(3,Q2), (4.43)
Logo, temos que;
95(s,Q2 (02 i 20?7 1.
aﬁfj(gg)) =2 iff )<I>(s)9(s,Q2) - R(%g”ggz(s@?). (4.44)

Assim obtemos,

9(5,Q3)In F5]~ )/

~ 2
Q) = W@/ o) + 5.0 (445
1
7 (32 = 1m(Q2/A2)) = 7 (22 — 1.n(Q3/A?) )|
Fazendo a mudancga de variaveis;
Q2
t=In : (4.46)
(AzCD
Considerando (4.2) e (4.3) temos;
g(s,t) 1 1,
= 9 —Q(s)— 4.4
S = o (s)alsd) — s) 5o, (147
onde,
v 1672 1 1
Qs) =+ — (4.48
(5) R? B Aiops )
A solucao é dada por;
D(s)
g(s,t) = /o (4.49)

go — Qs)T (% - 1,t>
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. P .
Definimos, A(s) = %, assim reescremos;

sendo, P(s,t) = %gi) e Q(s,t) = St(;), temos uma equagao do tipo Bernoulli [57] com P e

() continuas, exceto em t = 0; assim temos;

1 dg(s,t A 1 Q
g> dt t g(st) ett?
Efetuamos a mudanca de varidveis: U(s,t) = g(; 5
dUC(lf’t) = —g%%, entao,
dU (s,t) A(s) Q(s)
_ S = — 4.52
dt t U(‘S?t) 6tt2 Y ( 5 )
e encontramos a seguinte expressao;
dU(s,t)  A(s) ~ Q(s)
(88) | Ay gy - 2e) (453)

que é uma equacao diferencial ordinaria, com solucao via fator integrante, dada por;

w(t) = exp (/ dt@) = exp(A(s) In(t)) = 1), (4.54)

Multiplicamos as duas ultimas equagoes,

au A(s) Q(s)
A YA A A 2ES)
t p +t . U=t ey (4.55)
mas d aU
E[tAU] = tAE + Ut A, (4.56)

apoés fazermos a integracao, obtemos a seguinte expressao;
tAU (s,t) — t8U (s,te) = Q(s)7(A — 1,t) — Q(s)y(A — 1,to), (4.57)

sendo a fun¢do gama incompleta inferior v(a,t) dada por uma expressao semelhante a

Equacao 4.16;
t
~(a,t) :/ dzz""te . (4.58)
0
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Voltando com a transformacao de fungoes;

t4 t4
g(st) g(s,to)Q(s)h(A = 1t) = (A= Li)]; (4.59)

e assim, chegamos em;

g<87t0)t_A(S)
g(st) = —

e . (4.60)
to " +Q(s)g(s,to) [V(A(s) — Lt) = v(A(s) — Lito)]

Sendo que a Equacao (4.60), é o resultado obtido para a solugao da equagao GLR-MQ da

distribuicao de glions via transformada de Laplace.
4.3 Conclusao

Neste capitulo, solucionamos analiticamente as equacgoes de evolugcao DGLAP e GLR-
MQ por dois métodos diferentes. Apresentamos resultados para solugoes por ansatz, e
via transformada de Laplace. Estas solugoes analiticas levam a resultados que podem ser

obtidos através de cédigo computacional, que serao apresentados no préximo capitulo.
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5 Resultados

Neste capitulo, sao apresentados os resultados para a distribuicao de glions, levando
em consideracao diferentes parametros, que so comparados com resultados das parame-

trizacoes das distribuicoes partonicas.
5.1 Resultados para solugao via ansatz

A partir dos célculos do capitulo anterior, foi desenvolvido um cédigo numérico para obter
a distribuigao de glions. Utilizamos a solu¢ao proposta obtida na segao (5.2) do capitulo
4 e variamos Q? entre 2 e 20 GeV?, para cada valor proposto de x. Por estarmos tratando
de solucao para uma equacao diferencial é preciso escolher uma condigao inicial. Optamos
para fins de comparacao com os resultados das parametrizagoes, tomar o mesmo valor uti-
lizado por elas de Q2. Os calculos foram realizados através da linguagem de programacao
Fortran 90. Foram escolhidos diferentes valores para = e R, e mantivemos A, com valor
fixo igual a 0,5. De acordo com a teoria, as fungoes de distribuicoes partonicas a pequeno x
se comportam como z =9, onde )\, é a intersegao da trajetéria do Pomeron. Foram realiza-
das comparagoes entre quatro modelos de parametrizacao (CTEQ6, MMHT2014, CT14,
HERAPDF15) [48,49,63] e os resultados obtidos [11]. Os resultados estdo apresentados
nas Figuras 5.1, 5.2, 5.3. As curvas sélidas sao dados das parametrizacoes que mostram a
distribuigao de gliions a partir de solugoes para a equacao DGLAP e as curvas tracejadas
mostram os resultados para a distribuicao de glions a partir da solucao da equacao de
evolucao GLR-MQ.

Como as parametrizagoes lineares e a solucao proposta é para a evolugao nao-linear re-
presentada pela equagao GLR-MQ), observamos nos resultados que ocorre o efeito de sa-
turacao, ja que as curvas mostram um comportamento em que a distribuicao de glions é
menor que a das parametrizagoes, o que é o proposto para corrigir o efeito da dominancia
gluonica. Assim, das curvas para a solucao analitica proposta é possivel observar que
houve a diminuicao do crescimento indefinido de glions, comparadas com as curvas das
distribuicoes dadas pelas parametrizacoes, o que se é esperado teoricamente, logo os re-
sultados mostram que ocorre a saturacao. E possivel verificar através dos graficos, que
a funcao de distribuicio de glions cresce com o aumento de Q?, o que estd conforme
o previsto pela QCD em regime perturbativo. Outro ponto para observarmos é que ao
variarmos R nao se observa mudancas significativas para a distribuicao de glions tanto
para o regime linear, quanto para o nao-linear. O esperado era observar uma mudanca na
distribuicao ao variarmos R, sendo que ao termos valores maiores de R e menores de z,
a distribuicao deveria apresentar um crescimento maior, porém isto nao foi obtido. Logo,

vemos que para esta abordagem a solucao utilizada nao obteve o resultado esperado.
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5.2 Resultados para diferentes valores de )\,

Vimos que a distribuicao de glions a pequeno z, pode ser dada como zg(z,Q?) ~ z~.
A varidvel A, é dada pela seguinte expressao:
4N g 1n 2
Ag = ——, (5.1)
T

relac@o obtida a partir da solugdo BFKL [26]. Observamos que A, depende da constante
de acoplamento a,. Pela equagao (4.2) é possivel verificar uma dependéncia em Q*. Para
levarmos e conta tal dependéncia de A, em @2, escolhemos quatro valores arbitrérios para a
virtualidade, Q% = 20 GeV?, 100 GeV?2, 200 GeV? e 350 GeV2. Com isso obtemos diferentes
valores de ay, o que nos forneceu quatro distintos A,. Estes célculos foram realizados
através de cédigo computacional, onde inserimos as referentes equacgoes para as variaveis
de interesse. Foram gerados graficos para observar o comportamento da distribuigao de
glions ao realizamos estas variagoes e solucionamos a equagao nao-linear para diferentes
Ay Fixamos Q% e )\, para gerar os resultados, variamos os valores de z entre 107¢ até 10~

e comparamos com as PDFs. Os resultados encontrados, sao apresentados nas Figuras 5.4
e 95.95.

Ao aumentar o valor da virtualidade @* o valor de A\, diminui, e isto é esperado matema-
ticamente devido as expressoes que determinam esta constante. Ao aumentar z, é visto
que diminui a densidade de gliions, porém as curvas tracejadas que representam solugoes
apenas para a equacao DGLAP, apresentam um crescimento muito maior que as curvas
que incluem o termo nao-linear (eq. GLR-MQ), visto assim que este termo realmente
desacelera o aumento de glions, isto indica que ocorre a saturacao. As curvas entre si
diferem, pelo fato de as parametrizagoes utilizarem parametros e solugoes distintas da
DGLAP. E possivel observar, que a funcao de distribui¢ao de glions é mais sensivel a A\,
do que a R que abordamos na secao anterior. Neste caso onde consideramos diferentes

valores de )4, a solucao e os resultados estao de acordo com o que ¢é previsto pela teoria.

5.3 Resultados para solugao da equacao DGLAP via Transformada de La-

place

A partir dos resultados analiticos apresentados no capitulo 4, foi desenvolvido um cédigo
numérico para solucionar a DGLAP em ordem dominante com variacio em Q? e x fixo . Foi
realizada uma comparagao dos resultados obtidos com a parametrizagao MSTW2008 [64].

Consideramos uma condigao inicial geral para Q% = 1 GeV? dada por [44]:

2g(,Q5) = Agr® (1 — 2)™ (1 + €gv/x + 7). (5:2)
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Empregando esta condigao inicial, consideramos diferentes valores para seus parametros,
que diferem entre si do seguinte modo: a condi¢ao 1, onde tomamos as condig¢oes iniciais

da prépria parametrizagao MSTW2008 [44], onde os parametros tem os seguintes valores,
A, =0.0012216, 4, = —0,83657,n, = 2,3882, ¢, = —38,997, v, = 1445,5;

e a condicao 2, usada no formalismo de dipolos [65,66], com os parametros tem os seguintes
valores,
Ag = ]"]‘8759 = _07117779 = 5767 €g = 0779 =0.

Para gerar os graficos e poder analisar a diferenga do comportamento das distribuigoes de
glions, utilizamos estas duas diferentes condigoes. Além disso, para o céalculo da inversa
da transformada de Laplace numericamente, utilizamos uma rotina para a linguagem

Fortran [67]. Os resultados estao apresentados nas Figuras (5.6) (5.7).

Os resultados mostram que ao irmos para um regime de z cada vez menor, maior é o
valor de G(z,Q?). Este tipo de comportamento é esperado e foi observado nos resultados
anteriores. Observamos uma clara diferenca entre as curvas das solucoes numeéricas ao
mudarmos as condicoes iniciais. Também percebemos que as solucoes via transformada
de Laplace apresentam valores menores para G(z,Q?), que a solugao de MSTW2008. Neste
contexto é possivel concluir, que este modo de solugao para a equagao de evolugao DGLAP
é favoravel para diminuir o efeito do dominio de glions. Fica evidente que a condicao 2 teve
um efeito muito melhor para desacelerar o aumento indefinido de glions do que a condigao
1, onde observamos por meio das curvas que para a condicao 2, é como se houvesse
ocorrido a saturagao mesmo nao havendo sido incluido o termo da equacao GLR-MQ para
a distribuicaoo de glions, o que os mostra ser esta uma otima alternativa para solucionar
o problema da dominancia de glions. Com isso, a solugao via transformada de Laplace
mostrou ser um método eficaz para solucionar a equagao DGLAP comparando com a
parametrizacao e os resultados das parametrizagoes dos resultados anteriores. Espera-se
que ao considerarmos os efeitos nao-lineares, os resultados sejam ainda mais satisfatorios,
no sentido de que ao levarmos em conta a saturacao e com o método de solucao proposto
via transformada de Laplace, a distribuicao de glions apresente um aumento ainda menos

significativo .
5.4 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos para a funcao de distribuicao de glions
G(x,Q?) utilizando diferentes métodos para gerar os gréaficos, e distintos tipos de solugoes

para as equagoes de evolugao. Foram feitas comparagoes entre nosso método de solugao
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com solugoes ja existentes das parametrizacoes das PDFs. No préximo capitulo apresen-

taremos as conclusoes gerais deste trabalho de mestrado.
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Figura 5.1 - Acima, o gréfico para resultado da distribuicio de gliions em funcdo da virtualidade Q2, onde
z=10"% A\, =0,5 e R=2GeV~!. Abaixo, idem com z = 1074, A\, =0,5e R =5,0GeV L.
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Figura 5.2 - Acima, o grafico para resultado da distribuicio de gliions em funcdo da virtualidade Q2, onde
z=10"% X, =0,5 e R=2GeV~!. Abaixo, idem com z = 1075, \;, =0,5e R =5,0GeV 1.
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Figura 5.3 - Acima, o grafico para resultado da distribuicio de gliions em funcdo da virtualidade Q?, onde
z=10"% X, =0,5e R=2GeV~!. Abaixo, idem com z = 107%, A\, =0,5e R =5,0GeV 1.
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Q'=20GeV’; A =0.634
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Figura 5.4 - Graficos da distribuicdo de gliions em fungdo de z, com valores para A\, e Q? fixos. Acima,
Q? = 20 GeV? e abaixo Q% = 100 GeV?2. Nos resultados, as curvas tracejadas sio solucdes das
parametrizagGes indicadas, da equacgdo de evolugdo linear DGLAP. As curvas sélidas, sdo solugoes
analiticas para a equacdo de evolu¢do n3o-linear GLR-MQ.
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Q=200 GV, A= 0464
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Figura 5.5 - Gréficos da distribuicdo de gliions em fungdo de z, com valores para A, e Q? fixos. Acima,
Q? = 200 GeV? e abaixo Q? = 350 GeV2. Nos resultados, as curvas tracejadas s3o solucdes das
parametrizagGes indicadas, da equacgdo de evolugdo linear DGLAP. As curvas sélidas, sdo solugoes
analiticas para a equacdo de evolu¢do n3o-linear GLR-MQ.
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Figura 5.6 - Graficos para distribuicdo de gldons em fung3o de 2, via transformada de laplace (linhas sélidas)
comparadas com a parametrizagdo MSTW2008 (linha tracejada). Para as solu¢des numéricas,
foram considerados dois conjuntos de condi¢des inicias, onde a condi¢do 1, sdo as condi¢cdes de
MSTW2008, e a condicdo 2, sdo as condi¢cdes consideradas de dipolos. Acima, x = 103, Abaixo,

x =104
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Figura 5.7 - Graficos para distribuicdo de glions em fungdo de 2, via transformada de laplace (linhas sélidas)
comparadas com a parametrizacio MSTW2008 (linha tracejadda). Para as solu¢des numéricas,
foram considerados dois conjuntos de condi¢des inicias, onde a condi¢do 1, s3o as condi¢des de
MSTW?2008, e a condicdo 2, sdo as condicdes consideradas de dipolos. Acima, 2 = 107°. Abaixo,
x=10"°

69






6 Conclusoes

Este capitulo traz as conclusoes que chegamos do trabalho e algumas perspectivas para

possiveis trabalhos futuros.

Estudamos neste trabalho de dissertagao, no capitulo 2 o modelo padrao da fisica de

particulas e a teoria que estuda as interagoes fortes, a QCD com suas propriedades.

A estrutura do préton foi estudada no capitulo 3, onde também descrevemos o processo
mais simples que permite sondar o préton, o DIS. Descrevemos o comportamento de seus
constituintes ao considerarmos um regime de altas energias e estudamos o comportamento

da secao de choque e funcao de estrutura.

A evolucao das densidades partonicas é descrita pelas equagoes DGLAP [2] preditas pela
QCD perturbativa. Estas equagoes prevéem um crescimento indefinido da funcao de distri-
buicao de glions em altas energias, e este efeito pode ser corrigo por um termo nao-linear,
que é dado pela equacao GLR-MQ [5,52]. Isto é necessario, devido aos glions serem domi-
nantes na regiao cinematica de pequeno x. Para chegarmos na equacao GLR-MQ devemos
considerar a recombinacao dos glions, o que leva ao efeito de saturacao. Estes assuntos

foram abordados no capitulo 3.

A equacao DGLAP possui solucao analitica para pequeno x, esta solucao estd apresen-
tada no capitulo 3. No capitulo 4, empregamos propostas de solucoes para as equacoes de
evolugao [8,11,68] e a partir destas propostas desenvolvemos solugoes analiticas apresenta-
mos os resultados para a distribuicao de glions analiticamente. Desenvolvemos métodos
numéricos e mostramos os resultados por meio de graficos no capitulo 5 para a distri-
buicao de glions para pequeno x, comparando com predigoes tedricas das parametrizagoes.
Através das curvas obtidas, concluimos que a solugao proposta é satisfatoria ao observar-
mos que ocorreu a redugao na dominancia de glions. Neste mesmo capitulo 5, temos
resultados ao considerarmos valores distindos para Ay, ao solucionarmos a equacao nao-
linear GLR-MQ e observamos que o comportamento da fungao de distribuicao de glions é
sensivel a estas variagdes e que ao aumentarmos %, A, diminui, visto que este parametro
é dependente da contante de acplamento forte a,(Q?) o que estd de acordo com a previsao
tedrica. Ainda verificamos que ao irmos para um regime de valores Q? maiores, A\, diminui
em uma escala menor, ou seja seu valor permanece quase o mesmo. Apds isso, apresen-
tamos os resultados para a solucao da equacao DGLAP por meio da transformada de
Laplace considerando uma condicao inicial, onde ao variarmos parametros desta condicao
obtivemos duas condigoes iniciais. Ao empregarmos estas condigdes e uma rotina numeérica

para calculo da inversa da tranformada de Laplace, obtivemos os resultados apresentados.
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Estes resultados nos permitem verificar o comportamento da funcao de distribuicao dos
glions, e qual a condicao que oferece melhores resultados para desacelerar o aumento in-
definido da densidade de glions. Verificamos também uma forte dependéncia da condicao
inicial, vendo que a condicao 2 mostrou uma reducao do crescimento de gliions muito
maior do que a condicao 1. Outra conclusao que foi possivel chegar por meio dos graficos
é de que, por meio da transformada de Laplace ocorreu a reducao da distribuicao de
glions de forma muito significativa mesmo sem a contribui¢cao do termo nao-linear que

corresponde a equacao GLR-MQ.

Como perspectivas de trabalhos futuros, temos o desenvolvimento do cédigo numérico para
a solugao da equagao GLR-MQ), via transformada de laplace, e buscar outras alternativas,
para solucionar as equacoes de evolugao, bem como pesquisar e aplicar outros tipos de

abordagens para os métodos utilizados neste trabalho.
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A TRANSFORMADA DE LAPLACE
Neste apéndice, vamos descrever a Transformada de Laplace e suas propriedades [57,60].

Sendo uma fungao f(¢) definida para ¢ > 0, assim a integral imprépria

/0 T K (st f()r, (A.1)

sera definida pelo limite,
b

lim [ K(s,t)f(t)dt. (A.2)

Considerando que este limite existe, podemos dizer que a integral existe ou converge.

Logo, se o limite nao existir, a integral também nao existe, ou é divergente. O limite nesta

£

situacao, apenas existird para certos valores da varidvel s. E definida, K (s,t) = e~ e isto

nos concede uma transformada integral importante.
A.1 DEFINICAO

Seja uma fungao f(t) definida na regiao 0 < ¢t < oo, com t e f(t) reais, entao a fungao

F(s), é definida pela integral de laplace,

F(s) = /0 T et (A.3)

onde s é complexo. Sendo esta F'(s) a Transformada de Laplace.
.. Definindo: F(s) = L{f(t)}.

A.2 TRANSFORMADA INVERSA

A transformada de Laplace, faz com que uma fungao f(t), se torne uma funcao F(s).
Quando o problema é o oposto, ou seja, temos uma F(s), e queremos encontrar f(t), sendo
a F(s) a transformada de Laplace, denomina-se que a fungao f(t), é a Transformada de

Laplace Inversa de F(s).

.. Definindo: f(t) = L7 F(s)}.

A transformada inversa, é linear, onde, para constantes « e 3, temos;
L7HaF(s) + BG(s)} = aLTHF(s)} + BLTHG(5)}, (A4)

onde F' e GG, sao as transformadas de funcoes f e g.
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A.3 PROPRIEDADES

Apresentaremos a seguir, algumas daas principais propriedades e teoremas da transfor-

mada de Laplace.

e Teorema da existéncia: Seja f(t), uma fungao continua por pedagos para 0 < t < oo e

¢ exponencial de ordem oy, temos a seguinte integral;

F(s) = L{f(1)} = / e f(t)dt, (A5)
converge para, Reoy < s.

e Funcao escada:

sendo a transformada de Laplace dada,

LIS()} = /0 et = 1/, (A.6)

e Translacao: Seja uma fungao f(¢) ”truncada”pela multiplacagdo por S(t), e a fungao
resultante f(¢)S(t) é deslocada para a direita de uma distancia a, entao a transformada

de laplace é multiplicada por e~ . Assim,

L{f(t—a)S(t—a)} = e L{f(1)S(t)}(a > 0) (A7)

at

e Amortecimento: Sendo a fungao f(t) "amortecida’pelo fator e~ a transformada de

laplace sera deslocada para a esquerda, em relacao a s. Logo,

L{e ™ f(t)}F(s+ a). (A.8)

e Derivagao: Esta propriedade, relaciona L£{f(t)} e L{f'(t)}, supondo que f(t) seja

continua e integre a integral de laplace por partes, chegamos que;

L{f(1)} = sL{f (1)} — f(0) (A.9)

e Teorema da Convolucao: Sendo as funcoes f e g, continuas e com ordem exponencial «

4



e (3, entao;
LL(f = g)} = F(s)G(s), (A.10)

e sua inversa;

LTHE(s)G(s)} = f*yg (A.11)
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