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Resumo

Os efeitos combinados da frustracado magnética e interagao de pareamento tipo BCS sao
estudados nesta dissertacao. Para tal analise, o modelo fermionico frustrado J; — Jo com
interacao de pareamento foi adotado. Este modelo consiste em um modelo fermionico
S = 1/2 de Ising, contendo interagoes de troca de curto alcance, sendo elas de primeiros (.J;)
e segundos (.J3) vizinhos, apresentando em sequéncia assinaturas de frustragdo magnética.
Em adicional, um termo de pareamento tipo BCS entre primeiros vizinhos ¢ incorporado
ao modelo. O modelo é resolvido através da teoria de campo médio em clusters e pelo
método variacional, onde um cluster 2 x 2 é adotado para solugao. A metodologia para
obtencao dos resultados constituiu-se no emprego do método de bits para obtencao dos
microestados e no método de diagonalizacao exata. Primeiramente, foram analisadas as
diferencas do modelo J; — J5 classico e fermionico sem pareamento BCS, a fim de testar a
metodologia empregada. Como resultado, foram observadas mudancgas na criticalidade do
modelo, em funcao do aumento do espaco de fase, uma vez que no formalismo fermionico,
estados nao magnéticos sao incluidos. Posteriormente, o modelo ¢ analisado com a presenca
de cluster com interacao BCS local, mediado pela variavel g. Adicionalmente, um diagrama
de fases Jo/J; por T'/J; para diferentes valores de g/J; e o comportamento das correlagoes
de spin foram obtidos. Estes resultados mostraram uma forte dependéncia da regiao
de maior frustragao (J>/J; — 0,5) com o termo de pareamento BCS. Basicamente,
foram observados pontos tricriticos, um ponto triplo e o aparecimento de uma fase nao
magnética no estado fundamental. Por fim, o modelo com pareamento BCS aplicado em
todo o sistema foi analisado; neste contexto, houve o surgimento de novos parametros de
ordem que permitiram o mapeamento de uma fase de pares. O principal resultado obtido
foi um diagrama de fases tridimensional, dado em fungao de Jy/Jy, g/J; e T/J;. Este
resultado mostrou o aparecimento de quatro fases: paramagnética, antiferromagnética,
super antiferromagnética e pares. Além disso, o estado nao magnético, observado nos
resultados do modelo com formagao de pares local no cluster, deu lugar ao estado de pares.
Em suma, pode ser verificado que a competicao nas interagoes magnéticas favoreceu a

formagao de pares, acarretando no surgimento desta fase quantica de pares.

Palavras-chave: Frustragao, Pareamento, Fermionico.






Abstract

The combined effects of magnetic frustration and BCS-like pairing interaction are studied
in this dissertation. For such analysis, the frustrated fermionic model J; — J, with pairing
interaction was adopted. This model consists of a fermionic model S = 1/2 of Ising,
containing short-range exchange interactions, with first (/1) and second (J2) neighbors,
presenting magnetic frustration signatures in sequence . In addition, a BCS-type pairing
term between first neighbors is incorporated into the model. The model is solved using
mean field theory in clusters and by the variational method, where a cluster 2 x 2 is
adopted for solution. The methodology for obtaining the results consisted of using the
bits method to obtain the microstates and the exact diagonalization method. First, the
differences between the classic J; — J; model and the fermionic model without BCS pairing
were analyzed in order to test the methodology employed. As a result, changes in the
criticality of the model were observed, due to the increase in phase space, since in the
fermionic formalism, non-magnetic states are included. Subsequently, the model is analyzed
with the presence of a cluster with local BCS interaction, mediated by the variable g.
Additionally, a phase diagram Jy/J; by T'/.J; for different values of g/.J; and the behavior
of spin correlations were obtained. These results showed a strong dependence of the region
of greatest frustration (Jy/J; — 0,5) with the BCS pairing term. Basically, tricritical
points, a triple point and the appearance of a non-magnetic phase in the ground state were
observed. Finally, the model with BCS pairing applied throughout the system was analyzed;
in this context, there was the emergence of new order parameters that allowed the mapping
of a pair phase. The main result obtained was a three-dimensional phase diagram, given
as a function of Jy/Jy, g/J; and T'/J;. This result showed the appearance of four phases:
paramagnetic, antiferromagnetic, super antiferromagnetic and pairs. Furthermore, the
non-magnetic state, observed in the results of the model with local pair formation in the
cluster, gave way to the paired state. In short, it could be verified that the competition in
magnetic interactions favored the formation of pairs, resulting in the emergence of this

quantum phase of pairs.

Keywords: Frustration, Pairing, Fermionic.
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1 INTRODUCAO

O campo de estudo de fendmenos elétricos, magnéticos e de seus materiais associados,
tem sido de grande relevancia para a humanidade (PSAROUDAKI; PANAGOPOULOS,
2021; ELSAYED et al., 2022; CHRISTTANSEN; SIEBNER, 2022). Este campo tem
proporcionado nao somente o entendimento de suas propriedades fundamentais, mas
também o desenvolvimento de novas tecnologias (POOLE et al., 2014). Fenomenos fisicos

especialmente interessantes neste contexto sao a frustragao (FS) e a supercondutividade

(SC).

A frustragao se caracteriza pela competicao entre interacoes magnéticas, que acar-
reta em uma nio satisfagdo de todas as interagoes'. Por exemplo, os vidros de spin (VS)
sao magnetos desordenados em que a frustragao tem papel importante. Estes apresentam
um ordenamento magnético em que abaixo de uma temperatura critica 7T, ocorre o conge-
lamento dos momentos magnéticos em diregoes randémicas (BINDER; YOUNG, 1986).
Adicionalmente, nos VS, quantidades termodinamicas como susceptibilidade magnética
x1 e calor especifico C,,, apresentam assinaturas tnicas. A y; apresenta um pico em T,
enquanto que C,, apresenta um maximo para uma temperatura acima de 7, (RAMIREZ,
1994). Experimentalmente, tal ordenamento pode ser detectado no pirocloro YoMooO7
(OFER et al., 2010). Salienta-se ainda que em VS, a desordem? e frustracio estdo intrinse-
camente ligadas®. Adicionalmente, os liquidos de spin (LS) sdo também sistemas em que a
frustragao é fundamental. Nestes, ndo se apresenta uma ordem magnética de longo alcance,
como nos VS. Por outro lado, os LS possuem altas flutuagoes quanticas mesmo no estado
fundamental (7" = 0), as quais ocorrem devido ao forte emaranhamento quantico dos spins.
Nos LS, verifica-se ainda a auséncia de quebras espontaneas de simetria da rede, diferente
do comportamento de VS (WEN et al., 2019). Experimentalmente, o fenémeno de LS pode
ser observado nos compostos de Ca;gCr;Oos (POHLE; YAN; SHANNON, 2021). Outros

detalhes sobre os sistemas LS podem ser encontrados na secao 3.1.

Portanto, a partir da discussao prévia, verifica-se que a frustracao (FS) pode levar
a comportamentos altamente nao triviais, caracterizados por uma rica termodinamica.
Ademais, a importancia do tema se reflete no amplo envolvimento da comunidade cientifica
em estudar estes sistemas (YOON et al., 2021; SARKIS et al., 2020; HAYASHIDA et
al., 2020; SAHA et al., 2020). Em alguns casos, o processo de desordenagao da rede
pode levar a interagoes frustradas, tipico dos VS (BINDER; YOUNG, 1986). Em outros,

ocorre uma FS sem que necessariamente ocorra desordem, tendo origem em interagoes

Mais apontamentos sobre a frustracdo podem ser encontrados no Capitulo 3.
Uma introducgédo a ordem e desordem pode ser encontrada no Capitulo 2.
Detalhes sobre VS na segao 3.1.

2
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2 Capitulo 1. INTRODUCAO

antiferromagnéticas® (AF) competitivas em certas estruturas (RAMIREZ, 1994), a qual
pode ser associada, por exemplo, ao surgimento dos LS. Basicamente, no contexto da

frustragao, observa-se um estado estacionario altamente degenerado no lugar de um estado
fundamental de configuragao tnica (MOESSNER; RAMIREZ, 2006).

Os sistemas supercondutores também tém sido foco de grande investigacao. Tais
sistemas possuem a caracteristica de zero resisténcia na passagem de corrente elétrica.
Adicionalmente, supercondutores apresentam o efeito Meissner, em que todas as linhas de
campo magnético externo sao expulsas do material. A teoria microscopica mais aceita para
explicar este fenomeno é de que os elétrons do material no estado supercondutor acabam
por se arranjarem nos chamados pares de Cooper (teoria BCS). Esse tipo de acoplamento
surge a partir de fonons da rede cristalina que induzem uma interacao elétron-elétron
atrativa®. Exemplos destes materiais sao os compostos MgB, (KORTUS et al., 2001) e
(Yo6Bag)2CuO4_s (WU et al., 1987). Nestes, abaixo de uma temperatura critica (7.) o
material sofre uma transicdo para um estado de resisténcia zero, que também é marcada
por uma descontinuidade no calor especifico. Tais sistemas tém gerado grande impacto
na criacao de novas ferramentas e tecnologias, bem como no entendimento de fenémenos
magnéticos quanticos. Entre as ferramentas tecnoldgicas, esta a criacao de computadores

quénticos (BOUCHIAT et al., 1998; MARTINIS, 2009; ARUTE et al., 2019).

Do ponto de vista tedrico, existem abordagens para ambos os fenomenos, FS e
formagao de pares (FP). Na resolugao de tais problemas, um dos métodos utilizado é o
método de Monte Carlo (MC) (MURTAZAEV et al., 2021; WATANABE; SEO; YUNOKI,
2019). Contudo, tal método necessita de alto poder computacional para obtencao de
resultados. Ademais, o emprego de MC pode gerar dificuldade na localizagao das transigoes
de fase, especialmente em modelos com frustragdo (JIN et al., 2013). Neste contexto,
abordagens via métodos de solugao exata tem trazido boa confiabilidade nos resultados
sem a necessidade de alto poder computacional (KELLERMANN; SCHMIDT; ZIMMER,
2019; WIESER, 2021). Logo, a FS é por muitas vezes estudada por modelos de Ising
frustrado, tanto via formalismo classico (JIN et al., 2013; MURTAZAEV et al., 2021)
quanto quantico (WIESER, 2021; MIRANDA et al., 2021). Por exemplo, no formalismo
classico, a geometria da rede pode ser explorada para gerar competicao entre as interacgoes
e consequente frustracgao. Este é o caso de um sistema de estrutura triangular somente com
interagoes antiferromagnéticas. Por outro lado, em uma rede quadrada, com interacoes
AF entre primeiros vizinhos, as interagoes podem ser satisfeitas simultaneamente, sem que
ocorra tal competigao (COEY, 2010). Entretanto, quando se considera interagoes além dos
primeiros vizinhos, como AF entre primeiros e segundos vizinhos de uma rede quadrada,
também pode ocorrer competicao de interagoes, levando a frustracao. Logo, o tipo de

interacao e a forma geométrica da rede sao de grande importancia para o surgimento da

Um resumo sobre AF e outras fases ditas usuais pode ser encontrado na secao 2.2.

> Detalhes sobre a teoria BCS e os supercondutores pode ser encontrado na secdo 3.2.



frustracao. Ja em sistemas supercondutores, a descri¢ao tedrica é dada em um formalismo
quantico que assegura o mecanismo de formagao de pares de Cooper. A teoria microscopica
que engloba esse mecanismo ¢é a teoria BCS (BARDEEN; COOPER; SCHRIEFFER, 1957).
Aqui, sdo definidos operadores de criacao e aniquilagdo que juntos agregam peso energético
para os estados duplamente ocupados e vazios (pares de Cooper) no Hamiltoniano. Portanto,

o problema da supercondutividade do ponto de vista microscopico é tratado pela Mecanica
Quéntica (KETTERSON, 2016).

Particularmente interessantes sao os resultados obtidos da possivel combinacao
destes dois fendomenos. Em certos sistemas supercondutores, a frustracao pode levar ao
surgimento de competicao de fases VS/SC (DAVIDOV et al., 1977; KUMAR; TANDON;
AWANA, 2011). No ambito teérico, modelos com interagoes de alcance infinito foram
utilizados para investigar a competicio VS/SC (MAGALHAES; SCHMIDT, 2000). Mais
recentemente, a FS combinada com SC tem sido objeto de estudo, tanto com énfase
experimental quanto tedrica (BERG et al., 2009; WANG et al., 2018; TINDALL et al.,
2020). Logo, é um tema pertinente, com questoes ainda nao abordadas, no que diz respeito
a compreensao desses fendmenos combinados. Para a tarefa de investigar essa questao,
dentro de um contexto tedrico, o estudo através de um modelo de Ising frustrado em uma
formulagao fermionica pode ser feito. Este modelo tedrico pode combinar as caracteristicas
previamente mencionadas: a frustracdo e a formacao de pares. Basicamente, a FS é
adicionada por meio de uma geometria com interagoes competitivas de curto alcance, onde
os acoplamentos magnéticos podem ser distintos entre spins. Adicionalmente, a formacao
de pares de Cooper pode ser admitida por meio dos estados nao magnéticos provenientes

de uma formulacgao quantica.

Assim, o presente trabalho tém como objetivo estudar de forma teérica sistemas
magnéticos com frustracao juntamente com um termo de formacao de pares de Cooper. O
modelo abordado neste trabalho considera spins em uma rede quadrada com interagoes
AF entre primeiros e segundos vizinhos, conhecido como modelo frustrado J; — J,°%, com
uma interacao que favorece a formacao de pares de spins. Este modelo adota spins de Ising
(g #) para os momentos localizados e é descrito no formalismo fermi6nico que possibilita
escrever tanto os momentos magnéticos localizados quando a formacao de pares por
meio de operadores de criagao a destruigao (segunda quantizagao). Do ponto de vista das
interacoes, a ordem AF pode ser encontrada quando a interacao AF entre primeiros vizinhos
¢ dominante, sendo que a relagao entre J; e Jy pode levar a uma forte competicao nas
interagoes (frustra¢do) ao mesmo tempo em que a formacao de pares pode ser favorecida,
bem como uma possivel formacao de estado SC. A descricao termodindmica deste cenario
altamente competitivo é um dos objetivos do estudo. Tal investigacao se dara por meio de

diagramas de fases e outras quantidades termodindmicas, como a magnetizacao.

6 Mais sobre o modelo frustrado J; — Jo cldssico na secdo 3.1.1.






2 Ordem e Desordem

Na fisica da matéria condensada, ha grande interesse em estudar as propriedades
de materiais compostos por muitos atomos ou moléculas e entender os fenémenos por tras
da fisica de muitos corpos. Os primeiros materiais estudados foram os sélidos cristalinos
e nao os nao-cristalinos. Nestes materiais, as questoes de periodicidade e simetria tem
papel importante nos sélidos cristalinos. Em alguns casos, a relacao entre tais propriedades
servem como base para a compreensao de fendmenos elétricos (KETTERSON, 2016), bem

como na descrigao da frustracao (ver capitulo 3).

2.1 Solidos cristalinos e nao-cristalinos

Para um material ser considerado um solido cristalino, este deve conter algumas
caracteristicas. A primeira delas é a base unitaria do cristal, onde um conjunto de dtomos
¢ definido como a base para formacao do cristal (ver Figura 1(b)). Esta base estaria
disposta em um arranjo periddico (KITTEL, 2005). Tal periodicidade esta associada a
outra caracteristica dos cristais, que é a rede cristalina. Esta se configura como um conjunto
de pontos espaciais associados a uma geometria planar e/ou espacial (ver Figura 1(a)).
Com estes dois conceitos, temos a estrutura de um cristal (ver Figura 1(c)). Basicamente, se
a estrutura é repedida infinitas vezes, um sélido cristalino ideal pode ser obtido (KITTEL,
2005). Assim, o sélido cristalino, que é dado por uma rede periédica, apresenta uma
ordem cristalina de longo alcance ou seja, uma ordem estrutural baseada na disposicao

das entidades basicas (dtomo ou conjunto de dtomos) que formam o sélido.

Figura 1 — A estrutura cristalina (c) é dada pela combi-
nagao da base (b) com a rede cristalina (a).

e e e e e e e © 0 o 0 © o o o o
Q O 90000 0 0
e e e e e e e © o o o o o o o o
o © 0 0 0000 0 0
e e e e e e e ° © o o o o o o o o
QO OO0 0 0 0
. . . . . . . . (b) Base o o o o o o o o o
QO O 900 0 0
e e e e e e e © o o o o o o o o
() Rede Cristalina Q0 00000 0 0

(¢) Estrutura Cristalina

Fonte: Releitura de Kittel (2005).

A estrutura da rede e base dos sélidos cristalinos comecou a ser estudada por meio
de experimentos de difracdo de raios X. Tais experimentos indicam o surgimento de novos
feixes difratados a partir de um feixe com comprimento de onda da mesma ordem que a
constante da rede (A). Este fenomeno foi explicado por W. H. Bragg (pai) e W. L. Bragg
(filho) (NIGGLI, 1937), recebendo o nobel de fisica em 1915 (BRAGG; BRAGG, 1915).



6 Capitulo 2. Ordem e Desordem

Este achado deu origem a lei de Bragg utilizada para determinar as estruturas cristalinas,
relacionando os angulos de interferéncia construtiva com a geometria da rede microscopica.
Uma das familias de redes mais conhecidas é a rede cubica, que tem como exemplo o
cubo simples (sc) (ver Figura 2a)). Temos ainda o cubo de corpo centrado (bce) onde o
cubo apresenta um atomo no centro (ver Figura 2b)). Por fim, verifica-se o cubo de face
centrada (fec), em que cada face do cubo contém um atomo (ver Figura 2c)). Em esséncia,
as diferencgas entre as redes do ponto de vista da lei de Bragg sao feitas pelos valores
dos angulos de interferéncia. Consequentemente, os materiais podem ser catalogados. Por
exemplo, um material que apresenta a rede fec é o diamante (MALDOVAN; THOMAS,
2004).

Figura 2 — Estruturas cristalinas cibicas: a) sc, b) bec e ¢) fee.

a) b)

Fonte: Arthur Krindges(2023).

Outra categoria de sélidos sao os desordenados, nao-cristalinos ou amorfos, os quais
nao exibem uma ordem de longo alcance. Estes apresentam uma rede sem uma geometria
bem definida, ou seja, sao estruturas de formato aleatorio que nao possuem qualquer ordem
e periodicidade. Entretanto, os solidos amorfos apresentam uma base comum e até uma
ordem de curto alcance, como é verificado em estruturas vitrias. Um exemplo com essas
caracteristicas ¢ a silica vitrea (SiO2) (BATES; HENDRICKS; SHAFFER, 1974). Como
podemos verificar na Figura 3, a base da silica é formada por dois atomo de oxigénio e um

de silicio, enquanto a rede que distribui a base é amorfa.

Resumidamente, para a formacao de uma sélido cristalino é necessaria base do
cristal, formada por um ou mais atomos e a rede cristalina que dita a disposicao desta base
em uma geometria. Com isso, temos o aparecimento de uma ordem estrutural. Para um
solido amorfo também é necessaria uma base. Por outro lado, a rede que dita a disposicao
da base nao apresenta uma geometria definida. Logo, em tal contexto temos uma desordem
estrutural. Na fisica da matéria condensada, outro ramo de interesse é o de materiais
magnéticos, em que a definicao e caracterizacao de propriedades destes sistemas esta

atrelada aos conceitos de estruturas, e de ordem-desordem.
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Figura 3 — Esquema da estrutura amorfa do
Si0s.

‘ Atomo de silicio

@ Atomo de oxigénio

Fonte: Arthur Krindges(2023)

2.2 Materiais magnéticos

Os materiais s6lidos podem também apresentar propriedades magnéticas, e estes
sao chamados de materiais magnéticos. A presenca de uma base e uma rede nestes matérias
ainda é identificada, entretanto um tratamento diferente deve ser feito. Como sabemos,
em um cristal a base é formada por um ou mais atomos, enquanto que em um material
magnético, do ponto de vista magnético, a base ¢ dada por um momento magnético ou um
conjunto de momentos magnéticos. Fisicamente, o surgimento do momento magnético nos
atomos ocorre de duas formas: uma através do movimento de cargas elétricas, por meio do
momento orbital dos elétrons de um atomo (u) (ver esquema da esquerda na Figura 4). A
outra forma considera o momento magnético de spin (.5), uma caracteristica intrinseca da

matéria (ver esquema da esquerda na Figura 4).

Por exemplo, em uma rede cristalina, ao analisar o seu momento magnético local,
podemos atribuir uma nova base (magnética), constituida pelo momento magnético. Forma-
se assim uma rede magnética, como mostra o esquema da direita na Figura 4, podendo esta
ter uma reciprocidade com a rede cristalina. Essencialmente, percebe-se que a geometria

da rede é mantida na rede magnética. A grande diferenca é o aparecimento de uma nova
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Figura 4 — A esquerda, esquema do momento magnético orbital (¢) e momento
magnético de spin (S). A direita, Reciprocidade das redes cristalina
e magnética.

L2267 72

Fonte: Arthur Krindges(2023)

ordem referente a orientacao dos momento magnéticos. Essa ordem é dada como sendo de
natureza magnética. Neste contexto, a orientacao destes momentos na rede se reflete em

propriedades magnéticas distintas e no aparecimento de fases magnéticas distintas.

Do ponto de vista experimental, essas propriedades magnéticas distintas aparecem
nas grandezas termodindmicas, como na susceptibilidade magnética que mede a variacao
da magnetizacao em funcao do campo magnético aplicado, descrita pela equagao

_ OM(T,H)

x(T) = =7 (2.1)

Outra propriedade é o perfil do ciclo de M vs H, como podemos ver na Figura 5 para um
ferromagneto abaixo da temperatura critica (7). Este ciclo mede a magnetizagdo induzida
(M) no material em func¢ao do campo externo aplicado (H), bem como a magnetizacao de
saturagao (M;), a capacidade do material em preservar a sua magnetizagao residual (M,.)

e o campo coercitivo (H.), no qual M vai a zero.

Figura 5 — Comportamento de M vs H de
um ferromagneto.

M

K, =

r

o/ @ e F

Fonte: Coey (2010)
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Assim, analisando tanto as propriedades macroscopicas (susceptibilidade magné-
tica e ciclo de M wvs H), quanto as propriedades microscépicas (arranjo dos momentos
magnéticos) é possivel classificar o material quanto a sua ordem magnética. Com isso,
temos um panorama de algumas das ordem magnéticas mais conhecidas, ou ditas usuais,

na literatura.

Figura 6 — A esquerda, é apresentado o comportamento dos momentos magnéticos sem
campo externo. Ao centro, o ciclo de M vs H para T’ < T, e a susceptibilidade
magnética em funcao de T para campo baixo sdo mostrados. A direita,
destaca-se o representagao dos momentos magnéticos com campo externo
nos seguintes casos: em verde, diamagnético, em azul, paramagnético e em
vermelho, ferromagnético. Adicionalmente, a linha tracejada marca T, para
o ferromagneto.
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Fonte: Arthur Krindges(2023)

A primeira delas é a diamagnética (DM). Em um materiais diamagnéticos o seu
comportamentos é andlogos a de circuitos elétricos, devido a lei de Lenz (JILES, 2015),
tendo sua base associada ao momento magnético orbital. Nestes portanto, o momento local
¢ dado somente pela contribuicao do momento magnético orbital. Na auséncia de campos
magnéticos externos, o momento local é nulo. Consequentemente, o momento magnético
total também é nulo (comportamento verde da esquerda na Figura 6). Entretanto, com um
campo magnético externo aplicado sobre o material ocorre uma corrente induzida, oriunda
da alteracdo do momento magnético orbital, conforme a lei de Lenz. A corrente induzida
gera um campo magnético contrario ao campo aplicado. Por conseguinte, o diamagneto
apresenta um momento magnético contrario ao campo magnético externo (comportamento
verde da direita na Figura 6), com tal descrigdo sendo possivel pelo teorema de Larmor
(KITTEL, 2005). Essa propriedade de momento magnético (M) ser contrario ao campo
magnético externo (H) se reflete no comportamento do ciclo de M vs H como mostra a
linha em verde do grafico da esquerda na Figura 6. Outro ponto, é a ndo permanéncia da
magnetizacdo com campo magnético nulo, em funcao da nao interagao entre os momentos.
Quando olhamos para a susceptibilidade magnética () (linha verde do gréfico da direita

na Figura 6), vemos seu carater negativo, como era esperado pela lei de Lenz.
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Outra ordem magnética usual é a paramagnética (PM). Nela, a base esta associada
nao somente ao momento magnético orbital mas também ao de spin, sendo o momento
local a soma do momento orbital e de spin. Com o momento magnético de spin, o momento
liquido local nao é nulo. Entretanto, o momento magnético total do sistema é zero. Neste
contexto, nao existe uma preferéncia para a orientacao dos momentos, entao a probabilidade
de ocorréncia de momentos para cima é igual ao de momentos para baixo (comportamento
azul da esquerda na Figura 6). Quando um campo magnético externo é aplicado sobre o
sistema, os momentos magnéticos tendem a se alinhar com o campo a fim de minimizar a
energia do sistema. Com isso, o momento magnético total deixa de ser zero e ele passa a
depender da temperatura e do campo aplicado. Como podemos ver em azul no grafico
da esquerda na Figura 6, o ciclo de M vs H mostra que o momento magnético é nulo a
campo magnético nulo. Com campo, a magnetizacao é nao nula e cresce com o aumento
do campo externo. Verificando o comportamento de x vs T, correspondente a linha azul
do gréfico da direita na Figura 6, vemos que x é dada pelo inverso de T', em que este

comportamento segue a equagao x = C'/T que é chamada de lei de Curie (COEY, 2010).

Uma ordem magnética muito conhecida é a ferromagnética (FM), a sua base é
similar a base da ordem PM, dada pelo momento magnético total via momento orbital e
de spin. Entretanto, devido a natureza atémica os momentos magnéticos locais de spin
interagem uns com os outros (interacao de troca) de forma a alinhar os momentos de spin
paralelamente. Assim, o material possui momento magnético que nao se anula, ou seja,
um momento magnético total diferente de zero (comportamento vermelho da esquerda na
Figura 6). Quando um campo magnético externo é aplicado ao sistema, a orientagao dos
momentos é reforcada na direcdo do campo externo até saturar. Por outro lado, com o
campo nulo, existe um campo remanescente no material. Além disso, aplicando um campo
contrario (campo coercitivo) o momento total vai a zero e o material tende a se alinhar
novamente com o campo aplicado. Assim, surge o ciclo de M vs H como podemos ver em
vermelho no grafico da esquerda na Figura 6. Verificando y em vermelho no grafico da
direita na Figura 6, é percebida uma transicao de fase FM/PM (linha tracejada) com a
variacao de T'. A linha tracejada marca a transicao de fase, onde do lado direito temos
a fase PM com o comportamento segundo a lei de Curie, enquanto do lado esquerdo a
fase FM apresenta altos valores de y que varia conforme o material. Esta transicao ocorre
devido a agitacao térmica interferir nas interagoes entre os momentos, até o ponto 7, onde

as interacoes sdo quebradas e o sistema passa de FM para PM (KITTEL, 2005).

Como vimos anteriormente, os momentos magnéticos de spin podem interagir,
em alguns casos gerando um alinhamento paralelo no qual temos a ordem FM. Por
outro lado, o que acontece quando ocorre um alinhamento antiparalelo? Neste caso a
ordem antiferromagnética (AF) aparece, e o fato dos momentos magnéticos terem um
alinhamento antiparalelo acarreta em momento magnético total igual a zero (esquema da

Figura 7). Entretanto, este anti-alinhamento acarreta em comportamentos distintos nas



2.2. Materiais magnéticos 11

Figura 7 — Susceptibilidade magnética (y) em fun-
¢ao da temperatura 7' da ordem antifer-
romagnética, com campo externo apli-
cado paralelamente (x| ) e perpendicu-
larmente (y.). A direita, arranjo dos
momentos magnéticos.

Antiferromag.

Tn

Fonte: Arthur Krindges(2023)

quantidades termodinamicas.

Um dos comportamentos distintos ¢ a resposta da susceptibilidade magnética (x)
ser dependente de como o experimento foi realizado. Como podemos ver no grafico da
Figura 7, as susceptibilidades paralela () e perpendicular (x| ) possuem comportamentos
distintos, caracteristica de um comportamento anisotrépico. Quando o campo é aplicado
paralelamente ao plano magneticamente mais relevante, os momentos locais permanecem
os mesmos no estado fundamental (x;(T=0)=0). Com o aumento de 7" a x| aumenta
em fungao da agitagao térmica até a transicao de fase AF/PM que ocorre na chamada
temperatura de Neel (7). Em um campo externo perpendicular, o comportamento é
distinto. Desta forma, a proje¢ao no plano perpendicular acarreta em variagoes de x, menos
proeminentes para 1" < Ty, quando comparadas aquelas vistas para o comportamento de

X|| ém mesmo intervalo.

Essas caracteristicas distintas de PM, FM e AF s6 ocorre pelo aparecimento da
interacao de troca que geram os possiveis alinhamentos e de como esta acontece no
sistema (KITTEL, 2005). Como podemos perceber, a interagao de troca esté relacionada
a rede do sistema, em que a interacao dos momentos de spin é dependente da distancia
entre os momentos e da geometria da rede, acarretando em interagoes de magnitudes e
sinais distintos. Por exemplo, quando temos um ferromagneto amorfo, ou seja, nao existe

uma rede bem definida e com isso temos interagoes de troca variadas. Logo, este pode
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Figura 8 — Ciclo de M wvs H dos ferros duros e
macios.

—— Duro M

—— Macio

Fonte: Arthur Krindges(2023)

apresentar as propriedades de um ferro macio. Por outro lado, o ferro duro é conhecido
por apresentar uma rede cristalina bem definida, em que essas caracteristicas podem ser
observadas na diferenca do ciclo de M vs H na Figura 8 (BUSCHOW; BOER, 2012).
Tais caracteristicas possibilitaram o surgimento de algumas aplicagdes tecnoldgicas. Por
exemplo, os ferro cristalinos sao utilizados na confec¢ao de imas permanentes e os ferros
amorfos sao utilizados na confecgao de eletroimas presentes em motores (CAMPBELL,
1996; COEY, 2002).

Com base nas considerac¢oes anteriores, importantes questionamentos podem ser
levantados: o que ocorre quando em um sistema as interacoes de trocas acontecem ale-
atoriamente, mesclando intera¢cbes FM e AF, ou mesmo quando um sistema com uma
geometria da rede do tipo triangular com interagoes AF é considerado? Nesses cenarios,
um fenémeno interessante acontece, chamado de frustragao. Esse fenomeno é a peca chave
para compreensao de uma série de ordens magnéticas e estruturais cristalinas exoticas e
que tem grande relevancia na literatura, sendo tema do nobel de Fisica de 2021 (MANABE;
HASSELMANN; PARISI, 2021).
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3 Frustracao e Supercondutividade

Em fisica, a frustracao é a inabilidade do sistema em satisfazer todas as interagoes
simultaneamente. Com isso, um sistema frustrado nao possui uma tinica configuracao que
minimize a energia deste sistema. Consequentemente, o sistema apresenta uma alta degene-
rescéncia, assim, multiplos estados com a mesma energia sao observados, em particular no
estado fundamental. O fato de ndo satisfazer todas as interacoes simultaneamente decorre
da existéncia de uma competigao entre as interagoes (LACROIX; MENDELS; MILA, 2013;
SADOC; MOSSERI, 2006).

Em sistemas magnéticos, a frustracao pode ter origem em diferentes fontes: presenca
de interagoes distintas (ferromagnéticas e/ou antiferromagnéticas) que competem, ou
somente interagoes antiferromagnéticas aliadas a certas geometrias do sistema, gerando
uma competicao em funcao de algum efeito geométrico (frustragdo geométrica). A figura
9 visa exemplificar estas duas origens de frustragao. A parte esquerda da figura 9 ilustra
uma plaqueta quadrada formada por 4 sitios com interagoes FM entre spins de sitios
vizinhos e AF entre spins de segundos vizinhos, gerando um conflito nas intera¢des que
estd representado pelo sitio com o sinal de interrogacao, indicando as duas configuragoes
possiveis de spin que levam ao mesmo minimo de energia. Por outro lado, a frustragao
geométrica depende da geometria da rede, podendo ocorrer em redes cristalinas 2D ou 3D
com vértices compartilhados e interagdes AF entre os momentos magnéticos (MAY et al.,
2019). O esquema da direita na figura 9 exibe o caso de uma rede triangular com interagoes

AF, onde a forma da rede é a responsavel por gerar competicao entre as interagoes.

Figura 9 — Arranjo de redes com frustracao.
A esquerda, rede quadrada com
interagoes FM (azul) e AF (ver-
melho), apresenta frustracao de
interacdo. A direita, rede trian-
gular com interagbes AF (verme-
lho), apresenta frustragao geo-
métrica.

QG
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Fonte: Arthur Krindges(2023)
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Para analisar um dos reflexos da frustragdo (a alta degenerescéncia do estado
fundamental), olhamos para a energia de troca total, ou seja, a soma da energia local do

sistema, dada pela equacao

Eior = Z Eij = = JUin> (3-1)
(i.9) (i.9)

com indices (i,j) designando pares de vizinhos, onde a energia total (E;,;) de troca é

dada pela soma das interagoes de troca (o;0;) vezes a variavel de interagao (J), sendo i

0 i-ésimo sitio tendo o; = +1 e J < 0 para acoplamento AF e J > 0 para acoplamento

FM. Considerando a rede triangular com trés spins (com acoplamento AF) mostrada no

esquema da direita na figura 9, podemos contabilizar os 23 = 8 microestados possiveis do

sistema e avaliar a energia total de troca de cada um deles, como mostrado na Figura 10.

Figura 10 — Micro-estados de uma rede triangular de 3 sitios. Linhas
vermelhas indicam interacdo de troca AF (J<0) e setas
indicam projecao do spin, = +1 e |= —1. F;,; indica
a energia total do micro-estado.

A A A
A

~ ~

Etot = —3J Etot =J

Fonte: Arthur Krindges(2023)

Para fins de andlise, no sistema triangular de 3 sitios magnéticos, com T represen-
tando o; = +1 e | representando o; = —1, os micro-estados sao separados em dois blocos
na Figura 10. O primeiro se refere aos micro-estados em que todos os sitios apontam para
a mesma dire¢do (T ou ), em que esses micro-estados possuem a mesma energia total
(Eiot = —3J). Sabendo que J < 0, a Fy,; para essas configurages é positiva, acarretando
em uma configuracdo que nao minimiza a agdo do sistema. J& o segundo bloco com os
outros micro-estados, tendo um sitio alinhado anti-paralelamente aos demais, temos todos
com a mesma energia de E;,; = J, indicando um estado de minima energia estavel. Entre-
tanto, o ponto chave é perceber que dos 8 estados que o sistema poderia ser encontrado, 2

sao instaveis e os outros 6 sao de mesmo minimo valor de energia, degenerados. Assim,
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a frustragdo tem como uma de suas caracteristicas basicas a alta degenerescéncia nos
sistemas que a contém.

3.1 Ordens Magnéticas com Frustracao

Existem alguns sistemas magnéticos que podem exibir a frustracao, um deles é
o Vidro de Spin (VS). Os sistemas VS foram observados na década de 70 em ligas
de metais nobres com adi¢ao de impurezas, advindas de metais de transi¢cao, como por
exemplo o composto CuMn (FISCHER; HERTZ, 1991). A adicdo das impurezas na

rede cristalina acarreta em uma polarizagao dos elétrons de condugao dos metais nobres.

Esta polarizagdo aleatéria tem dependéncia da posicdo e distancia (destes momentos
magnéticos), acarretando em interagoes de troca FM e AF. Uma teoria que exemplifica
a aleatoriedade da interagao de troca (J;;) é a RKKY (RUDERMAN; KITTEL, 1954).

Como podemos ver na Figura 11, a interagao de troca é funcao da distancia J;; = J(r),
como a variacao do sinal de J e sua intensidade.

Figura 11 — Interacao de troca RKKY.
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Fonte: Horner (2005)

Assim, a adigdo aleatéria/desordenada das impurezas, acarreta em interagoes de
troca também aleatérias (J;;). Consequentemente, hd o aparecimento de competicao
entre estas interacoes, culminando assim na frustracao. Com isso, a fase VS apresenta
comportamentos exdticos, se comparado as fases usuais. O primeiro deles é o pico de x(T')
na temperatura de transicao de fase (7) com PM, similar a fase AF. Entretanto, existem
diferencas significativas do comportamento de x(7') em relacdao a fase AF. Em outras
palavras, algumas dependéncias de x(7") com o experimento apresentadas a seguir sao
singulares para sistemas VS. A primeira diferenca é na mudanca da localizagdo do pico de

X(T') para diferentes frequéncias. Tal comportamento nao é visto em sistemas AF, como
mostra a Figura 12b).
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Figura 12 — a) Susceptibilidades magnética em fungao da temperatura para
os protocolos FC e ZFC, seta tinica ZFC e seta dupla FC, do
compostos Cu%Mn, com Mn 1,08% e 2,02%. b) Susceptibilidade
magnética em funcao da temperatura para diferentes valores de
frequéncia, frequéncias menores amplitude do pico maior.
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Fonte: a)Nagata, Keesom e Harrison (1979). b)Hiiser et al. (1983)

O segundo comportamento ocorre na mudanga de x(7") para os diferentes protocolos
de medigao, como mostra a Figura 12a). Temos o FC (resfriamento com campo aplicado)
e 0 ZFC (resfriamento a campo zero). Nestes protocolos, o material em temperatura
acima de T ¢ resfriado até uma temperatura inferior de T%. Posteriormente, o material é
aquecido com aplicagdo de campo magnético externo e a medida de x(7') é feita durante
todo o processo. Como podemos perceber, o material VS da Figura 12a) apresentou um
comportamento semelhante a um material AF no protocolo ZFC (setas com uma diregao).
Entretanto, ao considerarmos o protocolo FC (setas com duas diregoes), podemos perceber
um comportamento quase constante de x (7" < Tf) na regidao VS. Esta resposta ocorre por
conta dos momentos magnéticos na fase VS estarem congelados em func¢ao da frustragao.
Assim, a principal caracteristica da fase VS é o congelamento dos momentos magnéticos
em orientagoes aleatdrias (protocolo ZFC) ou em uma direcao preferencial (protocolo
FC). Outra caracteristica dos VS é a auséncia de uma ordem de longo alcance, ou seja, a

orientacao dos momentos magnéticos é dada aleatoriamente, semelhante a PM.

Adicionalmente, é observada outra fase magnética com frustragao é a chamada fase
Liquido de Spin (LS). Diferente de VS, a fase LS apresenta uma frustragao advinda da
desordem, ou seja, a origem da frustragdo nao advéem de interagoes aleatérias que competem
e sim pela geometria do sistema. Como vimos anteriormente, na Figura 10, a frustragao

pode ocorrer em um sistema com rede triangular e interacbes AF, causando a chamada
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frustragao geométrica (FG). Assim, a fase LS é verificada em um sistema magnético quando
em presencga de FG. Diferente dos VS, que também apresentam orientagoes aleatoérias,
nos LS os momentos nao estao congelados no tempo, e podem modificar suas orientagoes
mesmo no estado fundamental. Observa-se o ordenamento LS no material SrCrqGasOqg
que consiste em triangulos com cantos compartilhados e em sistemas supercondutores,
como no YBaCozFeO; (SCHWEIKA et al., 2022). Diferentemente de antiferromagnetos
em baixa temperatura, os spins em um sistema LS se comportam de forma analoga a
moléculas de dgua no estado liquido, com interagoes direcionais de curto alcance (andlogos
magnéticos a pontes de hidrogénio) (BRINI et al., 2017). Quando vistas em pares no
sistema LS, ha um arranjo dos spins. Por outro lado, este arranjo nao se estende além dos
vizinhos mais préximos (RAMIREZ, 2003).

A presenca de competicao no sistema nao necessariamente acarreta em uma fase
frustrada. Sendo assim, o sistema ainda pode apresentar um estado com ordenamento de
longo alcance, diferentemente de ordens frustradas, as quais nao apresentam ordem de longo
alcance. Uma fase que apresenta estas caracteristicas é a fase Super Antiferromagnética
(SAF), ou muitas vezes conhecida como fase de Listras (Stripe/Stripes). A SAF é dada por
uma ordem de longo alcance do tipo colinear, constituida a partir da jungao das ordens
FM e AF dependendo assim do referencial. Em um contexto geral, a ordem SAF apresenta
uma quebra espontanea de simetria rotacional e aparece em uma variedade de sistemas
fortemente correlacionados, como em gases ultrafrios (SACHDEVA; TENGSTRAND:;
REIMANN, 2020; LI et al., 2017), sistemas Hall quanticos! (KLINOVAJA; LOSS, 2014;
FU et al., 2020), sistemas eletronicos (JIN et al., 2021), filmes finos (IORIO et al., 2009)
e supercondutores de alta temperatura (EMERY; KIVELSON; TRANQUADA, 1999;
SIMUTIS et al., 2022). Em particular, o tltimo sistema citado serd detalhadamente

analisado no decorrer da secao 3.1.2.

Todas essas ordens magnéticas com frustracao apresentadas, podem ser descritas
e/ou modeladas por modelos mateméticos, e que consideram como entidades bésicas o
spin. Para isso, uma pequena revisao a cerca da fenomenologia de modelos magnéticos na

descrigao das propriedades magnéticas de alguns sistemas, serd mostrada a seguir.

3.1.1 Modelos Tebricos

Como vimos anteriormente, para a descricao das propriedades dos materiais é
necessario conhecer o comportamento das entidades basicas que formam o material.
Consequentemente, muitas teorias e modelos matematicos surgiram para descrever todo o
tipo de comportamento. Por exemplo, um modelo muito conhecido ¢ o modelo de Van

der Waals, ou equagao de Van der Waals que procura modelar o comportamento de gases

L O efeito Hall é a diferenca de potencial de um condutor quando um campo magnético horizontal é

aplicado. Em sistemas qunticos esse efeito é quantizado (WEIS; GERHARDTS, 2016).
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reais (CALLEN; CALLEN;, 1985). De mesmo modo, modelos e teorias para descri¢ao de

fendmenos e materiais magnéticos foram desenvolvidos.

Um primeiro modelo capaz de explicar a susceptibilidade magnética negativa dos
materiais diamagnéticos foi a teoria de Langevin (LANGEVIN, 1905). Essa teoria foi
apontada como uma das primeiras que utiliza das nogoes de entidades basicas que compoem
o material. Essencialmente, por meio dos efeitos de um campo magnético aplicado a um
condutor, Langevin mostrou, a partir das ideias de Ampere e Lenz, como um campo
magnético externo aplica uma mudanca no movimento orbital dos elétrons dentro do
atomo. Basicamente, na abordagem utilizada, se compara o elétron que orbita o ntcleo,
como uma corrente em um circuito fechado. Pelas nogoes da teoria eletromagnética, temos
que o momento magnético orbital deste sistema é dado por my = evr/2, onde e é a carga
do elétron, v a velocidade tangencial e r o raio da orbita (JILES, 2015). Na auséncia do
campo, a soma dos momentos magnéticos de todos os elétrons dentro de um atomo sao
canceladas. Por outro lado, com o campo externo aplicado, a perturbagao na velocidade

destes elétrons pode ser determinada. A variagdo de v do elétron pode ser determinada por

dv F ﬁ

R 3.2
dt  m. m. (3:2)

sendo F' a forca elétrica, £ o campo elétrico e m, a massa do elétron. Como o campo

elétrico gerado ¢ oriundo do campo magnético da forma E = (A/L)%2 temos que

dv _eb _ _(uoer) dH (3.3)

at  me om, ) dt’
onde iy é a permeabilidade magnética no vacuo e H o campo magnético externo. Assim,
a variagao do momento magnético orbital total (AM) em fungao do campo magnético

externo (H) é determinada por

AM — _<N0p) ,uOZeQTQH‘

W (3.4)

6m,

sendo, Z o nimero atdémico, Ny o nimero de Avogadro, p a densidade e W, a massa

atomica relativa. Logo, é possivel chegar na susceptibilidade diamagnética dada por

M (Nop) poZetr? (3.5)

XTH W, 6m,

Como podemos ver, a x é negativa e nao depende da temperatura, concordando com os
resultados vistos anteriormente na se¢ao 2.2. Um exemplo de seu sucesso é o calculo da

susceptibilidade do carbono (JILES, 2015), que pelo modelo de Langevin é dada por
x = —18,85x 107 (3.6)
e experimentalmente sendo

x = —13,82 x 107°. (3.7)
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Adicionalmente, uma outra abordagem foi utilizada para a descricao das outras
ordens magnéticas convencionais que envolvem o momento magnético de spin. Os modelos
que serdo mencionados possuem suas bases no formalismo da Mecénica Estatistica (ME),
sendo esta quem permite a conexao do mundo microscoépico com o macroscopico da
Termodinamica. A partir do Ensemble Canénico na ME, a fungao de partigao (Z) é obtida.
Neste contexto, o tratamento dos estados microscopicos conduz aos estados macroscopicos,

pela correspondéncia
Z — exp(—pF), (3.8)

onde 8 = 1/kgT, sendo T a temperatura e kg a constante de Boltzmann e F a energia livre
de Helmholtz, sendo F' a fungao onde todas as propriedades termodinadmicas podem ser
derivadas (SALINAS, 2013). Para a descrigdo dos sistemas magnéticos, outras quantidades
termodinamicas devem ser adotadas, diferentes do volume (V) e pressao (P). Estas
quantidades sao os parametros de ordem da magnetizagao, sendo estes local (m) ou total
(M) e o campo externo (H), com o parametro m sendo foco de analise. Basicamente, a
relacdo fundamental da termodindmica para sistemas magnéticos é dU = TdS + HdM,
conduzindo a forma diferencial da energia livre de Helmholtz na forma dF' = —SdT+ HdM,
com F(T,M).

Adicionalmente, o parametro da magnetizacao é dado da seguinte forma

mi=(o) e M=Y (o), (3.9)

sendo o; a projegao do spin do sitio i e (---) o valor médio. Uma das primeiras teorias
a utilizar destes conceitos para descricao dos ferromagnetos foi a Teoria de Bragg
Williams (BRAGG; WILLIAMS, 1934). Esta parte do pressuposto que a magnetizacao
média local ¢ independente da localizagao do sitio magnético, logo m; = m; = m. Com
isso, a entropia do sistema pode ser calculada exatamente, a partir de

N, —N_
m N (3.10)

N = N,+N_ (3.11)

sendo N o numero total de sitios magnéticos, N, o ntimero de sitios com momento up (+

ou 1) e N_ o ntimero de sitios com momento down (— ou ). Por conseguinte, a entropia

¢é dada por
Ny N(1+4+m)/2
S 1 1
s(m) = TN In2— 5(1 +m)In(1+m) — 5(1 —m)In(1 —m). (3.13)

Outro ponto a ser considerado é a energia interna, em que na ME a energia interna é dada

por

E=(H), (3.14)
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sendo H o hamiltoniano do sistema. Para um ferromagneto, é considerado que os momentos
de spin interagem entre si, acarretando em uma preferéncia do momento magnético. Por
esta razao, o hamiltoniano muitas vezes é dado pelo modelo de Ising com interagoes aos

pares de sitios, sendo

H = —JZO'iO'j7 (315)
ij

onde J é variavel de troca fixa de curto alcance, sendo J > 0 acarretando em um
alinhamento FM e J < 0 em um alinhamento AF. Como vimos anteriormente, uma das
suposicoes para o tratamento analitico indicado é a independéncia da localizacao do sitio

magnético (m; = m). Como resultado, a energia interna pode ser aproximada na forma

E = (H)= —JZ (0i05) (3.16)
~ —JZ (0:) (0;) = —JX:m2 (3.17)
~ —ngm% (3.18)

sendo z o numero de primeiros vizinhos de um tnico sitio, onde z = 2d para um hiper-cubo

e N o ntmero de sitios. Logo, a energia livre de Helmholtz pode ser determinada por

Fm,T) = }V(E _TS) (3.19)
_ _J;mz n ;]gBT[(l +m)In(l 4+ m) + (1 — m)In(1 — m) — 21n2](3.20)

Este resultado esta de acordo com a fenomenologia de Landau para transicoes de fase,
com |m| > 1 temos f possuindo um tunico minimo em 7" < 7, e para T' > T, o minimo ¢é
sempre em m = (. Verifica-se T,. como sendo a temperatura de transicao de fase dada por
T. = Jz/kg, como mostra Nayak (2008).

Outro modelo amplamente conhecido que utiliza o ferramental da ME é o modelo
de Curie-Weiss. Neste modelo, o conceito de Campo Médio (CM) é introduzido, onde
o momento magnético de spin do i-ésimo sitio (0;) é dado pela magnetizacao (m) mais
uma flutuacdo do momento local (do;) na forma o; = m + do; (NISHIMORI, 2001). Em
adicional, um campo magnético externo (H) é introduzido no modelo. Consequentemente,

o hamiltoniano da equacao 3.15 se torna

H = _JZUin - HZO'l (321)
ij i
~ —JY (m+d0;)(m+do;) —HD o (3.22)
ij i
2 —JZNm2 —Jmz)y do;—H> o (3.23)
JzN

Q

27#—mwzm, (3.24)
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onde How = Jmz + H é campo molecular de Weiss. Com isso, a funcao de particao do

modelo é
JzN
7 = Trexp{—ﬁl Z m2—HCWZJi]} (3.25)
= e P 2 cosh BHow . (3.26)

Por conseguinte, a energia livre de Helmholtz pode ser determinada da forma

1
= ——InZ 2
Jz 4
- m +In2cosh SHew. (3.28)

Com isso, uma transformagao de Legendre pode ser aplicada para determinar a funcao da

magnetizacao. Neste contexto, a equacao de estado do sistema se torna

_1af 0

m = Gon " on In 2 cosh BHew, (3.29)
B 1 J(cosh BHew)
~ Becosh BHew OH ’ (3:30)
. 6 sinh BHCW .
= Geosh BHow tanh 5(Jmz + H). (3.31)

Como podemos perceber, a funcao de m ¢é acoplada. Portanto, alguns métodos numéricos

sdo necessarios para resolugdo do problema (ver no cap. 5 o método do ponto fixo).

Figura 13 — Magnetizacgao do modelo de
Curie-Weiss em funcgao da tem-
peratura (7).

Fonte: Nishimori (2001)

Por fim, o comportamento do parametro de ordem m pode ser determinado em
fungdo da temperatura (7T') como mostra a Figura 13. Na figura, temos m em funcao de T,

em que podemos notar que para T' < T, m # 0 sugerindo uma magnetizacao macroscopica
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espontanea no sistema caracteristica de um ferromagneto. Com 1" > T, a magnetizagao se
anula indicando uma fase PM, lembrando que 7. = zJ. Determinando a susceptibilidade

magnética (x) para T' > T, obtemos

X = = (3.32)

= (3.33)

onde a equacao 3.33 é conhecida como lei de Curie-Weiss, sendo uma modificacao da lei de
Curie. Para finalizar, todos estes modelos, até entao apresentados, conseguem modelar as
ordens magnéticas convencionais. Entretanto, para a descricao das ordens exoticas, outros
elementos podem e devem ser incorporados a nivel de modelo, onde estes elementos serao

discutidos a seguir.

Como vimos anteriormente, a variavel da interacao de troca pode ser muito impor-
tante na fisica da frustracao. Nos modelos ja abordados, .J é positivo e de curto alcance, ou
seja, uma interagdo FM de primeiros vizinhos, o que é suficiente para modelar uma transi-
¢ao de fase FM/PM. Entretanto, para as fases magnéticas exéticas, vistas na segao 3.1,
uma interagao de troca diferente pode e deve ser adotada. Para a descricao da fase VS, por
exemplo, uma interagao de troca aleatéria (.J;;) deve ser utilizada. Um destes exemplos é
a interacao do tipo RKKY, sendo funcao da distancia, e que considera sitios posicionados
aleatoriamente (RUDERMAN; KITTEL, 1954; FISCHER; HERTZ, 1991). No sentido
de reproduzir o conceito de aleatoriedade de sitios, a aleatoriedade das interagoes acaba
sendo incorporada em modelos como o de Edwards-Anderson (EDWARDS; ANDERSON,
1975). Nesse sentido, existem ainda interagoes de troca que seguem uma distribuigao de
probabilidade P(J;;) como do tipo gaussiana utilizada no modelo SK ou binomial da
regra de Hebb utilizada no modelo Hopfield (SHERRINGTON; KIRKPATRICK, 1975;
HOPFIELD, 1982). J4 para a descri¢ao de LS, interagdes de curto alcance sio incorporadas.
Neste contexto, a competicao de interagoes ocorre através de elementos de geometria,
como foi mostrado na Figura 9, onde modelos do tipo Heisenberg? com elementos citados
modelam LS (YUNOKI; SORELLA, 2006; HE; SHENG; CHEN, 2014; ZHU; WHITE,
2015). Adicionalmente, onde exista mais de um tipo de interacdo de troca, tipico de
sistemas que apresentam a fase SAF, outra abordagem pode ser utilizada, em que mais
de um J deve ser incorporado. Um modelo que utiliza desta abordagem é o modelo de
Ising frustrado J; — Jo que é fonte de pesquisa deste trabalho. Consequentemente, uma

explicacao e introdugao ao modelo sera apresentada a seguir.

2 O operador de spin é dado por um vetor de trés componentes S = 571 + Sﬁ—i— S7k (PIRES, 2021).



3.1. Ordens Magnéticas com Frustragdo 23

3.1.2 Modelo de Ising frustrado J; — J5 classico

Como vimos anteriormente, o modelo de Ising frustrado J; — Jy pode ser utilizado
para estudar F'S em um contexto de interacoes de curto alcance distintas. Para solugao
do modelo propoe-se uma rede infinita dividida em clusters (conjuntos de spins), onde
um cluster é resolvido exatamente. Utiliza-se ainda decomposi¢ao de campo médio para
tratamento dos vinculos conectando os clusters (JIN et al., 2013). Consequentemente,
frustracdo pode ser verificada. Para tratar o modelo J; — J, sao utilizados métodos
aproximativos, entre eles a teoria de campo médio e o método variacional. No campo
médio, sao utilizados campos auxiliares que buscam reduzir o problema de muitos corpos
em uma unica estrutura efetiva. Basicamente, considera-se um problema de tinico cluster
com numero finito de sitios, sitios estes que interagem com sitios de clusters vizinhos via

bordas.

O modelo de Ising frustrado J; — J5 trata de um modelo de interagoes binarias
entre sitios, onde o sitio pode ter valores de +1. Essas intera¢oes sao mediadas por duas
varidveis de interagdo de curto alcance, J; e Jy. Particularmente, ambas as variaveis (J; e
J2) sdo positivas, privilegiando uma interagdo AF. Os efeitos combinados de J; e J podem

levar ao aparecimento de uma fase super antiferromagnética (SAF) (JIN et al., 2013).

Figura 14 — Esquema da rede quadrada dividida em clusters com 4
sitios, onde em vermelho esta o cluster ¢ isolado e em
cinza os sitios vizinhos interagentes. As linhas em verde
compoem as interagoes de campo médio (inter-clusters)
e azuis de solucdo exata (intra-cluster). Sendo, linhas
cheias interagdo J; e linhas tracejadas J,. A direita a
ilustracdo dos padroes das fases AF e SAF.
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Fonte: Arthur Krindges(2023)
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Com isso, este modelo tem como Hamiltoniano que o descreve:

H=5L> oio;+J Y 00 (3.34)
(ig) ((i5))
sendo o; o valor do spin do sitio i. Temos também que, o primeiro termo se refere as
interagoes de primeiros vizinhos ({ij)) e o segundo termo de segundos vizinhos (((ij))). A
solu¢do do modelo pode ser feita considerando uma rede infinita (Z), que por sua vez é
dividida em clusters nao interagentes (Z°), como mostra a funcio de particio

70 =3 e PP, (3.35)

[

Portanto, a energia do sistema infinito de clusters isolados é dada pela soma dos cluster

idénticos, da forma
N
E'(0) =) Ej.(0) = NE(0), (3.36)
i=1

onde N é o numero total de clusters e ¢ representa o cluster. A energia de cada cluster
isolado ¢ dada como .
E =" Jiyoi0; =Y hioy, (3.37)
(i5)e i=1
em que o primeiro termo ¢é referente as interacoes intra-cluster (J;; = J; ou J;) € o
segundo é um campo auxiliar (h;) onde o método de campo médio é incluido, semelhante
ao método variacional que é utilizado na Mecéanica Quantica (SAKURAI; NAPOLITANO;
DAHMEN, 2012).

Com isso, a funcao de particdo para o sistema pode ser dada somente em funcao
de termos intra-cluster (fungdo de parti¢do sendo Z° e valores médios como (...),), que

podem ser calculados de forma exata, com correcao de campo médio na forma

Z = Y et (3.38)
o - 2

- 2% i o~ B(Es—EY) (3.39)

_ ZO<€*5(E*EO)>O (3.40)

Z > 70 EE), (3.41)

Deve ser lembrado que a energia do sistema infinito ideal (com todas as interagoes

computadas inter/intra-clusters) é escrita por
1
(i5) (i5)e
no qual o primeiro termo refere-se as interagoes inter-clusters (1/2 para evitar dupla

contagem), seguido das interagoes intra-cluster.
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Deste modo, é possivel obter os valores médios da magnetizagdao e da energia por
meio da inequagao de Bogoliubov (F = FY + (E — E°)) e de métodos computacionais,
sendo F' a energia livre de Helmholtz. Neste contexto, métodos de Monte Carlo (JIN et al.,
2013) podem ser utilizados. Contudo, o presente trabalho foca em métodos por solugao
exata, pela confiabilidade na demarcagao das transigoes de fase (SCHMIDT; SHANNON;
THALMEIER, 2007; KELLERMANN; SCHMIDT; ZIMMER, 2019).

Figura 15 — Diagrama de fases do modelo J; — Js cldssico 2 x 2 em
funcao de Jy/J; e T/ J;. As linhas tracejadas indicam
transicao de primeira ordem e as linhas cheias transi¢ao
de segunda ordem. Sendo o ponto tricritico marcado

em JQ/Jl =~ 0,66
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3 - ]
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2,5 =
S 2) ; -
&~ a & i
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, SAF 1
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0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Ja/Jh

Fonte: Arthur Krindges(2023)

Com a imagem da esquerda na Figura 14, o método de cluster é exemplificado
utilizando um cluster 2 X 2 ao centro, onde as linhas verdes correspondem as interagoes
inter-clusters do método de campo médio. Realizando a soma da expressao da energia para

o cluster isolado, com base na imagem da esquerda na Figura 14, obtemos como resultado

4

E)Xo) = Y. Jyoio;— > hio; (3.43)
(i7)e i=1

= Ji(o102 + 0903 + 0304 + 0401) + Jo(0103 + 0204) (3.44)

—h10'1 - h20'2 - h30'3 - h40’4. (345)

Minimizando a energia livre por cluster em funcao do parametro auxiliar h, é possivel

obter a energia livre do cluster minimizada e produzir o diagrama de fases do modelo
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cldssico. Em suma, a interacao entre o sitio 2 do cluster central com o sitio 1’ é dada pelo

seu valor médio, de forma

—_

0901 & —[0g (01/) + {09) 01/]. (3.46)

[\)

Como os sitios sao independentes, podemos dizer que o sitio 1’ é a cépia do sitio 1, logo
(o1) = (01). Desta forma, o método de campo médio é incorporado ao modelo. Com isso,
a ilustracdo da direita na Figura 14 mostra os padroes das fases AF e SAF para tal cluster

utilizado.

Por fim, na Figura 15 ¢ apresentado o diagrama de fases do modelo J; — J, cléssico
em fungao de Jy/Jy e T/ J;. Neste, é possivel investigar a termodindmica obtida pelo modelo
apresentado. Por exemplo, observam-se transi¢coes de primeira e segunda ordem entre as
fases AF, PM e SAF, bem como um ponto tricritico localizado em J,/J; =~ 0,66. Pode
ser destacado ainda a diminui¢ao de T, quando Jo/J; — 0,5 (regido de maior frustracao).

Este diagrama reproduzido esta de acordo com a literatura como mostra Jin et al. (2013).

Como foi dito, sistemas com frustracao podem apresentar estados exoticos que sao
de interesse cientifico. Entretanto, existe outra classe de sistemas que possuem grande
relevancia tecnoldgica, os supercondutores. Estes que podem tirar proveito do mecanismo
de frustragao, a qual pode enfraquecer as ordens magnéticas (RAMIRES, 2019). Desta
forma, a proxima secao apresentard uma introdugdo aos principais elementos e conceitos
da supercondutividade, bem como o ferramental tedrico necessario para incorporacao de

tal fendmeno em conjunto com a FS magnética.
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3.2 Supercondutividade

Na matéria condensada a supercondutividade, desde sua descoberta em 1911
(COSTA; PAVAO, 2012), tem se mostrado um ramo muito rico para tedricos e expe-
rimentais na busca de seu entendimento. Esta area do conhecimento, tem contribuido
para a elaboracao de artificios tecnolégicos, como por exemplo a computacao quantica
(HERRMANN et al., 2022). Um condutor é um material capaz de permitir a passagem de
corrente elétrica com baixa resisténcia, ja em supercondutores esta resisténcia ¢ nula. Essen-
cialmente, em sistemas supercondutores, abaixo da temperatura critica (7.), apresentam o
estado supercondutor. Como consequéncia, ¢é verificada a resisténcia zero. Adicionalmente,
outra caracteristica dos supercondutores é o efeito Meissner, onde todas as linhas de
campo magnético externo sao repelidas do material, bem como a descontinuidade no calor
especifico em T, (POOLE et al., 2014).

Dentro do campo dos materiais supercondutores existem dois grupos: os de tipo I
e tipo II (GRIGORIEVA; SCHMIDT, 1997). Os do tipo I foram os primeiros materiais
supercondutores encontrados, geralmente possuem baixas temperaturas criticas (T,) e,
com um campo magnético aplicado forte o suficiente (H,), o estado supercondutor tende a
se extinguir (estado Normal). Estas caracteristicas podem ser verificadas no diagrama da
esquerda na Figura 16 para o Mercurio. Alguns exemplos de materiais supercondutores
do tipo I sdo Merctrio e Chumbo (BISWAL; MOHANTA, 2021). Da mesma forma, os
materiais do tipo II apresentam o estado SC, onde abaixo de um 7. e H. exibem o
efeito Meissner. Entretanto, para um campo externo H. < H < H. o material exibe um
fase mista, composta pela fase SC mais a fase Normal. Desta maneira, parte do campo
externo adentra no material. Além disso, para H > H. e T > T, o material exibe a
fase Normal, como pode ser verificado pelo diagrama da direita na Figura 16. Nestes,
outro diferencial sdo as temperaturas de transi¢ao (7.) mais altas (como mostra a Fig. 16
para o Niobio-estanho), o que os tornam uma opg¢ao mais vantajosa para a elaboragao de
equipamentos tecnologicos. Entre os materiais supercondutores do tipo II, destacam-se
as ligas metdlicas de Niébio (ZENG et al., 2021), bem como as cerdmicas de alto T,
baseadas em 6xido de cobre como YBaCuO e BiSrCaCuO (TOPAL; AKDOGAN, 2010;
MASSALKER; SEMBIRA; BARAM, 1993).

Do ponto de vista tedrico, explicar a supercondutividade tem sido até o presente
momento um grande desafio. Os supercondutores de tipo II ainda nao possuem uma
teoria bem formulada que os possa descrever por completo. Entretanto, para os tipo I
ha uma teoria muito bem sucedida, a teoria BCS. A teoria BCS, criada por BARDEEN;
COOPER; SCHRIEFFER em 1957, explica de forma microscopica a supercondutividade.
Com o avanco das pesquisas, desencadeado pelo desenvolvimento da bomba atomica, foi

possivel a obtencao de amostras compostas por um tnico isétopo supercondutor, como o
mercirio (Hg”, (z = 199,7, 200,7, 202, 203,4)) (REYNOLDS et al., 1950). Com isso, foi
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Figura 16 — Diagrama de fase H vs T' dos supercondutores tipo I (Mercirio) e tipo II
(Niébio-estanho). H. marca o campo critico de transigdo Super./Norm. para
o tipo I. Os campos criticos H.; e H., marcam as transigoes Super./Mist.
e Mist./Norm. sucessivamente para o tipo II. T, marca a transicao para o
estado Normal.

Merctrio Ni6bio-estanho

5 H (\) O41T T T T T T T T
aly] —— TIPOT | 25 Hep=245T TIPOII |
LoLe | gl .
Normal = |

Z orma = 2 Misto de Normal Normal
= 2 Sk | 292 |- e Supercondutor |
1) i - -
9.10-2 | H.y =0,0197 T, — 18K |

: : : : ‘ Supercongutor ‘ ‘ |

0 0
0 1 2 3 4 5 6 0 5 10 15 20
T(K) T(K)

Fonte: Releitura de Rohlf (1994).

descoberta uma dependéncia da T, que apontava para um mecanismo acionado por fénon.
Assim, Bardeen percebeu que os fonons da rede induziam uma interacao atrativa entre
dois elétrons proximos, formando os chamados pares de Cooper. Basicamente, a teoria
BCS sugere que, nessa configuracao, os pares de elétrons a principio nao mais precisariam
obedecer o principio da estatistica de Fermi-Dirac (HOTT et al., 2016; SALINAS, 2013),
em que os elétrons sao obrigados a ocupar estados de particula inica seguindo o principio
de exclusao de Pauli. Entretanto, na teoria proposta, a energia que liga os pares conduz a
um estado quantico macroscépico de particula tinica com dois elétrons de spin opostos.

Como consequéncia, o principio de exclusdo de Pauli é respeitado (HOTT et al., 2016).

Do ponto de vista de modelo, a teoria BCS descreve a atracao entre dois elétrons
de spins opostos no espago de momento. Entretanto, trabalhar no espaco de momento ¢é de
extrema complexidade, em fung¢ao do tratamento quintico no espago reciproco (FRIEDEL;
NOGUERA, 1983). Com isso, formular o pareamento em um espago de drbitas localizadas
e analisar o problema em um contexto magnético torna o problema mais solivel (PENSON;
KOLB, 1986). Neste contexto, o potencial atrativo, correspondente ao pareamento, é
escrito na linguagem da segunda quantizacao, dada pelos operadores de destruicao e

criacao, sendo ele

A,

Vij = CITCLCNC;‘T- (3.47)

Este potencial atua em um estado de Fock®, onde o sitio pode ser encontrado nos estados

de ocupado (1 ou | ), duplamente ocupado (1) e vazio. Assim, o potencial agrega um

3 Um estado quéntico no espaco de Fock, que é um espaco de Hilbert com um ndmero variado de
particulas (FETTER; WALECKA; PHYSICS, 2003).



3.8. Conezdo entre frustragio e supercondutividade 29

valor energético para sitios 7, 7 duplamente ocupado e vazio, podendo assim ser usado em

modelos de rede.

3.2.1 Formulacao fermibnica

Para a analise da formagao de pares, um modelo fermionico pode ser utilizado. No
formalismo proposto, os observaveis sao representados como operadores. Neste contexto, o
operador de spin atua sobre um espaco de quatro estados por sitio, dois deles magnéticos,
um com spin 1 e outro com spin |, bem como dois estados nao magnéticos, um duplamente

ocupado e outro vazio. Na formulagao fermidnica, o operador de spin ¢ dado por

S = i — Ry, (3.48)
onde o N, = c}acw ¢ o operador nimero de ocupacao, tendo valores de O ou 1 e c}a(ci(,)
os operadores de criagao(destrui¢ao) de Fermi, com ¢ =1 ou | indicando a proje¢ao do
spin. Assim, temos a introducgao de quatro estados quanticos para um sitio, sendo estes
|—),|— 1), |4 —) e [41). Estes operadores de criacao e destruigdo sao pegas chave para
comportar a formacao de pares. Este formalismo ¢é descrito seguindo a segunda quantizacao

no espaco de Fock, com mais informagoes sobre estes topicos no Apéndice A.

3.3 Conexao entre frustracao e supercondutividade

Particularmente interessantes sao os resultados obtidos a partir da possivel com-
binagao desses dois fenémenos, tanto do ponto de vista experimental quanto tedrico.
Experimentalmente, a frustracdo pode levar ao surgimento de competigao das fases VS/SC
em certos sistemas supercondutores (DAVIDOV et al., 1977; KUMAR; TANDON; AWANA,
2011).

Além disso, uma frustracdo geométrica controlavel, altamente degenerada, foi
incorporada em um sistema bidimensional de fluxo quantizado, conforme demonstrado na
Ref. (WANG et al., 2018). Este efeito ¢ produzido ao se colocar uma estrutura reconfigurével
de gelo de spin artificial sobre um filme fino supercondutor. Em particular, as estruturas
reconfiguraveis sao arranjos de barras de magnetos em nanoescala que simulam e/ou imitam
o comportamento de materiais magnéticos que naturalmente apresentam frustracao (WANG
et al., 2016). Neste contexto, as cargas magnéticas ajustaveis na estrutura de gelo de spin
artificial interagem fortemente com o fluxo quantizado no supercondutor. Neste contexto, é
possivel alternar entre estados frustrados e de fluxo quantizado, trazendo assim melhorias
na aplicacao destes supercondutores. No ambito tedrico, modelos com interacoes de alcance
infinito em uma formulacao fermionica com formacao de pares foram utilizados para
investigar a competicio VS/SC (MAGALHAES; SCHMIDT, 2000). Mais recentemente,

uma abordagem tedrica sugeriu que a frustragdo geométrica poderia desempenhar um papel
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importante no surgimento de um comportamento de alguns supercondutores (TINDALL et
al., 2020). No estado fundamental, afirma-se haver uma assimetria elétron-buraco em que
surge um cenario competitivo entre AF e dois tipos de fase SC. Por um lado, uma fase SC de
onda d,,, é favorecida pela flutuacao do spin AF no lado dopado. Por outro lado, a dopagem
de elétrons aumenta a frustragao geométrica e o grau de liberdade de carga, levando a
uma fase SC de onda estendida d,2_,» (SCALAPINO, 1995). Como observado, embora
varias investigagoes e avancos tenham sido feitos na descrigdo de sistemas frustrados e
supercondutores, um entendimento completo dos mecanismos subjacentes a esses fenémenos

ainda permanece em aberto, principalmente sua competicao.

Consequentemente, parece pertinente investigar melhor os fendmenos combinados
de frustracao e supercondutividade. Para realizar esta tarefa, propoe-se o estudo do modelo
de Ising fermionico frustrado em um referencial teérico. Este modelo tedrico pode combinar
as caracteristicas mencionadas anteriormente: frustracao e um acoplamento de interacao de
pares. Basicamente, uma frustragao ¢ adicionada através de uma geometria com interacgoes
competitivas de curto alcance, onde os acoplamentos magnéticos podem ser distinguidos
entre os spins. Além disso, a formacao de pares de Cooper pode ser introduzida através
dos estados nao magnéticos derivados de um acoplamento de interagdo de pares quanticos.
Essencialmente, isto significa adicionar um termo energético ao Hamiltoniano, o qual
atua na redistribuicao dos momentos magnéticos. Por exemplo, em um sitio duplamente
ocupado proximo a um sitio vizinho vazio recebe um favorecimento energético. Nesse
contexto, os operadores de criacao e destruicao sao usados para representar essa interacao,

juntamente com uma variavel de controle g.

Para isso, o uso de uma abordagem fermionica no modelo J; — J, é utilizado para tal
investigacao. Pela introducao de estados de dupla ocupacao, nao previstos na contra-parte
classica, o modelo prevé um termo de interacao de pares. Este é um mecanismo que favorece
dupla ocupacgao de sitios em um contexto de pares de spin, onde a variavel de controle g se
fard presente para regular este pareamento. Além da relevancia em relagao a criticidade,
o estudo de um modelo J; — J5 com um mecanismo de pareamento também pode fornecer
uma primeira visao sobre as caracteristicas fundamentais de sistemas frustrados com
assinaturas de supercondutividade. A seguir, as etapas de caracterizacdo do modelo, a
passagem deste para uma formulagao fermionica, bem como uma discussao acerca do

termo de formacao de pares sdo apresentadas.
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4 Modelo fermionico frustrado J; — Jo

Como vimos anteriormente, para o modelo frustrado J; — Jo comportar o termo de
pareamento BCS (se¢ao 3.2), este deve ser escrito em um formalismo fermiénico. Com
isso, o modelo J; — J5 pode ser escrito na formulagao fermidnica da forma

O=7Y 858:+71 > 55, (4.1)

(i.5) {(i.9))

onde H é o operador hamiltoniano do modelo. Os termos seguem o tratamento da frustragao
considerando agora operadores de spin, onde a nao comutatividade deve ser levada em
conta nos préoximos calculos. Como é possivel perceber a seguir, o espago de fase do modelo
quantico é maior que do modelo classico. Basicamente, a formulagao classica com duas
configuracoes possiveis para os sitios, da lugar a fermionica, em que quatro configuragoes
sao possiveis, conforme apresentado na Secao 3.2.1. Como consequéncia no incremento do
espaco de fase, alteragdes podem ser vistas nos comportamentos dos parametros de ordem,
como da magnetizacao, nas transicoes de fase e temperaturas criticas. Tais mudancas
podem ser vistas nos resultados presentes da Secao 6.3, em que um comparativo entre

formulacoes é realizado.

Para resolu¢do do modelo fermionico, da mesma forma que no caso classico, os
métodos variacional e de campo médio devem ser utilizados em conjunto, tal que o

hamiltoniano do cluster é dado por

n
HE =, Z S;S7 + o Z S;57 — ZhiSf, (4.2)
(i.g)e (6.0 =1
onde o termo h; é o campo auxiliar do método variacional. Similarmente ao como visto na

secao 3.1.2, a funcao de particdo pode ser aproximada da forma

7~ 70 B Be),, (4.3)

Entretanto, algumas consideragoes adicionais a este calculo devem ser feitas para o
formalismo fermionico. Como mostra Kellermann (2019), a utilizacdo da transformagao
de Suzuki-Trotter (SUZUKI, 1985) deve ser utilizada para tratamento da inequagao de
Bogolubov (BOGOLUBOV, 2010). Pela transformagao de Suzuki-Trotter, o problema da

nao comutatividade pode ser contornado. Essencialmente,
el = ¢ PHratts) o =pfo=palts [ f fr,] £ 0, (4.4)

onde H é um hamiltoniano composto por dois termos que ndo comutam (Hy e H;), sendo a

uma constante arbitraria). Em adicdo, a solugao pelo fatiamento da exponencial, chamada
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de decomposicao de Trotter, pode ser verificada da forma

) o L o
o—BH _  ,~B(HotaH:) _ II e—A(HOJFaHl)’ (4.5)
=1
e—A(ﬁo+aﬁ1) _ e*AHoe*AaHI + O(AZ)’ (46)

com A = (/L e L — oo. A partir das consideragdes apontadas, a inequagio de Bogoliubov
(método variacional de Bogoliubov) é considerada valida quando o espago de tempo

imaginario (7,, = (n — 1)A) é utilizado. Aplicando as derivagoes na forma

d ~ A
—ﬁ(Ho-i—aHl) _ H0+aH1> (5 Tn)(H0+aH1)
¢ LILIEO Aa E e Hie (4.7)
- / dr 0, (r)e B(Hotath) (4.8)

sendo H, (1) correspondente a evolu¢ao temporal do operador H, na representacao de

Heisenberg no tempo imaginario, como mostra a equacao

H(r) = 677‘(1:[04»&]?11)]:‘]167‘(1:[0411]:11) _ e—THHIQTﬁ. (4.9)

Consequentemente, a inequacao de Bogolubov pode ser escrita na forma quantica
F<F =F+(H-H) . (4.10)

Aplicando a inequacao para o respectivo modelo com clusters é possivel determinar

e detalhar a energia livre de um tnico cluster. Logo a energia livre para o modelo se torna

F.T,Ji,Js,h) = —p'In Z°+ Z J”mlm]—i-thl, (4.11)

(,J) i=1
sendo o primeiro termo a funcao de particao do cluster (calculada exatamente), .J;; o termo
referente as interagoes J; e Jy. Por fim, o simbolo (7, j)" indica soma somente para i e j de

clusters diferentes. Ademais, m; = <5'f>0 ¢ dado por

1 &z PO
mj = ﬁz (i| S |iy e 757, (4.12)
c 1
onde EY é o autovalor corresponde a energia do i-ésimo estado do sistema.

Como a energia livre é funcao de h, existem valores para h que minimizam a energia

livre. Desse modo, o método de ponto de sela pode ser utilizado da forma

5 1

4.1
0hk (4.13)

Lembrando que

_19m; 1 Lo, OeTPr 192971 SN
’ 1%: - 6ZOZ<Z|SJ‘Z> oh. B (8h2 > (iS5l e (4.14)
1 0 Az Bz =B8N\ 1 Az B

= oo 2 (iS5 SEl) e —my=g 3 (il Sili) e (4.15)

= (8:5%), — mymu. (4.16)
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Por fim, aplicando o método de ponto de sela temos

OF. 1070
Ohy, 3220 Ohy,

(i)
F67 e+ Y he((5287), — mam) (4.18)
=1

- Xn: (hl +2 Jijmj) {<S‘f§,§>0 - mimk} = 0. (4.19)

i=1 G’

Com isso, a fungdo auto-consistente de h se torna
()

Por meio dos métodos numéricos empregados (ver Capitulo 5), é possivel o calculo dos
parametros de ordem m e h, bem como da energia livre, para diferentes valores de
temperatura (7") e frustracao (J2/.J1). No préximo capitulo, as técnicas discutidas nesta

secao serao empregadas para apresentagao e resolucao dos modelos propostos.

Na proxima secao, é realizado o estudo de dois modelos. Em primeiro momento,
somente o papel das interagoes de pareamento intracluster foi investigado, por meio
do modelo fermidnico frustrado J; — J; em presenca de clusters com interacdo BCS
local. Em tal cenario, é deixado de fora o pareamento interclusters. Nessa proposicao, as
flutuacoes quanticas introduzidas no modelo de Ising fermionico J; — Jo pelas interagoes
de pareamento sao incorporadas exatamente em nossos calculos. Este pareamento de
clusters é uma primeira tentativa de explicar uma dinamica quantica relativa a graus
de liberdade adicionais. Em outras palavras, o modelo de Ising J; — J5 apresenta uma
dindmica classica, resolvida em carater de campo médio de cluster, enquanto as interagoes
de pareamento intracluster introduzem efeitos quéanticos que sdo totalmente incorporados
pela diagonalizacao exata. Acreditamos que a presente abordagem de cluster nos permite
levar em conta os efeitos relevantes de uma redistribui¢do de carga local nas transi¢des de

fase magnéticas.

Para o segundo caso, que sera investigado posteriormente, as interagoes de parea-
mento intercluster sdao incluidas pelo modelo fermidénico frustrado J; — Jo com interacao
BCS. Nesse sentido, novos parametros de ordem sao acrescentados e os calculos analiticos
para este modelo sdao apresentados. Essencialmente, o termo de interacdo BCS ocorre
também entre clusters. Como resultado, o mapeamento de uma nova fase de carater
niao magnético se faz presente no modelo. E importante salientar que no modelo BCS
local, verifica-se um cendrio propicio para surgimento desta nova fase, como mostram os
resultados da Secao 6.4. Em esséncia, o campo médio no contexto de formacao de pares
nao ¢é considerado no BCS local. Por outro lado, quando sao assumidas as contribuicoes
de campo médio para os efeitos de pareamento via termo BCS, abre-se possibilidade de

investigacao desta nova ordem de carater quantico.
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4.1 Modelo fermionico frustrado .J; — Jy em presenca de clusters

com interacao BCS local

Para comportar o favorecimento da formagao de pares, um termo energético deve ser
adicionado ao Hamiltoniano. Desde modo, podemos dizer que quando um sitio duplamente
ocupado esta proximo de um sitio vizinho nao ocupado, ocorre um favorecimento energético
que permite o deslocamento desta dupla ocupacgao. Consequentemente, os estados com
par e buraco, sendo estes primeiros vizinhos, recebem um ganho energético favorecendo
os estados duplamente ocupados e vazios do sistema. Com isso, utilizamos os operadores
de criagao e destruicao para representar tal interacao, juntamente com uma variavel de
controle g que fornece o peso desta. Dessa forma, o hamiltoniano para o modelo de Ising

frustrado J; — Jo com formacao de pares local é dado por

H= > S;S; + o > Sfé’; -9 > chcjicjich, (4.21)

(i.7) ((i.5)) (i,5)°
onde os dois primeiros termos sao referentes a interagoes de cunho magnético, com a
presenca de frustragao, seguido do terceiro termo que propicia a formacgao de pares
localmente no cluster, possibilitando um ganho energético para os estados nao magnéticos.
Com este termo de formacao de pares local e o formalismo fermionico, serd possivel uma

primeira analise dos efeitos combinados da frustracao e formacao de pares.

Usando a mesma metodologia da se¢ao 3.2.1 é possivel resolver o modelo J; — J,

fermionico com BCS local, onde o hamiltoniano do cluster é dado por
n
HO =00 Y SiSi+ o > SiSi = hiSi—g > chelieiien, (4.22)
(i.3)0 ((i,4))¢ =1 (i.3)?
sendo os dois primeiros termos referentes as interagbes magnéticas J; — Jo, seguidos do
campo auxiliar h e do termo de formacao de pares local. Entretanto, alguns métodos devem
ser adicionados para resolver o modelo. Primeiramente, em funcao da matriz hamiltoniana

possuir termos fora da diagonal (termo de pareamento) a matriz deve ser diagonalizada

(capitulo 5) para obtencao dos seus autovalores e autovetores pela forma
P 'H’P =E, (4.23)

sendo P o autovetor da matriz H2 e E os seus autovalores. Com isso, os observdveis devem
sofrer uma mudanca de base para a nova base de energia. Logo, a matriz do operador S7,

que opera no sitio i, é escrita por
k 1Az
Sij = (i|S%17) (4.24)
e deve ser reescrita utilizando os autovetores P, resultando em

Sk =P IS*P. (4.25)
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Por fim, o pardmetro de ordem da magnetizacao (m) e outros pardmetros sao escritos

seguindo a forma

1 _.
mi = Z St.e~PEii, (4.26)

Considerando um cluster quadrado composto por 4 sitios (n = 4), é possivel reescre-
ver a energia livre de Helmholtz pela equagao (4.11) e incorporar o valor autoconsistente
de h da equacao (4.20), tomando como referéncia o esquema da rede na figura 14. Com

isso, os valores para h ficam

hi = —Ji(mg+ my) — 3Joms, (4.27)
hy = —Ji(my+ m3) — 3Jomy, (4.28)
hy = —Ji(mg+my) — 3Jomy, (4.29)
hy = —Ji(my+m3) — 3Joms. (4.30)

Consequentemente, considerando os valores de h, a energia livre é escrita da forma

1 4
F T, Jy, Joyg,h) = F°+ 3 > himy (4.31)
i=1
F(T,J1,J2,9,h) = F.(T,J1, J2,9) = —f ' In ZS — Ji(mq 4+ mg)(ma + ma)
—3J2(m1m3 + m2m4). (432)

Com F,. sendo escrita em funcao da magnetizacao. Por meio dos métodos numéricos
empregados, ¢ possivel a obtencao do comportamento dos parametros de ordem e da
energia livre para determinar as fases e transi¢oes do sistema. Em relacao ao tamanho do
cluster na formulagao proposta, a escolha mencionada se deve a questoes computacionais
e de possibilidade de comparativos com limites existentes (vide modelo cléssico). Tais

pontos serao melhor discutidos nas préximas secoes.

4.2 Modelo fermibnico frustrado .J; — J, com interacao BCS

Aplicando o pareamento BCS sobre todo o sistema, ndo somente localmente como
foi mostrado na Segao 4.1, é possivel mapear uma ordem de par/buraco no sistema a partir

de novos parametros de ordem. Neste caso, o hamiltoniano é dado por
H=0Y S8 +1 Y 8:Si—g chdliciiepn, (4.33)
(4,9 ((i,5)) (4.4)
onde os dois primeiro termos sao referentes ao modelo J; — Jy e o terceiro termo é o

pareamento BCS de primeiros vizinhos, ocorrendo agora sobre todo o sistema, nao somente

como termo intra-cluster ((i,7)° — (i,5)).
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Pelo método variacional, com o termo BCS atuando sobre todo o sistema, é
necessario a inclusdo de novos campos auxiliares v e vf. Com isso, o hamiltoniano do

cluster toma forma
7:[2 = Jl Z gfgj + JQ Z ngj — g Z CITCLCJ‘WJT
(i,5)? ((.5))e (i,3)?
_ Z hiS7 — > (y CiLCit + V4iC ITCL) (4.34)

=1

Na eq. 4.34, os trés primeiros termos sao referentes as interagoes intra-cluster, seguidos dos

termos de campo auxiliar das interagoes tanto de spin, quanto par/buraco e buraco/par.

Utilizando da metodologia empregada na secao 4.1 é possivel resolver o modelo,
mesmo com os novos campos auxiliares. Consequentemente, a energia livre do cluster nao

minimizada é
F(T, Jij. g, hvvt) = FO+(

1

2

Jij < Af>0 <Sf>0 - g <CZTCI¢>O (cjicin)g

(i5)’ (i.5)’

F R (5, 4 30 [ eneno s (el ], (439)

=1

@
I
—

sendo o primeiro termo F? = S7'In Z% seguido das interacoes de spin e par/buraco

inter-cluster (J;; e g), finalizando com os campos auxiliares (h;, v; e v)).

A fim de minimizar a energia livre, o método de ponto de sela aplicado na energia

livre em funcao dos campos auxiliares da forma

1OF, _ 10F .  10F
Boh, B Ovy, B ovf

=0, (4.36)

é utilizado. Com a minimizacdo, os campos auxiliares sao substituidos pelas suas fungoes
autoconsistentes. Consequentemente, a energia livre passa a nao ter uma dependéncia

explicita dos campos auxiliares, se tornando
Fu(T, Jij, g, hyv, 1) 2% FL(T, Jij, 9). (4.37)

Sabendo que as seguintes derivacoes sao da forma

W = p <C¢¢cn§l§>0 — Blencitlo <§’§>o

= f (Cucmo < A;§>0 -3 <Ci¢CiT>o <5’,‘§>0 =0, (4.38)

ot et . .
(bda e ), 5 (et 30,
g <C”Cl¢>o <§’j>o l <CZTTCI¢>0 <§’j>o =0, (4.39)
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podemos perceber que pela derivagao de F, em relagao a hy, retornamos ao mesmo resultado

obtido na se¢ao 4.1 com

()

Para as derivacdes em funcio de v e vt as seguintes derivacdes sdo aplicadas
)

oFY 1 920
ayk B _TZ(? aVk
- _ZloTr[CLTCLﬁ_ﬁES}
= —(ckel), (4.41)
9 {5z R )
é?l/k>0 =5 <Siz>o <CLTCL¢>0 -8 <Siz>0 <CJILTCJIL¢>0 =0, (4.42)
mcaim = b <Ci¢CiTCL¢CITw>O — Bleicir), <CL¢CL¢>O> (4.43)
9 (e
<Cﬁzi>0 =5 <CITCLCLTCL¢>O - 5< ch1¢> <CL¢CL¢>O- (4.44)
Aplicando agora o método de ponto de sela para v e vT, obtemos o resultado
;gij - Y Z (chelieliely), = (el ), (ehrely), ] eneid

<chclT¢>0 [{enescyely), — (eineido (chrely)
{Wl[(enenclyely), — (eneindo (chel,), )}

{(ehelielrels), = (cheli )y (cheka) )}

(eheliclel) = (ehel) (elaely), ( -0 ) ) (1.45)
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Com isso, os campos auxiliares v e v sdo funcoes autoconsistentes dadas por
vi = g {cicit)y (4.46)
j/
o=y > <C;TC;¢>0 . (4.47)
j/

Aplicando os valores para os campos auxiliares e minimizando a energia livre, obtemos

que a energia livre minimizada é

zn: < (CitCit)o + Vi <61TTCI¢>O)' (4.48)

=1

F, = F£+;Zi:hi<§f>o+
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Ademais, um comparativo entre formulacoes classica e fermionica, bem como resultados
para os modelos fermionicos frustrados J; — Jo com BCS local e J; — Jy com BCS

mencionados nesta secao, sao apresentados no Capitulo 6.
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5 Meétodos numéricos

A grande dificuldade com modelos que possuem frustracao é a realizacao dos
calculos da Mecanica Estatistica. Métodos de Monte Carlo tém sido empregados neste tipo
de problema com bons resultados (JIN et al., 2013), consumindo alto recurso computacional
no entanto. Alternativamente, conforme mencionado em sessoes prévias, a frustracdo pode
ser estudada via tratamentos analiticos. Especificamente para esta proposta, a frustracao é
analisada via modelo J; — J5 em teoria de campo médio com cluster. Em esséncia, o método
que nao necessita de alto poder computacional e apresenta uma grande confiabilidade para
sistemas pequenos (nimero de sitios: n < 20). Este tem como importante caracteristica ser
um método de solucao exata no cluster. Em outras palavras, através do método variacional
e teoria de campo médio (mencionados na Se¢do 3.1.2 e no Capitulo 4), somente os termos
intra-cluster (H?) sdo dados de forma exata. Desta forma, o método de solucdo exata é
aplicado sobre o cluster, com campos auxiliares sendo introduzidos para a aproximacao
de campo médio. No cendrio computacional, as demandas a seguir sao necessarias para o
problema sugerido. A partir do tratamento analitico para frustracao proposto, sao obtidas
equacoes auto consistentes que s6 possuem solucao numérica. Mais importante, como os
calculos de média e da funcao de particao sao feitos exatamente no cluster, todos os estados
acessiveis do sistema devem ser conhecidos, e uma forma de realizar este levantamento é a

partir do emprego do método de contagem por bits.

O método de contagem por bits ¢ uma maneira de representar e contar os estados
usando a representacao de bits. Como estamos em um espacgo de fase onde cada sitio pode
ter valores de +1 (1) do formalismo classico ou +1 e 0 do formalismo fermi6nico, os
bits 0 ou 1 podem ser usados para a sua representagao. De igual modo, um bit 0 pode
representar um estado +1 (1) do sitio e um bit 1 pode representar um estado —1 (}) do

sitio, no formalismo classico.

Tabela 1 — Esquema da representacao dos estados classicos por bits para 2 sitios.

Autoestado (22 — 1) | Sitios(1,2;1]) | Sitios(bits) | Representagao Numérica dos bits
0 ™1 00 0
1 1 01 1
2 ) 10 2
3 1 11 3

A Tabela 1 mostra como é feita essa representacao para 2 sitios classicos, em que
todos os estados sao percorridos. Para este caso, temos 2™ — 1 como auto-estado maximo
no formalismo de bits. Com isso, é possivel calcular de forma exata a funcao de particao e

qualquer valor médio pelo método de bits.
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Tabela 2 — Esquema da representacao dos estados fermionicos por bits para 2 sitios.

Autoestado (42 — 1) | Sitios(1,2;1] —) | Sitios(bits) | Representagao Numérica dos bits
0) —— 0000 0
) B 0001 1
I14) =1 0111 14
I15) o 1111 15

Para implementacao do caso fermidnico, temos um espacgo de fase que vai de 2"
para 4". Logo, dois bits sao atribuidos para cada sitio, onde um bit é atribuido para uma
ocupagao up (1) e outro para ocupagao down (J). Com isso, o espago de fase no formalismo

fermiénico de cada sitio fica (——,7 —,— |,1}) = (00,10,01,11).

Pela Tabela 2 temos a representagao dos autoestados para 2 sitios no formalismo
fermidnico, em que podemos ver até 16 autoestados. Neste caso, é possivel a construgao

dos operadores que podem medir e/ou operar o auto-estado do sistema, como por exemplo
ci o) =11). (5.1)

Deste modo, as matrizes podem ser construidas e operadas para calcular qualquer quanti-
dade.

No contexto fermidnico, em fungao do pardmetro de ordem da magnetizacao ser
uma funcao autoconsistente, ha necessidade da diagonalizacao da matriz hamiltoniana
e a troca para base de energia. Com a finalidade de resolver tais tarefas, os métodos
numéricos discutidos a seguir foram empregados. Para resolver as fungoes autoconsistentes
o método do ponto fixo é utilizado (BARROSO, 1987). Este consiste em um método
iterativo para célculo de zero de fungao onde, por meio de uma solugdo tentativa (zo), é

possivel determinar o zero da funcao

r1 = f(xg) = 29 = f(r1) = 23 = f(22) = ... = 2 = fap_1). (5.2)

Para as matrizes nao diagonais, a diagonalizacao é feita de forma numérica utilizando
a sub-rotina dsyev' da biblioteca LAPACK?. Assim, obtemos os autovalores e autovetores
da matriz associada. Desta forma, é possivel a troca de base dos parametros de ordem por

meio da multiplicacao das matrizes.

Os c6digos foram escritos em linguagem FORTRAN por meio de sub-rotinas dos

métodos mencionados e rodados nos computadores do grupo GTCMC?.

1 FONTE: <http://www.netlib.org/lapack/explore-3.1.1-html/dsyev.f.html>

2 LAPACK: "Linear Algebra Package'. Biblioteca de softwares numéricos de dlgebra linear, de livre
acesso.

Grupo Teérico-Computacional de Matéria Condensada - UFPel.


http://www.netlib.org/lapack/explore-3.1.1-html/dsyev.f.html
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Figura 17 — Rotina para calculo dos parametros em funcao de 7T'.

Fonte: Arthur Krindges(2023)

Figura 18 — Sub-rotina de célculo das matrizes.

~

Fonte: Arthur Krindges(2023)

Para um melhor entendimento dos métodos e processos computacionais utilizados,
os fluxogramas das Figuras 17 e 18 sao apresentados. No fluxograma da Figura 17, temos

todo o algoritmo para o calculo envolvendo o ciclo em T'. Primeiramente, as variaveis de
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entrada sao fornecidas e a sub-rotina (Figura 18) é chamada. Nesta sub-rotina, a base é
criada pelo método dos bits e as matrizes de H, e S sdo confeccionadas usando a fungao
Operacao. A funcao Operacao utiliza os bits, que forma a base, para obter os valores dos

elementos das matrizes requeridas.

Com a sub-rotina finalizada o programa entra no ciclo de 7', em que o método
do ponto fixo é utilizado para obtencao e armazenamento dos parametros. O ciclo é
iniciado com um valor tentativa para os parametros, encerrando o método do ponto fixo
em seguida. Dentro do método do ponto fixo, com base no valor inicial dado, a matriz de
H?Y ¢ construida por meio da funcio Operacio. Em seguida, as matrizes hamiltonianas sio
incorporadas em uma tnica matriz que é diagonalizada pela func¢ao da biblioteca LAPACK.
Com a diagonalizacao, os auto-vetores fazem a mudanca de base na matriz S e entao as
quantidades termodinamicas sao determinadas. Caso os pardmetros calculados nao sejam
iguais aos valores iniciais, o método do ponto fixo é reiniciado, e os parametros calculados

se tornam os valores iniciais.

Quando a condi¢ao do método de ponto fixo é satisfeita, o programa continua o
ciclo em T" armazenando os parametros e varrendo os proximos valores de 7. Com o ciclo
finalizado, o programa é encerrado e os diagramas podem ser construidos utilizando o
banco de dados gerado pelo programa. Parte dos codigos utilizados podem ser encontrados
no Apéndice C, onde sdo mostrados como os operadores atuam na base de bits e outras

etapas, como por exemplo a subrotina de varredura de temperatura.
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6 Resultados e Consideracoes

Aplicando os cdlculos numeéricos, vistos no capitulo 5, os paradmetros de ordem e as
energias livres sao obtidos para o modelo frustrado J; — Js, tanto na abordagem classica
quanto fermionica. Consequentemente, essas grandezas sdo analisadas e os diagramas de fase
sao construidos. Primeiramente, os resultados se concentram em comparar as abordagens
classica e fermidnica. Em segundo lugar, o parametro g é ativado, o que favorece a
ocupagao dupla. Como resultado, analisam-se os efeitos na redistribuicao dos momentos
magnéticos sobre a transicao. Em particular, destaca-se que na abordagem numérica, um
tamanho de cluster quadrado 2 x 2 foi adotado. Esta dimensao foi considerada por questoes
computacionais acerca da implementacdo do formalismo fermionico. Tal escolha propicia
um comparativo com a literatura (JIN et al., 2013). Mais importante, para este tamanho de
cluster, deve-se enfatizar que os estados nao magnéticos incluidos na abordagem fermionica
aumentam a complexidade numérica quando comparados ao classico, aumentado o espago
de fase e consequentemente o tempo computacional. Contudo, a presente proposta pode
ser considerada uma primeira tentativa na adi¢ao de uma dindmica quantica relacionada
a graus de liberdade adicionais, tanto no contexto do pareamento BCS local (dentro do

cluster) quanto BCS completo (dentro e fora do cluster).

6.1 Parametro de ordem

O comportamento do parametro de ordem m versus T/ J; para Jo/J; = 02 e g/J; =
0 para abordagens classicas e fermionicas é mostrado na Figura 19(a). Os valores escolhidos
apontam para interacoes de primeiros vizinhos dominantes, correspondendo a um regime
antiferromagnético (AF!). O resultado indica uma transigao de fase AF/paramagnética
(PM) de segunda ordem que passa de T, = 2,65.J; no regime cléssico para T, = 1,44.J; no
fermionico. A partir da comparagao, observa-se uma diminui¢ao da temperatura critica.
Tal diminuicao esta relacionada a presenca de um espago de fase maior do formalismo
fermionico. Consequentemente, o peso probabilistico dos estados magnéticos no formalismo
fermionico acaba sendo menor que no classico. Neste contexto, os parametros de ordem séo
mais suscetiveis ao aumento de 7" no caso fermidnico, com uma diminui¢ao mais acentuada

de m até T..

Com o aumento de Jy/J; para Jy/J; = 0,8, temos a domindncia das interagoes
de segundos vizinhos, correspondendo a um regime super antiferromagnético (SAF?) que

é analisado na Fig. 19(b). Nesta, o parametro de ordem m versus T/.J; nas abordagens

Estado AF corresponde a map = (m1 — ma + ms —my)/4 # 0.

2 Estado SAF corresponde a mgar = (m1 + mg — mg —my)/4 # 0.
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Figura 19 — Magnetizagoes map e mgar em fungao de T'/J; do modelo
classico e fermionico para Jo/J; = 0,2 (a) e Jo/J; = 0,8 (b).
Setas indicam o ponto da transicao de fase de segunda ordem.

- Mar - MSAF
—— (Cléssico ----- Fermionico

1

0,5
Ja)J1 =02 |
0 2\/ 11 L l’ L XA/\ | L l‘/\ O L | L | L | L | L | L
0O 05 1 15 2 25 3 0O 05 1 15 2 25 3
T/Jy T/J;

Fonte: Arthur Krindges(2023)

classicas e fermibnicas (¢g/J; = 0) é analisado. O resultado mostra uma transi¢ao de fase
SAF/PM de segunda ordem em 7T, = 2,65.J; e T, = 1,44.J; para os regimes classico e
fermionico, respectivamente. Novamente, a mudanca no 7, esta relacionada com a presenca
de estados nao magnéticos. Logo, o resultado mostra que o aumento do espaco de fase

impacta tanto a fase AF quanto SAF.

6.2 Energia livre e transicoes de primeira ordem

Na analise da frustracao e formagao de pares, existem os seguintes mecanismos
competindo entre si: as flutuagoes térmicas impulsionadas pela temperatura, o regime
de frustragao por J,/J; e a redistribuicao de cargas por g que contribui nos estados de
dupla ocupacao. Como resultado, um rico cenario termodinamico pode ser encontrado. Por
exemplo, abaixo de uma determinada temperatura, os parametros de ordem tornam-se
descontinuos. Por conseguinte, para localizar as transicoes de primeira ordem, as energias
livres das diferentes solugoes obtidas no problema sao equacionadas. Com isso, a transi¢ao

de primeira ordem é marcada na intersec¢ao destas solugoes.

Equacionando as solugbes temos a Figura 20(a). Nesta, o estado fundamental
do modelo classico pode ser determinado pelo comparativo das energias livres das trés
possiveis solugoes (PM, AF e SAF) em fungao de Jo/J;. A partir da solugdo fisicamente
aceitavel, a de menor energia na comparacao, temos a presenca das ordens AF e SAF com a
transigao de primeira ordem em J5/.J; = 0,5 como marca a seta. Logo, podemos determinar
que o estado fundamental do modelo frustrado J; — J; classico é dado por uma fase AF no
intervalo 0 < J5/J; < 0,5 seguida da fase SAF para J;/J; > 0,5. Em particular, na Figura
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20(b) o parametro mgar ¢ mostrado em funcao de 7'/J; com Jy/J; = 0,6 do modelo
classico, apresentando a descontinuidade do parametro com a ocorréncia da transicao
de primeira ordem, sendo a transicao localizada via energia livre, a qual ¢ mostrada na

insercao.

Figura 20 — (a) Energia livre do modelo classico em fungao de Jy/.J;
para as solucgoes AF, SAF e PM no estado fundamental.
(b) Magnetizagao mgar do modelo classico em fungao de
T/Jy para Jo/J; = 0,6, inser¢do mostra a energia livre em
funcao de T/ J; para solugao SAF e PM. Setas indicam as
transicoes de primeira ordem.

1

L (b)
08| .
_5,32
0767—5,347
& _5,36
0.4
—5,38
— F.(AF) 1 I ey
_FP(SAF) 0,2 ) _F((p;\,]) -
1 —5,42 b T A . B
1,57 1,58 1,59 1,6 1,61 !
0 02 04 06 08 1 Y% o5 1 15 2
Jo/ Ty T/,

Fonte: Arthur Krindges(2023)

6.3 Comparativo entre abordagem classica e fermibnica

A Figura 21 permite analisar o comportamento da energia livre versus mgar com
intuito de caracterizar as transicoes de segunda e primeira ordem, tanto do modelo cléssico
quanto fermionico. Logo, sdo confrontadas as energias livres advindas de cada modelo no
mesmo cenario de frustracao (J/J; iguais). Nesses cédlculos, os valores escolhidos de T'/J;
estao logo abaixo de T, para mostrar a presenga e/ou auséncia de miltiplas solugoes entre

as formulagoes.

Particularmente, as energias livres classicas (Fiqs) € fermionicas (Fepm) versus
msar sdo comparadas para o mesmo valor de Jy/J; (Figura 21(a)). Neste caso, podem-
se observar trés extremos para o resultado fermidnico (linha vermelha) no intervalo
—1 < mgar < 1. Ressalta-se que os minimos estao localizados em mgsr # 0, com
apenas uma solucao utilizada sendo mgar > 0, ja que as duas solugoes sao simétricas.
Essencialmente, o comportamento apresentado pela energia livre fermionica indica uma
transigao de segunda ordem do tipo SAF/PM. Este resultado contrasta com o caso classico
(linha azul), que exibe até cinco extremos no intervalo —1 < mgap < 1. Para mgap > 0,

existem trés solugoes possiveis para mgap, indicadas pelos trés extremos. Neste caso, o
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Figura 21 — (a) Comparacao entre a energia do modelo J; — Jy cldssico
e fermioénico em funcdo de mgap para Jo/J; = 0,6 com
T < T.. (b) Energia livre em funcdo de mgap para dois
valores de Jy/J; com g/J; =0e T < T.. Com Jy/J; =06 e
Jo/J1 = 0,53 tendo 3 e 5 extremos, respectivamente.
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Fonte: Arthur Krindges(2023)

valor mgar que corresponde ao valor minimo de F,. é a solucao fisica correta. Assim, a
presenca de dois minimos nao simétricos (mgar =~ 0,9 € mgap = 0) no caso classico indica
qualitativamente uma transicao de primeira ordem SAF /PM, conforme a teoria de Landau
para transigoes de fase (STANLEY, 1987). Fundamentalmente, para o mesmo conjunto de
pardmetros J/J, g/J; e T/Jy, a andlise exibe transi¢oes de fase de primeira e segunda
ordem para casos classicos e fermionicos, respectivamente, indicando uma mudanca na

criticalidade com a troca de formalismo do modelo.

A Figura 21(b) foca na comparagao de energias livres fermionicas para Jy/J; = 0,6
e Jo/J1 = 0,53. Como principal resultado, pode-se observar que o cendrio de multiplas
solugoes aceitaveis para mgar > 0, indicado por 3 extremos, aparece apenas para valores
menores Jy/J; (Jo/J; = 0,53) em comparagao com o classico (Jy/J; = 0,6). Portanto, a
verificacao sugere que as transi¢oes de primeira ordem nao sdo tao proeminentes na linha

de transicaio SAF/PM, quando comparadas ao caso cldssico.

A mudanga na criticalidade do modelo frustracao J; — Jo com a alteracao do
formalismo parece estar associada ao aumento do espaco de fase do modelo, gerado pelo
formalismo fermionico que é escrito no espaco de Fock. Com o aumento do espaco de
fase novas configuragoes possiveis para o sistema sao incorporadas. Mudanga similar na
criticalidade pode ser vista quando o modelo classico de spin 1, de trés estados S = +1,0,
estudado por Balcerzak et al. (2018) é comparado com o modelo classico de spin 1/2
S = +1. Ademais, é possivel especular qual mecanismo conduz a alteragdo da criticalidade
com relagdo a transigao de fase PM/SAF. Se a transi¢ao de primeira ordem for pensada ser

devida a efeitos da competicao entre interagoes de primeiros e segundos vizinhos, pode-se
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conjecturar que o aumento nos graus de liberdade poderia conduzir a uma mitigacao dos

efeitos de frustracao.

Um panorama geral da comparacao do modelo classico e fermidnico pode ser visto
no diagrama da Figura 22. O diagrama de fases do modelo cléssico (vermelho) e fermionico
(azul) em fungdo de Jy/J; e T'/.J; mostra as transigoes de primeira ordem (linhas tracejadas)
e de segunda ordem (cheias), bem como os pontos tricriticos em Jy/J; = 0,66 para o caso
cléssico e Jy/J; =~ 0,56 para o fermidnico. Fica nitida a diminui¢do das 7. do modelo
fermidnico em comparacgao ao classico. Outro ponto é a alteracao da criticalidade: a regiao
de primeira ordem é menos predominante na versao fermionica, mostrando que os estados
nao magnéticos influenciam na frustracao, aumentando a estabilidade da fase. Entretanto
o estado fundamental permanece inalterado, mostrando a caracteristica de dominancia

dos estados magnéticos neste contexto.

Figura 22 — Comparacao dos diagramas de fases dos modelos J; — Jo
classico e fermidnico em fungao de Jy/J; e T'/J;. Linhas
tracejadas indicam transicao de primeira ordem e linhas
cheias indicam transicao de segunda ordem. Pontos
marcam os pontos tricriticos, com transi¢goes AF/SAF
na regiao de maior frustragao (Jo/J; = 0,5), AF/PM e
SAF/PM.

—— Fermiodnico
—— (Cléssico

Ja/ 1

Fonte: Arthur Krindges(2023)
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6.4 Resultados com ajuste do parametro de formacao de pares

Apresentamos aqui os resultados dos calculos numéricos do modelo com pareamento
local (somente no cluster) e nao local (termo de campo médio), que sao realizados a seguir.
O modelo de cluster tnico (eq. 4.32) efetivo é avaliado considerando o espago de Fock -
com os quatro estados possiveis por sitio - em diferentes regimes de desordem térmica (7°),

frustracgao (J2/J1) e intensidade do pareamento BCS (g).

Apos, obtemos a energia livre de Helmholtz da qual derivamos as outras grandezas
termodinamicas, como a magnetizacao e os valores médios de dupla ocupagao e vazio por
sitio. Em particular, com a presenca das interagoes de troca, mediadas por J; e Js, a
razao Jy/J; pode mostrar o aparecimento de diferentes tipos de ordem AF. Por exemplo,
a fase Néel AF é favorecida pelas interagoes dominantes de primeiro vizinho (J;) enquanto
uma fase SAF é favorecida pelos acoplamentos de segundos vizinhos (J;). O padrao dos
momentos magnéticos locais nas fases AF e SAF sao mostrados na Figura 15. Por exemplo,
os parametros de ordem mur® e mgar?, relacionados & magnetizacdo, em que a ordem
AF é caracterizada por myp # 0 com mgap = 0, para a fase SAF quando mar = 0
com mgar # 0 e a PM é encontrada quando mar = mgar = 0. Além disso, a expansao
da energia livre termodindmica em poténcias de magnetizagdes locais (ver Apéndice B),
seguindo a Teoria de Landau, também ¢é utilizada para complementar a investigacao das

transicoes de fase.

Figura 23 — Magnetizagoes map € mgapr do modelo fermidnico em fungao
de T'/J; para os valores de (a) Jo/Jy = 0,4 e (b) Jo/J; = 0,6
com g/J; = 1,6. Inserte em (a) mostra a intersecgao entre
a energia livre de solu¢do AF (azul) e PM (ciano). Inserte
em (b) mostra a magnetizacao de 1 sitio em fungao de J»/.Jy
para T'/J; = 0,5.
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Fonte: Arthur Krindges(2023)

Mmar = (m1 — Mo + M3 —m4)/4.
msar = (M1 +mg —ms —ma)/4 ou mgap = (M1 + ma —mg —my)/4.
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A formacao de pares local via (g # 0) foi analisada primeiramente pela Figura 23,
em que as magnetizagoes map € mgar sao dadas em fungao de 7'/ J; para diferentes regimes,
via ajuste de Jo/J; e g/J; = 1,6. Pela Figura 23(a), temos a magnetizacao m 4 no regime
de Jy/J; = 0,4. Nesta, é possivel perceber a descontinuidade do pardmetro (linha tracejada).
Tal comportamento indica uma transicao de primeira ordem. Neste contexto, as energias
das solugoes PM (ciano) e AF (azul) sdo equacionadas para localizacao da transi¢ao no
ponto de intersec¢do. Na Figura 23(b), a magnetizagdo mgar é mostrada para o regime
de Jy/J; = 0,6, com resultado semelhante ao mostrado anteriormente (Figura 20), onde a
transicao de primeira ordem é observada. Entretanto, na inser¢ao da Figura 23(b) temos a
magnetizacao de um tnico sitio em fungao de Jo/.J; para T/J; = 0,5. Verifica-se nesta,
a existéncia das duas transi¢oes de primeira ordem em tal regime, dando indicios da

mudanca na criticalidade quando ¢ é diferente de zero.

A Figura 24 apresenta o comportamento da energia livre em func¢do de J,/J; para
as diferentes solu¢oes PM, AF e SAF em distintos regimes de 7'/ J; e g/.J;. Na Figura 24(a),
as energias livres sdo apresentadas para os valores de T'/J; = 0,3 e g/.J; = 1,4. Basicamente,
podemos perceber que existe um ponto (marcado pela seta) onde as 3 solugbes se cruzam.
Neste cruzamento, temos uma transicao de primeira ordem, sendo este o ponto triplo. Pela
Figura 24(b) as energias sdo mostradas para ¢g/J; = 1,5 em um regime mais préximo do
estado fundamental (7" — 0) com T'/.J; = 0,05. Podemos ver que existem dois cruzamentos
(setas) envolvendo as solugoes AF/PM e SAF/PM. Este comportamento indica duas
transi¢des de primeira ordem AF/PM e PM/SAF em um regime em torno do estado
fundamental. No comparativo, este resultado é diferente daquele obtido a partir do
modelo sem favorecimento de formacao de pares (g = 0), como mostra a Figura 20(a).
Consequentemente, observa-se que para um certo valor critico de g = g. é possivel encontrar
um estado fundamental diferente. Com g < g., o estado fundamental é composto pelas
ordens AF e SAF com transi¢ao de primeira ordem, enquanto que para g > g., este é dado
pelas ordens AF, PM e SAF com transi¢oes de primeira ordem AF/PM e PM/SAF.

Para uma melhor descricao das fases, a andlise dos parametros de ordem e cor-
relagoes spin-spin para diferentes regimes de acoplamento Jy/J; e formagao de pares
g/J1 ¢é feita na Figura 25. No painel (a), onde g/J; = 0, ocorre uma transigao de fase
AF/PM de segunda ordem quando Jy/J; = 0,4. Na fase AF, as correlagoes entre os pri-
meiros vizinhos (5’55’ #) sdo antiferromagnéticas, enquanto que entre os segundos vizinhos
(5282 sao ferromagnéticos. E interessante notar que a autocorrelacao de spin ((57)2)
depende da temperatura®, que é uma diferenca importante do problema cléssico de spin
(S = £1), onde esta correlacao é sempre 1. De fato, os estados nao magnéticos (sitios

vazios e duplamente ocupados) introduzidos na formulagao fermionica sao responsaveis pela

5 Existe uma relacao entre dupla ocupacio e autocorrelagio de spin: ((S7)2) = (fip) + () — 2(firfy).

No semi-preenchimento (f;47;)) = (1 - <(§f)2>>/2
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Figura 24 — (a) Energia em fungdo de Jy/J; para T/J; = 0,3 e g/J; = 1,4,
usando solugdo PM, AF e SAF. A seta indica a transicao
de primeira ordem. (b) Energia em fungao de Jy/J; para
T/J; =0,05e g/J; = 1,5, usando solucao PM, AF e SAF.
Setas indicam as transi¢oes de primeira ordem.
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Fonte: Arthur Krindges(2023)

dependéncia térmica da autocorrelagao de spin, que vai para 0,5 em temperaturas mais
altas (ver correlagoes de tinico férmion na Fig. 25) quando os quatro estados fermidnicos
sao equiprovaveis. Isso mostra que o peso dos estados magnéticos é menor no formalismo
fermidnico, ja que o espaco de fase é maior com a presenca de estados magnéticos e nao

magnéticos.

No entanto, quando a temperatura se aproxima de zero ((57)?) — 1, sugere-se
que apenas os estados magnéticos (ocupados por um unico férmion) sdo relevantes no
limite 7 — 0 no caso fermiénico com g = 0. Essencialmente, para ((57)2) = 1 temos que
(i) = 0. Logo, o valor médio de dupla ocupagao é zero. Este resultado é esperado
uma vez que o estado fundamental é magnético, sem formacao de pares. Quando Jo/.J;
aumenta para 0,6, ocorre uma transicao de fase PM/SAF de segunda ordem, indicando
uma mudanga na ordem de baixa temperatura, conforme mostrado na Figura 25(b). A
correlagao de spin entre segundos vizinhos torna-se antiferromagnética e (§f§j> — 0,
caracterizando a fase SAF. Além disso, a natureza da transicao de fase pode mudar quando

o limite altamente competitivo (J5/J; = 0,5) é atingido.

Analisando o comportamento dos parametros de ordem e das correlagoes de spin
no regime de pares (g # 0), podemos observar como a termodinamica do modelo é afetada.
Pela Figura 25(c), temos as correlagoes de spin e os pardmetros de ordem map e mgap
em funcao de T'/J; para Jo/J; = 0,4 e g/J; = 1,6. Podemos perceber que existe uma
descontinuidade nos parametros e nas correlagoes neste regime, indicando a transicao
de primeira ordem entre AF/PM e na inser¢ao da Figura 25(d). J4 na Figura 25(d) os

pardmetros e as correlagoes sao dadas em funcao de J,/J; para g/J; = 1,6 em um estado
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Figura 25 — Pardmetros de ordem (map e mgar respectivamente) e correlagoes
de spin em fungao de T'/J; onde (a) Jo/J; = 0,4 e (b) Jo/Jy = 0,6
para g/J1 = 0. Em (c) Jy/J; = 0,4 com g/J; = 1,6, aparecimento de
descontinuidades. Para (d) os parametros de ordem e as correlagoes em
fungao de Jo/J; com T'/J; = 0,001 e g/J; = 1,6, é perceptivel o gap na
regiao de maior frustragao (Jo/J; — 0,5).
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Fonte: Arthur Krindges(2023)

muito préximo do fundamental (T'/J; = 0,001). Aqui fica claro o gap entre as fases AF
e SAF na regiao de maior frustracao (Jy/J; — 0,5). Esta fase formada entre AF/SAF
¢é dita ser paramagnética, mas com natureza distinta da fase PM encontrada em alta
T. Basicamente, nesta regiao os parametros de ordem e as correlagoes de spin sao zero,

sugerindo uma fase nao magnética com alta formacao de pares.

Quando analisamos o diagrama de fases da Figura 26 para diferentes intensidades
de pareamento local (g/J; = 1,4 e 1,6) podemos perceber as mudangas de criticalidade.
Uma delas é a alteracao das temperaturas criticas, diminuindo conforme ¢ aumenta,
juntamente com o aparecimento da linha de coexisténcia entre AF/PM (transicao de
primeira ordem, linha tracejada) com ¢/J; > 1,4. Outros pontos a serem destacados

sdo o deslocamento do ponto tricritico (7;.) com o aumento de g, o aparecimento de
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novos pontos Tj. (transicao AF/PM) e de um ponto triplo (7,;), marcando a coexisténcia
das trés fase AF/PM/SAF. O ponto de maior destaque no entanto ¢ a abertura de um
gap entre as fases AF e SAF com ¢/J; = 1,6, ocorrendo na regido de maior frustracao,
introduzindo um estado fundamental PM, caracterizado pela alta presenca de estados nao
magnéticos e duplamente ocupados. Isto sugere que a frustracao pode fornecer um cenario
propicio para inicio de um estado fundamental quantico nao magnético, o qual surge no
regime altamente frustrado. E enfatizado ainda que os resultados e discussoes desta se¢io
encontram-se atualmente submetidos para revista Journal of Magnetism and Magnetic
Materials (JMMM).

Figura 26 — Diagrama do modelo fermionico em fungao de
Jo/J1 e T/J; para os valores de g/J; = 0,0,
g/J1 =14 e g/J; = 1,6. Linhas tracejadas mar-
cam as transicoes de primeira ordem, linhas cheias
transicoes de segunda ordem, pontos marcam os
pontos tricriticos (73.) e o ponto triplo (13,). Sub-
metido ao JMMM.
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Aplicando o pareamento BCS sobre todo o sistema temos a inclusao de
novos parametros de ordem relacionado aos estados de dupla ocupagao <<cj $c}LT>) e vazio
({circiy)) por sitio. Estes foram introduzidos pelo método de campo médio em clusters,
para comportar as interagoes de borda do tipo BCS que foram perdidas pelo método de

clusters. Portanto, uma nova termodinamica pode ser analisada.

Essencialmente, a interpretacao dos resultados indica que uma nova fase foi mapeada,
a fase de Pares. Nesta, temos os parametros de dupla ocupagao e vazio sao diferentes de
zero, enquanto que o parametro relacionado a magnetizacio ¢ nulo®. Assim, a fase de
Pares que é reflexo nao somente da presenca como também da intensidade de estados nao
magnéticos quando o termo de interacao de pareamento é ajustado. Em tal fase, pode-se

verificar o impacto da frustragao (J; — J2) e da desordem (7).

Figura 27 — Parametros de ordem da magnetizagdo (map e

mgar) e de Pares (<CI¢CIT> e (circiy) # 0) em fungao

de (a) T'/Jy para Jo/J; = 0,45 e g/J1 = 0,50, (b) em
fungao de Jo/Jy paraT/J; = 0e g/J; = 0,50. Linhas
tracejadas indicam descontinuidade dos parametros.
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O primeiro resultado para o modelo com formagao de pares agregada de correcao
de campo médio é dado pela Figura 27. Nesta, os comportamentos dos parametros de
ordem do modelo sao apresentados. Na Figura 27(a), estes sdo dados em fungao de
T/Jy para g/J; = 0,5 e Jo/J; = 0,45. Em tal regime, podemos perceber a diminuigao
dos pardmetros de par/buraco com o aumento de T'/J;, enquanto que os parametros
magnéticos sao nulos. Pela Figura 27(b), os pardmetros sdo dados em funcao de J»/.J;
no estado fundamental. Neste regime, os parametros magnéticos sao diferentes de zero,
menos no intervalo 0,37 < Jy/J; < 0,63, em que para este intervalo os parametros de
par/buraco sao diferentes de zero indicando a presenca da fase de Pares. Vale ressaltar

que na presenga de ordens magnéticas, os parametros de par/buraco sao nulos, indicando

6 Pares: <CLCZT> = (circiy) 0 e m; = 0.
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que nas fases magnéticas os estados par/buraco sao suprimidos. Em contra partida, na
fase de Pares as ordens magnéticas sao suprimidas. Com isso, temos a indicagdo de uma
transigao de primeira ordem entre as fases magnéticas e Pares em J,/.J; = 0,37 (AF /Pares)
e Jo/J; = 0,63 (SAF /Pares).

Figura 28 — Diagrama do modelo J; — J5 fermionico com
pareamento em funcao de g/J; e T'/J; com
Jo/Ji = 0. Linha tracejada marca a tran-
sicao de primeira ordem e linhas cheias de
segunda ordem.
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Mapeando o modelo em fungao de g/J; e T/J; para o regime sem frustragao
(Jo/J1 = 0), é possivel analisar a competi¢do entre os estados magnéticos e ndo-magnéticos
no sistema, como mostra a Figura 28. Podemos perceber o aparecimento de trés fases,
duas magnéticas (PM e AF) e uma nao magnética (Pares), com transicao de segunda
ordem AF/PM, transi¢do de primeira ordem envolvendo AF /Pares, e outra de segunda
ordem Pares/PM. Vale ressaltar que neste regime nao frustrado, ha possibilidade do estado
fundamental ser AF ou Pares, com a transigao entre estes préximo de g/J; ~ 0,8. Observa-
se ainda que este ponto de transicao ¢ mantido mesmo para temperaturas maiores. Um
ponto interessante é o comportamento aproximadamente constante da linha de transicao
AF/PM com o aumento de g/.J;. Isto sugere que somente um limiar alto (¢g/J; ~ 0,8)
é capaz de causar uma alteragao nas transicoes. Nesse sentido, pode-se especular que a

redistribuicao de carga nao é suficiente intensa para afetar a fase AF até o limiar indicado.

O estado fundamental (7'/J; =~ 0) para o modelo é visto na Figura 29. Com a
analise das energias livres das quatro possiveis solugoes (PM, AF, SAF e Pares) em funcao

de Jy/Jy e g/Ji, foi possivel a construgdo do diagrama de fases. Marcando a solugao
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Figura 29 — Estado fundamental (7'/.J; ~ 0) do modelo
fermidnico em fungao de Jo/J; e g/J;. Li-
nhas tracejadas marcam as transi¢oes de
primeira ordem.
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fisicamente aceitavel, aquela de menor energia, obtemos um diagrama composto por trés
fases, uma nao magnética (Pares) e duas magnéticas (AF e SAF). Podemos notar que para
um g menor que um g, (g. =~ 0,4.J;), obtemos somente as fases AF e SAF com transigao de
primeira ordem entre elas em J,/J; = 0,5, sendo o regime altamente frustrado. Entretanto,
com g > g. temos o aparecimento da fase de Pares, que se inicia justamente na regiao
de maior frustracao (Jo/J; = 0,5). Para g/J; > 0,8, as fases magnéticas AF e SAF sao
extinguidas dando lugar somente a fase de Pares. Com isso, o diagrama de fases do estado
fundamental do modelo mostrou que a frustragdo permite antecipar o surgimento de uma
fase ndo magnética (Pares), quando comparado ao sistema sem frustragao (Jo/J; = 0 tem
transigdo MAG /Pares em ¢/J; ~ 0,8).

Analisando o impacto do aumento de g/.J; nas transigoes de fase, o que envolve a
variagao de Jy/J; e T'/J;, obtemos a Figura 30. A figura apresenta o diagrama de fases
do modelo em funcao de Jy/J; e T'/J;, para os valores de g/J; = 0,5 e g/J; = 0,7. Nesta,
podemos perceber que a regiao da fase de Pares é menor em g/.J; = 0,5, quando comparada
com g/J; = 0,7. E evidente que aumentar ¢ favorece pareamentos e por consequéncia
a fase de Pares. Além disso, a transicao que envolve as fases magnéticas e de Pares é
de primeira ordem, resultado da descontinuidade dos parametros m e <cj ¢c}LT> /{circiy) na
transicao. Vale ressaltar que todas as transicoes que envolvem a fase PM sdo de segunda

ordem, diferente do que foi visto no diagrama da Figura 26.
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Figura 30 — Diagrama do modelo fermionico em fun-
¢do de Jo/Jy e T/J; para os valores de
g/J1 =0,5eg/J; =0,7. Linhas tracejadas
marcam as transi¢coes de primeira ordem,
linhas cheias transicoes de segunda ordem.

g/j12675
20 — g/ h =07 i
1,6\ *;/
< 12 ]
& oo AR
08 —
[AF] ! [SAF
ol -

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Ja /I

Fonte: Arthur Krindges(2023)

Figura 31 — Diagrama do modelo fermi6nico em funcao de
Jo/J1, g/J1 e T/Jy. Linhas tracejadas marcam
as transicoes de primeira ordem, linhas cheias
transicoes de segunda ordem.
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Por fim, um panorama geral do modelo fermionico frustrado J; — Jy com interagao
BCS pode ser verificado no diagrama de fases da Figura 31, sendo uma superposicao de

resultados das Figuras 26, 28 e 29. A figura apresenta um diagrama tridimensional com
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coordenadas Jo/J1, g/J1 e T/J1, que apresenta transi¢oes de primeira (linhas tracejadas)
e segunda (linhas cheias) ordem. Temos também a presenca das quatro fases presentes no
modelo, sendo elas: PM (branco), AF (azul), SAF (vermelho) e Pares (verde). O diagrama
possibilita uma compreensao do impacto no ajuste das diferentes variaveis de controle do
modelo. O primeiro ponto de interesse, refere-se ao comportamento quase constante da
transi¢do de fase AF/PM com J,/.J; = 0 para ¢g/J; no intervalo [0, 0,8]. Este resultado
mostra um baixo impacto do termo de pareamento na fase AF, para g/J; < 0,8. Neste
regime, a fase AF nao apresenta qualquer competicao de interagoes que conduz a frustracao
(FS), acarretando em uma maior estabilidade da fase. Entretanto, com Jy/J; — 0,5 temos
o aparecimento de FS, perturbando as fases magnéticas. Consequentemente, ha o apareci-
mento da fase de Pares, primeiramente na regiao de alta F'S conforme comportamento no
estado fundamental visto no diagrama. Estes resultados mostraram que a introducao de
F'S desfavorece os estados magnéticos permitindo assim uma menor energia de pareamento
(g menor). Como consequéncia, se favorece a formacao de pares, permitindo o surgimento
da fase de Pares. Portanto, a F'S aparenta ser relevante para o surgimento inicial da fase de

Pares, enfraquecendo as ordens magnéticas, antecipando o aparecimento da fase de Pares.
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7 Conclusao

O presente trabalho investigou a interacao entre frustracao e formacao de pares ado-
tando o modelo J; — J; em um formalismo fermidnico com mecanismo de interacao de pares
no espaco real. Este problema fermionico é analisado em regime de semi-preenchimento,
onde os momentos magnéticos sao escritos combinando operadores de niimero de ocupacao,
permitindo quatro estados por sitio. Os sitios ocupados por um tnico férmion correspon-
dem aos estados de intera¢do magnética (como S = £1 no espago de spin), enquanto os
sitios vazios ou ocupados duplamente levam a estados magneticamente nao interagentes.
O modelo é analisado dentro de uma estrutura de campo médio de cluster, em que o
parametro g favorece a formacao de pares de férmions dentro dos clusters. Este mecanismo
de pareamento pode redistribuir os momentos magnéticos, levando a sitios duplamente

ocupados.

Nossas descobertas indicam que a versao fermionica do modelo J; —J, sem interagoes
de pareamento pode apresentar um cenario altamente competitivo. As fases AF e SAF
sdo separadas por uma transi¢ao de fase de primeira ordem em J5/J; ~ 0,5, na qual a
frustracao se torna méaxima e a transigao de fase ordem-desordem (AF-SAF/PM) atinge sua
temperatura mais baixa. Para J;/J; > 0,5, a ordem SAF torna-se estavel, com a transi¢ao
de fase PM/SAF mudando de primeira ordem para segunda ordem em um ponto tricritico
quando J/.J; aumenta. Em particular, esta descrigdo termodindmica das transigoes de
fase é qualitativamente semelhante a encontrada no modelo classico. No entanto, algumas
diferencas podem ser sinalizadas. Por exemplo, a versdo fermidnica apresenta temperaturas
de transicao ligeiramente inferiores ao modelo classico devido a presenca de estados nao
magnéticos. No entanto, esses estados sao desfavorecidos a medida que a temperatura
diminui e ambos os modelos apresentam os mesmos resultados no estado fundamental
para g = 0. Além disso, a transigdo de primeira ordem PM/SAF aparece em uma faixa

menor de Jy/J; no caso fermionico.

Quanto & presenca de um mecanismo de pareamento, novas propriedades termodina-
micas sao obtidas. A natureza das transicoes de fase é fortemente afetada pela intensidade
de interagao de pareamento. O intervalo de J5/J; no qual as transi¢oes de primeira ordem
PM/SAF ocorrem aumenta e uma transigdo de primeira ordem PM/AF surge a medida
que g é aumentado. Além disso, também pode ser encontrado um ponto triplo, onde
coexistem as fases PM, AF e SAF. Isso sugere que o momento magnético médio dos
sitios é fortemente afetado pela redistribuicao de férmions para satisfazer a interacao de
pareamento, o que leva a transigdo de primeira ordem AF/PM. Nossos achados indicam
que a interagao de pareamento introduz uma competicao adicional ao favorecer estados

nao magnéticos. Nesse contexto, o cenario competitivo introduzido pelos acoplamentos
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magnéticos e as intera¢oes de pareamento aumentam a instabilidade, potencializando as
transi¢coes de primeira ordem. Além disso, para uma interacdo de pareamento intensa
o suficiente, o estado fundamental do sistema exibe uma faixa de Jy/J; em torno da
frustracdo méaxima sem ordem magnética. Portanto, as fases AF e SAF sao separadas por
uma fase PM de baixa temperatura com alta densidade de sitios duplamente ocupados.
E vélido mencionar que esta fase PM de baixa temperatura ocorre em Jy /J1 = 0,5 para
um g baixo. Isto sugere que o regime altamente frustrado ¢ mais sensivel a interagao de

pareamento.

Ademais, com a introduc¢ao do termo de pareamento BCS sobre todo o sistema,
incluindo interagoes intra e inter-cluster, novos comportamentos foram observados. Para
inclusao deste termo, ajustes nos métodos utilizados foram necessarios, entre eles, a insercao
de novos parametros de ordem relacionados aos estados de dupla ocupacao e vazio. Com
isso, uma nova fase pode ser identificada no modelo, a fase de Pares, composta pelos

estados nao magnéticos de dupla ocupacao e vazio.

Entre os pontos pertinentes analisados, podemos destacar a natureza do apare-
cimento da fase de Pares, bem como os impactos da FS (J3/J;), termo de pareamento
(g/J1) e desordem térmica (T'/.J;) sobre esta fase. Um ponto importante a ser destacado
diz respeito a natureza das transi¢bes envolvendo as fases magnéticas (AF e SAF) e
de Pares. Foram observadas, através da analise dos parametros de ordem, transi¢oes de
primeira ordem envolvendo estas fases. Outro ponto de destaque foi o aparecimento da
fase de Pares na regiao de maior frustracao. Este resultado é condizente com aqueles
obtidos anteriormente para o modelo com pareamento em cluster local, onde uma fase nao
magnética era prevista. Vale ressaltar que o ajuste da varidvel J5/.J; ndo trouxe mudancas
singulares na criticalidade da fase de Pares. Entretanto, os efeitos combinados de J/J; e
g/J1 mostraram ser indispenséveis para o enfraquecimento das ordens magnéticas e no

surgimento da fase de Pares, como foi verificado no diagrama do estado fundamental.

Para resumir, nossas descobertas indicam que a natureza das transicoes de fase é
dependente do pareamento. Além disso, sugere-se que as interagoes magnéticas competitivas
podem intensificar a formagao de pares, levando a um estado fundamental quantico nao
magnético. Portanto, o trabalho trouxe resultados que podem contribuir para a descricao de
sistemas que possuem estas caracteristicas de frustracao e supercondutividade combinadas.
Como possibilidade de trabalhos futuros, destaca-se a possibilidade de melhoramento da
técnica, a partir do emprego de modelos de Heisenberg, os quais tem sido usados para
tratamento de supercondutividade (HUANG; SHENG, 2022).
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APENDICE A - Segunda Quantizacao e o
Espaco de Fock

Para a descricao de sistemas quanticos, constituidos por um grande ntimero de
particulas idénticas, técnicas mais sofisticadas devem ser empregadas, em comparagao com
os métodos usuais de func¢oes de onda. Entre estas técnicas esta a Segunda Quantizacgao
(SQ) e o emprego do espago de Fock (FETTER; WALECKA; PHYSICS, 2003). Basica-
mente, a SQ trata o problema a partir da indistinguibilidade das particulas, sendo elas
férmions ou bosons. Em tal cendrio, analisa-se o niimero de ocupantes em cada estado
quantico possivel, o chamado niimero de ocupacgao (n) (JR; BOGOLUBOV; GUPTA,
1982). Em fungao do nimero de particulas nao ser fixo é utilizado o espago de Fock, sendo
ele um espago de Hilbert para N particulas idénticas. Desta forma, um estado A no espaco

de Fock é dado por
0,11, -y )y = [Y0)™ [0 e )™ (A1)

onde [¢;) é o estado de particula tinica no espago de Hilbert para n; particulas idénticas.

Além disso, o nimero total de particulas IV é a soma das particulas em cada estado

Desta forma, os operadores de destruicdo (c) e criacdo (c') podem ser utilizados para a

construcao e operacao de cada estado. Neste sentido, o ¢; destréi uma particula no estado

1e cj constroi uma particula no estado . Desta maneira, as operagdes ocorrem da seguinte

forma
¢iliy = 10}, (A.3)
oy = |, (A.4)
sendo |0) o estado de vacuo. Além disso, o operador n; é distinto para bésons e férmions
= 0,1 férmions, (A.5)
0,1,2,... bésons,

visto que, a ocupac¢ao de férmions é limitada pelo principio de exclusao de Pauli, que
nao permite mais de um férmion ocupar o mesmo estado quantico. Do mesmo modo, a

comutatividade dos operadores é distinta entre bésons e férmions,

[ci,cq = &y, [ci,cj]:[cg,cﬂzo (bdsons), (A.6)
{ci,ct} = i, {ci,cj}:{cz,c;}zo (férmions), (A.7)

para bésons as operagoes comutam e para férmions anti-comutam. Por fim, a utilizacao da

SQ permite o tratamento de sistemas quanticos compostos por muitas particulas idénticas.
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APENDICE B - Tricriticalidade

Para determinar as transigdes de fase de segunda ordem e o ponto tricritico, a energia
livre foi expandida em série de poténcia das magnetizaces locais m; = (S7)y (Teoria de
Landau (STANLEY, 1987)). Comecando pela Eq. (4.32) e assumindo o cluster da Fig. 14.

A fase SAF equivale a m = my = my = —m3 = —my (ou m = my = my = —my = —mg),
sendo assim
a a
Foar = ag + ng + ﬁm4 +O(m"), (B.1)
onde
ay = 120, = 98J3 (Sar), (B.2)
_ _ 2
ar = =36 (Shar), — 3 (Star), (B.3)

sendo Sgap = —(57 +53) + (55 +52) (ou Sgap = —(57 +57) + (55 +52)). A transicao de
segunda ordem entre SAF/PM acontece quando as = 0 e ay > 0, sendo o ponto tricritico

localizado quando as =0 e ay = 0.

Para localizar as transi¢oes de segunda ordem entre AF/PM tomamos a magneti-

Zagao como m = mq = —my = M3 = —my, sendo assim
Fap = by + b;mQ - Ijﬁm4 +O(m?), (B.4)
onde
by = (=8J1+12.J) — B(=2J1 + 3.J) <5*31F>0, (B.5)
by = —B(=2J1 +3)" K%F% 3 <S§F>ﬂ (B.6)

sendo Syp = (57 4 52) — (53 + 5%). A transicio de segunda ordem entre AF/PM acontece

quando b, = 0 e by > 0, sendo o ponto tricritico localizado quando by = 0 e by = 0.
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APENDICE C - Cédigos

Para obtencao dos resultados, os seguintes codigos em linguagem FORTRAN foram

desenvolvidos:

« As funcoes dos operadores S?, ¢, ¢ e H estdo presentes nos respectivos coédigos C.4,

C.1,C2eC.3;

o Para a construcao da matriz hamiltoniana, a sub-rotina utilizada se encontra no
Cédigo C.5. Operagoes de multiplicagdo envolvendo matrizes foi utilizado a funcao
descrita no Codigo C.6, utilizando paralelismo, pela biblioteca OPENMP;

e O calculo de valor médio esperado foi efetuado pela funcao presente no Cédigo C.7;

« Por fim, parte do cédigo principal, que varre a temperatura para a fase AF no modelo

fermidnico, esta escrito no Cédigo C.8.

Codigo C.1 — Fungao operador de Spin.
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Cédigo C.2 — Funcao operador destruigao.

Codigo C.3 — Funcao operador criagao.
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Codigo C.4 — Funcao operador hamiltoniano.
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Cédigo C.5 — Sub-rotina para calculo da matriz H, podendo alterar entre classico e
fermionico.

Cédigo C.6 — Multiplicagao de matrizes utilizando paralelismo.




Codigo C.7 — Funcao que calcula o valor médio esperado do observéavel O.

Codigo C.8 — Parte do cédigo principal que varre a temperatura.
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