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Colisor de Hádrons ∗
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Resumo

Em colisões hádron-hádron e lépton-hádron, estudos mostram que as seções de choque
para produção de quarks pesados em altas energias são fortemente dependentes do com-
portamento da distribuição de glúons, que é determinada pela dinâmica da cromodinâmica
quântica (QCD). Para altas energias, a evolução da QCD conduz a um sistema com alta
densidade de glúons caracterizada por uma limitação no espaço de fase máximo da densi-
dade de pártons que pode ser alcançado na função de onda hadrônica (saturação partônica).
A transição é especificada por uma escala t́ıpica, dependente da energia e é chamada escala
de saturação. Sinais da saturação tem sido observados em espalhamento profundamente
inelástico ep e em colisões deutério-ouro no RHIC - Relativistic Heavy Ion Collider. Entre-
tanto, descrições alternativas que desconsiderem saturação também descrevem estes dados.
Portanto, a observação deste novo regime ainda precisa de confirmação e, consequentemente,
há uma busca ativa por novos sinais experimentais. Nesta dissertação estudamos a foto-
produção inclusiva e difrativa de quarks pesados em colisões pp considerando três modelos
fenomenológicos baseados no condensado de vidros de cor, o qual descreve muito bem os
dados experimentais de HERA (Hadron Electron Ring Accelerator) para observáveis inclu-
sivos e exclusivos. A meta deste trabalho é atualizar estudos já existentes considerando
novas parametrizações para a amplitude de espalhamento de dipolo e apresentar uma com-
paração entre os mecanismos de produção inclusiva e difrativa usando o mesmo formalismo
teórico.



Abstract

In hadron-hadron and lepton-hadron collisions the cross sections for heavy quark produc-
tion at high energies are strongly dependent on the behavior of the gluon distribution, which
is determined by the underlying quantum cromodynamics dynamics. At high energies the
QCD evolution leads to a system with high gluon density, characterized by the limitation on
the maximum phase-space parton density that can be reached in the hadron wavefunction
(parton saturation). The transition is specified by a typical scale, which is energy dependent
and is called saturation scale. Signals of parton saturation have already been observed both
in ep deep inelastic scattering at HERA and in deuteron-gold collisions at Relativistic Heavy
Ion Collider (RHIC). Then, alternative descriptions that disregard the saturation also de-
scribe these data. However, the observation of this new regime still needs confirmation and
so there is an active search for new experimental signatures. In this dissertation we study
the inclusive and diffractive photoproduction of heavy quarks in proton-proton collisions
considering three phenomenological models based on the Color Glass Condensate, which
describe quite well the current experimental Hadron Electron Ring Accelerator (HERA)
data for inclusive and exclusive observables. Our goal is twofold: update existing studies
considering these new parameterizations for the dipole scattering amplitude and present a
comparison between the inclusive and diffractive production mechanisms using an identical
theoretical input.
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3. Dinâmica Não-Linear para Pequeno x . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.1 Equação Balitsky-Kovchegov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.2 Modelos Fenomenológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.2.1 Os Modelos GBW e BGBK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.2.2 Modelo IIM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2.3 Modelo bCGC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2.4 Modelo IP-SAT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4. Fotoprodução de Quarks Pesados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
4.1 Fotoprodução de quarks pesados em HERA . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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1.10 Distribuição de quarks e glúons obtidas a partir dos dados de HERA [18]. . . 25
1.11 Não linearidade nas equações de evolução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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prótons de alta energia; x é a fração de energia do próton portada pelo fóton.
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Introdução

Uma das questões presentes na f́ısica hadrônica de altas energias hoje é a procura por
sinais da saturação de pártons, a qual é descrita pelo condensado de vidros de cor (Color
Glass Condensate ou CGC). Os efeitos de alta densidade, esperados no limite de altas ener-
gias da Cromodinâmica Quântica (QCD), devem ser manifestos na modificação da dinâmica
de glúons. Contudo, HERA (Hadron Electron Ring Accelerator), que realizava interações
elétron-próton e fornecia excelentes dados para provar essa distribuição, deixou de operar
em 2007 e uma busca por alternativas através dos experimentos dispońıveis atualmente, se
faz necessária. O Grande Colisor de Hádrons (Large Hadron Collider - LHC) poderá nos
próximos anos comprovar se realmente ocorre saturação no regime de altas energias. Nesta
dissertação apresentamos o trabalho desenvolvido ao longo do mestrado. Este trabalho está
relacionado à fisica não linear, que leva em conta os efeitos de saturação. Os resultados
deste trabalho foram publicados na referência [1] e são apresentados no caṕıtulo 4 desta
dissertação. Nele comparamos três modelos fenomenológicos baseados no CGC, sendo dois
deles associados à uma versão clássica e o outro associado à versão quântica do formalismo.
Estes modelos descrevem bem os dados experimentais de HERA para observáveis inclusivos
e exclusivos. Então, fazemos uma predição para os mesmos observáveis para energias do
LHC, a fim de verificar qual das versões (clássica ou quântica) melhor descreverá os dados
para o regime saturado em altas energias.

Em resumo, os resultados originais são mostrados no caṕıtulo 4. Os primeiros três
caṕıtulos apresentam uma descrição dos conceitos fundamentais necessários para compreensão
desta dissertação. O material contido nestes caṕıtulos foi extráıdo de dissertações, teses,
livros e artigos, sendo estes devidamente referenciados.

No caṕıtulo 1 é feita uma breve revisão sobre o histórico dos espalhamentos começando
com o Espalhamento de Rutherford. A seguir, fazemos a abordagem da espalhamento
produndamente inelástico (deep inelastic scattering - DIS), t́ıtulo deste caṕıtulo. Passamos,
então a uma abordagem do DIS através do modelos de pártons, discutindo a interação
entre quarks e glúons, o que nos leva a uma breve descrição da cromodinâmica quântica
(QCD), que é a teoria que descreve a interação entre quarks e glúons. Na discussão da
QCD abordamos a quebra de escalamento, a qual é bem descrita pela abordagem DGLAP.
Estudamos a DGLAP na região de pequeno x e suas limitações neste intervalo cinemático,
discutimos o formalismo da equação BFKL e, por fim, falamos da f́ısica de saturação.

No caṕıtulo 2 apresentamos o formalismo de dipolos de cor e fazemos um esboço de
como o formalismo de fatorização kT permite escrever a seção de choque do fóton virtual-
próton considerando não nulo o momento transverso do párton incidente. Além disso,
estudamos o DIS difrativo, ou seja, a interação na qual o próton alvo permanece intacto e
sua representação no formalismos de dipolos.



Introdução 2

No caṕıtulo 3 fazemos um estudo da região de saturação através da equação de evolução
não linear proposta por Balitsky-Kovchegov (equação BK) e de modelos fenomenológicos
de saturação, dentre estes os modelos baseados no CGC que serão utilizados no caṕıtulo 4.

No caṕıtulo 4 fazemos um estudo da fotoprodução de quarks pesados através dos modelos
de saturação IIM, bCGC (versões quântica do formalismo CGC) e IP-SAT (versão clássica do
formalismo CGC), os quais descrevem satisfatoriamente os dados de HERA para observáveis
inclusivos e exclusivos. Além disso, apresentamos nossas predições para distribuição de
rapidez para fotoprodução de charm e bottom para energias do LHC, assim como os cálculos
para seção de choque integrada e para taxa de produção de charm e bottom em interações
coerentes da referência [1]. Mostramos que no LHC, a região de alta densidade poderá ser
melhor testada, permitindo discriminar entre as versões clássica ou quântica.

No caṕıtulo 5, por fim, resumimos nossos principais resultados, os quais foram publicados
na Ref. [1] e divulgados no Light-Cone 2009 [2], no XXX Encontro Nacional de F́ısica de
Part́ıculas e Campos (2009), no XI Encontro de Pós Graduação da UFPel, no Hadron
Physics (2010) [3] e no XII Encontro de Pós Graduação da UFPel (2010).



Caṕıtulo 1

Espalhamento Profundamente
Inelástico

Introdução

Iniciamos este caṕıtulo com uma abordagem histórica dos processos de espalhamento e o
significado da seção de choque. A seguir é feita uma revisão do espalhamento profundamente
inelástico (DIS) lépton-hádron. Esta é uma forma simples de analisar a estrutura hadrônica,
pois apenas uma das part́ıculas do processo possui subestrutura. Descreveremos o DIS
através do Modelo de Pártons, como uma interação do elétron com um dos pártons con-
stituintes do próton. Porém, este modelo desconsidera certas interações posśıveis, as quais
são consideradas pela Cromodinâmica Quântica (QCD). A QCD utiliza-se de equações de
evolução tais como a DGLAP (Dokshitzer - Gribov - Lipatov - Altarelli - Parisi) e a BFKL
(Balitsky - Fadin - Kuraev - Lipatov) para descrever interações entre quarks e glúons, as
quais serão tratadas no texto que segue. Também será discutido o comportamento destas
equações na região de altas energias e o limite de saturação, bem como a existência de
uma escala que a define, por tratarem-se de elementos fundamentais para compreensão do
trabalho desta dissertação.

1.1 Espalhamento de Rutherford

No começo do século XX, Rutherford propôs um experimento para analisar a estrutura
do átomo usando part́ıculas α como prova. Neste experimento, uma fina folha de metal
é bombardeada com part́ıculas α e o ângulo θ de espalhamento é medido. A distribuição
angular para o espalhamento de part́ıculas α nos dá detalhes importantes da estrutura
do átomo [5]. Na época desse experimento sabia-se que os átomos eram eletricamente
neutros e continham elétrons. Portanto, era sabido que os átomos continham também carga
positiva, mas a distribuição de carga positiva não era bem determinada. Para explicar os
dados com grande ângulo de espalhamento, Rutherford hipotetizou que toda carga elétrica
positiva do átomo estava concentrada em um pequeno volume. Dessa forma, a teoria de
espalhamento de Rutherford assume que carga positiva está concentrado em um núcleo,
pois a part́ıcula α não penetra o núcleo. Resultados experimentais realizados por Geiger e
Marsden validaram o modelo de Rutherford. A figura 1.1 representa esquematicamente o
experimento de Rutherford.
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Fig. 1.1: Representação esquemática do experimento de Rutherford.

A probabilidade de uma interação produzir um determinado estado final ou um grupo
de estados finais é especificada pela seção de choque σ de interação, a qual é definida como
sendo a fração de part́ıculas espalhadas - após a interação - numa direção particular em
relação ao fluxo de part́ıculas incidentes. A fórmula de Rutherford pode ser escrita na
forma:

dσ

dcosθ
= 2π

(
kq1q2
mαv2

)2
1

(1 − cosθ)2
(1.1)

onde σ é a seção de choque, θ o ângulo de espalhamento, mα a massa da part́ıcula α, v a
velocidade da part́ıcula α, k uma constante e qi são as cargas das part́ıculas envolvidas no
processo. A fórmula de Rutherford para distribuição angular de espalhamento da part́ıcula
α não é válida se a part́ıcula tem uma distância de aproximação menor que a extensão radial
da carga do núcleo, pois a força já não é mais dada por kq1q2/r

2. A força é menor porque
a carga efetiva que espalha a part́ıcula α é menor que a carga total do núcleo e este já não
pode ser considerado como uma part́ıcula pontual.

Convém ressaltar a existência da fórmula de Mott, que é a fórmula de Rutherford levando
em conta os efeitos quântico-relativ́ısticos, bem como o recuo do núcleo. Esta fórmula é
usada quando elétrons são espalhados por uma part́ıcula pontual. Elétrons são excelentes
provas para estudar a distribuição de carga elétrica do núcleo por se tratarem de part́ıculas
pontuais (sem estrutura detectável). A seção de choque é dada pela fórmula Mott expressa
a seguir:

(
dσ

dcosθ

)

M

=

(
dσ

dcosθ

)

R

1 + cosθ

2

[

1 + (1−cosθ)Ek

Mc2

] (1.2)

onde M é a massa do núcleo e Ek a energia cinética do elétron.
O núcleo é um estado ligado de prótons e nêutrons, onde a força ligante é a força forte.

Mas o próton não se comporta como um objeto pontual a distâncias menores que cerca de
1fm. Isto foi observado primeiro pelo espalhamento de elétrons por um alvo de hidrogênio.
A figura 1.2 explicita alguns diagramas para espalhamento elétron-próton. O espalhamento
elétron-próton é qualitativamente diferente para três diferentes tamanhos de comprimento
de onda do fóton. Quando o comprimento de onda é muito maior que o tamanho do próton
(veja o primeiro diagrama da figura 1.2) o próton aparece como uma carga pontual; quando
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Fig. 1.2: Diagramas ep para diferentes comprimentos de onda do elétron

o comprimento de onda é comparável ao tamanho do próton (1fm) (segundo diagrama da
figura 1.2) observamos o elétron penetrar a distribuição de carga do próton, [5]; e, finalmente,
para comprimentos de onda muito menores que o tamanho do próton, a carga do próton
é distribúıda em quarks individuais (terceiro diagrama da figura 1.2). O espalhamento de
elétrons é uma importante técnica para determinar a distribuição de carga elétrica dentro
do próton. Se o próton tem uma carga pontual, então a seção de choque será dada pela
fórmula Mott, vista anteriormente. Se o próton não é uma carga pontual, a estrutura da
distribuição de carga do próton causa um desvio na seção de choque. A seção de choque,
para o caso em que um elétron penetra o próton, é dada por, [5]:

(
dσ

dcosθ

)

proton

=

(
dσ

dcosθ

)

Mott

[F (θ)]2, (1.3)

onde [F (θ)]2 é menor que a unidade. A função F é chamada de fator de forma, pois ela
contém toda a informação sobre a distribuição de carga dentro do próton. O fator de forma
do próton foi medido pela primeira vez por Rofstadter utilizando elétrons com comprimento
de onda de 550MeV, [5]. Verificou-se que os dados de Rofstadter eram inconsistentes com um
próton pontual. Mas os detalhes da estrutura do próton são revelados somente considerando
o experimento de espalhamento de elétrons com uma maior resolução, ou seja, é preciso um
feixe de elétrons com grande momentum.

Uma série de medidas detalhadas foram feitas em 1960 por um grupo de f́ısicos liderado
por Jerome Friedman, Henry Kendall e Richard Taylor. Os experimentos usavam um feixe
de elétrons com momentum de 10GeV/c; desta forma, eles dispunham de uma sonda cerca
de 20 vezes mais refinada que o elétron de prova de Rofstadter, [5]. Quando um elétron
com comprimento de onda pequeno o suficiente colide com um próton, a distribuição de
carga do próton é medida com grande resolução. A distribuição de carga é vista como um
número de objetos pontuais. Essas part́ıculas pontuais são os quarks constituintes. A carga
do próton é composta de um número de quarks pontuais, os quais, cada um carrega uma
porção do momentum do próton. No centro de massa do sistema elétron-quark, o processo
é uma colisão elástica, ou seja, uma colisão em que há conservação de energia.

O processo elétron-próton, pode ser descrito, dentro de uma determinada região cinemática,
pelo espalhamento profundamente inelástico (DIS - deep inelastic scattering), isto é, uma
colisão na qual não há conservação de energia. De acordo com a análise anterior, se temos
uma fonte de part́ıculas altamente energéticas, então, seria posśıvel a busca pela estrutura
dos quarks. Em 1980 foi realizado um experimento com a colisão de um feixe prótons com
um feixe de antiprótons, que tem cargas elétricas opostas, fazendo-os circular em direções
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cosθ

Energia

de
Prova

αN

eN

ep

ep
grande

pequena
energia

energia

eq

qq

10MeV

100MeV

1GeV

10GeV

100GeV

= pontual
dσ

dcosθ

= pontual
dσ

dcosθ

= pontual
dσ

dcosθ

Descoberta
nucleo

observada
Estrutura

Proton

Descoberta
estrutura

Descoberta
quarks

Procura
estrutura

do

nuclear

pontual

da
do proton

dos

pela
dos quarks

= pontual
dσ

dcosθ

< pontual
dσ

dcosθ

< pontual
dσ

dcosθ

cosθ

cosθ

cosθ

cosθ

cosθ

Fig. 1.3: Resumo esquemático dos experimentos de espalhamentos de part́ıculas α-núcleo,
elétron-núcleo, elétron-próton, elétron-quark e quark-antiquark, respectivamente
[5].
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opostas. O processo estudado é o espalhamento qq, quark-antiquark. Quando quarks com
momentum de cerca de 50− 100 GeV , [5], são espalhados entre si, eles se comportam como
part́ıculas livres em relação aos prótons que os contém, eles interagem por interação forte
pela troca de part́ıculas sem massa, os glúons. Como a distribuição angular é da forma
de Rutherford (1 − cosθ)2, até o momento, isto prova que o quarks são pontuais para uma
distância de 10−18m (limite atual). Um resumo esquemático dos resultados dos experimen-
tos de espalhamento é mostrado na Figura 1.3.
Na próxima seção estudaremos em detalhes o espalhamento profundamente inelástico.

1.2 Cinemática do DIS

O espalhamento profundamente inelástico (DIS) é uma forma simples de investigar a es-
trutura hadrônica no limite de altas energias, pois apenas uma part́ıcula com subestrutura
participa do processo. No DIS analisamos o espalhamento de um lépton carregado (ou neu-
tro) com um hádron (geralmente um nucleon). Tomando o espalhamento elétron-próton
[6]

L(l) +N(P ) −→ L′(l′) +X(Px) (1.4)

onde L representa o lépton, N o nucleon, X o sistema de hádrons produzidos pelo processo
inelástico e, entre parênteses, expressamos os seus quadrimomentos. Trata-se de um processo
inclusivo, pois não identificamos experimentalmente o estado X produzido. Diferentemente
de um processo exclusivo, no qual os hádrons do estado final são identificados experimen-
talmente.

O processo citado anteriormente está representado pelo diagrama de Figura 1.4. A reação
inclusiva é descrita por 3 variáveis cinemáticas, sendo E a energia do lépton de entrada,
ou alternativamente, a energia de centro de massa ao quadrado s = (l + P )2, fixada por
condições experimentais [15]. As outras duas variáveis independentes são escolhidas entre
os seguintes invariantes:

q2 ≡ −Q2 = (l − l′)2, (1.5)

W 2 = (P + q)2, (1.6)

ν =
P.q

mN
=
W 2 +Q2 −m2

N

2mN
, (1.7)

x =
Q2

2P.q
=

Q2

2mNν
, (1.8)

onde x é a variável de Bjorken e

y =
P.q

P.l
=
W 2 +Q2 −m2

N

s−m2
N

. (1.9)
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Fig. 1.4: Espalhamento Profundamente Inelástico (DIS).

No sistema de repouso do alvo, ν é a energia transferida, isto é, ν = E − E ′, com E
sendo a energia do lépton antes da colisão e E ′ a energia do lépton após a colisão; l e l′

são os momentos final e inicial do lépton, respectivamente; P é o quadrado do momento do
nucleon e q2 é o momento transferido do lépton. A variável s corresponde ao quadrado da
energia total do sistema lépton-nucleon no referencial de centro de massa; mN é a massa do
nucleon, W 2 é o quadrado da massa invariante do estado hadrônico final X e y é a fração
de energia do lépton inicial transferida ao sistema hadrônico, y = ν/E.

Uma relação usual que conecta x, y e Q2 é dada por:

xy =
Q2

s−m2
N

≃ Q2

s
(1.10)

Como W ≥ mN (W é a energia de centro de massa ao quadrado do sistema γ∗N , que é
a massa invariante ao quadrado do sistema hadrônico X), a variável de Bjorken x assume
valores entre 0 e 1 e, então, obtemos y. Chamamos de profundamente inelástico o regime
cinemático onde mNν e Q2 são muito maiores que mN

2 com relação a outras escalas do
problema.

A seção de choque para esse processo é dada por:

dσ =
1

4(l.P )

1

2

∑

Sl,S
′

l

1

2

∑

S

∑

X

∫
dPx

(2π)32P 0
x

(2π)4δ4(P + l − Px − l′)|M |2 d3l′

(2π)32E ′ (1.11)

onde a soma é realizada sobre os spins Sl e S ′
l do elétron e sobre os spins S do hádron e X

do produto final. O quadrado da amplitude de espalhamento é dado por:

|M |2 =
e2

q4
[U l′(l

′, S
′

l)γµUl(l, Sl)]
∗[U l′(l

′, S
′

l)γνUl(l, Sl)]

×〈X|Jµ(0)|P, S〉∗〈X|Jν(0)|P, S〉. (1.12)

com Jµ sendo a corrente do próton, U e U são os espinores dos férmions de spin 1/2 entrando
e saindo, respectivamente.
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Introduzimos agora o tensor hadrônico W µν definido como:

W µν ≡ 1

2π

1

2

∑

S

∑

X

∫
d3Px

(2π)32P 0
x

(2π)4δ4(P + q − Px)〈P, S|Jµ(0)|X〉〈X|Jν(0)|P, S〉

=
1

2π

∫
d4ZeiqZ〈N |Jµ(Z)Jν(0)|N〉 (1.13)

O tensor leptônico Lµν é definido, negligenciando a massa do lépton, como:

Lµν ≡ 1

2

∑

Sl,S
′

l

[U l′(l
′, S ′

l)γµUl(l, Sl)]
∗[U l′(l

′, S ′
l)γνUl(l, Sl)]

=
1

2
Tr[6 lγµ 6 l′γν ]

= 2(lµl
′

ν + lνl
′

µ − gµν l.l
′) (1.14)

Se inserirmos (1.9) em (1.8) e usamos as definições (1.10) e (1.11), a seção de choque
diferencial, escrita no sistema do alvo em repouso, onde (l.P ) = mNE, toma a forma
(Ω ≡ (θ, ϕ) sendo o ângulo sólido identificando a direção do lépton espalhado)

dσ

dE ′dΩ
=

α2
em

2mNQ4

E ′

E
LµνW

µν (1.15)

sendo αem = e2/4π.

O tensor hadrônico W µν pode ser parametrizado como:

W µν =

(

− gµν +
qµqν
q2

)

W1(P.q, q
2)

+
1

m2
N

[(

Pµ − P.q

q2
qµ

)(

Pν −
P.q

q2
qν

)]

W2(P.q, q
2) (1.16)

e a seção de choque do DIS é, então, expressa em termos de duas funções de estrutura W1

e W2 (dΩ = dcosθdϕ)

d2σ

dE ′dΩ
=

4α2
emE

′2

Q4

[

2W1sen
2 θ

2
+W2cos

2 θ

2

]

(1.17)

.

Como podemos ver, no caso não polarizado, a seção de choque do DIS depende do ângulo
de espalhamento θ, mas não do ângulo azimutal ϕ, que pode ser integrado.
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Considerando o conjunto das variáveis de Mandelstam s, t e u [16] definidas por

s ≡ (P + k)2 = E2
CM , (1.18)

t ≡ (k + k′)2 = −Q2, (1.19)

u ≡ (k + Px)
2, (1.20)

com

s+ t+ u = m2
e +m′2

e +m2
N +W 2, (1.21)

a seção de choque pode ser reescrita em termos de variáveis de Mandelstam na forma

dσ

dtdu
=

4πα2
em

s2t2
1

s+ u
[−(s + u)tMW1(ν,Q

2) − usνW2(ν,Q
2)]. (1.22)

A seção de choque pode ser escrita também em termos de variáveis do DIS, apresentadas
nas equações abaixo:

dσ

dydx lab

=
2πmNEy

E ′
α2

em

4E2
(

xymN

2E′

)2

[

2W1
xymN

2E ′ +W2
E

E ′

(

1 − y − mNxy

2E

)]

=
2πα2

em

EmNx2y

[

xymNW1 + E

(

1 − y − mNxy

2E

)

W2

]

=
2πα2

em

EmNx2y2

[

xy2F1 +

(

1 − y − mNxy

2E
F2

)]

(1.23)

onde as funções de estrutura F1 e F2 são definidas como:

F1(x,Q
2) ≡ mNW1(ν,Q

2),

F2(x,Q
2) ≡ νW2(ν,Q

2).

Em termos de F1 e F2, o tensor hadrônico é dado por:

Wµν = 2

(

− gµν +
qµqν
q2

F1(x,Q
2)

)

+
2

P.q

[(

Pµ − qµqν
q2

qµ

)(

Pν −
qµqν
q2

qν

)]

F2(x,Q
2)(1.24)

e a seção de choque do DIS escrita como função de x e y é:
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dσ

dxdy
=

4πα2
ems

Q4

[

xy2F1(x,Q
2) +

(

1 − y − xym2
N

S

)

F2(x,Q
2)

]

(1.25)

As funções de estrutura do DIS podem ser relacionadas [6] com a seção de choque total
de absorção do fóton virtual por:

σγ∗N
λ (x,Q2) =

2π2αem

mN

√
ν2 +Q2

ε(λ)
µ ε(λ)∗

ν W µν (1.26)

onde ε(λ)
µ é o vetor de polarização de um fóton de helicidade λ.

Introduzimos os projetores de helicidade do fóton:

d(Σ)
µν =

∑

λ=0,±1

ε(λ)
µ ε(λ)∗

ν =

(

− gµν +
qµqν
Q2

)

(1.27)

d(L)
µν = ε(0)

µ ε(0)∗
ν

=
Q2

m2
N(ν2 +Q2)

(

Pµ +
P.q

Q2
qµ

)(

Pν +
P.q

Q2
qν

)

(1.28)

d(T )
µν =

1

2

[
ε(+1)

µ ε(+1)∗
ν + ε(−1)

µ ε(−1)∗
ν

]
=

1

2

[
d(Σ)

µν − d(L)
µν

]
(1.29)

Usando essas expressões, podemos calcular as seções de choque de fotoprodução longi-
tudinal e transversal, expressas abaixo:

σγ∗N
L =

2π2αem

mN

√
ν2 +Q2

d(L)
µν W

µν =
4π2αem√
ν2 +Q2

[

−W1 +

(

1 +
ν2

Q2

)

W2

]

(1.30)

σγ∗N
T =

2π2αem

mN

√
ν2 +Q2

d(T )
µν W

µν =
4π2αem√
ν2 +Q2

W1 (1.31)

Tomando Q2 muito grande com relação a ν2 e, introduzindo as funções de estrutura F1

e F2, as equações (1.30) e (1.31) tomam a forma

σγ∗N
L =

4π2αem

Q2
(F2 − 2xF1) (1.32)

σγ∗N
T =

4π2αem

Q2
2xF1 (1.33)
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Finalmente, se definirmos as funções de estrutura longitudinal e transversal como

FT = 2xF1 (1.34)

FL = F2 − 2xF1 (1.35)

as seções de choque γ∗N podem ser expressas como

σγ∗N
L,T (x,Q2) =

4π2αem

Q2
FL,T (x,Q2) (1.36)

Vemos que, F2 = FL + FT e a seção de choque de fotoprodução virtual σγ∗N , é propor-
cional a F2

σγ∗N(x,Q2) =
4π2αem

Q2
F2(x,Q

2) (1.37)

Resta agora, determinar a função de estrutura F2(x,Q
2).

1.3 Modelo de Pártons

O modelo de Pártons foi formulado por Bjorken [21, 22] e Feynman [23] antes do advento
da QCD, tema da próxima seção. Este modelo nos permite representar o espalhamento
inelástico através do espalhamento incoerente dos constituintes internos do nucleon (pártons,
tratados como part́ıculas livres, sem estrutura) por um fóton virtual. O fóton virtual interage
com um dos pártons , enquanto que os outros permanecem não perturbados. Cada part́ıcula
constituinte carrega uma fração do momento total do hádron inicial, de forma que

∑
i xiP =

P .
O modelo de pártons é baseado em duas hipóteses [26]:

1) Num referencial onde o hádron possui momentum P → ∞, este comporta-se como
um conjunto de part́ıculas livres que se movem paralelamente ao hádron e que portam uma
parcela xi de seu momento total.

2) A seção de choque inelástica lépton-hádron é a soma da seção de choque elástica
lépton-párton sendo, estes pártons, tratados como livres.

Esta forma de tratamento do DIS está representada na Figura 1.5.

As hipóteses do modelo de pártons justificam-se num sistema de referência de Lorentz,
de forma que a massa dos pártons e seu momento transverso possam ser desprezados, isto é
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l

l′
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Px

xi

Fig. 1.5: Espalhamento Profundamente Inelástico segundo o Modelo de Pártons

| P |≫M,m,PT . (1.38)

Considerando as hipóteses do modelo, definimos a probabilidade qi(xi) de encontrarmos um
párton do tipo i, no interior de um hádron, portando uma fração de momento xi = Pi

P
, onde

xi é a fração de momento portada pelo párton qi. O número de pártons i no hádron pode
ser expresso da forma:

Ni =
∫ 1

0
qi(xi)dxi. (1.39)

A conservação do momento implica que

∑

i

∫ 1

0
xiq(xi)dxi = 1 (1.40)

ou seja, somando sobre todas a frações de momento portados pelos pártons deve-se obter o
momento total.

É válido ressaltar, neste momento que, em 1964, antes de Feynman propor o Modelo de
Pártons, os f́ısicos norte-americanos Gell-Mann e George Zweig, em trabalhos independentes
propuseram uma representação fundamental para o estudo da estrutura das part́ıculas el-
ementares até então conhecidas. Eles consideraram um conjunto constitúıdo de part́ıculas
denominadas quarks, por Gell-Mann, e de aces por Zweig. Assim, para Gell-Mann-Zweig,
essas part́ıculas apresentavam três sabores (flavours) e com cargas fracionárias e do elétron.
São elas: up (u), com carga de +2e/3; down (d), com carga −e/3, e strange (s), também
com carga de −e/3. Foram previstos também os antiquarks (u, d, s). Este modelo ficou
conhecido como esse Modelo de Quarks (MQ).

Em 1969 houve um grande ensejo por parte da comunidade cient́ıfica na procura por
uma relação entre quarks e partons. Em 1971, um novo modelo quark-parton foi proposto,
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independentemente, por J. Kuti e o f́ısico austro-norte-americano Victor Frederick Weisskopf
[7] e por Peter V. Landshoff e o f́ısico inglês John Charlton Polkinghorne [8].

A confirmação da equivalência entre partons e quarks deveu-se a uma cont́ınua interface
entre teoria e experiência, realizada na década de 1970, conforme pode ser visto nos artigos
enumerados a seguir e que tiveram a participação dos Nobelistas (Friedman e Kendall) de
1990. Assim, temos: [9], [10], [11], [12], [13] e [14].

A partir da equivalência entre os modelos de quarks e de pártons, é posśıvel escrever a
seção de choque diferencial do espalhamento lépton-hádron em função da seção de choque
diferencial do espalhamento lépton-párton, ou seja,

dσ

dtdu

lepton−hadron

=
∑

i

∫ 1

0
dxqi(x)

dσ

dtdu

lepton−parton

(1.41)

onde a soma se dá sobre os pártons que portam carga elétrica (quarks) que interagem com o
fóton virtual e onde qi é a probabilidade de encontrar o quark i no próton carregando uma
fração x do seu momentum.

A seção de choque para o processo elástico l + qi → l + qi, em termos das variáveis de
Mandelstam deste processo ŝ, t̂ e û, é dada por [6]

dσ

dtdu

lepton−parton

= xi
dσ

dt̂dû
=

2πα2e2i
t2

xi

(
s2 + u2

s2

)

δ[t+ xi(s+ u)] (1.42)

onde assumimos no limite de altas energias que:

s = 2k.P, (1.43)

t = −2k.k′, (1.44)

u = −2k′.P, (1.45)

para o processo lP → l′X, e

ŝ = 2 k.Pi = xis (1.46)

t̂ = −2k.k′ = t (1.47)

û = −2k′.Pi = xiu, (1.48)

para o subprocesso l+ qi → l+ qi. Substituindo (1.42) em (1.41), e comparando o resultado
com a expressão da seção de choque lépton-próton descrita em termos das variáveis de
Mandelstam (1.18), obtém-se que:
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F2 = 2xF1(x) =
∑

i

xie
2
i qi(xi) (1.49)

A relação acima, chamada relação de Callan-Gross (hipótese que pártons possuem spin
1/2), tem sua soma realizada sobre os sabores dos quarks e onde ei é a fração de carga do
nucleon que o párton porta. Além disso:

xi =
−t
s+ u

=
q2

2Mν
= x, (1.50)

é chamada escala de Bjorken. Tendo sido identificado no DIS elétron-próton no SLAC
(Stanford Linear Acelerator Center) [31], esse escalamento (consequência do modelo de
pártons) foi previsto por Bjorken; ele sugeriu que, em muito altas energias, a dependência
das funções de estrutura em Q2 desaparece, e elas se tornam funções de x apenas. Isso
ocorre no limite em que ν,Q2 → ∞.

A conservação do momento no processo elástico leva a identificação da variável cinemática
x com a fração de momento do párton xi. Outra forma de obter essa identidade é considerar
a colisão do fóton de momentum q com um párton de momentum x′p gerando um párton
de momentum p′. A conservação do quadrimomentum implica

x′p+ p = p′ → 2x′p.q = −q2 ≡ Q2 (1.51)

x′ =
Q2

2p.q
≡ x, (1.52)

onde desconsideramos as massas dos quarks. Consideramos a denominação u(x) = qu(x),
d(x) = qd(x), para os quarks de sabor i = u, d, c, s, b, t e a estrutura hadrônica passa a
ser descrita por doze funções de distribuição. No caso de nucleons (prótons e nêutrons),
o conteúdo total dos quarks c, b e t é despreźıvel se comparado com as distribuições dos
quarks leves u, d e s. Dessa forma, a função de estrutura do próton F p

2 , pode ser expressa
por:

F p
2 = x

{(
2

3

)2

[u(x) + u(x)] +

(
1

3

)2

[d(x) + d(x)]

}

(1.53)

onde q representa a distribuição de anti-quark de sabor q.

1.4 Cromodinâmica Quântica (QCD)

A Cromodinâmica Quântica é a teoria quântica de campos [24] que descreve a interação
de quarks e glúons, sua quantização e aplicação nos mais diferentes processos. A QCD
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Fig. 1.6: Composição da cor do hádron (próton.)

oferece uma boa descrição teórica a processos com grande momento (pequenas distâncias),
diferentemente de processos com pequeno momento (grandes distâncias), para os quais o
cálculo torna-se mais complicado. A carga da interação (número de cor) surge da necessidade
de explicar algumas discrepâncias do modelo de quarks com a experiência. Tomamos, por
exemplo, o hádron ∆++ que foi descoberto como uma ressonância no espalhamento π+p, que
espectroscopicamente deveria ser formada por três quarks u, ter spin 3/2, sendo todos os
seus spins paralelos. Mas quarks são férmions e, pelo Prinćıpio da Exclusão de Pauli, não é
posśıvel ter três quarks idênticos no mesmo estado. Uma forma de resolver o problema é dar
aos quarks um número quântico adicional, a cor, que pode assumir três valores posśıveis:
vermelho, verde e azul (red, green, blue -RGB) [17, 25]. Hádrons são postulados serem
desprovidos de cor, isto é, singletos de cor do grupo SU(3) constitúıdos de um tripleto das
cores fundamentais de quarks (qR, qG, qB). Bárions (qqq) e mésons (qq) são claramente
permitidos, mas quarks livres são proibidos, pois eles carregam cor. O quebra-cabeças do
confinamento do quark (ausência experimental de quarks livres) foi substitúıdo pelo quebra-
cabeças de como pode a cor ser confinada. Os quarks constituintes de um determinado
hádron são identificados pelo seu número quântico de sabor e são divididos em dois tipos:
quarks de valência e quarks de mar, com q ≡ qν + qs. Os quarks de valência geram os
números quânticos do hádron e são utilizados na descrição espectroscópica do hádron. Os
quarks de mar são pares virtuais de quarks-antiquarks, originados por flutuações dos bósons
da interação forte. Essas part́ıculas carregam os números quânticos do vácuo. Usando o
v́ınculo da soma do momentum de (1.37) com as distribuições partônicas, obtidas a partir
dos dados das combinações das funções de estrutura, nota-se que aproximadamente 50% do
momentum total dos nucleons está associado a pártons que não portam carga elétrica não
sendo detectados em experimentos do DIS. A presença desses pártons no interior do nucleon
pode ser justificada pela dinâmica das interações entre quarks, identificando esses pártons
com as part́ıculas de troca da interação forte, os glúons. Na QCD, a interação é mediada pela
troca de glúons, que consideramos desprovidos de massa e que possuem spin 1, entre quarks
coloridos. Oito diferentes combinações de cor de glúons são requeridas para neutralizar
todas as posśıveis diferenças de fase: uma combinação de cor é feita explicitamente na
Figura 1.6, ver [6].
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Consideramos os glúons como tendo massa nula e, portanto, alcance infinito mas, ainda
assim, a força forte entre hádrons tem um alcance muito curto. A força nuclear está rela-
cionada com a interação de cor residual entre hádrons. Como a cor está confinada, a
força nuclear deve ter alcance curto e as part́ıculas constituintes devem estar confinadas
para dimensões hadrônicas. Assim, temos uma interação cuja força é relativamente fraca
para curtas distâncias (liberdade assintótica), mas a força cresce para grandes distâncias
(confinamento). Assim, a QCD possui dois importantes aspectos: liberdade assintótica e
confinamento. Para que possamos compreender esses aspectos, devemos levar em conta
alguns fatos sobre as interações fortes. O espectro hadrônico é muito bem descrito pelo
modelo de quarks, mas, como já mencionado, os quarks nunca foram observados isolada-
mente. Qualquer esforço em produzir quarks isolados de experimentos de espalhamento
geram apenas a produção de mésons (qiqj) e bárions (qiqjqk), o que nos leva a crer que as
forças entre os quarks devem crescer com a tentativa de separação. Contudo, certo proces-
sos a altas energias tem suas seções de choque bem descritas pelo modelo de pártons, no
qual os quarks não interagem. Assim, temos uma interação cuja força é relativamente fraca
para curtas distâncias (liberdade assintótica), mas a força cresce para grandes distâncias
(confinamento). Segundo [30], para provar a propriedade da liberdade assintótica, devemos

lembrar da constante de acoplamento αs da QCD (αs = g2

4π
) é obtida como uma solução da

equação para o grupo de renormalização

dαs(Q
2)

dt
= β(αs(Q

2)) (1.54)

onde

t = log
Q2

µ2
(1.55)

β(αs) = µ2dαs

dµ2
(1.56)

sendo que µ é a escala de renormalização da teoria. Na QCD, β tem uma expansão pertur-
bativa

β(αs) = −bα2
s [1 + b′αs +O(α2

s)], (1.57)

com

b =
(33 − 2nf)

2π
e b′ =

(153 − 19nf)

2π(33 − 2nf )
(1.58)

com nf representando o número de sabores ativos. Substituindo (1.56) em (1.54) obtém-se
uma equação diferencial que pode ser resolvida truncando a série (1.56). Desprezando o
termo com coeficiente b′ e termos de ordem mais elevada em αs, a solução tem a forma
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αs(Q
2) =

αs(µ)

1 + αs(µ)bt
. (1.59)

Pela equação acima, temos que, para t muito grande, a constante de acoplamento αs

tende a zero, com uma potência inversa de logQ2, que representa a liberdade assintótica
da QCD. Assim, a interação entre part́ıculas pode ser caracterizada por um parâmetro de
acoplamento que depende da distância entre as part́ıculas, onde o acoplamento vai a zero
para distâncias muito pequenas. Portanto, a QCD perturbativa é válida para pequenas
distâncias (altas energias). Quando olhamos para o confinamento, a QCD perturbativa não
fornece resultados satisfatórios, o que implica que devemos lançar mão de métodos não-
perturbativos. É válido ressaltar que o prêmio Nobel de F́ısica de 2004 foi concedido a
David Gross, David Politzer e Franck Wilczek pela descoberta da liberdade assintótica da
teoria interações fortes.

Devemos ressaltar que a presença de glúons como portadores de carga da interação
forte possui implicações observáveis experimentalmente, as quais não são consideradas pelo
modelo de pártons ao desprezar o fato que os quarks podem emitir glúons e que glúons
podem contribuir no estado inicial. A principal implicação da presença de glúons é que
passam a ocorrer violações de escalamento das funções de estrutura: qi(x) → qi(x,Q

2),
onde qi(x,Q

2) representa a densidade de pártons de sabor i com momentum xP , quando a
escala do processo usado para resolver a estrutura do hádron é Q2.

Para a QCD, cada um dos quarks que constituem o próton está envolvido por uma
nuvem de glúons virtuais e pares quark-antiquark. Portanto, ao modificarmos a resolução
com a qual observamos o próton (≃ Q2), mais profundamente penetramos nesta nuvem
de part́ıculas virtuais, e obervamos um maior número de pártons, cada um deles portanto
uma parcela do momentum total do próton. Então, a QCD prediz que a densidade de
pártons observados nos processos de espalhamento depende do momentum transferido no
processo, Q2, prevendo a quebra do escalamento das distribuições partônicas. Essa quebra
de escalamento possui forma logaŕıtmica e será descrita pela abordagem DGLAP, que de-
screve a evolução dinâmica das funções de estrutura usando uma linguagem partônica, mais
intuitiva, assunto tratado na próxima seção.

1.5 Equações DGLAP

As equações de Dokshitzer-Gribov-Lipatov-Altarelli-Parisi (DGLAP) descrevem o compor-
tamento das funções de distribuição que são definidas para o DIS no modelo de Pártons
sob a influência de correções perturbativas da QCD. Obteremos as equações DGLAP pelo
método intuitivo seguindo o trabalho de Altarelli e Parisi [32]. Tomemos a variável:

t ≡ ln
Q2

Q2
0

, (1.60)

onde Q2
0 é um valor inferior para a virtualidade, no qual a QCD perturbativa é válida.

A dependência em t de qi(x, t) surge devido à possibilidade de um quark, com fração de
momentum x, para um dado t1, apresentar-se como um quark, com fração de momentum
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x′ < x, acompanhado por um glúon com um valor de virtualidade t2 > t1. Admitindo
que um quark com fração de momentum x possa irradiar um glúon e reter uma fração
z < 1 de seu momentum original. Se não existisse nenhuma interação gluônica, a densidade
de probabilidade de encontrar um quark com fração z < 1 do momentum x seria zero,
independente do poder de resolução t. Desse modo, a densidade de probabilidade de um
quark com fração de momentum z ser observado seria dada por

P0
qq = δ(z − 1). (1.61)

Na QCD, contudo, existe uma densidade de probabilidade no espaço de momentum de
observarmos um quark com fração de momentum z < 1, com amplitude de probabilidade
proporcional à constante de acoplamento αS(t) da QCD. Esta contribuição adiciona-se à
densidade (1.61) quando provado por uma corrente com poder de resolução t+ ∆t, ou seja,
a densidade de probabilidade de encontrarmos um quark com fração de momentum z para
a resolução t+ ∆t será dada por [20]:

P0
qq + dPq

qq = δ(z − 1) +
αS(t)

2π
P 0

qqdt, (1.62)

onde acrescentamos a variação da probabilidade de encontrar um quark com fração z dentro
do quark original, quando provado para uma resolução t, por unidade de t [20]. Assim, a
mudança na densidade de quarks do tipo i será dada por:

dqi(x, t)

dt
=
αS(t)

2π

∫ 1

x

dy

y
Pqq

(
x

y

)
qi(y, t). (1.63)

Consideremos os processos de desdobramento, um quark de sabor i, obtido da emissão
de um glúon por um quark j, com fração de momentum y, e a criação de um par qiqj , a
partir de um glúon g de fração de momentum y. As probabilidades desses processos para
uma resolução t+ ∆t, sejam dadas, respectivamente, por [20]:

αS

2π

∑

i

Pqiqjdt ,
αS

2π
Pqigdt, (1.64)

onde obtemos que a equação de evolução para a distribuição de quarks é dada por [16]:

dqi(x, t)

dt
=
αS(t)

2π

∫ 1

x

dy

y

[
Pqq

(
x

y

)
qi(y, t) + Pqg

(
x

y

)
g(y, t)

]
, (1.65)

onde consideramos também que existe independência de sabor nos processos de radiação,
isto é

Pqiqj = δijPqq (1.66)

Pgqi = Pgq

Pqig = Pqg (1.67)
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Fig. 1.7: Representação da função desdobramento Pqg.

Fig. 1.8: Representação da função desdobramento Pgg.

Um quark do tipo i com fração de momentum y pode emitir um glúon de fração de
momentum x, Fig. 1.7, ou a partir de um glúon de fração de momentum y também é posśıvel
se obter um glúon com fração de momentum x através de um vértice de três glúons, Fig.
1.8, comum da QCD. Sendo as probabilidades de desdobramento destes processos dadas
respectivamente por:

αS

2π

∑

i

Pgqi ,
αS

2π
Pggdt (1.68)

Usando a equação (1.66), teremos que a equação de evolução para a distribuição de
glúons terá a forma

dg(x, t)

dt
=
αS(t)

2π

∫ 1

x

dy

y

[∑

i

Pgqi

(
x

y

)
qi(y, t) + Pgg

(
x

y

)
g(y, t)

]
. (1.69)

As equações (1.65) e (1.69) são chamadas de equações DGLAP. As funções de desdo-
bramento Pij podem ser calculadas via QCD perturbativa como uma expansão em αS. Em
ordem dominante de αS essas funções são dadas por:

P 0
qq(z) = CF

[
1 + z2

(1 − z)+

+
3

2
δ(1 − z)

]

(1.70)

P 0
qg(z) =

1

2
[z2 + (1 − z)2] (1.71)

P 0
gq(z) = CF

[
1 + (z − 1)2

z

]

(1.72)

P 0
gg(z) = 2CA

[
z

(1 − z)+
+

1 − z

z
+ z(1 − z)

]

+
11CA − 2nf

6
δ(1 − z) (1.73)
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onde CF = (N2
C − 1)/2NC, CA = NC e nf é o número de sabores; e tomamos z = x/y. As

distribuições ”+” são dadas por:

∫ 1

0
dx

f(x)

(1 − x)+
=
∫ 1

0
dx
f(x) − f(1)

1 − x
. (1.74)

As funções de desdobramento Pij podem ser interpretadas como a probabilidade de um
parton i emitir um parton j. A QCD perturbativa permite determinar somente a evolução
das distribuições partônicas (por meio das equações DGLAP). As condições iniciais para a
evolução são de natureza não perturbativa, sendo obtidas do experimento para uma dada
virtualidade do fóton. Como as distribuições partônicas independem do processo consid-
erado, após determiná-las para certo valor de Q2 é posśıvel , com o aux́ılio das equações
DGLAP, determinarmos seus valores para outra virtualidade e assim utilizá-las. Experi-
mentalmente se verificou que a violação de escalamento acontece de fato, e que F2 se torna
uma função de x e Q2. Esse comportamento é bem descrito pela equação DGLAP (na
expansão na constante de acoplamento), em próxima ordem dominante (next leading order
- NLO), como pode ser visto na Figura 1.9 [33].

1.6 Dinâmica DGLAP para Pequeno x

Consideremos as equações DGLAP exploradas na seção anterior. Partindo da análise feita
das funções de desdobramento Pij verifica-se que as funções associadas ao setor de glúons
Pgq(z) e Pgg(z) são singulares para z → 0 e/ou x → 0, tomando que z = x/x1. Per-
manecendo as funções de desdobramento associadas ao setor de quarks regulares neste lim-
ite. Esta evidência nos leva a crer que o comportamento das distribuições partônicas para
pequeno x seja determinado pela dinâmica gluônica. De acordo com o que foi comentado
acima, podemos aproximar a equação DGLAP para g(x,Q2) na região de pequeno x por
[19]:

dq(x,Q2)

d lnQ2
=

αS(Q2)

2π

∫ 1

x

dy

y
Pqg

(
x

y

)
g(y,Q2), (1.75)

dg(x,Q2)

d lnQ2
=

αS(Q2)

2π

∫ 1

x

dy

y
Pgg

(
x

y

)
g(y,Q2), (1.76)

Definindo a transformada de Mellin [16]:

h(ω,Q2) ≡
∫ 1

0

dx

x
xωh(x,Q2), (1.77)

e sua inversa

h(x,Q2) ≡ 1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
dωx−ω+1h(ω,Q2) (1.78)
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Fig. 1.9: Função de estrutura F2 como função da virtualidade do fóton (Q2) para diferentes
valores de x [33].
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cujo contorno de integração está localizado a direita da singularidade dominante da função
momento h(ω,Q2) no plano complexo ω, assim, podemos escrever as aproximações às
equações DGLAP como [20]:

dq(ω,Q2)

dlnQ2
=

αS(Q2)

2π
γqg(ω)g(ω,Q2), (1.79)

dg(ω,Q2)

dlnQ2
=

αS(Q2)

2π
γgg(ω)g(ω,Q2) (1.80)

onde foram introduzidas as dimensões anômalas γij, correspondentes às transformadas de
Mellin para as funções de desdobramento Pij.

A equação DGLAP transformada (1.80) pode ser resolvida diretamente, tendo por
solução para a distribuição de glúons:

g(ω,Q2) = g(ω,Q2
0) exp

[ ∫ Q2

Q2
0

dq2

q2
γgg(ω)

]

(1.81)

Vemos que o comportamento das distribuições em pequeno x se resume à análise do
comportamento da dimensão anômala nesta região. As dimensões anômalas são calculadas
perturbativamente a partir de processos básicos da QCD e correspondem ao momento as-
sociado à função desdobramento [20]:

γij(ω,Q
2) =

∫ 1

0
dzzωPij(z, αS(Q2)). (1.82)

As funções γgg e γqg possuem singularidades (um pólo) no ponto ω = 1 do plano com-
plexo, que caracteriza o comportamento da distribuição de glúons em pequeno x. Em ordem
dominante

∫ Q2

Q2
0

dq2

q2
γgg(ω, αS(q2)) = γgg

(0)(ω)
∫ Q2

Q2
0

dq2

q2

αS(q2)

2π
(1.83)

= γgg
(0)(ω)ǫ(Q2, Q2

0). (1.84)

Sendo assim, a distribuição de glúons no espaço ω será dada por

g(ω,Q2) = g(ω,Q2
0)exp[γ

(0)
gg (γ)ǫ(Q2, Q2

0)]. (1.85)

Tomando apenas o termo singular em γ(0)
gg , temos:

g(ω,Q2) ≃ g(ω,Q2
0)exp

[
6

ω − 1
ǫ(Q2, Q2

0)

]

. (1.86)
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Utilizando a transformada de Mellin inversa podemos obter a distribuição de glúons no
espaço x, [20]:

xg(x,Q2) ≈ 1

2πi

∫
dωg(ω,Q2

0) exp

[

(ω − 1) ln
1

x
+

6

ω − 1
ǫ(Q2, Q2

0)

]

.

Vemos, de acordo com a equação (1.86), que as singularidades podem ocorrer nas di-
mensões anômalas e/ou na distribuição de glúons de entrada (não perturvativa). O cresci-
mento da distribuição gluônica em pequeno x (ou pequeno ω) está associado ao fato de
que a dimensão anômala torna-se muito grande para ω → 0. A singularidade dominante
controla a distribuição de glúons para pequeno x, bem como a distribuição de quarks de
mar. Se esta for a singularidade da dimensão anômala, isto é, se a distribuição gluônica não
perturbativa de entrada comportar-se como uma constante para pequeno x, pode-se obter
a solução para a equação anterior pelo método ponto de sela. Para esta expressão, o ponto
de sela ocorre para [16]:

∂H

∂ω
= 0, (1.87)

com H sendo o argumento da exponencial de (1.87)

H ≡
[

(ω − 1)ln
1

x
+

6

ω − 1
ǫ(Q2, Q2

0)

]

. (1.88)

Dessa forma,

ln
1

x
− 6

(ω − 1)2
ǫ(Q2, Q2

0) = 0

(ωS − 1) =

[
6ǫ(Q2, Q2

0)

ln 1
x

]1/2

. (1.89)

Pode-se estimar a integral na expressão (1.87) para grandes valores de ln1/x e ǫ(Q2, Q2
0)

através da expansão sobre o ponto de sela ωS de H calculado acima, ou seja,

H ≈ H(ωS) + k(ω − ωS)2. (1.90)

Assumindo (ω−ωS) = iν, teremos H ≈ H(ωS)−Kν2. Substituindo em (1.87), devemos
resolver uma integral gaussiana em ν, obtendo para αS constante

xg(x,Q2) ≈ {ln( 1
x
)}3/4

{αS

2π
ln(Q2

Q2
0
)}1/2

exp

{

2

[

3
αS

π
ln
Q2

Q2
0

ln
1

x

] 1
2
}

. (1.91)

Dessa forma, a DGLAP prediz que a distribuição de glúons cresce mais rapidamente
que potências de ln(1/x) porém, mais lentamente que potências de 1/x, sendo este cresci-
mento dependente do comprimento de evolução de Q2

0 a Q2 através do termo ǫ(Q2, Q2
0).
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Fig. 1.10: Distribuição de quarks e glúons obtidas a partir dos dados de HERA [18].

Este comportamento é chamado de Aproximação de Duplo Logaritmo (DLA), onde os di-
agramas somados contribuem com termos da ordem de [αSln(Q2/Q2

0)ln(1/x)]n. Os termos
proporcionais a ln(1/x) aparecem sempre acompanhados de um lnQ2, o que significa que
esta descrição é válida apenas na região de grandes valores de 1/x e Q2.

Dois grupos (CTEQ [28] e MRST [29]) têm usado dados de espalhamentos profunda-
mente inelásticos e processo envolvendo prótons incidentes e/ou antiprótons para determinar
densidades de pártons do próton. O processo parametriza a dependência em x das funções
de distribuição para baixa, mas ainda perturbativa, escala Q2. Assim, usa-se a DGLAP
para evoluir as funções de distribuição em Q2 e para descrever a todos os dados dispońıveis
para determinar os valores dos parâmetros de entrada. A prinćıpio, existem 11 distribuições
partônicas (u, u, d, d, s, s, c, c, b, b, g). Contudo, mc, mb >> ΛQCD, onde ΛQCD é uma função
da escala de renormalização de massa. Então, c = c e b = b são calculados em QCD
perturbativa através do processo gg → QQ. A densidade de quarks pesados c e b são par-
ticularmente importantes para pequeno x, especialmente com o aumento de Q2. Para, por
exemplo, Q2 ∼ m2

c o quark charm não age como um párton, em vez disso, é criado no
estado final pela fusão γg → cc. Mas para Q2 >> m2

c , claramente comporta-se como um
párton. Os intervalos cinemáticos de alvo fixo e experimentos de colisores permitem que as
densidades partônicas sejam determinadas sobre uma ampla escala de x e Q2. A análise das
incertezas estat́ısticas e parametrizações nos dados do colisor HERA é mostrada na Figura
1.10, [18].
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1.7 Dinâmica BFKL

Analisar a região cinemática de pequeno x e valores medianos deQ2 implica somar diagramas
que contribuam em termos da ordem [(αS)ln(1/x)]n com αSln(Q2/Q2

0) << 1 e αSln(1/x) ≈
1. Portanto, precisamos considerar termos com dominância em ln(1/x). Entretanto, nesta
região cinemática as equações DGLAP não são válidas, sendo necessária uma nova dinâmica
para descrever como as distribuições partônicas evoluem. Na década de 70, Y. Balitski, V.
Fadin, E. Kuraev e L. Lipatov propuseram uma equação que considerava termos da ordem
de αSln(1/x) para o cálculo das amplitudes de espalhamento no limite de altas energias
(pequeno x). Esta equação foi denominada BFKL em homenagem ao grupo que a propôs.
Tendo em vista o fato de o espaço de fase não estar restrito pelo ordenamento nos momenta
transversos, a equação BFKL deve ser escrita em termos da função de glúons não integrada,
F(x, k2), que fornece a probabilidade de encontrar um glúon com momentum transverso k
e fração de momentum longitudinal x. A representação diferencial da equação BFKL em
ordem dominante (leading order - LO) pode ser expressa na forma:

∂F(x, k2)

∂ln(1/x)
=

3αS

π

∫ ∞

0
dl2

k2

l2

(
F(x, l2) − F(x, k2)

| l2 − k2 | +
F(x, k2)

(4l4 + k4)
1
2

)

(1.92)

onde a função de glúons não integrada F(x, k2) está relacionada com a função de glúons
usual por

xg(x,Q2) =
∫ Q2

0

dk2

k2
F(x, k2). (1.93)

A condição inicial para a equação (1.92) deve ser tomada para um valor de x pequeno o
suficiente, tal que sejam satisfeitas as condições

αS << 1 , αSln(Q2/Q2
0) << 1 , αSln(1/x) ≈ 1. (1.94)

Pode-se obter uma solução anaĺıtica para a equação BFKL a partir da transformada de
Mellin da função F(x, k2) na variável k2 da forma,

∂F(x, γ)

∂ln(1/x)
= K(γ)F(x, γ), (1.95)

cuja solução tem a forma

F(x, γ) = F(x0, γ)

(
x

x0

)−K(γ)

. (1.96)

onde γ é a variável conjugada de k2, F(x, γ) é a função transformada e K é o núcleo
transformado. Fazendo uso de uma forma expĺıcita para as funções transformadas, pode-se
obter a função de glúon não integrada [34],
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F(x, k2) =

(
x

x0

)−λ
(k2)1/2F(x0, γ = 1/2)

(6αS28ζ(3)ln(x/x0))1/2
exp

[
−ln(k2/k

2
)

(6(αS/π)28ζ(3)ln(x/x0))

]

(1.97)

onde ζ(x) é a função zeta de Riemann, o primeiro fator dá origem a um comportamento x−λ,
com λ = 3αS

π
4ln2, para a distribuição de glúons não integrada, caracteŕıstico do formalismo

BFKL. Para um αS ≈ 0.2, o expoente λ terá valor ≈ 0.5, representando um crescimento
para a distribuição de glúons, no limite de altas energias. E, com isso, esperamos que o
crescimento da distribuição de glúons se reflita na função de estrutura F2(x,Q

2) e, con-
sequentemente, na seção de choque de espalhamento fóton-próton. O fato de as soluções
terem sido obtidas para αS, independente de Q2, limita a validade da equação um intervalo
de Q2 pequeno. Mas é importante salientar que, assim como a DGLAP, a equação BFKL
é uma equação válida numa região limitada de x, pois a estrutura teórica que descrever o
limite x→ 0 deve prever uma suavização (controle) do crescimento da distribuição gluônica,
restaurando a unitariedade.

1.8 Saturação Partônica

Como vimos nas seções anteriores, a distribuição de glúons no próton aumenta de acordo
com o aumento da energia do projétil (região de pequeno x) e/ou aumenta a virtualidade
Q2 do fóton emitido pelo mesmo. Mas como o próton possui tamanho finito, esse aumento
da distribuição não pode persistir indefinidamente. Dessa forma, um novo efeito na região
de pequeno x deve surgir. Esse efeito, proposto pela primeira vez por Gribov, Levin, Ryskin
[55] em 1983 e, posteriormente, por Mueller e Qiu [56] em 1986, é a recombinação gluônica
(g + g → g), que limita o crescimento das distribuições de glúons xg(x,Q2). Trata-se
do formalismo GLR, que introduz correções de unitariedade inseridos em uma equação de
evolução conhecida como equação GLR. Este formalismo considera diagramas de múltiplas-
escadas chamados de diagramas fan, formados por uma escada de glúons e subdivisões
subsequentes em escadas gluônicas. Expressa em termos da densidade de glúons, a equação
GLR dada por [19]:

Q2 ∂
2xg(x,Q2)

∂ln(1/x)∂Q2
=
αSNc

π
xg(x,Q2) − 4α2

Snc

3CFR2

1

Q2
[xg(x,Q2)]2 (1.98)

que é válida nos limites ln(1/x) >> 1 e lnQ2 >> 1. A partir da equação GLR é posśıvel
estimar que a saturação ocorrerá quando os termos não linear e linear se tornarem idênticos.
Isso ocorrerá para Q2 ≡ Q2

S [19]:

Q2
S(x,Q2) =

4παS

3CFR2
xg(x,Q2). (1.99)

Esta escala é denominada escala de saturação. O regime caracterizado por Q2 > Q2
S é

o regime linear, governado por cascatas partônicas individuais, sem interação entre si; en-
quanto que, para Q2 < Q2

S, temos o regime não linear ou de saturação, no qual pártons de
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Não Linearidade

Fig. 1.11: Não linearidade nas equações de evolução

cascatas distintas começam a interagir devido a superposição espacial, conforme ilustrado
na Figura 1.11. Ainda que a GLR determine a saturação no regime assintótico, é necessário
cautela com esta afirmativa, pois o regime no qual a equação GLR é válida termina antes
que a saturação seja alcançada [27]. Isto deve-se ao fato de a equação GLR ser um trunca-
mento no primeiro temo não linear do desenvolvimento em série de potências da densidade.
Portanto, antes que o comportamento de (1.99) esteja presente, os termos de mais alta or-
dem na densidade serão importantes e não podem ser desconsiderados. Consequentemente,
a equação GLR não possui validade no regime de elevadas densidades (muito pequenos val-
ores de x). O trabalho de Gribov, Levin e Ryskin gerou uma longa série de trabalhos que
visavam desenvolver uma teoria de saturação. Uma teoria efetiva da QCD a altas energias
(pequeno x) é o chamado Condensado de Vidros de Cor (CGC - Color Glass Condensate).
Outra teoria, mas com aproximações diferentes, desenvolvida por Balitsky e, em seguida,
por Kovchegov leva à equação de evolução chamada BK (Balitsky-Kovchegov) que será dis-
cutida no caṕıtulo 3. Essas equações são de dif́ıcil solução. Mostramos, na Figura 1.12
a seguir, uma representação das equações de evolução para densidades partônicas. Nela
vemos o comportamento de Q2 na equação DGLAP para x fixo, isto é, ao aumentarmos
a resolução, o sistema torna-se mais dilúıdo (maior número de glúons com área cada vez
menor). Vemos também o comportamento de x para Q2 fixo segundo a equação BFKL, ou
seja, aumentando a energia, aumenta a distribuição de partons no hadron, cada um deles
com uma mesma área, pois Q2 (resolução) permanece a mesma.

A linha QS da figura, chamada de escala de saturação, separa o regime linear do não
linear. Quando a soma de todas as áreas transversas dos glúons for igual a área total do
alvo, os glúons começam a se sobrepor entre si, e o processo de recombinação, ou saturação
partônica, torna-se relevante. Existe uma intensa busca e inúmeras são as propostas de
novos observáveis que confirmem esse ”novo estado da matéria” como, muitas vezes, o CGC
é chamado. Mas o fato é que a situação permanece em aberto e a busca pela ”assinatura”
do CGC continua, assunto que será melhor discutido no caṕıtulo 3.

Conclusão

Neste caṕıtulo vimos a teoria, modelos e equações que descrevem as interações entre part́ıculas.
A equação DGLAP que descrevem o comportamento das funções de distribuição, sua val-
idade e limitações ao descrever a região cinemática de pequeno x (altas energias) que é
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ln(1/x)
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QCD
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Fig. 1.12: Regimes cinemáticos das equações de evolução para densidades partônicas

o foco deste trabalho (energias do LHC, por exemplo). Estudamos a aplicabilidade da
equação BFKL quando da limitação das equações DGLAP e, por fim, discutimos a saturação
partônica, ou seja, o controle do aumento da quantidade de glúons que constitui o próton
em altas energias. A partir do que foi discutido, podemos investigar a região de pequeno x,
como descrever o DIS neste limite e o tipo de fatorização correspondente.



Caṕıtulo 2

Formalismo de Dipolos de Cor

Introdução

Neste caṕıtulo tratamos da fatorização para pequeno x que considera o momento transverso
do párton incidente e a forma de representar o DIS no limite de altas energias, ou seja, o
DIS na representação de dipolos de cor. Também discutiremos os processos nos quais o alvo
permanece intacto após a interação denominados espalhamentos profundamente inelástico
difrativo (difractive deep inelastic scattering - DDIS) e este tipo de processo na representação
de dipolos de cor.

2.1 Fatorização kT

No limite de pequeno x, temos uma forma de fatorização na qual o párton incidente em uma
interação possui momento transverso kT não nulo (figura 2.1), diferentemente do caso da
fatorização colinear, a qual trata-se de uma ferramenta básica para o cálculo de observáveis
na região em que a contribuição dominante advém de um forte ordenamento no momento
transverso, dando origem as equações DGLAP. A fórmula de fatorização (fatorização kT )
para a seção de choque do processo γ∗p→ qq, é dada da seguinte forma [15]:

σγ∗p
λ (x,Q2) =

∫ d~k2

~k2

∫ 1

x

dx′

x′
F
(
x

x′
, ~k2

)

σ̂γ∗g
λ (x′, ~k2, Q2) (2.1)

onde λ representa a polarização do fóton virtual e σ̂γ∗g
λ é a seção de choque gluônica. Na

aproximação de logaritmo dominante (ln(1/x)), tomando a simplificação x/x′ → x, podemos
escrever:

F
(
x

x′
, ~k2

)

≃ F(x,~k2) (2.2)

uma vez que

lnn x

x′
= lnnx

[

1 + O
(

1

lnx

)]

(2.3)
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Fig. 2.1: Representação de interação no formalismo kT .

Por conveniência, tomamos a definição de distribuição de glúons não integrada (por isso
fatorização kT ):

F(x,~k2) =
∂[xg(x,~k2)]

∂ln~k2
(2.4)

que está relacionada com a distribuição de glúons usual por:

g(x,Q2) =
∫ Q2 d~k2

~k2
F(x,~k2). (2.5)

Assim, tomando o limite de integração inferior em x como sendo zero, a equação (2.1)
torna-se

σγ∗p
λ (x,Q2) =

∫
d~k2

~k2
F(x,~k2)

∫ 1

0

dx′

x′
σγ∗g

λ (x′, ~k2, Q2) (2.6)

Podemos escrever a equação (2.6), tomando β = x/x′ como

σγ∗p
λ (x,Q2) =

∫
d~k2

~k2

∫
dβ

β
F(β,~k2)σ̂γ∗g

λ (β,~k2, Q2) (2.7)

Introduzindo ı́ndices de polarização do fóton e decompondo k em termos dos vetores
originais (decomposição de Sudakov), ver [15], é posśıvel escrever a seção de choque para
o espalhamento do fóton virtual por glúons, ambos fora da camada de massa (off-shell) da
forma
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σγ∗g
λ =

β

8π2W 4~k2

∫
dz

z(1 − z)

∫
d2~κδ

(

β − z~κ2 + (1 − z)(~κ+ ~k)2 + ε2

z(1 − z)W 2

)

Hλ (2.8)

onde W é a energia de centro de massa do sistema fóton virtual-próton, β ≡ x/x′ é a fração
de momentum longitudinal do próton carregada pelo glúon, ε2 ≡ Q2z(1 − z) e

Hλ = 8π2αsαeme
2
q

z(1 − z)W 4

Q2

{
Nλ(~κ,~κ)

(~κ2 + ε2)2
+
Nλ(~κ+ ~k,~κ+ ~k)

[(~κ+ ~k)2 + ε2]2
− 2Nλ(~κ,~κ+ ~k)

(~κ2 + ε2)[(~κ+ ~k)2 + ε2]

}

com

NL(~k1, ~k2) = 4z2(1 − z)2Q4 (2.9)

NT (~k1, ~k2) = Q2[z2 + (1 − z)2]~k1.~k2 (2.10)

onde L e T representam a polarização longitudinal e transversal do fóton, respectivamente.
Inserindo Hλ em (2.8), temos:

σγ∗g
λ =

β

8π2W 4~k2

∫
dz

z(1 − z)

∫
d2~κ δ

(

β − z~κ2 + (1 − z)(~κ+ ~k)2 + ε2

z(1 − z)W 2

)

×
[

8π2αsαeme
2
q

z(1 − z)W 4

Q2

][
Nλ(~κ,~κ)

(~κ2 + ε2)2

+
Nλ(~κ+ ~k,~κ+ ~k)

[(~κ+ ~k)2 + ε2]2
− 2Nλ(~κ,~κ+ ~k)

(~κ2 + ε2)[(~κ+ ~k)2 + ε2]

]

=
β

~k2

∫
dz
∫
d2~κ δ

(

β − z~κ2 + (1 − z)(~κ+ ~k)2 + ε2

z(1 − z)W 2

)

×
[

αsαem

e2q
Q2

][
Nλ(~κ,~κ)

(~κ2 + ε2)2
+
Nλ(~κ+ ~k,~κ+ ~k)

[(~κ+ ~k)2 + ε2]2
− 2Nλ(~κ,~κ+ ~k)

(~κ2 + ε2)[(~κ+ ~k)2 + ε2]

]

Substituindo a expressão anterior em (2.7), temos:

σγ∗p
LT =

∫
d~k2

~k2

∫
dβ

β
F(β,~k2)

{
β

~k2

∫
dz
∫
d2~κ2δ

(

β − z~κ2 + (1 − z)(~κ+ ~k)2 + ε2

z(1 − z)W 2

)

× αsαem

e2q
Q2

[
Nλ(~κ,~κ)

(~κ2 + ε2)2
+
Nλ(~κ+ ~k,~κ+ ~k)

[(~κ+ ~k)2 + ε2]2
− 2Nλ(~κ,~κ+ ~k)

(~κ2 + ε2)[(~κ+ ~k)2 + ε2]

]}

Rearranjando os termos, aplicando a delta na integral em dβ e introduzindo a soma
sobre os sabores q, temos:
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pp

γ∗γ

Fig. 2.2: DIS na representação de Dipolos de Cor

σγ∗p
LT =

αem

Q2

∑

q

e2q

∫
d~k2

~k4

∫ 1

0
dz
∫
d2~καsF(β,~k2)

×
[
Nλ(~κ,~κ)

(~κ2 + ε2)2
+
Nλ(~κ+ ~k,~κ+ ~k)

[(~κ+ ~k)2 + ε2]2
− 2Nλ(~κ,~κ+ ~k)

(~κ2 + ε2)[(~κ+ ~k)2 + ε2]

]

(2.11)

As distribuições partônicas F correspondem às contribuições de longa distância (pequeno
momento), não sendo calculáveis em QCD perturbativa.

Na próxima seção, passaremos à discussão da seção de choque σγ∗p
LT do espaço de momen-

tos transversais para o espaço de coordenadas transversas e mostraremos como obtermos a
seção de choque de dipolo σdip.

2.2 DIS na Representação de Dipolos de Cor

O Formalismo de Dipolos de Cor descreve o espalhamento profundamente inelástico (DIS)
no regime de pequeno x, no referencial do próton em repouso. Neste referencial, o fóton,
emitido pelo elétron, flutua em um par quark-antiquark (qq), isto é, num dipolo de cor [15].
Este dipolo, depois de um tempo longo, interage com o sistema alvo (próton ou núcleo). Uma
vez que o tempo de interação é muito menor que o tempo de formação do par, o tamanho
transverso do dipolo qq é aproximadamente congelado durante o processo de espalhamento.
Veja a Figura (2.2).

No sistema do alvo em repouso, representamos o momentum do fóton, por:

q = (ν, 0, 0, q3)
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mas, como q2 = −Q2, temos:

ν2 − q2
3 = q2 = −Q2

ν2 +Q2 = q2
3

q3 =
√
ν2 +Q2

onde ν = κ− κ′. Desta forma, o momenta do fóton pode ser expresso por:

q = (ν, 0, 0,
√
ν2 +Q2).

Usando as variáveis do cone de luz:

q± =
1√
2
(q0 ± q3) (2.12)

teremos,

q+ =
1√
2
[ν +

√
ν2 +Q2]

e, expandindo a raiz, no limite de Bjorken:

q+ ≃ 1√
2
[ν + ν] ≃

√
2ν

A partir das variáveis do cone de luz, teremos também:

q− =
1√
2
[ν −

√
ν2 +Q2] =

1√
2

[
ν − ν2

(
1 +

Q2

ν2

)]1/2

novamente, fazendo uso da expansão da raiz, resulta:

q− ≃ 1

2

(
− Q2

2ν

)
≃ − Q2

2q+

Logo, podemos escrever os momentum q do fóton virtual (γ∗), κ do quark (q) e κ′ do
antiquark (q), respectivamente, como [19]:

γ∗ : qµ =
(
q+,− Q2

2q+
,~0⊥

)
; (2.13)

q : κ =
(
zq+,

~κ2

2zq+
, ~κ
)
; (2.14)

q : κ′ =
(
(1 − z)q+,

~κ2

2(1 − z)q+
,−~κ

)
. (2.15)
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onde z é a fração de momento do fóton carregada pelo quark e (1−z) é a fração de momento
do fóton carregada pelo antiquark.

A massa invariante quadrada do par qq tem a forma:

M2 = (κ + κ′)2 =
~κ2

z(1 − z)
.

Usando o prinćıpio da incerteza, estimamos o tempo de vida τf do par:

τf ∼ 1

∆E

com ∆E = Epar −Eγ∗ , onde Epar pode ser obtida a partir de (2.14) e (2.15):

Epar =
1√
2

(
q+ ~κ2

2z(1 − z)q+

)

e, sendo a energia do fóton expressa por:

Eγ∗ =
1√
2

(
q+ − Q2

2q+

)
,

teremos que:

∆E = Epar − Eγ∗ =
1

2
√

2q+

(
Q2 +

~κ2

z(1 − z)

)
,

isto é,

∆E ≃ Q2

√
2q+

= mNx,

para ~κ2 ≤ z(1 − z)Q2, ou seja, M2 ≤ Q2.
Assim, conclúımos que:

τf ∼ 1

∆E
∼ 1

mNx
.

Vemos que, para x→ 0, τf é muito maior que o tempo t́ıpico da interação: τint ∼ Rp, onde
Rp é o raio do alvo (próton). Desta forma, o tamanho transversal do par está congelado
durante a interação com o próton e podemos interpretar o DIS em pequeno x como o
espalhamento de um dipolo de cor qq de tamanho fixo por um nucleon.

A seguir, faremos uma análise mais quantitativa da representação do DIS no formalismo
de dipolos [15]. Para isto, partimos da seção de choque expressa pela equação (2.11):
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σγ∗p
L,T =

αem

Q2

∑

q

e2q

∫ d~k2

~k4

∫ 1

0
dz
∫
d2~καsf(β,~k2)

×
[
Nλ(~κ,~κ)

(~κ2 + ε2)2
+
Nλ(~κ+ ~k,~κ+ ~k)

[(~κ+ ~k)2 + ε2]2
− 2Nλ(~κ,~κ+ ~k)

(~κ2 + ε2)[(~κ+ ~k)2 + ε2]

]

Com αs fixo e F(β,~κ2) ≃ F(x,~κ2) calculamos, separadamente, a contribuição longitudinal
e parte transversa, usando (2.9) e (2.10) e recorrendo às identidades a seguir:

∫
d2~κ

(~k2 + ε2)[(~k + ~k)2 + ε2]
=

1

(2π)2

∫
d2~κ1

∫
d2~κ2

∫
d2~ρ

ei~ρ(~κ1+~k)−i~ρ·~κ2

(~κ2
1 + ε2)(~κ2

2 + ε2)

=
∫
d2~ρ eiρ~k

[
1

2π

∫
d2~k

ei~κ

(~κ2 + ε2)

]2
(2.16)

e

∫
d2~κ

~κ2 + ~κ · ~k
(~k2 + ε2)[(~k + ~k)2 + ε2]

=
1

(2π)2

∫
d2~κ1

∫
d2~κ2

∫
d2~ρ

×(~▽eiρ(~κ1+~k))(~▽e−iρ~κ2)

(~κ2
1 + ε2)(~κ2

2 + ε2)
(2.17)

onde ▽ ≡ ∂/∂~ρ. Estas identidades nos levam do espaço de momentos transversos para o
espaço de coordenadas transversas, sendo ρ identificada como a separação transversal do
dipolo qq.

Usando a identidade integral:

∫ ∞

0

tν+1Jν(at)dt

(t2 + z2)µ+1
=

aµzν−µ

2µΓ(µ+ 1)
Kν−µ(az) (2.18)

que pode ser encontrada em ([35], p. 488) e, em seguida, realizando integrações angulares
([15], p.16), escrevemos a seção de choque de foto-absorção virtual como:

σγ∗p
L,T (x,Q2) =

∫ 1

0
dz
∫
d2~ρ|ΨL,T (z, ρ)|2σdip(x, ρ) (2.19)

onde σdip(x, ρ) é a seção de choque de interação total de um par qq com o próton, e expressa
da forma:

σdip(x, ρ) =
4π

3

∫
d2~k

~k4
αsF(x,~k2)(1 − ei~k·~ρ). (2.20)
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| ΨL,T |2 podem ser interpretadas como a probabilidade de um fóton virtual flutuar em um
par qq e este par, então, interagir com o alvo e são expressas (se mq = 0) da forma:

| ΨL(z, ρ) |2 =
6αem

(2π)2

∑

q

4e2qQ
2z2(1 − z)2K2

0(ερ) (2.21)

| ΨT (z, ρ) |2 =
6αem

(2π)2

∑

q

e2q[z
2 + (1 − z)2]ε2K2

1 (ερ) (2.22)

sendo ε2 = Q2z(1 − z), lembrando que, L e T significam a polarização longitudinal e
transversal do fóton. Nas fórmulas acima, K0 e K1 são as funções McDonald-Bessel.

Podemos obter uma relação importante que relaciona a seção de choque de dipolo e a
densidade de glúons reescrevendo (2.20) na forma:

σdip(x, ρ) =
π

3
ρ2
∫ d2~k

~k2
αs

4[1 − J0(kρ)]

(kρ)2

∂xg(x,~k2)

∂ln~k2
(2.23)

Se aproximamos 4[1 − J0(ξ
2)]/(ξ)2 pela função passo Θ(A − lnξ2) com A ≈ 10, a equação

acima pode ser expressa por:

σdip(x, ρ) ∼
π2

3
ρ2αs(ρ)xg

(

x,
A

ρ2

)

(2.24)

A relação acima é válida no regime linear das interações fortes e explicita que σdip(x, ρ) ∝ ρ2

para pequeno ρ. Esta propriedade é chamada de transparência de cor, pois implica que a
matéria é quase transparente para pares de pequeno tamanho [15].

2.3 Espalhamento Profundamente Inelástico

Difrativo - DDIS

Para um certo número de eventos de espalhamento profundamente inelásticos, entre 5 e 10%,
o próton alvo permanece praticamente intacto [15]. Neste caso, o DIS dito ser difrativo, ou
seja, DDIS. Este processo é representado na Figura 2.3.

O processo da figura acima é descrito em termos de seu quadrimomenta da seguinte
forma:

l(ℓ) + p(P ) −→ l′(ℓ′) + p′(P ′) +X(Px) (2.25)

A presença de uma lacuna de rapidez entre o próton espalhado e o estado hadrônico X
significa que não há troca de números quânticos entre o fóton virtual e o próton, o que
justifica o uso do termo difrativo para esta reação. DDIS é um processo difrativo no qual a
escala dura de energia existente é a virtualidade do fóton Q2. Em analogia ao DIS inclusivo,
a seção de choque diferencial do DIS difrativo pode ser escrita em termos de duas funções
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ℓ

ℓ′

X

p p′
rapidez

Lacuna na

Fig. 2.3: Espalhamento Profundamente Inelástico Difrativo.

de estrutura, F
D(4)
1 e F

D(4)
2 , dependentes das variáveis x, Q2, xP e t, as quais justificam o

subscrito 4. Assim, analogamente à equação (1.25), a seção de choque do DDIS é expressa
como [15, 19]:

dσD
γ∗p

dxdQ2dxPdt
=

4πα2
em

xQ4

{
1 − y +

y2

2[1 +RD(4)(x,Q2,xP ,t)]

}
F

D(4)
2 (x,Q2, xP , t) (2.26)

onde RD(4) = F
D(4)
L /F

D(4)
T e as variáveis cinemáticas xP e t são dadas por:

t = −(P ′ − P )2 ∼
~P ′2
⊥
xF

(2.27)

xP =
(P ′ − P ).q

P.q
=

M2 +Q2 − t

W 2 +Q2 −m2
N

∼ M2 +Q2

W 2 +Q2
= 1 − xF (2.28)

E, supondo F
D(4)
L << F

D(4)
T para β ≤ 0.8 − 0.9, escrevemos:

dσD
γ∗p

dxdQ2dxPdt
=

4πα2
em

xQ4

(
1 − y +

y2

2

)
F

D(4)
2 (x,Q2, xP , t) (2.29)

A função F
D(4)
2 está relacionada com a seção de choque diferencial do espalhamento difrativo

γ∗p por:

F
D(4)
2 (x,Q2, xP , t) =

Q2

4παem

dσD
γ∗p

dxPdt
. (2.30)

Se o próton de sáıda não é detectado, não existe medida de t e é obtida apenas a seção
de choque integrada sobre t:

dσD
γ∗p

dxdQ2dxP
=

4πα2
em

xQ4

(
1 − y +

y2

2

)
F

D(3)
2 (x,Q2, xP ) (2.31)
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onde

F
D(3)
2 (x,Q2, xP ) =

∫ ∞

0
d|t|FD(4)

2 (x,Q2, xP , t) (2.32)

2.4 DDIS no formalismo de Dipolos de Cor

O formalismo de dipolos de cor consiste em uma das principais ferramentas teóricas de
abordagem da QCD para processos difrativos duros.

Façamos um estudo partindo da representação mecânico-quântica da difração. Chamamos
T a matriz de transição descrevendo o espalhamento elástico e difrativo de um hádron N ,
assumimos a amplitude de espalhamento como sendo puramente imaginária, T = iD, com
D real, e vamos considerar uma base de estados hadrônicos f́ısicos |i〉. Como o espalhamento
difrativo leva um estado em outro estado distinto e o espalhamento elástico leva cada es-
tado nele mesmo, temos que Dik ≡ 〈k|D|i〉 é a amplitude de espalhamento para a transição
difrativa |k〉 → |i〉. Os elementos da diagonal Dii = 〈i|D|i〉 são as amplitudes elásticas de
espalhamento. Consideremos o seguinte conjunto de auto-estados de D:

D|α〉 = dα|α〉. (2.33)

O auto-valor dα é proporcional a seção de choque total para o espalhamento αN , que
chamamos σα:

σα ≡ σαN
tot =

1

s
Im〈α|iD|α〉 =

1

s
dα. (2.34)

Expandindo os estados f́ısicos |i〉 em termos de |α〉:

|i〉 =
∑

α

ciα|α〉, (2.35)

sendo os elementos de matriz do operador D:

Dik = 〈k|D|i〉
=

∑

α

∑

β

c∗kαciβ〈α|D|β〉

=
∑

α

∑

β

c∗kαciβ〈α|β〉dα

=
∑

α

c∗kαciαdα (2.36)

Todos os observáveis f́ısicos podem ser calculados a partir de σα e dos coeficientes ciα.
A amplitude de espalhamento elástica, dada por:

Dii = 〈i|D|i〉 =
∑

α

c∗iαciαdα =
∑

α

|ciα|2dα, (2.37)
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nos fornece a seção de choque total para o espalhamento iN [15]:

σiN
tot =

1

s
Dii

=
∑

α

|ciα|2
dα

s

=
∑

α

|ciα|2σα. (2.38)

Dado um operador O, seu valor esperado em um estado |i〉 será:

〈O〉 ≡ 〈i|O|i〉
=

∑

α,β

〈i|α〉〈α|O|β〉〈i|β〉

=
∑

α,β

ciαc
∗
iβ〈α|O|β〉. (2.39)

Se O é diagonal na base |α〉, então:

〈O〉 =
∑

α,β

ciαc
∗
iβ〈α|O|α〉

=
∑

α

|ciα|2Oα. (2.40)

Considerando esta análise, podemos reescrever (2.38) como:

σiN
tot = 〈σα〉. (2.41)

Por definição, a seção de choque difrativa, para t = 0, é:

dσD
iN

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

16πs2

∑

k 6=i

D2
ik

=
1

16πs2

(∑

k

D2
ik −D2

ii

)
. (2.42)

Usando a relação de completeza dos auto-estados |i〉, a equação anterior, torna-se:

dσD
iN

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

16πs2
(〈i|D2|i〉 − 〈i|D|i〉2), (2.43)

e, lembrando que |i〉 =
∑

α ciα|α〉:
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dσD
iN

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

16πs2

{∑

α

|ciα|2〈α|D2|α〉 − |ciα|4〈α|D|α〉2
}

=
1

16πs2

{∑

α

|ciα|2D2
α − |ciα|4Dα

}

=
1

16πs2
(〈D2

α〉 − 〈Dα〉2). (2.44)

Apliquemos, finalmente, o formalismo descrito acima para o caso do DIS difrativo
(DDIS). No caso do DDIS, os auto-estados são os dipolos de cor qq. O dipolo de cor
tem um tempo de vida muito maior que o tempo de interação e seu tamanho permanece
fixo durante o processo. Os estado |α〉 são identificados com os estados |qq〉, ou seja, esta-
dos nos quais o fóton flutua em um par qq antes de encontrar o próton. Estes estados são
chamados estados de Fock. A seção de choque σα, será substitúıda pela seção de choque de
espalhamento dipolo-próton σdip:

dσD
L,T

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

16π
(〈σ2(x, ρ)〉L,T − 〈σ(x, ρ)〉2L,T ), (2.45)

onde os valores esperados são definidos como:

〈σdip(x, ρ)〉L,T ≡
∫ 1

0
dz
∫
d2~ρ |Ψ(z, ρ)|2σdip(x, ρ). (2.46)

Como 〈σdip(x, ρ)〉L,T ≡ σγ∗p
L,T (x,Q2) = O(αem), o termo 〈σdip(x, ρ)〉2, pode ser desconsid-

erado e, então, obtemos:

dσD
L,T

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

16π
〈σdip(x, t)

2〉L,T

=
1

16π

∫ 1

0
dz
∫
d2ρ|ΨL,T (z, ρ)|2σ2

dip(x, ρ). (2.47)

Ao analisarmos importantes propriedades da seção de choque de dipolo, tomando a
expansão da exponencial na equação (2.20), encontramos para pequeno ρ2 [15]:

σ(x, ρ) ∼ ρ2. (2.48)

de forma que pares de pequeno tamanho interagem muito pouco com o próton.
Um cálculo mais preciso de σ(x, ρ) para ρ nos leva a:

σdip(x, ρ) ∼ ρ2αs(ρ)ln
(
ln
ρ2

ρ2
0

)
, (2.49)
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e, quando substitúıda em (2.19), leva a σγ∗p
T escrita na forma:

σγ∗p
T ∼ 1

Q2
ln2
(
ln
Q2

Λ2

)
. (2.50)

Para grande ρ, devido ao confinamento, a seção de choque σdip(x, ρ), satura em algum
valor da seção de choque σ0 hádron-nucleon:

σdip(x, ρ) ∼ σ0. (2.51)

No caso de fótons transversais, a integral de normalização
∫
dz
∫
d2ρ|ΨL,T |2, diverge

logaritmicamente no limite do ultravioleta, ou pequenas distâncias. Neste limite K1 ∼ 1/y
quando y → 0, mas isto não constitui problema, uma vez que, σ(x, ρ) ∼ ρ2 para pequeno ρ
(raio). Como K0(y) e K1(y) caem exponencialmente com y, a contribuição dominante para
σγ∗p

LT é dada por dipolos qq de tamanho:

ρ2 ∼ 1

ǫ2
=

1

Q2z(1 − z)
. (2.52)

Desta forma, pares assimétricos (z ≈ 0 ou z ≈ 1), nos quais um dos pártons porta a maior
porção do momentum, têm grande tamanho, ρ ≥ R ≫ 1/Q, onde R ∼ 1 é o raio de
confinamento t́ıpico. Esta configuração é chamada de ”jato alinhado”, [15]. Diferentemente
no caso de pares simétricos (z ≈ 1/2), nos quais quark e antiquark portam igual fração de
momentum longitudinal, tem pequeno tamanho ρ ≤ 1/Q.

Devido ao comportamento exponencial das funções de Bessel K0 e K1 introduzimos um
corte efetivo na integral sobre ρ. É posśıvel se fazer uma estimativa de σγ∗p

LT , aproximando
K0 e K1 pelas funções θ, ou seja, tomando K0(ǫρ) ∼ θ(1 − ǫρ) e K1(ǫρ) ∼ θ(1 − ǫρ)/(ǫρ).
E, usando (2.19) e (2.22), encontramos para a seção de choque transversa:

σγ∗p
T ∼

∫
dz[z2 + (1 − z)2]

∫ 1/Q2

0
dρ2σ(ρ)

ρ2

∼
∫
dz[z2 + (1 − z)2]

1

Q2
∼ 1

Q2
. (2.53)

Para a seção de choque longitudinal, a partir de (2.19), (2.21) e, levando em conta as
considerações sobre as funções de Besssel, acima tomadas, obtemos:

σγ∗p
L ∼ Q2

∫
dz z2(1 − z)2

∫ 1/Q2

0
dρ2σ(ρ)

∼ Q2
∫
dz z2(1 − z)2 1

Q4
∼ 1

Q2
. (2.54)

Vemos que, para uma configuração simétrica, ambas seções de choque, longitudinal e
transversa, dependem de 1/Q2. Desse modo, levam a um comportamento dependente de
Q2 para as funções de estrutura.



Caṕıtulo 2. Formalismo de Dipolos de Cor 43

Considerando agora uma configuração assimétrica, z ∼ µ2/Q2 e ρ ∼ 1/µ com µ ∼ 1/R.
Neste caso, encontramos a seção de choque transversa expressa na forma:

σγ∗p
T ∼

∫
dz[z2 + (1 − z)2]

∫ 1/µ2

0
dρ2σ(ρ)

ρ2

∼
∫
dz[z2 + (1 − z)2]

1

µ2
∼ µ2

Q2

1

µ2
=

1

Q2
. (2.55)

e a longitudinal, na forma:

σγ∗p
L ∼ Q2

∫
dz z2(1 − z)2

∫ 1/µ2

0
dρ2σ(ρ)

∼ Q2
∫
dz z2(1 − z)2 1

µ4
∼ Q2 µ

6

Q6

1

µ4
=
µ2

Q4
. (2.56)

Pares grandes têm comportamento diferente de pares pequenos. As configurações de
jato alinhado têm sua contribuição suprimida para σγ∗p

L por um fator 1/Q2. Na seção de
choque há predominância de dipolos pequenos. Fazendo este mesmo estudo para o caso do
espalhamento difrativo γ∗p, no caso de pares assimétricos (dipolos grandes) [19], temos:

dσD
T

dt

∣∣∣∣
t=0

∼
∫
dz[z2 + (1 − z)2]

∫ ∞

1
µ2

dρ2ǫ2
1

ǫ2ρ2
σ2(ρ) ∼ µ2

Q2
=

1

µ2Q2

e

dσD
L

dt

∣∣∣∣
t=0

∼ Q2
∫
dz z2(1 − z)2

∫ ∞

1
µ2

dρ2σ2(ρ) ∼ Q2 µ
6

Q6

1

µ6
=

1

Q4
,

onde µ ∼ mq ∼ 1/R. No caso de pares simétricos (dipolos pequenos), tem-se:

dσD
T

dt

∣∣∣∣
t=0

∼
∫
dz[z2 + (1 − z)2]

∫ 1
Q2

0
dρ2ǫ2

1

ǫ2ρ2
σ2(ρ) ∼ 1

Q4

e

dσD
L

dt

∣∣∣∣
t=0

∼ Q2
∫
dz z2(1 − z)2

∫ 1
Q2

0
dρ2σ2(ρ) ∼ Q2 1

Q6
=

1

Q4
.

Podemos escrever, de modo simplificado:

σγ∗

LT ∼W α
LTσα (2.57)

e
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dσD
L

dt

∣∣∣∣
t=0

∼W α
LTσ

2
α. (2.58)

α denota o dipolo de cor e W α
LT incorporam as funções de onda do fóton e as integrações.

Para demonstrar a principal caracteŕıstica da saturação na difração deteremos nossa dis-
cussão, por hora, ao espalhamento elástico do par qq. O espalhamento elástico qq domina
em espalhamentos γ∗p difrativo para valores de massa difrativa M que não são tão grandes.
A seção de choque para o espalhamento elástico qq toma a forma de (2.47) e em [36] é calcu-
lada sua dependência, assumindo uma dependência exponencial com parâmetro difrativoa
BD. Assim, a seção de choque difrativa integrada em t é igual a:

σD(x,Q2) =
∫ 0

−∞
dteBDtdσ

D

dt

∣∣∣∣
t=0

=
1

BD

dσD

dt

∣∣∣∣
t=0
, (2.59)

para fótons tanto longitudinal quanto transverso.
Golec-Biernat e Wusthoff em [36] proporam descrever os dados de HERA considerando

um modelo cuja dinâmica da saturação é incorporada na seção de choque de dipolo efetiva
e cuja análise qualitativa, feita a seguir, reforçará a importância da saturação para difração.
As funções de onda nas equações (2.21) e (2.22) podem ser aproximadas por (veja referência
[36])

|ΨL,T (α,~r)|2 ≃ 6αem

4π2

∑

f

e2f [α
2 + (1 − α)2]

× 1

r2
Θ[α(1 − α)Q2r2 < 1]. (2.60)

onde é usada a relação K1(x) ≃ 1/x para x < 1. O ângulo de espalhamento θ é dado por
cos(α) = 1 − 2α, i.e. para α → O(1) nós temos θ → O(π). A função Θ na equação (2.60)
reforça a condição de que α ou 1 − α é menor que 1/(Q2r2). Fazemos uso desta condição
e da simetria α ↔ 1 − α para realizar a integração em α nas equações (2.19) e (2.59) e
obtém-se:

σ(x,Q2) ≃ 6αem

2π

∑

f

e2f
1

Q2

∫ ∞

4/Q2

dr2

r4
σ̂(x, r2),

σD(x,Q2) ≃ 6αem

32π2BD

∑

f

e2f
1

Q2

∫ ∞

4/Q2

dr2

r4
σ̂(x, r2). (2.61)

O limite inferior é necessário, uma vez que o fator 1/(Q2r2) que resulta da integração em α
não deve exceder 1/4. Em [36], a seção de choque de dipolo é aproximada por:

σ̂ ≃
{
σ0r

2/[4R2
0(x)] para r2 < 4R2

0(x),
σ0 para r2 < 4R2

0(x)
(2.62)

onde

R0(x) =

(
x

x0

)λ/2

. (2.63)
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Inserindo (2.62) em (2.61) e integrando, obtém-se:

σ(x,Q2) ≃ 6αem

2π

∑

f

e2f
σ0

4R2
0(x)Q

2
ln[R2

0(x)Q
2],

σD(x,Q2) ≃ 6αem

16π2BD

∑

f

e2f
σ2

0

4R2
0(x)Q

2
. (2.64)

Assim, Golec-Biernat e Wusthoff obtiveram como resultado um raio constante aproximado
a partir da razão entre as seções de choque difrativa e inclusiva:

σD

σ
≈ σ0

8πBD

1

ln[R2
0(x)Q

2]
. (2.65)

onde BD indica a inclinação da difração e σ0 é a normalização.
Se, por outro lado, usarmos:

σ̂(x,Q2) ≈ σ0
r2

4R2
0(x)

(2.66)

ou seja, desconsiderando-se a saturação, deve-se inserir um limite superior ”à mão” nas
seções de choque difrativa e total. Neste limite, denominado Rcut, as seções de choque total
e difrativa tomam a forma:

σ(x,Q2) ≈ 6αem

2π

∑

f

e2f
σ0

4R2
0(x)Q

2
ln(R2

cut/4),

σD(x,Q2) ≈ 6αem

32π2BD

∑

f

e2f
σ2

0R
2
cut

[4R2
0(x)]

2Q2
. (2.67)

A seção de choque difrativa possui forte dependência em Rcut. Percebe-se também que, sob
o pressuposto de (2.66), a seção de choque difrativa, sendo proporcional a 1/R4

0(x), aumenta
para pequeno x com uma intensidade da ordem de x−2λ. E a razão σD/σ será ∼ x−λ, isto
é, uma previsão teórica dominada pela f́ısica não perturbativa, a qual não é observada pelos
dados de HERA.

A principal consequencia deste modelo é que não existe saturação apenas em baixo Q2,
mas também em pequeno x. Isto leva a incorporação de um tratamento perturbativo para
Q2 grande.

Conclusão

Neste caṕıtulo estudamos o modelo de dipolos, devido a sua importância enquanto ferra-
menta de investigação do espalhamento profundamente inelástico (DIS). Passamos a seguir
a um estudo do DDIS, por este descrever processos de espalhamento nos quais o alvo per-
manece intacto (cerca 5 a 10% dos eventos), e sua descrição através do modelo de dipolos.
No próximo caṕıtulo abordaremos em mais detalhes a dinâmica do sistema.



Caṕıtulo 3

Dinâmica Não-Linear para Pequeno x

Introdução

De acordo com a análise feita no primeiro caṕıtulo deste trabalho, as distribuições partônicas
dos hádrons, obedecem a equações de evolução, que determinam como evoluem as dis-
tribuições em termos das variáveis cinemáticas x e Q2. Nas equações consideradas, a dis-
tribuição de pártons evolui levando em conta apenas diagramas de emissão. Contudo, com
o aumento da energia, a probabilidade de emissão de um novo párton aumenta, implicando
para altas energias que a densidade de pártons pode aumentar muito e atingir um limite onde
existe uma grande densidade de pártons no hádron. As equações DGLAP e BFKL prevêem
um forte crescimento da seção de choque σ(γ∗N) em altas energias [26]. Este comporta-
mento implica que não há um limite no crescimento da seção de choque, sendo necessário
algum efeito, não presente nos formalismos DGLAP e BFKL. Como exemplo, podemos citar
efeitos de recombinação partônica ou o efeito de sombreamento que, de modo geral, pode
ser obtido considerando termos não lineares nas equações de evolução partônicas (equações
de evolução não lineares), as quais serão tratadas no decorrer deste caṕıtulo, bem como
modelos fenomenológicos que descrevem o sistema no intervalo cinemático de pequeno x
(altas energias).

Em 1994, McLerran e Raju Vegunopalan [40, 49] argumentaram que o regime de alta
densidade hadrônica pode ser descrito por um conjunto de campos gluônicos clássicos e que o
número de glúons com momento menor do que a escala de saturação é tamanho que o estado
encontra-se saturado. Este regime é descrito pelo Condensado de Vidros de Cor (Color glass
condensate - CGC). O CGC é um sistema de alta densidade hadrônica, que controla as
interações em QCD a altas energias, ou pequenos valores da variável x de Bjorken. Previsto
a partir de considerações teóricas várias evidências da presença deste sistema surgiram
a partir dos dados experimentais de HERA (Hadron Electron Ring Accelerator) e RHIC
(Relativistic Heavy Ion Collider). Acredita-se que, no LHC (Large Hadron Collider), será
ainda mais fácil observá-lo. No CGC, o termo ”condensado” exprime a grande densidade
de pártons do sistema, ”vidros” está associado ao fato de sua escala de tempo natural ser
muito maior que a escala de tempo do espalhamento em altas energias, ou seja, a dinâmica
interna do sistema está congelada, e ”cor” é usado para expressar a carga (cor) portada
pelos pártons. A alta densidade e a liberdade assintótica implicam que o CGC é fracamente
acoplado. Assim, uma teoria efetiva foi constrúıda para descrever a evolução da função de
onda hadrônica com o aumento da energia na presença de efeitos não lineares associados a
alta densidade de glúons. Essa teoria prediz que a distribuição de glúons satura para um
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momento transversal abaixo de uma escala, dáı a chamada ”escala de saturação”, que cresce
com a energia.

O estudo da evolução de hádrons realizado por Jalilian-Marian, Kovner, Leonidov,
Weigert, McLerran e Iancu deu origem a famosa equação JIMWLK [50], a qual é escrita em
termos de uma equação funcional não linear. Balitsky, fazendo uso da expansão do produto
de operadores para QCD em altas energias derivou uma hierarquia de equações de evolução
acopladas, a qual, no limite de grande número de cor, reduz-se a uma única equação. Essa
equação foi derivada de forma independente por Kovchegov no modelo de dipolo para es-
palhamento em altas energias. Ambas as relações levam ao mesmo resultado, conhecido
como equação Balitsky-Kovchegov (BK). Essa equação tem sido o ponto de partida para
inúmeros estudos anaĺıticos e numéricos [51].

Começaremos este caṕıtulo fazendo um estudo da equação de evolução não linear BK e,
a seguir, passeremos a abordar modelos fenomenológicos, baseados em soluções assintóticas
da BK (linear e não linear), da seção de choque de dipolo. Estes modelos fenomenológico
são aplicados à análise da fotoprodução de quarks pesados, tema de estudo do caṕıtulo 4.

3.1 Equação Balitsky-Kovchegov

A equação BK [51] descreve a evolução em rapidez (variável diretamente associada a energia
da colisão, Y = ln(s/s0) = ln(x0/x)) da probabilidade de espalhamento N(~x, ~y, Y ) de um
dipolo qq com o hádron alvo, onde ~x(~y) é a posição de um quark q (anti-quark q) no
espaço transverso com relação ao centro do alvo. Independente do parâmetro de impacto,
ou seja, considerando o alvo homogêneo com raio muito maior do que o tamanho do dipolo
considerado, a equação BK toma a forma, para r ≡| ~r | [19]:

∂N(r, Y )

∂Y
=
∫
d2z

2π
K(~r, ~r1, ~r2)[N(r1, Y ) +N(r2, Y ) −N(r, Y ) −N(r1, Y )N(r2, Y )], (3.1)

onde definiu-se [19]:

~r = ~x− ~y,

~r1 = ~x− ~z,

~r2 = ~y − ~z

e onde K(~r, ~r1, ~r2) é dado por:

K(~r, ~r1, ~r2) =
αsNc

π

r2

r2
1r

2
2

. (3.2)

sendo αs fixa.
A interpretação probabiĺıstica da equação BK, Fig. 3.1, nos diz que: o dipolo pai com

finais localizados em ~x e ~y, quando evolúıdo em rapidez (maior energia), emite um glúon.
Este glúon, no limite de grande Nc pode ser interpretado por um dipolo. Consequentemente,
a emissão de um glúon por um dipolo representa a transição de um dipolo (~x,~y) para dois
dipolos com finais (~x,~z) e (~z,~y), respectivamente. A probabilidade de emissão é dada pela



Caṕıtulo 3. Dinâmica Não-Linear para Pequeno x 48

q

q
x
y

boost

q

q

q

qx

y y

x

grande Nc

y

xx

yq

q

q

q

z

z

Fig. 3.1: Diagrama de emissão de um glúon na evolução de dipolo no limite de grande Nc

equação (3.2) multiplicada pela probabilidade de espalhamento dos novos dipolos menos a
probabilidade de espalhamento do dipolo pai. O termo não linear é subtráıdo para evitar a
dupla contagem, e é este termo que constrasta com a equação BFKL, sendo o responsável
pelo crescimento limitado da amplitude em rapidez. A equação BK assegura a unitariedade
local na configuração de espaço transverso, | N(r, Y ) |≤ 1 pois, a derivada com relação
a Y em (3.1), não pode ser positiva. Para grande rapidez (Y → ∞), as soluções da BK
exibem a caracteŕıstica de escalamento geométrico, isto é, as soluções não são mais funções
das variáveis r e Y separadamente, mas dependem de uma única variável:

τ ≡ rQs(Y ). (3.3)

Na região de Qs(Y ) ≫ ΛQCD, a equação BK para αs fixa pode ser escrita em termos de
~τ = Qs~r, ~τ1 = Qs~r1 e ~τ2 = Qs~r2. A dependência de N(r, Y ) em Y está contida em Qs(y),
N(r, Y ) ≡ N(τ). Aplicando a regra da cadeia a (3.1), temos:

∂N(τ)

∂Y
=
∂N

∂τ

∂τ

∂Y
=
∂Qs(Y )

∂Y
r
∂N

∂τ
=
∂ln[Q2

s(Y )/λ2
QCD]

∂Y
r2∂N

∂r2
. (3.4)

Integrando (3.4) em relação a d2r/r2, temos:

∫
d2r

r2

∂N(τ)

∂Y
= π

∂ln[Qs(Y )/Λ2
QCD]

∂Y
[N(∞) −N(0)] = π

∂ln[Qs(Y )/Λ2
QCD]

∂Y
, (3.5)

sendo as condições de contorno N(∞) = 1 e N(0) = 0. Integrando da mesma forma o do
lado direito da equação (3.1) e usando que

d2r

r2
=
d2τ

τ 2
(3.6)

o lado direito da equação (3.1) terá a foma:

∫
d2τd2τ1

2π
αs

1

τ 2
1 τ

2
2

[N(τ1) +N(τ2) −N(τ) −N(τ1)N(τ2)]. (3.7)
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Igualando (3.5) a (3.7), tem-se:

∂Q2
s(Y )/Λ2

QCD

∂Y
= αs

1

τ 2
1 τ

2
2

[N(τ1) +N(τ2) −N(τ) −N(τ1)N(τ2)]. (3.8)

Como o integrando independe de Y , temos

∂ln[Q2
s(Y )/Λ2

QCD]

∂Y
= dαs. (3.9)

Resolvendo para Qs,

Q2
s = Λ2

QCD edαsY . (3.10)

Esta relação mostra que a escala de saturação cresce de acordo com a energia. Portanto,
espera-se que, no limite de altas energias, as seções de choque sejam determinadas pela f́ısica
de saturação. Esta é a forma da escala de saturação dependente da rapidez para o caso de
αs fixa.

No regime linear a equação BK, eq. (3.1), recai na equação BFKL, escrita como [19]:

∂N(r⊥)

∂Y
= −αs

∫ d2z

π

r2
⊥

z2
⊥(r⊥ − z⊥)2

(

N(z⊥) − 1

2
N(r⊥)

)

, (3.11)

Consideraremos a condição de contorno N(r⊥) ∼ 1 para r⊥ ∼ 1/Qs(Y ), isto é, o regime
de saturação, para obter a solução desta equação. Usando a transformada de Mellin na
coordenada transversal [19]:

N(r⊥) =
∫

dγ

2πi

(
r2
⊥
l2

γ)

N(γ), (3.12)

com l2 = 1/Λ2 e r2
⊥ << l2. E usando o fato que a equação BFKL é invariante perante

transformações de escala, a equação resultante para N(γ) é local em γ:

∂N(γ)

∂Y
= αsχ(γ)N(γ) (3.13)

onde

χ(γ) = 2Ψ(1) − Ψ(γ) − Ψ(1 − γ), (3.14)

sendo Ψ a função di-gamma [35]. A solução da equação (3.11) tem a forma:

N(γ) = eαsχ(γ)YN0(γ) (3.15)
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pode-se retornar às coordenadas espaciais, resolvendo a integral:

N =
∫

C

dγ

2πi
eγreαsχ(γ)YN0(γ) =

∫

C

dγ

2πi
eF (γ,r,Y ), (3.16)

onde r = ln(r2
⊥/l

2) é negativo, pois r2
⊥ << l2 e F (γ, r, Y ) ≡ rγ + αsχ(γ)Y . Esta integral

pode ser calculada via aproximação de ponto de sela. Desprezando a condição inicial N0(γ),
uma vez que a contribuição para a função F (γ, r, Y ) no expoente não é mais importante do
que r ou αsY , obtemos (γ = γ0 + iν):

N ≃ eF (γ0)
∫ ∞

−∞

dν

2π
e−

1
2
ν2F ′′(γ0) = eF (γ0) 1

√
2πF ′′(γ0)

, (3.17)

onde γ0 satisfaz a condição de ponto de sela:

∂F (γ, r, Y )

∂Y

∣∣∣∣∣
γ0

= 0, γ0 = γ0(r, Y ). (3.18)

A função χ(γ) é uma função convexa com seu mı́nimo em γ = 1/2 e pólos em γ = 0 e
γ = 1, sendo uma boa aproximação para esta função em 0 < γ < 1 dada por:

2Ψ(1) − Ψ(γ) − Ψ(1 − γ) ≈ 1

γ
+

1

1 − γ
+ 4ln2 − 4. (3.19)

Desta forma, existe um único ponto de sela γ0 entre 0 < γ < 1, cuja posição varia entre
0 e 1 dependendo do valor da razão r/αsY . Existem três casos limites de interesse:

• Para r/αsY positivo e suficientemente grande: o ponto de sela está próximo de γ = 0.

• Para r/αsY ∼ 0: o ponto de sela está próximo de γ = 1/2.

• Para r/αsY extremamente negativo: o ponto de sela está próximo de γ = 1.

O primeiro caso possui relevância quando consideramos a equação BFKL no espaço de
momento, onde r ≡ ln(k2

⊥/λ
2) é sempre positivo no intervalo de interesse. O terceiro caso

é aplicável apenas no espaço de coordenadas, onde r ≡ ln(r2
⊥/l

2) é negativo. Os primeiro
e terceiro casos correspondem a aproximação de duplo logaŕıtmo (DLA), que descreve o
comportamento dominante da solução para grande k2

⊥ (pequeno r2
⊥) para Y fixo e grande,

o qual é um limite comum às equações BFKL e DGLAP. Por outro lado, o segundo caso,
aplica-se tanto ao espaço dos momentos (r > 0) quanto ao espaço das coordenadas (r < 0).
No primeiro caso, quando γ0 << 1, tem-se:

F (γ) ≃ rγ +
αsY

γ
.



Caṕıtulo 3. Dinâmica Não-Linear para Pequeno x 51

Fazendo uso da condição de ponto de sela, obtém-se:

γ0 =

√
αY

r
. (3.20)

Substituindo este resultado na equação 4.11, obtém-se o resultado para N da forma:

N(k⊥) ≃ e2
√

αsY r

√
γ3

4παsY
, (3.21)

onde r = ln(k2
⊥/Λ

2). A solução acima é conhecida como a solução DLA no espaço dos
momentos.

A condição γ0 << 1 deve ser reformulada para γ0 << 1/4, uma vez que γ0 = 1/4 é o
ponto médio entre os pontos de sela 0 e 1/2.

No segundo caso, para γ → 1/2, tem-se que o ponto de sela será:

γ0 ≃
1

2
− δ, δ ≡ r

βαsY
, (3.22)

o que implica que

F (γ0) = r

(
1

2
− δ

)

+ αsY χ

(
1

2
− δ

)

F ′′(γ0) = αsY χ
′′
(

1

2
− δ

)

onde

χ(1/2) = 2Ψ(1) − 2Ψ(1/2) = 4ln2χ′′(1/2) = −2Ψ′′(1/2) = 28ς(3) ≡ β.

Substituindo estes resultados em 4.11, obtém-se:

N ≃ eωαsY e
1
2
re

− r2

2βαsY
1√

2πβαsY , (3.23)

onde ω = χ(1/2) = 4ln2.
Quando r = ln(k2

⊥/Λ
2), esta equação corresponde à solução usual da equação BFKL no

espaço de momento. Mas, quando r = ln(r2/l2), ela corresponde à solução da equação BK
linearizada no espaço de coordenadas.

Podemos reescrever a equação BK (3.1) em função da matriz de espalhamento dipolo-
hádron S, a qual está relacionada com a amplitude de espalhamento dipolo-hádron N por:

S = 1 −N. (3.24)

Assim a equação BK em termos de S toma a forma [39]:

∂S(x⊥ − y∂, Y )

∂Y
=

αNc

2π2

∫
d2z⊥

(x⊥ − y⊥)2

(x⊥ − z⊥)2(z⊥ − y⊥)2

× [S(x⊥ − z⊥, Y )S(z⊥ − y⊥, Y ) − S(x⊥ − y⊥, Y )] (3.25)
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Para altas energias a equação acima pode ser linearizada ao desprezar-se o termo quadrático
em S. Isto é válido porque a contribuição dominante advém de z⊥, satisfazendo: 1/Qs(Y ) <<
|x⊥ − z⊥| << r⊥. Assim a equação (3.25) torna-se:

∂S

∂Y
= −ᾱsS(r⊥)

∫ r⊥

1/Qs

d2z

2π

r2
⊥

z2
⊥(r⊥ − z⊥)2

. (3.26)

Integrando em z⊥ resulta:

∂S

∂Y
∼ ᾱs (3.27)

Definindo a variável de escalamento: ξ ≡ ln[r2
⊥Q

2
s(Y )] e tomando

∂ξ

∂Y
=
∂ln[r2

⊥Q
2
s(Y )]

∂Y
= cᾱs (3.28)

tem-se

∂S

∂Y
=
∂S

∂ξ

∂ξ

∂Y
. (3.29)

Assim,

∂S

∂ξ
cᾱs = −ᾱsln[r2

⊥Q
2
s]S(r⊥) (3.30)

e

∂S

∂ξ
= −1

c
ξS. (3.31)

Resolvendo a equação anterior para S, obtém-se:

S(ξ) = S0e
−ξ2/2c. (3.32)

E retornando para a amplitude de espalhamento dipolo-hádron N , temos que:

N(r⊥, Y ) = 1 − S0e
−ln2[r2

⊥
Q2

s(Y )]/2c, (3.33)

que é a solução anaĺıtica da equação BK na região de saturação e é conhecida como lei de
Levin-Tuchin [41].

Recentemente foram feitas correções em próxima ordem dominante (next-to-leading or-
der) para a equação BK [42, 43], utilizando a ressoma de contribuiçõe de αsNf de todas as
ordens, onde Nf é o número de sabores. Tais cálculos permitem estimar correções no acopla-
mento variável do núcleo da evolução, possibilitando determinar a escala do acoplamento
variável no núcleo.

O cálculo das correções no acoplamento variável no núcleo da evolução BK foi feito
explicitamente nas referências [42, 43], onde os autores incluem correções αsNf no núcleo
para todas as ordens. A equação BK melhorada é dada em termos do acoplamento variábel
e um termo de subtração, que representa contribuições de acoplamento não-variável. Na
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descrição proposta por Balitsky [42] a contribuição do termo de subtração é minimizada para
grandes energias. Em [44] esta contruibuição foi descartada, e a equação BK melhorada foi
numericamente substituindo o núcleo em ordem dominante na equação (3.1) pelo núcleo
modificado que inclui correções no acoplamento variável e é dado por [42]:

KBal(r, r1, r2) =
Ncαs(r

2)

2π2

[
r2

r2
1r

2
2

+
1

r2
1

(
αs(r

2
1)

αs(r2
2) − 1

)

+
1

r2
2

(
αs(r

2
2)

αs(r2
1) − 1

)]

. (3.34)

A partir de um estudo numérico da equação BK melhorada [45], foi confirmado que as
correções no acoplamento variável levam a um considerável aumento na dimensão anômala
e a um abrandamento na rapidez da evolução, o que implica, por exemplo, um crescimento
mais lento da escala de saturação com a energia, em contraste com o rápido crescimento
predito pela equação BK em LO [46]. Além disso, a equação BK melhorada tem se mostrado
extremamente satisfatória quando utilizada para descrição dos dados de HERA ep para
função de estrutura difrativa e inclusiva do próton, bem como para o espectro hadrônico
em colisões pp e dA [44, 47, 48].

3.2 Modelos Fenomenológicos

Tendo apresentado a equação de evolução não linear (BK), e discutido o formalismo de dipo-
los, vamos apresentar alguns modelos de seção de choque de dipolo, baseados nas soluções
das equações de evolução, e que serão posteriormente abordados. Fazemos uso destes mod-
elos pelo fato deles fornecerem uma abordagem anaĺıtica, diferentemente da equação BK,
cuja solução é obtida numericamente. De modo geral, usa-se em fenomenologia um modelo
para a seção de choque de dipolo. A principal propriedade destes modelos, consiste em
interpolar as regiões de pequenas separações transversas (região perturbativa) e as regiões
de grande separação transversa (f́ısica não-perturbativa). Nas subseções que seguem, discu-
tiremos alguns destes modelos fenomenológicos.

3.2.1 Os Modelos GBW e BGBK

Um dos modelos mais simples para seção de choque de dipolo é o modelo fenomenológico de
saturação proposto por Golec-Biernat e Wüsthoff (GBW), no qual uma forma paramétrica
eikonal é proposta para a seção de choque de dipolo, tendo os parâmetros ajustados através
da descrição dos resultados experimentais do DIS. Este modelo interpola o comportamento
de transparência de cor σdip ∼ r2 para região de pequeno r, e o comportamento de confina-
mento σdip ∼ σ0 para grande r [26]. A forma paramétrica do modelo GBW, consiste numa
forma eikonal expressa como [52]:

σGBW
dip (x, r) = σ0

(
1 − e−r2Q2

s(x)/4
)
, (3.35)

onde σ0 é uma constante e Qs(x) denota a dependência em x da escala de saturação,
Q2

s(x) = (x0/x)
λGBWGeV 2. Os parâmetros σ0 = 23mb, λGBW = 0.29 e x0 = 3 × 10−4

foram determinados por um ajuste nos dados de F2 sem incluir quarks charm. Com a
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inclusão da contribuição de quarks charm com massa mc = 1.5GeV no fit, os parâmetros
do modelo GBW mudam para σ0 = 29mb, λGBW = 0.28 e x0 = 4× 10−5. Embora o modelo
de dipolos seja teoricamente bem justificado para dipolos de pequeno tamanho, o modelo
GBW prova ser uma boa descrição apenas para dados valor de Q2 médio (∼ 30GeV 2) e
baixo Q2 (∼ 0.1GeV 2). A escala de saturação está intimamente relacionada com a densidade
de glúons no plano transverso. O expoente λGBW determina portanto, o crescimento das
seções de choque total e difrativa com o decréscimo de x. Para tamanhos de dipolos que são
grandes comparados a 1/Qs, a seção de choque de dipolo satura pela aproximação de um
valor constante σ0, que torna-se independente de λGBW . Isto é um aspecto caracteŕıstico
do modelo GBW, que uma boa descrição dos dados seja devido ao efeitos de saturação, isto
é, o forte crescimento devido ao fator x−λGBW é, para grandes dipolos, significativamente
reduzido pela exponencial em (3.35).

A suposição da saturação fornece um atrativo teórico para a investigação da transição
entre os regimes perturbativo e não-perturbativo nos dados do antigo HERA. Apesar da
simplicidade e do êxito do modelo GBW, ele sofre de insuficiências claras. Em particular,
ele não traz uma conexão direta com a distribuição de glúons, não considera a evolução
DGLAP em suas dependências e prediz um cenário de saturação muito intenso. Todas estas
desvantagens tentam ser sanadas no modelo BGBK, proposto por Bartels, Golec-Biernat
and Kowalski. O modelo fenomenológico de saturação BGBK é uma versão modificada do
modelo GBW, pois inclui explicitamente a evolução QCD, e a seção de choque pode ser
escrita como [52],

σBGBK
dip (x, r) = σ0{1 − exp[−π2r2αs(µ

2)xg(x, µ2)/(3σ0)]}. (3.36)

A escala µ2 foi assumida como sendo

µ2 =
C

r2
+ µ2

0. (3.37)

Na parametrização BGBK, seus autores propuseram a seguinte distribuição de glúons
com escala inicial Q2

0 = 1GeV 2 [26],

xg(x,Q2
0) = Agx

−λg(1 − x)5.6. (3.38)

a qual foi evolúıda de acordo com a equação DGLAP (LO) sem quarks.
Existem cinco parâmetros livres (σ0, C, µ

2
0, Ag e λg), os quais são determinados por ajuste

aos dados das colaborações ZEUS e H1 no DESY-HERA. No processo de ajuste, o parâmetro
σ0 é fixado em 23mb, como no modelo GBW original.

3.2.2 Modelo IIM

A evolução DGLAP, que é geralmente usada na análise dos dados de HERA, pode não ser
apropriada quando x aproxima-se da região de saturação. Portanto, Iancu, Itakura e Munier
[53], propuseram um novo modelo de saturação, o IIM, válido num intervalo cinemático
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onde esperava-se efeitos de alta densidade (x ≤ 10−2 e Q2 < 50GeV 2) e consistente com
os dados experimentais de HERA. O limite superior de Q2 foi escolhido grande o suficiente
para incluir um número significativo de pontos de dados ”perturbativos”, mas pequeno
o suficiente para justificar a ênfase na evolução BFKL. Dentro do intervalo cinemático
considerado por este modelo foi feito um ajuste razoável para os dados de HERA para F2

baseado na solução aproximada da equação BK, por isso este modelo também é conhecido
como modelo CGC. O ajuste do modelo IIM envolve o mesmo conjunto de parâmetros livres
(isto é, σ0, x0 e λ) como no modelo de saturação GBW. A necessidade dos dois primeiros
parâmetros (σ0 e x0) reflete o fato que, mesmo no ińıcio dos cálculos incluindo saturação,
alguns aspectos dos cálculos permanecem não-perturbativos: dependência no parâmetro de
impacto da amplitude de espalhamento e a condição inicial para baixa energia. O próton é
tratado como um disco homogêneo de raio R. Assim, σdip(x,~r) = σ0N (x,~r) com σ0 ≡ 2πR2

e N (x,~r) dado pela solução da versão homogênea da BK. Dentro da aproximação usada
para resolver a equação, a condição inicial é totalmente caracterizada por um parâmetro:
o valor x0 de x para o qual Qs é igual a 1GeV . O terceiro parâmetro, λ, que controla a
dependência em energia da escala de saturação, é conceitualmente diferente, uma vez que
isto pode ser calculado em teoria de perturbação, [55], [57]. A função N (Y,~r) é constrúıda
interpolando entre duas componentes controláveis analiticamente: a solução da equação
BFKL para dipolos de pequeno tamanho r << 1/Qs(x), e a lei Levin-Tuchin [58] para
grandes dipolos, r >> 1/Qs(x). Embora a qualidade do ajuste não seja muito senśıvel
aos detalhes da interpolação, nem a forma exata da abordagem para o limite N = 1, os
dados são bastante senśıveis aos detalhes da amplitude de espalhamento para tamanhos
menores que r ≤ 1/Qs(x) e, assim, fornece um teste da dinâmica BFKL. N (Y,~r) é obtido
via aproximação ponto de sela para a equação BFKL em LO, seguida por uma expansão
em segunda ordem em torno do ponto de sela da saturação. O formalismo LO é escolhido
por fornecer uma expressão expĺıcita para N (Y,~r), cuja interpretação f́ısica é transparente.
Porém, para suprir a falta de precisão do formalismo LO para Y não-assintótico, o expoente
de saturação λ é tratado como um parâmetro livre.

Para ambos, acoplamento αs fixo ou acoplamento variável αs(Qs(Y )), a solução da BFKL
pode ser escrita na forma de Mellin, como [53]:

N (Y,~r) =
∫

c

dγ

2πi
(~r2, Q2

0)
γeh(Y )χ(γ)N0(γ), (3.39)

onde Q0 é uma escala de referência da ordem de ΛQCD, introduzida pelas condições inciais
de baixa energia, χ(γ) = 2ψ(1) − ψ(γ) − ψ(1 − γ) com ψ(γ) = dlnΓ(γ)/dγ, N0(γ) é a
transformada de Mellin da condição inicial N (0, ~r) e a função h(Y ) depende da hipótese
sobre o running de αs: para acoplamento fixo h(Y ) = αsY com αs = αsNc/π, enquanto
para um acoplamento variável αs(Qs(Y )), h(Y ) é determinado por dh/dY = αs(Qs(Y )),
com h(0) = 0. A condição de saturação é escrita como: N (Y,~r) = N0 para r = 1/Qs(Y ),
onde N0 é um número da ordem de 1, sendo este valor uma questão de convenção. A seção
de choque de dipolo usada no ajuste do CGC para o modelo IIM é dada em [53], por:

σdip(x,~r) = 2πR2N (rQs, Y ) (3.40)
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com

N (rQs, Y ) =





N0

(
rQs

2

)2(γs+
ln(2/rQs)

κλY )
rQs ≤ 2

1 − exp[−Aln2(BrQs)] rQs > 2
(3.41)

onde Y = ln(1/x), κ = χ′′(γs)/χ
′(γs), sendo χ uma função caracteŕıstica da BFKL em

LO, a potência γs é frequentemente referida como dimensão anômala, Qs ≡ Qs(x) =
(x0/x)

λ/2GeV , e Qs é tomado de tal forma que N (rQs, Y ) = N0 para rQs = 2. A expressão
da segunda linha tem a forma funcional correta para rQs >> 2 (região de saturação), que
pode ser obtida resolvendo a equação BK, como já mencionado. Os coeficientes A e B são
determinados unicamente a partir da condição de N (rQs, Y ) e sua derivada serem cont́ınuos
para rQs = 2. Estudos fenomenológicos de produção de mésons vetoriais [59], processos
difrativos em HERA [60] e descrição da função de onda longitudinal [61] fizeram uso deste
modelo. O modelo IIM pode ser considerado como o limite quântico do CGC por capturar
as propriedades básicas da evolução quântica deste formalismo, presentes na equação BK.

3.2.3 Modelo bCGC

Recentemente o modelo IIM foi modificado pela inserção da dependência no parâmetro de
impacto da amplitude de espalhamento, resultando em um modelo usualmente denotado
por bCGC. Um representação esquemática deste modelo é mostrada na Figura 3.2, [54].
Os parâmetros do bCGC foram ajustado para descrever os dados de HERA [62]. Em [52]
temos que a amplitude de espalhamento dipolo-próton é dada por:

NbCGC(x,~r,~b) =





N0

(
rQs

2

)2(γs+
ln(2/rQs)

κλY )
rQs ≤ 2

1 − exp[−A ln2(BrQs)] rQs > 2
(3.42)

novamente com Y = ln(1/x), κ = χ′′(γs)/χ
′(γs), sendo χ uma função caracteŕıstica da

BFKL em LO. Neste modelo, a escala de saturação do prótonQs agora depende do parâmetro
de impacto:

Qs ≡ Qs(x,~b) =

(
x0

x

)λ
2
[

exp

(

−
~b2

2BCGC

)] 1
2γs

. (3.43)

O parâmetro BCGC foi ajustado para dar uma boa descrição da dependência em t da
fotoprodução exclusiva de J/ψ, é válido ressaltar que o tema fotoprodução será discutido
no caṕıtulo seguinte. Além disso, os fatores N0 e γs foram tomados como parâmetros livres.
Desta forma, uma boa descrição dos dados de F2 foi obtida. O conjunto de parâmetros
que está sendo usado neste trabalho é apresentado na segunda linha da tabela II de [62]:
γs = 0.46, BCGC = 7.5GeV −2, N0 = 0.558, x0 = 1.84× 10−6 e λ = 0.119. O modelo bCGC,
assim como o modelo IIM, é considerado como o limite quântico do Condensado de Vidros
de cor. A partir da figura 3.2 podemos definir o aspecto quântico do modelo devido ao fato
de as escadas gluônicas interagirem entre si.
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p′p

γ∗

1 − z

z

b

rx x′

Fig. 3.2: Representação esquemática do modelo bCGC.

3.2.4 Modelo IP-SAT

A fim de descrever os dados experimentais de HERA de processos exclusivos (produção de
mésons vetoriais), Kowalski e Teaney assumiram pressupostos sobre a seção de choque de
dipolo e sobre as funções de onda do fóton e mésons vetoriais [63]. Inicialmente consideraram
uma forma simples para a seção de choque de dipolo e contrastaram este modelo com outros
modelos que surgiram previamente. Eles definiram a função de estrutura de glúons xg(x, µ2)
e o fator de forma do próton T (b) que está inclúıda na seção de choque de dipolo. A seção de
choque total para um dipolo qq pequeno que passa por uma nuvem de glúons é proporcional
à área do dipolo, à constante de acoplamento forte, e ao número de glúons na nuvem [63]

σqq =
π2

Nc
r2αs(µ

2)xg(x, µ2)ρ(b, z)dz. (3.44)

onde ρ denota a densidade de glúons no próton, sendo normalizada a 1:

∫
d2bdzρ(b, z) = 1. (3.45)

Tomando a exponencial deste resultado, obtém-se que a probabilidade do dipolo não
sofrer interações inelásticas passando por todo o próton é |S(b)|2,

|S(b)|2 = exp

(

− π2

Nc
r2αs(µ

2)xg(x, µ2)T (b)

)

. (3.46)

Na expressão acima, T (b) é a função espessura,

T (b) =
∫ ∞

−∞
dzρ(b, z). (3.47)

Para obter a seção de choque para um dado parâmetro de impacto, assume-se que o
elemento de matriz S é predominantemente real. Assim, a seção de choque para um dado
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Fig. 3.3: Representação esquemática do modelo IP-SAT.

parâmetro de impacto b, conhecida como seção de choque de dipolo Glauber-Mueller, é dada
por

dσqq

d2b
≡ 2[1 − ReS(b)] = 2N (x, r, b) (3.48)

ou ainda:

dσqq

d2b
= 2

[

1 − exp

(

− π2

2Nc
r2αs(µ

2)xg(x, µ2)T (b)

)]

. (3.49)

Assim, a amplitude de espalhamento para este modelo é escrita da forma:

N (x, r, b) = 2

[

1 − exp

(

− π2

2Nc

r2αs(µ
2)xg(x, µ2)T (b)

)]

, (3.50)

onde µ2 está relacionado com o tamanho do dipolo r por µ2 = 4/r2 + µ2
0. Este modelo é

conhecido como IP-SAT (impact parameter - saturation) ou ainda b-SAT e está ilustrado
na Figura 3.3. A partir desta figura, percebemos que as escadas gluônicas não interagem
entre si, o que caracteriza este modelo como sendo uma versão clássica do formalismo CGC.

A densidade de glúons, xg(x, µ2), é evolúıda a partir da escala µ2
0 até µ2 usando a

evolução DGLAP em LO sem quarks [52]:

∂xg(x, µ2)

∂lnµ2
=
∂s(µ

2)

2π

∫ 1

x
dzPgg(z)

x

z
g

(
x

z
, µ2

)

. (3.51)

A densidade inicial de glúons para escala µ2
0 é dada na forma

xg(x, µ2
0) = Agx

−λg(1 − x)5.6. (3.52)

Os valores dos parâmetros µ2
0, Ag e λg são determinados a partir dos ajustes dos dados de F2.

Para quarks leves, a densidade de glúons é avaliada para x = xB (variável de Bjorken x), com
quarks charm , x = xB(1+4m2

c/Q
2). A contribuição do quark bottom é omitida. A fórmula
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Fig. 3.4: (a) Seção de choque de dipolo dividida por r2 [54]; (b) Seção de choque de dipolo
integrada no parâmetro de impacto b para diferentes modelos [52].

LO para acoplamento forte αs(µ
2) running é usada, com sabores fixos e ΛQCD = 0.2GeV .

Vale lembrar que T (b) é primeiramente considerada com uma forma Gaussiana:

TG(b) =
1

2πBG
e−(b2/2BG), (3.53)

onde BG é um parâmetro livre fixo pelo ajuste na seção de choque diferencial dσ/dt para
produção exclusiva de mésons.

O conjunto de parâmetros usado em nossos cálculos está presente na primeira linha da
Tabela III de [62]: µ2

0 = 1.17GeV 2, Ag = 2.55, λg = 0.020 e BG = 4GeV −2. O modelo
IP-SAT é considerado um modelo fenomenológico pra o limite clássico do Condensado de
Vidros de Cor, pois considera as interações entre diferentes escadas gluônicas.

A Figura 3.4(a) mostra diferentes curvas representando os diferentes modelos já discuti-
dos para a seção de choque de dipolo dividida por r2 [54], a qual enfatiza a diferença entre
os modelos para pequeno r, enquanto a Figura 3.4(b) demonstra as diferenças para grande
r [52].

Conclusão

Neste caṕıtulo investigamos as diferentes análises, para região de saturação, presentes na
literatura e três diferentes modelos fenomenológicos baseados no condensado de vidros de cor
(CGC) que descrevem satisfatoriamente dados de experimentos (HERA). Os dois primeiros
modelos IIM e bCGC diferem entre si, basicamente pela presença do parâmetro de impacto
no modelo bCGC, estes dois modelos tomam uma abordagem quântica do formalismo CGC.
O terceiro modelo IP-SAT trata-se de uma abordagem clássica do CGC.

No próximo caṕıtulo aplicaremos os diferentes modelos estudados para descrever a foto-
produção de quarks pesados.



Caṕıtulo 4

Fotoprodução de Quarks Pesados

Introdução

Neste caṕıtulo investigamos a fotoprodução de quarks pesados em interações ultraperiféricas
através de modelos fenomenológicos de saturação, baseados no condensado de vidros de cor.
Estes modelos descrevem satisfatoriamente os dados do colisor HERA para observáveis in-
clusivos e exclusivos. Desse modo, iniciamos nossa discussão tratando da fotoprodução de
quarks pesados em HERA (ep). Abordamos o conceito de fluxo de fótons equivalentes,
para descrever interações ultraperiféricas, bem como a fotoprodução de quarks pesados em
colisões hádron-hádron, enfatizando a sensibilidade da seção de choque e da distribuição
de rapidez no comportamento com a energia da distribuição de glúons. Demonstramos
que o estudo da fotoprodução de quarks pesados através dos modelos pode ser usado para
discriminar entre as versões clássica e quântica do formalismo CGC. Os resultados apresen-
tados neste trabalho foram publicados na Ref. [1] e divulgados no Light-Cone 2009 [2], no
XXX Encontro Nacional de F́ısica de Part́ıculas e Campos (2009), no XI Encontro de Pós
Graduação da UFPel, no Hadron Physics (2010) [3] e no XII Encontro de Pós Graduação
da UFPel (2010).

4.1 Fotoprodução de quarks pesados em HERA

Fotoprodução de quarks pesados é um importante campo de teste para a Cromodinâmica
Quântica (QCD), porque cálculos da QCD são confiáveis se uma escala dura se faz presente
no processo. Na produção de quarks pesados a escala dura é fornecida pela massa do quark.
Além disso, a produção de quarks pesados pode dar acesso direto à densidade de glúons no
próton, pois em fotoprodução ep, por exemplo, um fóton advindo de um elétron gera um
par quark-antiquark, o qual interage com o próton através troca de glúons. Várias técnicas
experimentais são usadas para selecionar eventos com charm e bottom, objetos de estudo
desta dissertação. Os resultados encontrados devem ser compat́ıveis com predições da QCD
perturbativa (pQCD).

No regime do DIS, todas as aproximações assumem que Q2 e a massa mQ do quark
pesado fornecem uma escala dura o suficiente para garantir a aplicabilidade da pQCD, bem
como a validade do teorema de fatorização, discutido no caṕıtulo anterior. No regime de
fotoprodução a escala dura é dada pelo momentum transverso do quark pesado pt,Q e/ou
mQ. No regime de número de sabores fixos, u, d e s são somente sabores ativos nas funções
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de estrutura do próton e fóton. Este regime é esperado ser bem descrito nas regiões onde
p2

t,Q ∼ m2
Q (se no regime de fotoprodução) ou onde Q2 ∼ m2

Q (se no regime do DIS). Para
grande momento transverso ou Q2, cálculos baseados neste regime podem falhar devido a
grande logaritmos ∼ ln(p2

t,Q/m
2
Q)(∼ ln(Q2/m2

Q)). Neste caso, o regime ”sem massa” seria
aplicável. Isto é, charm e bottom são considerados como sabores ativos nas funções de
estrutura do próton e fóton e são fragmentados de partons sem massa e, hádrons massivos
depois do processo duro. Existem cálculos que tratam corretamente de quarks pesados
para todo Q2. Assim, para pequeno Q2, um quark pesado é produzido dinamicamente
no processo de fusão bóson-glúon, enquanto que, para grande Q2 densidades partônicas
de quarks pesados são introduzidas. Esta transição entre os dois extremos é tratada de
diferentes formas por diferentes autores [80].

No caso de uma interação fóton-hádron a altas energias (pequeno x), esta é descrita
usualmente no sistema de momento infinito do hádron em termos do espalhamento do
fóton por um mar de quarks, que é tipicamente emitido por um glúon com pequeno x do
próton. Entretanto, para descrever interações inclusiva e difrativa e desvendar a dinâmica
de pequeno x da função de onda do hádron, é mais adequado considerar o espalhamento
fóton-hádron no sistema de dipolo, no qual a energia é carregada pelo hádron e o fóton tem
sua energia dissociada em um par quark-antiquark após o espalhamento. Em particular, na
representação de dipolos, a seção de choque para fotoprodução de quarks pesados [γp →
QQX] inclusiva é dada por [1]:

σtot(γp→ QQX) = 2
∫
d2~b

∫
d2~r

∫
dzΨ∗

γ(~r, z)N (x,~r,~b)Ψγ(~r, z) (4.1)

E a seção de choque difrativa para o processo γp→ QQp é dada por:

σD
tot(γp→ qqp) =

∫
d2~b

∫
d2~r

∫
dzΨ∗

γ(~r, z)N 2(x,~r,~b)Ψγ(~r, z) (4.2)

Nas equações (4.1) e (4.2) a variável ~r define a separação transversa relativa do par
(dipolo), z(1− z) é a fração de momentum longitudinal do quark (antiquark) e a função de
onda Ψγ(~r, z) é a função de onda do cone do luz para fótons polarizados transversalmente,
que dependem, neste trabalho, da carga (eQ) e da massa (mQ) do quark pesado, sendo dada
por:

|Ψγ|2 =
6αem

4π2
e2Q{[z2 + (1 − z)2]m2

QK
2
1(mQ~r) +m2

QK
2
0 (mQ~r)}. (4.3)

A função N (x,~r,~b) é a amplitude de espalhamento para um dipolo de tamanho ~r e parâmetro
de impacto b que engloba toda informação sobre o espalhamento hadrônico, e assim, sobre
os efeitos não linear e quântico na função de onda do hádron [78]. Isto pode ser obtido pela
inserção da equação de evolução BK, vista no caṕıtulo 3. Porém, são necessárias várias
melhorias para que se possa aplicar a solução ao cálculo dos observáveis. Em particular, é
preciso incluir correções de ordem mais alta na equação de evolução e analisar uma perfor-
mance global de todos os dados para pequeno x. Este é um trabalho em aberto. À prinćıpio,
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Fig. 4.1: Seção de choque para fotoprodução de charm. As medidas experimentais são de
DESY-HERA.

10
1

10
2

103

W [GeV]

10
−2

10
−1

100

101

102

103

σ to
t [

nb
]

IIM
bCGC
IP−SAT

Fig. 4.2: Seção de choque para fotoprodução de bottom. As medidas experimentais são de
DESY-HERA.

utilizam-se modelos fenomenológicos para N que capturem propriedades mais essenciais da
solução, tais como os modelos trabalhados anteriormente. Com base no que foi discutido até
o momento e de acordo com os modelos apresentados no caṕıtulo 3 (IIM, bCGC e IP-SAT),
nas Figuras 4.1 e 4.2 mostramos [1] resultados numéricos para fotoprodução inclusiva de
quarks pesados com os dados experimentais de DESY-HERA [79].

Em todos os cálculos usamos as mesmas massas de quarks mc = 1.4GeV e mb = 4.5GeV .
Para descrever a região limite W → 2mQ, multiplicamos a seção de choque por um fator
(1 − x)7, seguindo estudos apresentados na referência [81]. No caso de charm, Figura 4.1,
as predições IIM e bCGC são quase idênticas em toda faixa cinemática. Em contraste, as
predições para estes dois modelos diferem para produção de bottom para pequena energia.
As predições IP-SAT são aproximadamente um fator de dois maiores que as predições IIM
e bCGC. Temos que os modelos IIM e bCGC subestimam os dados experimentais para
produção de charm a altas energias, produzindo uma descrição razoável da região limite
(baixas energias: W ≤ 20GeV ). Em contraste, o modelo IP-SAT descreve a região de
altas energias, mas subestima a região de baixas energias. Para o caso do bottom, o valor
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Fig. 4.3: Dependência em energia da seção de choque difrativa para produção de charm
(figura esquerda) e bottom (figura direita) para modelos fenomelógicos distintos
[1].

de x que determina a magnitude da escala de saturação não é suficientemente pequena, o
que implica na seção de choque ser determinada pela região linear da amplitude de espal-
hamento. Os três modelos dão uma descrição razoável dos escassos dados experimentais.
Infelizmente a precisão atual e a estat́ıstica das medidas experimentais da seção de choque
de fotoprodução são pequenas para formular conclusões definitivas sobre a consistência dos
modelos de saturação apresentados neste trabalho. Medidas mais precisas podem ser postas
sob restrições mais rigorosas com relação à energia e a normalização total. Podemos notar
que os cálculos presentes referem-se apenas a contribuição direta do fóton à seção de choque,
considerando que a componente resolvida foi suprimida.

A Figura 4.3 apresenta predições para fotoprodução difrativa de quarks pesados. Em
comparação ao caso inclusivo, as seções de choque difrativa são aproximadamente um fator
de 30 menores. O principal aspecto é que a diferença entre modelos de saturação é ampliada,
já que é diretamente associada a dependência quadrática da seção de choque na amplitude
de espalhamento. Isto implica que o estudo experimental destes observáveis pode ser útil
para determinar a dinâmica QCD para altas energias. Até o momento não existem dados
experimentais.

4.2 Fotoprodução em Colisões hádron-hádron

Colisões hádron-hádron podem ser utilizadas para o estudo de interações fóton-hádron (fo-
toprodução). Particularmente, processos de fotoprodução nos quais uma escala perturbativa
esteja presente despertam interesse, o que justifica o tratamento teórico do processo via QCD
perturbativa. Podemos citar como exemplos de processos perturbativos a fotoprodução de
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quarks pesados (cc, bb) e de quarkonium (J/Ψ, Υ). No presente trabalho, trataremos da
fotoprodução de quarks pesados, tendo sido também objeto de estudo de nosso grupo a
fotoprodução de mésons [67, 71].

4.2.1 Fluxo de Fótons Equivalentes

Em 1924, Enrico Fermi, submeteu o paper ”On the Theory of Collisions Between Atoms
and Elastically Charged Particles”, no qual derivou um método conhecido como Método
dos fótons equivalentes (virtuais), onde tratou os campos eletromagnéticos de uma part́ıcula
carregada como um fluxo de fótons virtuais. Dez anos mais tarde, Weiszäcker e Williams
estenderam esta aproximação de modo a incluir part́ıculas ultra-relativ́ısticas, e o método fi-
cou conhecido como Método Wizsäcker-Williams, [66]. Este método nos permite determinar
o espectro de radiação equivalente e, a partir dáı, podemos calcular os efeitos de interação
do alvo com os fótons virtuais. Este método também é conhecido como aproximação dos
fótons equivalentes ou ainda método dos quanta virtuais.

De forma resumida [65], pode-se dizer que, dado um processo A, devido à interação
eletromagnética de uma part́ıcula com o alvo, podemos obter a seção de choque σA para
o processo a partir da seção de choque de fotoprodução por fótons livres, σγ , via método
W.W. O procedimento consiste em, uma vez conhecida a seção de choque de fotoprodução e
a densidade de fótons virtuais equivalentes, basta integrá-la sobre todo o espectro de fótons
equivalentes.

Analisemos como se transformam as componentes dos campos eletromagnéticos, segundo
uma transformação de Lorentz, considerando o movimento dos sistemas inerciais paralelo
ao eixo x1. Neste caso, as componentes são dadas na forma:

E ′
1 = E1 B′

1 = B1

E ′
2 = γ[E2 − βB3] B′

2 = γ[B2 + βE3] (4.4)

E ′
3 = γ[E3 − βB2] B′

3 = γ[B3 − βE2]

As transformadas inversas de (4.4) são obtidas trocando-se as quantidades com linha e
sem linha e fazendo β → −β, ou seja,

E1 = E ′
1 B1 = B′

1

E2 = γ[E ′
2 + βB′

3] B2 = γ[B′
2 − βE ′

3] (4.5)

E3 = γ[E ′
3 + βB′

2] B3 = γ[B′
3 + βE ′

2]

Agora obteremos a partir dos campos elétrico e magnético no referencial da part́ıcula, os
valores correspondentes em um referencial inercial O que se desloca em relação referencial
de repouso O′ da part́ıcula. Consideremos uma carga q que se move com velocidade ~v
constante e paralela ao eixo x1, como mostra a Figura 4.4. No referencial de repouso da
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Fig. 4.4: Part́ıcula com carga q se movendo com velocidade ~v em relação ao eixo x1.

part́ıcula, referencial com linha, os campos elétrico e magnético são:

~B′ = 0 ou B′
1 = B′

2 = B′
3 = 0

~E ′ =
−q~r′
(r′)3

ou E ′
1 =

−qvt′
(r′)3

; E ′
2 =

qb

(r′)3
; E ′

3 = 0

A distância r′ =
√
b2 + (vt′)2 deve ser expressa em termos das coordenadas de R. Pela

transformação de Lorentz para o tempo, temos:

t′ = γ

[

t− β

c
x1

]

= γt

pois a coordenada x1 do ponto P em R é nula.
Desta forma, obtemos,

B′
1 = B′

2 = B′
3 = 0

e

E ′
1 =

−qγvt
(b2 + γ2v2t2)3/2

; E ′
2 =

qb

(b2 + γ2v2t2)3/2
; E ′

3 = 0 (4.6)

e, usando as transformações (4.4), encontramos:

E1 =
−qγvt

(b2 + γ2v2t2)3/2

E2 = γE ′
2 =

γqb

(b2 + γ2v2t2)3/2
(4.7)

E3 = γβE′
2 = βE2

sendo nulas as demais componentes.
No limite β ≈ 1, um observador no ponto P não consegue distinguir o campo criado

pela part́ıcula em movimento e o campo de um pulso de radiação plana polarizada que se
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Fig. 4.5: (a) Campo gerado pelo movimento da part́ıcula. (b) Pulso de radiação equiva-
lente.

propaga na mesma direção da part́ıcula, Figura 4.5(a). Isto é, os campos E2(t) e B3(t)
são equivalentes a um pulso de radiação plana polarizada P1 que se desloca na direção x1,
Figura 4.5(b). No entanto, um pulso P2, que se desloca segundo a direção x2, não repro-
duz exatamente um pulso criado por E1(t), pois não existe nenhuma componente magnética
associada a E1(t). Para que os pulsos P1 e P2 produzam efeitos equivalentes àqueles produzi-
dos pela part́ıcula, a reação sobre a part́ıcula em movimento deve ser pequena, de modo a
podermos considerá-la como centro de um campo coulombiano que descreve uma trajetória
retiĺınea. Assim, o campo eletromagnético da part́ıcula torna-se equivalente à superposição
de dois pulsos de radiação P1 e P2. E para determinarmos o espectro de radiação equiva-
lente, utilizaremos a distribuição de energia por unidade de área e por intervalo unitário de
frequência - o espectro de frequência I(ω, b) - dos pulsos P1 e P2, cujos campos são dados
pelas equações 4.4. Da Eletrodinâmica Clássica, teremos que [65]:

I1(ω, b) =
c

2π
|E2(ω)|2 (4.8)

I2(ω, b) =
c

2π
|E1(ω)|2 (4.9)

sendo E2(ω) e E1(ω) as transformadas de Fourier dos campos E2(t) e E1(t).
Vimos que, em prinćıpio, o método de W.W. estabelece uma relação entre os efeitos

de colisão de uma part́ıcula carregada com um certo sistema e os efeitos produzidos por
uma radiação equivalente e o mesmo sistema. Podemos associar a cada frequência ν do
espectro do campo criado pela part́ıcula, um fóton de energia hν. Neste sentido, vemos que
o prinćıpio básico deste método é substituir a part́ıcula por um espectro de fótons virtuais
e calcular os efeitos desta radiação equivalente sobre o sistema. Por isso, o método de
W.W. é também conhecido como método dos fótons virtuais ou ainda método dos quanta
equivalentes.

A partir do conhecimento da distribuição de intensidade de fótons é posśıvel determinar
a probabilidade de excitação de um processo eletromagnético em uma colisão periférica de
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prótons em termos da seção de choque relativa ao mesmo processo induzido por fótons [67],

P (b) =
∫
I(ω, b)σγd(h̄ω) =

∫
N(ω, b)σγ(ω)

dω

ω
, (4.10)

onde I(ω, b) = I1(ω, b) + I2(ω, b), σγ é a seção de choque de fotoprodução, sendo a energia
do fóton Eγ = h̄ω e N(ω) é o número de fótons virtuais por unidade de energia. A expressão
para N(ω) pode ser obtida a partir das equações (4.8) e (4.9):

N(ω, b) =
Z2

1α

π2

(
ω

γv

)2(
c

v

)2[

K2
1 (x) +

1

γ2
K2

0(x)

]

, (4.11)

onde x = ωb/γv, K0 e K1 são funções de Bessel modificadas e α = e2/h̄c. O primeiro termo
da equação 4.11 representa o número de fótons do pulso P1 e o segundo o número de fótons
do pulso P2, o qual torna-se despreźıvel quando γ >> 1. É posśıvel constatar que a função
de distribuição de fótons equivalentes é significativamente diferente de zero para valores de
x a 1. A condição x = 1 consiste no limite de energia dos fótons, o que leva, no caso de
uma colisão com parâmetro de impacto b, a energia máxima dos fótons como sendo:

kmax
γ =

γh̄c

b
. (4.12)

Esta expressão representa um corte de energia, ou seja, em uma colisão periférica somente
estados com energia igual ou inferior a este limite podem ser excitados. Para γ ≃ 100, por
exemplo, ocorre a produção de pares de léptons, mésons e estados hadrônicos de ressonâncias
exóticas.

A seção de choque de excitação pode ser obtida integrando a equação (4.10) sobre o
parâmetro de impacto no intervalo b = R e b = ∞. O valor de R depende do processo
considerado. No caso de uma colisão periférica de ı́ons com excitação coulombiana do
núcleo, R = R1 +R2, onde R1 e R2 são os raios dos dois núcleos interagentes. Deste modo,
a seção de choque de fotoprodução sobre todo o espectro dos fótons equivalentes será dada
por:

σ =
∫ ∞

R
2πbP (b)db =

∫
n(ω)σγ(ω)

dω

ω
, (4.13)

onde

n(ω) =
∫ ∞

R
2πbN(ω, b)db =

2

π
Z2

1α

(
c

v

)2[

ξK0K1 −
v2ξ2

2c2
(K2

1 −K2
0 )

]

(4.14)

é a função de distribuição total de fótons equivalentes com frequência ω. As funções de
Bessel modificadas são, agora, funções do parâmetro ξ = ωR/γv. Para γ >> 1, exceto no
caso de frequências muito baixas, tais que ωR/c << 1, podemos escrever 4.14, como:

n(ω) =
1

π
Z2

1α ln

[(
δ

ξ

)2

+ 1

]

≃ 2

π
Z2

1α ln

(
δ

ξ

)

, (4.15)
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sendo δ = 0, 681..., é um número associado a constante de Euler. Este resultado mostra que
a seção de choque de excitação de um dado processo tende a aumentar logaritmicamente
com γ.

Para um objeto extenso, tal como o próton ou um núcleo, o espectro de energia pode
ser calculado por [64]:

f(x) =
dnγ

dx
=
αZ2

π

1 − x+ 1/2x2

x

∫ ∞

Q2
min

Q2 −Q2
min

Q4
|F (Q2)|2dQ2. (4.16)

Na equação anterior, Q2 é o 4-momentum transferido do projétil, com fator de forma F (Q2),
e α é a constante de estrutura fina. Consideramos unidades em que h̄ = c = 1. O momentum
transferido mı́nimo, Q2

min, é uma função de x e trata-se de uma boa aproximação dada por
Q2

min = (xMA)2/(1 − x), onde MA é a massa da part́ıcula incidente. O espectro de fótons
equivalentes de prótons com alta energia foi calculado por Drees e Zeppenfeld [68]. Usando
o fator de forma do dipolo elétrico FE(Q2) = 1/(1 +Q2/0.71GeV 2)2, eles encontraram:

f(x) =
α

π

1 − x+ 1/2x2

x

[

ln(A) − 11

6
+

3

A
− 3

2A2
+

1

3A3

]

(4.17)

onde A = 1 + (0.71GeV 2)/Q2
min. Este resultado pode ser derivado da equação (4.16), de-

sprezando o segundo termo contendo Q2
min dentro da integral, isto é, fazendo a aproximação

Q2 −Q2
min/Q

4 ≈ 1/Q2. Se incluirmos este termo, f(x) terá a seguinte forma [64]:

f(x) =
α

π

1 − x+ 1/2x2

x

[
A+ 3

A− 1
ln(A) − 17

6
− 4

3A
+

1

6A2

]

. (4.18)

A equação (4.16) pode, a prinćıpio ser usada também para o espectro de ı́ons pesados
relativ́ısticos, com um fator de forma apropriado. Para uma colisão entre dois ı́ons pesados
é mais apropriado calcular o espectro de fótons equivalentes como uma função do parâmetro
de impacto. A vantagem é que nesta representação a contribuição de interações nas quais
os ı́ons interagem hadronicamente pode ser exclúıda.

O espectro de energia dos fótons produzidos por uma part́ıcula pontual que passa por
um alvo com um parâmetro de impacto mı́nimo bmin, pode ser calculado analiticamente e é
encontrado em [70]:

f(x) =
αZ2

π

1

x

{
2Y K0(Y )K1(Y ) − Y 2[K2

1 (Y ) −K0(Y )]
}
, (4.19)

onde K0 e K1 são funções de Bessel modificadas e Y = xMAbmin.
O espectro de diferentes fótons de prótons de alta energia discutidos acima são mostrados

na Figura 4.6 (esquerda), sendo que a referida equação 3 da Figura corresponde à equação
(4.18) deste texto. A inclusão do fator (Q2 −Q2

min)/Q4 na integral da equação (4.16) leva
a uma redução no fluxo de fótons comparada com ao resultado de Drees e Zeppenfeld.
Incluindo o efeito do momento magnético do próton (Kniehl, [69]) temos um fluxo de fótons
maior que o da equação (4.18), mas menor que o encontrado por Drees e Zeppenfeld. A
diferença entre as várias abordagens são maiores para grandes valores de x [64]. Para
x = 0.05, as equações 4.17 e 4.18 diferem cerca de 15% dos dados de Kniehl; para x = 0.01 a
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Fig. 4.6: Comparação de diferentes cálculos do espectro de fótons equivalentes para prótons
de alta energia; x é a fração de energia do próton portada pelo fóton. Direita:
Luminosidade de fótons equivalentes em colisões próton-próton e núcleo-núcleo
no RHIC e LHC; k é a energia do fóton no referencial de repouso do alvo [64].

diferença é de cerca de 8%. Todas as três aproximações dão resultados muito semelhantes ao
de uma carga pontual com parâmetro de impacto bmin = 0.7fm (curva pontilhada da Figura
4.6). É importante lembrar que os espectros citados acima referem-se a um único próton.
Em uma colisão próton-próton (p+ p), o fluxo efetivo de fótons pode ser reduzido se ambos
os prótons permanecem intactos e não interagem hadronicamente. Isso introduz um grau de
incerteza no espectro de fótons. O espectro do fóton pode ser convertido em luminosidade
de fótons equivalentes multiplicando f(x) pela luminosidade do feixe correspondente, L.
O resultado para interações Au + Au no RHIC e interações Pb + Pb e p + p no LHC são
mostradas na Figura 4.6 (direita). Comparando as luminosidades do fóton em Pb + Pb e
p+ p, é posśıvel ver que, para fótons de baixa energia, a luminosidade em p+ p é maior que
em Pb+ Pb por um fator Lpp/(Z

2LPbPb). O espectro do fóton, além disso, extende-se para
energias maiores em p + p devido a alta energia do feixe (

√
s = 14TeV vs. 5.5TeV para o

LHC) e maior momentum transferido, [64]. As luminosidades do fóton na Figura 4.6 foram
calculadas a partir da equação (4.19) com parâmetros de impacto mı́nimos de bmin = 0.7fm
(pp), 14.0fm (AuAu) e 14.2fm (PbPb).

4.2.2 Fotoprodução de Quarks Pesados no LHC

O trabalho desta dissertação, em particular, trata da fotoprodução de quarks pesados (charm
e bottom), sendo a seção de choque de fotoprodução em uma colisão próton-próton dada
por:

σp+p→p+QQ+Y = 2
∫ ∞

0
n(ω)σγp→QQY (W 2

γp = 2ω
√
SNN)dω, (4.20)

onde ω é a energia do fóton no sistema centro de massa (c.m.s), Wγp é a energia de centro de
massa γp e

√
SNN denota a energia de centro de massa do sistema pp. O estado final Y pode
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ser um estado hadrônico gerado pela fragmentação de um próton colidindo (produção in-
clusiva) ou um próton (produção difrativa). O espectro do fóton é dado pela equação 4.17,
sendo derivada considerando o método Weizsäcker-Williams e usando um fator de forma
elástico do próton [68, 75]. É importante ressaltar que a equação (4.17) é baseada em uma
aproximação heuŕıstica, o que leva a uma seção de choque superestimada para altas energias
(≈ 11% com

√
S = 1.3TeV ) se comparada a cálculos mais rigorosos do espectro do fóton

para espalhamento elástico de prótons calculados em [76]. Como um fóton originado de
um campo eletromagnético de um dos dois prótons colidindo pode interagir tanto com um
fóton do outro próton (processo fóton-fóton) quanto pode interagir diretamente com outro
próton (processo fóton-próton). A prinćıpio, o sinal experimental desses dois processos é
distinto e pode facilmente ser separado. Em interações fóton-fóton espera-se a presença de
dois intervalos de rapidez e o hádron não se quebra, enquanto que na produção inclusiva de
quarks pesados numa interação fóton-próton, esperamos apenas um intervalo de rapidez e
a dissociação do hádron. Estas reações podem ocorrer em altas taxas no regime cinemático
do LHC. Por outro lado, as seções de choque para produção difrativa são aproximadamente
duas ordens de magnitude menor que o caso inclusivo, mas devido a assinatura experimen-
tal limpa deste processo (dois intervalos de rapidez), este tipo de análise experimental é
fact́ıvel. A fotoprodução difrativa de quarks pesados, onde esperamos a presença de dois
intervalos de rapidez no estado final, similar a interação entre dois fótons, viabiliza a busca
por evidências do Higgs (a part́ıcula do Modelo Padrão responsável pelo surgimento das
massas das part́ıculas) e/ou uma nova f́ısica em produção difrativa dupla [77].

4.3 Resultados

Em [1] calculamos a distribuição de rapidez e as seções de choque total para fotoprodução
inclusiva e difrativa de quarks pesados em colisões próton-próton para altas energias. Os
modelos fenomenológicos revisados no caṕıtulo 3 são o ponto de partida para cálculos usando
a equação (4.20) para energias dos atuais e futuros aceleradores pp e pp. Isto é, considera o
valor

√
SNN = 1.96TeV do Tevatron para interações pp e valor de energia futura

√
SNN =

14TeV do LHC para colisões pp.
A distribuição de rapidez y do estado de quark pesado produzido pode ser diretamente

calculado da equação (4.20), usando sua relação com a energia do fóton ω, isto é, y ∝
ln(ω/mQ). Uma reflexão em torno de y = 0 leva em conta a troca entre o próton emissor
do fóton e o próton alvo. Explicitamente, a distribuição de rapidez é escrita como:

dσ[p+ p→ p+QQ+ Y ]

dy
= xf(x)σγp→QQY (ω), (4.21)

onde f(x) é dado pela equação (4.17), Y representa um estado hadrônico final X resutante
da fragmentação no caso inclusivo e Y = p para produção difrativa.

As distribuições de rapidez resultantes para fotoprodução inclusiva e difrativa de quarks
pesados advinda de diferentes modelos fenomenológicos considerados em caṕıtulos anteriores
são mostradas nas Figuras 4.7 a 4.10 para energias do Tevatron e LHC. Para o caso inclusivo
(Figuras 4.7, 4.8), as predições de IIM e bCGC são muito semelhantes, como esperado a
partir de análises feitas a ńıvel de fóton-próton. Em contraste, estas predicões são distintas
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QQ IIM bCGC IP-SAT

Tevatron cc̄ (incl.) 1230 nb 1245 nb 2310 nb
cc̄ (diff.) 37 nb 49 nb 114 nb
bb̄ (incl.) 11 nb 10 nb 32 nb
bb̄ (diff.) 0.04 nb 0.08 nb 0.30 nb

LHC cc̄ (incl.) 3821 nb 3662 nb 7542 nb
cc̄ (diff.) 165 nb 161 nb 532 nb
bb̄ (incl.) 51 nb 51 nb 158 nb
bb̄ (diff.) 0.32 nb 0.52 nb 3 nb

Tab. 4.1: Seção de choque integrada para fotoprodução inclusiva e difrativa de quarks pe-
sados em colisões pp(p̄) para energias do Tevatron e LHC.

no caso difrativo, com a predição bCGC sendo maior que IIM na rapidez média. Por
outro lado, a predição IP-SAT é maior que estas duas predições por um fator de 2 no caso
de charme e um fator de 3 maior no caso de bottom. Consideramos as predições IIM e
bCGC como um limite inferior para produção coerente de quarks pesados para Tevatron e
LHC. Nossos resultados indicam que o estudo experimental da fotoprodução inclusiva de
quarks pesados pode ser muito útil para discriminar entre as versões clássica e quântica do
formalismo CGC. Isto também é válido no caso difrativo, onde os diferentes modelos podem
ser discriminados mais facilmente.

Calculamos também a seção de choque integrada considerando os distintos modelos
fenomenológicos. Os resultados são apresentados na Tabela 4.1, para produção inclusiva
e difrativa do par charm e bottom para Tevatron e LHC. O modelo IP-SAT apresenta as
maiores taxas para as aproximações estudadas, seguido pelos modelos IIM e bCGC com
quase idênticas predições. No caso inclusivo, os valores são grandes para Tevatron e LHC,
indo de algumas unidades de nanobarns para Tevatron a microbarns para LHC.

Em comparação a outros resultados para produção inclusiva de quarks pesados [82], onde
tem-se que as predições usando os modelos fenomenológicos IIM e bCGC são similares. No
entanto, a predição de IP-SAT é um fator de ≈ 2 maior. No caso difrativo, as predições de
[82] são maiores por um fator ≥ 2 que as apresentadas em [83], onde foi usado o modelo GBW
como base para os cálculos. Este comportamento está diretamente associado a diferentes
dependências em energias preditas pelos modelos para o regime linear. Além disso, em
comparação com as predições para hadroprodução de quarks pesados (veja [84]) as seções
de choque de fotoprodução são muito menores (≤ 1%). Portanto, a separação experimental
entre estes dois mecanismos é viável devido a presença de um intervalo de rapidez no processo
de fotoprodução.

Calculamos a taxa de produção de charm e bottom em interações coerentes. Para Teva-
tron, assumindo a luminosidade LTevatron = 2 × 1032cm−2s−1

, temos para a produção de
charm 2 − 4 × 102 eventos por segundo e para bottom 2 − 6 eventos por segundo. No caso
difrativo, prevemos 7−22(8−60×10−3) eventos/segundo para produção de charm (bottom).
Para o LHC, onde LLHC = 1034cm−2s−1, prevemos para produção inclusiva (difrativa) de
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Fig. 4.7: Distribuição de rapidez para fotoprodução inclusiva de charm (esquerda) e bot-
tom (direita) em interações pp para energias de

√
SNN = 1.96TeV do Tevatron.

Diferentes curvas correspondem a diferentes modelos fenomenológicos.

charm 38 − 75 × 103 (16 − 52 × 102) e para o bottom 5 − 15 × 102 (3 − 30) eventos por
segundo. Note a grande taxa para bottom no LHC.

Finalmente, discutimos a distinção experimental da fotoprodução inclusiva e difrativa de
quarks pesados. Como enfatizado nas referências [75, 82, 83], embora a seção de choque de
fotoprodução inclusiva seja uma pequena fração da seção de choque hadrônica, a separação
deste canal é viável se impusermos a presença de um intervalo de rapidez no estado final.
Isto ocorre devido ao próton, que é o emissor do fóton, permanecer intacto no processo.
Esperamos que o corte no momentum transverso do par possa eliminar a maior parte da
contribuição associada a hadroprodução de quarks pesados. Além disso, em comparação com
a hadroprodução de quarks pesados, a multiplicidade para interações com fotoprodução é
menor, o que implica que ela pode ser usada como um fator de separação entre estes proces-
sos. No caso de fotoprodução difrativa de quarks pesados esperamos a presença de dois
intervalos de rapidez no estado final, similarmente para dois fótons ou interações Pomeron-
Pomeron. Consequentemente é importante determinar a magnitude desta seção de choque
para estimar o conhecimento para outros canais. Em particular, o processo de difração
exclusiva central (CED) caracterizado pela produção de um estado final através da fusão
de dois Pomerons tem sido intensamente estudada como uma alternativa a processos que
evidenciem o Higgs e/ou uma nova f́ısica, com o fundamento principal sendo a produção
exclusiva de bb. Na Ref. [85], produção difrativa dupla (DD) de quarks pesados é estudada
usando o teorema da fatorização difrativa, incluindo correções de absorção. A magnitude da
seção de choque para o Tevatron é σDD

cc ≃ 4.6µb e σDD
bb

≃ 0.1µb, enquanto que para o LHC

obtém-se σDD
cc ≃ 18µb e σDD

bb
≃ 0.5µb. Espera-se que fótons emergindo de processos CED

e DD tenham um momentum transverso muito maior que aqueles resultantes de processos
de fotoprodução difrativa. Consequentemente, a prinćıpio, é posśıvel inserir um critério de
seleção para separar estes dois processos. No entanto, este assunto merece um estudo mais
detalhado.
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Fig. 4.8: Distribuição de rapidez para fotoprodução difrativa de charm (esquerda) e bot-
tom (direita) em interações pp para energias de

√
SNN = 1.96TeV do Tevatron.

Diferentes curvas correspondem a diferentes modelos fenomenológicos.
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(direita) em interações pp para energias de

√
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Fig. 4.10: Distribuição de rapidez para fotoprodução difrativa de charm (esquerda) e bot-
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Caṕıtulo 4. Fotoprodução de Quarks Pesados 74

4.4 Conclusão

Neste caṕıtulo abordamos interações hádron-hádron através da fotoprodução dos quarks
pesados charm e bottom, apresentando nossas predições para seção de choque e distribuição
de rapidez destes processos. Demonstramos que estes observáveis podem ser úteis para
provar o comportamento da região de saturação. Mostramos também que os dados de
produção inclusiva de quarks pesados em HERA concordam com nossas predições, mas ainda
são escassos. No LHC, a região de alta densidade poderá ser melhor testada, permitindo
discriminar entre os modelos, clássico ou quântico, que melhor descreve o regime saturado.
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Conclusões e Perspectivas

Nesta dissertação calculamos as seções de choque para fotoprodução inclusiva e difrativa
de quarks pesados em interações ultraperiféricas hádron-hádron (pp e pp) para energias
do Tevatron e LHC, respectivamente. Este cálculo foi realizado utilizando três modelos
fenomenológicos baseados no formalismo do Condensado de Vidros de Cor, que descreve
muito bem os dados para observáveis inclusivos e exclusivos medidos em colisões elétron-
próton (ep) de HERA. Os valores obtidos se mostram consideráveis para Tevatron e são
ainda maiores para LHC. A viabilidade de detecção destas reações é animadora, uma vez
que a assinatura experimental deve ser devidamente clara. Além disso, permite precisar o
entendimento da dinâmica QCD para altas energias, o que é fundamental para predizer os
observáveis que serão medidos em colisões hádron-hádron no LHC.

Futuramente, pretendemos incluir em nossas estimativas da predição da fotoprodução de
quarks pesados o uso da solução da equação BK com acoplamento variável como entrada. E
analisar a produção exclusiva de mésons em colisões periféricas, sendo que, resultados iniciais
para este processo em interações ep foram obtidos na Ref. [46]. Além disso, objetivamos
avançar no estudo da dinâmica QCD.
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[2] GONÇALVES, V. P.; MENESES, A. R.; MACHADO, M. V. T. Heavy quark photo-
production in pp coherent interactions at LHC. Nucl. Phys. Proc. Suppl. v. 199,
p. 137, 2010.
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