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sempre que preciso.

Ao meu orientador, professor Dr. Fernando Jaques Ruiz Simões Junior, por esclarecer
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RESUMO

OLIVEIRA, Andrew Welvis Silva, Simulações PIC de Plasmas com Funções de
Distribuição de Velocidades do Tipo Kappa 2018, 96p. Dissertação (Mestrado em
F́ısica) - Programa de Pós-Graduação em F́ısica, Departamento de F́ısica, Instituto de
F́ısica e Matemática, Universidade Federal de Pelotas, Pelotas, 2018.

Observações in situ do plasma do meio interplanetário indicam a presença de part́ıculas
que apresentam funções de distribuição de velocidades com caudas não térmicas e fre-
quentes anisotropias, que não são descritas corretamente por funções de distribuição
Maxwelliana ou bi-Maxwelliana. Tais fatores não térmicos são usualmente descritos por
distribuições que apresentam uma lei de potência em suas caudas, representadas pela
famı́lia de funções de distribuição de velocidade do tipo Kappa. Em geral, as funções
de distribuição Kappa são utilizadas de forma emṕırica para a realização de ajustes de
dados observacionais. Basicamente, grande parte da teoria de propagação de ondas em
plasmas foi desenvolvida utilizando funções de distribuição de velocidades Maxwelliana,
a descrição do plasma por uma função de distribuição diferente pode modificar os modos
normais de propagação no plasma. Neste trabalho, utilizamos um método de simulação
que utiliza a técnica de part́ıcula na célula - PIC, relativ́ıstico para investigar os modos
normais de propagação em plasmas cujas populações de elétrons são descritas por funções
Kappa isotrópicas e anisotrópicas. Modificamos o código para incluir como função de
distribuição de velocidades inicial as funções Kappa, tal como os efeitos relativ́ısticos. Re-
alizamos simulações para plasmas não magnetizados, em que as velocidades das part́ıculas
seguem as formas de funções Kappa isotrópicas e anisotrópicas amplamente utilizadas em
plasmas espaciais para estudos de instabilidades. Os resultados obtidos através das simu-
lações coincidem com a previsão teórica, sendo que ao adotar valores pequenos para o
ı́ndice espectral  a emissão do modo de Langmuir obtido via simulações PIC ocorre para
pequenos números de onda, à medida que o ı́ndice  aumenta a emissão passa a ocorrer
para números de onda maiores.

Palavras Chave: Funções Kappa. Simulação PIC. Ondas em Plasmas





ABSTRACT

OLIVEIRA, Andrew Welvis Silva, Plasma PIC Simulations with Type Kappa Dis-
tribution Functions 2018, 96p. Dissertation (Master Degree in Physics) - Programa
de Pós-Graduação em F́ısica, Departamento de F́ısica, Instituto de F́ısica e Matemática,
Universidade Federal de Pelotas, 2018.

In situ observations of plasma of the interplanetary medium consistently show the pre-
sence of particles that have velocity distribution functions with non-thermal tails, and
frequently with anisotropies that are not well descrided by Maxwellian or Bi-Maxwellian
distribution functions. These observed non-thermal features are usually described by dis-
tributions featuring power-law tails, represented by the so called Kappa distributions. In
general, the Kappa distribution functions have been used empirically for the realization
of fitting observational data. Basically, the theory of plasma wave propagation was de-
veloped using Maxwellian velocity distribution functions, the description of plasma by a
di↵erent distribution function, can modify the dispersion relation of the normal modes
of wave propagation in plasma. In this work, we use one simulation method with use
particle in cell - PIC, relativistic to investigate the dispersion relation of normal modes
of waves propagation in plasmas that electron populations are described by isotropic and
anisotropic Kappa functions. We have modified the code to include the Kappa functions
as initial velocity distribution function of the particles, as well as relativistic e↵ects. We
perform simulations for nonmagnetized plasmas, where the velocities of the particles fol-
low the forms of isotropic and anisotropic Kappa functions widely used in plasmas in
space environment for studies of instabilities processes. The results obtained through the
simulations coincide with the theoretical results, and when adopting small values for the
spectral index  the emission of the Langmuir mode obtained through PIC simulations
occurs for small wavenumber, as the index  increases the emission occurs for larger
wavenumber.

Key-words: Kappa Functions. PIC Simulation. Plasmas Waves
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4 SIMULAÇÕES COMPUTACIONAIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

4.1 Grade Espacial e Grade Temporal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.2 Equações de Movimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52
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querdo), campo magnético total (quadro superior direito), energia cinética
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1 INTRODUÇÃO

Funções de distribuição de velocidades do tipo Kappa (FDVs-) têm se tornado cada

vez mais importantes em F́ısica de Plasmas Espaciais. Observações realizadas no ambi-

ente espacial mostram part́ıculas que apresentam distribuição de velocidades com cau-

das supertérmicas e frequentes anisotropias que não são bem descritas por distribuições

Maxwellianas ou bi-Maxwellianas. Estes fatores observados são bem descritos pelas

famı́lias de FDVs- que seguem uma lei de potência em suas caudas.

Após Vasyliunas [1] introduzir uma expressão emṕırica para descrever os fatores não

térmicos observados na função de distribuição de velocidades (FDV), numerosos estudos

sobre populações não térmicas de plasmas espaciais, isto é, que não são bem descritas por

funções Maxwellianas, têm sido realizados utilizando FDVs-. Entre tais estudos podemos

citar trabalhos referentes a heliosfera interna (inner heliosphere) no qual se inclui a coroa

solar [2–7], vento solar [8–12], explosões solares [13–15] e espectro solar [16, 17]. Ainda,

estudos referentes a magnetosferas planetárias, no qual se inclui a magnetosheath [18,19],

magnetotail [20], lâmina de plasma [21,22] e magnetosferas de planetas gigantes [23], como

Júpiter [24, 25], Saturno [26], Netuno [27] e Urano [28].

Na literatura é posśıvel encontrar trabalhos relacionados a estudos teóricos sobre a

origem, estrutura e propriedades básicas das FDVs- [29–33]. Enquanto a distribuição

Maxwelliana é geralmente explicada devido a difusão no espaço de velocidades, uma ex-

plicação para a distribuição Kappa foi sugerida por Hasegawa [34], no qual plasmas imer-

sos em um campo de radiação supertérmico sofrem uma ampliação da difusão no espaço

de velocidades, resultando em part́ıculas relativamente mais energéticas, formando assim

uma distribuição do tipo Kappa. Outra proposta foi dada por Collier [35], no qual o pro-

cesso de difusão poderia envolver uma lei de potência na função probabilidade, a qual

também poderia proporcionar part́ıculas com altas energias.

As FDVs- têm uma base termodinâmica sólida na Mecânica Estat́ıstica não exten-

siva [36–38]. Na formulação da Mecânica Estat́ıstica Clássica, também conhecida como

Estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs, o espaço-tempo é considerado cont́ınuo e não fracional,

enquanto que em plasmas espaciais o espaço-tempo pode ser considerado multifracional

[38]. Em um sistema não fracional, sistemas termodinâmicos podem ser considerados em

equiĺıbrio térmico, no qual a estat́ıstica de Boltzmann-Gibbs é válida, o que remete à dis-

tribuição de velocidades Maxwelliana. No entanto, para plasmas espaciais uma abordagem

não extensiva deve ser utilizada de forma a considerar uma descrição adequada da ter-

modinâmica, pois plasmas espaciais estão geralmente fora do equiĺıbrio térmico [32, 39].

Livadiotis e McComas [39] fornecem em seu trabalho uma descrição completa da ter-
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modinâmica não extensiva e geração da distribuição Kappa. Em seguida, Livadiotis [40]

apresenta aspectos importantes da origem estat́ıstica de distribuição Kappa, bem como

o desenvolvimento teórico e aplicações, tal como o conceito de temperatura, o significado

f́ısico do ı́ndice espectral , a descrição de N part́ıculas e a generalização do espaço de

fase de um hamiltoniano com potencial nulo.

Com base em dados observacionais dos satélites OGO1 e OGO3, Vasyliunas [1] foi o

primeiro a propor uma FDV emṕırica que segue uma lei de potência. Em seu trabalho,

Vasyliunas propõe uma FDV na forma

f(~v) =
N

!3
0(⇡)

3/2

�(+ 1)

�(� 1/2)

✓
1 +

v2

!2
0

◆��1

, (1.1)

onde N é o número total de densidade, !0 a velocidade mais provável,  o expoente do

fluxo diferencial em altas energias, mais conhecido na literatura como ı́ndice espectral

kappa, e � a função Gamma. Em seguida, Summers e Thorne [41], estudando a função

de dispersão de plasma de Fried e Conte [42] modificada, propõem que a velocidade mais

provável !0 está relacionada a uma velocidade térmica dependente do ı́ndice espectral ,

sendo esta velocidade dada por ✓ = [(2 � 3)/]1/2(T�/m�)1/2, onde T� é a temperatura

em unidades de energia e m� é a massa da espécie �.

Entretanto Mace e Hellberg [43], com base na função de dispersão de plasma [42], utilizam

uma função de dispersão semelhante à função de dispersão modificada de Summers e

Thorne [41], a qual chamam em seu trabalho de função de dispersão especial. Utilizando

as propriedades de funções hipergeométricas gaussianas [44], mostram que a função de

dispersão modificada de Summers e Thorne equivale a uma aproximação da função de

dispersão especial, no qual o ı́ndice  deve assumir apenas valores inteiros, enquanto

que a função de dispersão especial permite que o ı́ndice  assuma qualquer valor real.

A função de distribuição de velocidades do tipo Kappa (FDV-) de Summers e Thorne

[45] possui a velocidade térmica ✓ dada por ✓ = [(2 � 3)/]1/2(kBT�/m�)1/2, onde a

temperatura T� não é expressa em unidades de energias e kB é a constante de Boltzmann,

como apresentado no trabalho de Mece e Hellberg. No entando, adotamos uma velocidade

térmica não dependente do ı́ndice espectral , dada por vth = (T�/m�)1/2, com T� expresso

em unidades de energia. Assim, podemos reescrever ✓ = [(2 � 3)/]1/2vth. A FDV- de

Summers e Thorne é escrita como:

f(~v) =
N

(⇡✓2)3/2
�(+ 1)

�(� 1/2)

✓
1 +

v2

✓2

◆��1

, (1.2)

o ı́ndice espectral  na FDV- de Summers e Thorne pode assumir qualquer valor contido
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no intervalo 3/2 <  < 1, sendo que quando  ! 1, a FDV- recai em uma FDV

Maxwelliana, como mostra a Figura 1.1.

Figura 1.1 - FDV- de Summers e Thorne para diferentes valores do ı́ndice espectral , vj representa uma das

componentes de ~v e vt a velocidade térmica, vt =
p
2T�/m� . Para  ! 1 obtemos uma FDV

Maxwelliana.

Leubner [46], a procura de uma justificativa teórica para o uso das FDVs-, relaciona as

FDVs obtidas a partir da entropia generalizada de Tsallis [47] da Mecânica Estat́ıstica

não extensiva e FDVs- propostas a partir de dados observacionais de plasmas espaciais,

ele propõe uma FDV [48] dependente do ı́ndice espectral , chamada aqui de FDV- de

Leubner, na forma

f(~v) =
N

(⇡v2t )3/2
�()

�(� 3/2)


1 +

1



|~v � ~vs|2

v2t

��

, (1.3)

no qual vt é uma velocidade térmica dada por vt =
p
2vth e ~vs é a velocidade de deriva.

A FDV- de Leubner constitui uma lei de potência diferente da FDV- de Summers e

Thorne, com expoente � ao invés de ��1, nesse caso o ı́ndice espectral  pode assumir

qualquer valor no intervalo 5/2 <  < 1. A Figura 1.2 apresenta o gráfico da FDV-

de Leubner na ausência de velocidade de deriva, vs = 0, para diferentes valores do ı́ndice

espectral .

Ambas as formas mencionadas acima são amplamente utilizadas para a análise e ajuste

de dados observacionais de plasmas espaciais. Existem versões modificadas de FDVs-

 [25, 49], sugeridas com definições diferentes do ı́ndice espectral .
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Figura 1.2 - FDV- de Leubner para diferentes valores do ı́ndice espectral , vj representa uma das com-

ponentes de ~v e vt a velocidade térmica, vt =
p
2T�/m� . Para  ! 1 obtemos uma FDV

Maxwelliana.

Como citado anteriormente, dados observacionais mostram constante anisotropia em

suas funções de distribuição de velocidades com fatores não térmicos, tais distribuições

anisotrópicas são geralmente descritas por duas formas: Uma quando alguma componente

da velocidade térmica, que está associada a temperatura, é diferente em relação a outra

componente qualquer, no qual se destaca a chamada função de distribuição de veloci-

dades bi-Kappa (BK), que apresenta a temperatura da componente paralela ao campo

magnético ambiente Tk diferente da componente perpendicular T?, Tk 6= T?. Outra forma

de anisotropia surge independente da temperatura, quando a distribuição de velocidades

das part́ıculas é representada pelo produto entre FDVs-. Neste tipo de anisotropia, pode-

se escolher ı́ndices espectrais  diferentes para cada componente da FDVs-. Também,

é posśıvel incluir a anisotropia na temperatura caso necessário. A função de distribuição

de velocidades que é descrita pelo produto de funções do tipo Kappa, que descreve o se-

gundo tipo de anisotropia apresentada, é a chamada função de distribuição de velocidades

produto bi-Kappa (PBK).

É posśıvel encontrar também trabalhos anaĺıticos sobre instabilidades em plasmas descri-

tos por FDVs-, pois, quando a FDV que descreve o plasma é alterada, deve-se calcular

novamente a relação de dispersão e o tensor dielétrico [50].

Thorne e Summers [51] utilizam a função de dispersão modificada proposta por Sum-

mers e Thorne [41] para analisar o amortecimento de Landau de ondas de Langmuir e

ondas ı́on-acústicas em um plasma quente, não magnetizado e modelado pela FDV-
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expressa pela Equação (1.2). Comparando seus resultados com um plasma descrito por

uma FDV Maxwelliana, os autores concluem que a presença das part́ıculas supertérmicas

conduz a um aumento na taxa de amortecimento para grandes comprimentos de onda.

Em contraste, a presença de ı́ons quentes tem um papel importante nas caracteŕısticas de

propagação e dispersão de ondas ı́on-acústicas.

Mace e Hellberg [29] realizam uma pesquisa sobre os modos de Langmuir generalizados

em plasmas magnetizados, descrito por uma FDV h́ıbrida (Kappa-Maxwelliana) proposta

por Hellberg e Mace [52], considerando os regimes fortemente e fracamente magnetizados.

Em seu trabalho, os autores sugerem que interpretações de ondas em plasmas observados

baseadas em uma previsão a partir de um modelo de plasma bi-Maxwelliano, podem levar

a conclusões incorretas.

Lazar e Poedts [53] estudam as propriedades de dispersão da instabilidade de firehose

em um plasma descrito por uma função de distribuição de velocidades anisotrópica, Tk >

T?, do tipo BK. A relação de dispersão utilizada é derivada da função de dispersão

modificada [41]. Os autores concluem que enquanto a taxa de crescimento máximo diminui

ligeiramente a instabilidade se estende para grandes números de onda, devido a presença

de part́ıculas supertérmicas.

Lazar et al. [54] realizam estudos sobre plasmas anisotrópicos modelados por uma PBK

para analisar a instabilidade devido aos modos whister-ćıclotron em condições tipicamente

encontradas na magnetosfera e diferentes regiões do vento solar, obtendo que a instabi-

lidade estimula a emissão ciclotrônica dos elétrons. Esse tipo de emissão é amplamente

encontrado em experimentos astrof́ısicos e de plasmas de fusão. Em plasmas modelados

por uma função de distribuição bi-Maxwelliana ou BK esse tipo de emissão não é comum,

pois ocorre supressão neste tipo de instabilidade.

Dos Santos et al. [55] investigam a relação de dispersão para ondas eletromagnéticas de

baixa frequência, propagantes ao longo do campo magnético ambiente, considerando que

a distribuição dos ı́ons e elétrons seguem uma função de distribuição anisotrópica do

tipo PBK. Ao comparar com resultados obtidos para uma distribuição anisotrópica bi-

Maxwelliana, obtém que pequenas diferenças na função de distribuição podem conduzir

diferenças significativas na magnitude das taxas de crescimento da chamada instabilidade

de firehose ı́on.

Ziebell e Gaelzer [56] analisam numericamente a relação de dispersão para ondas ı́on-

ćıclotron, propagantes ao longo da direção do campo magnético ambiente, considerando

diferentes formas das funções Kappa isotrópicas e anisotrópicas para descrever os elétrons
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e ı́ons. Como resultado, ao considerar pequenos valores do ı́ndice espectral , obtém que as

caudas supertérmicas das distribuições de velocidades para ambas as espécies de part́ıculas

(elétrons e ı́ons), alteram as taxa de crescimento das instabilidades ı́on-ćıclotron.

Neste trabalho, temos como objetivo a realização de simulações computacionais para in-

vestigar os modos de propagação em plasmas descrito por FDVs-, utilizando a técnica

de simulação por part́ıcula PIC (do inglês, Particle in Cell) [57, 58]. As simulações serão

realizadas para plasmas descritos por FDVs- isotrópicas e anisotrópicas, afim de enten-

der como cada uma das formas das FDVs- podem alterar os modos de propagação. No

Caṕıtulo 2 é apresentado os resultados anaĺıticos para os modos normais de propagação,

através das aproximações eletrostáticas para ondas de alta e baixa frequência, con-

siderando FDVs-.

Para a realização das simulações PIC foi desenvolvido um método para a implementação

das distribuições do tipo Kappa no código KEMPO1. Esse método será apresentado no

Caṕıtulo 3. No Caṕıtulo 4 é discutido sobre as descrições de simulações computacionais

em F́ısica de Plasmas, assim como o formalismo do código utilizado para a realização

das simulações. No Caṕıtulo 5 analisamos os resultados das simulações computacionais

realizadas, para diferentes valores do ı́ndice espectral . Finalmente, no Caṕıtulo 6 apre-

sentamos as conclusões e as perspectivas de trabalho futuros.
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2 ONDAS EM PLASMAS

No estudo de ondas em plasmas necessitamos conhecer a função de distribuição. Neste

caṕıtulo, iremos apresentar os resultados anaĺıticos obtidos da relação de dispersão para

diferentes formas de funções de distribuição de velocidades, fazendo aproximações ele-

trostáticas para ondas de alta e baixa frequências. Nesta aproximação são ignoradas as

interações de curto alcance, isto é, supõe-se que os tempos de colisões são muito pequenos

quando comparados aos tempos de oscilações do plasma.

Este caṕıtulo está baseada no caṕıtulo 8 de Krall [50], que descreve detalhadamente os

modos de propagação para um plasma descrito por uma função de distribuição do tipo

Maxwelliana, e em Ziebell et al. [59] - faremos referência a este artigo como ZGS - que

apresenta de forma anaĺıtica os resultados da relação de dispersão para plasmas descritos

por funções de distribuição do tipo Kappa.

Para estudarmos os modos eletrostáticos que podem se propagar em um plasma, é

necessário resolver a chamada relação de dispersão, expressa por

1�
X

�

!2
p�

k2

✓
1 + i!i

@

@!r

◆Z
@F�0(u)/@u

u� !r/|~k|
du+ ⇡i

✓
@F�0(u)

@u

◆

u=!r/|~k|

�
= 0 , (2.1)

onde !p� é a frequência de plasma para a espécie �, ~k é o vetor número de onda, e !r

e !i representam a parte real e imaginária da frequência da onda !, respectivamente, de

modo que ! = !r + i!i. A função F�0(u), introduzida por simplicidade, é expressa por

F�0(u) ⌘
Z

f�0(~v)�

✓
u�

~k · ~v
|~k|

◆
dv . (2.2)

Assim, é utilizado a notação u, ao invés de uk, para descrever a velocidade paralela em

relação ao número de onda. Desta forma, essa quantidade não deve ser confundida com o

módulo do vetor velocidade. A Equação (2.1) é válida somente para plasmas na ausência

de campos elétricos ou magnéticos no seu estado de equiĺıbrio f�0.

A relação de dispersão para ondas eletrostáticas que se propagam paralelamente ao campo

magnético ambiente obtida por ZGS [59] é dada por

1� 1

`2

X

�

!2
p�

⌦2
⇤

1

n�0
(I � J(0,0,2; f�)) = 0 , (2.3)

onde J(0,0,2; f�) é uma forma integral genérica, válida para ambientes magnetizados e
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não magnetizados, expressa como

J(n,m,h; f�) ⌘ `

Z
d3u

uh
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2(m�1)
? u?L(f�)

`� nr� � qkuk
, (2.4)

e I é definido como

I =

Z
d3u

uk

u?
L(f�) , (2.5)

onde L e L são operadores diferenciais, definidos como
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, (2.6)
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✓
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@u?
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@
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◆
. (2.7)

Nestas expressões foram definidas variáveis adimensionais,

` =
!

⌦⇤
, uk,? =

vk,?
v⇤

, qk =
kkv⇤
⌦⇤

e r� =
⌦�

⌦⇤
,

onde ⌦� é a frequência de ciclotron para a espécie �, ⌦⇤ e v⇤ são a frequência angular

e velocidade caracteŕıstica, respectivamente, e os sub́ındices k e ? representam as com-

ponentes paralela e perpendicular ao campo magnético ambiente, respectivamente. Além

disso, !p� é a frequência de plasma e f� a FDV, para part́ıculas da espécie �. Neste

trabalho é conveniente assumirmos ⌦⇤ = !pe e v⇤ = vthe, a frequência de plasma e a

velocidade térmica dos elétrons, respectivamente. Definimos a velocidade térmica para as

part́ıculas da espécie � como vth� =
p

T�/m�, tal como é definido no KEMPO1.

2.1 Ondas de Alta Frequência

Consideremos a solução da relação de dispersão no limite de alta frequência, também co-

nhecida como oscilações de Langmuir, para ambas as FDVs. As ondas de alta frequência

estão no limite onde a velocidade das part́ıculas é considerada muito maior que a veloci-

dade térmica, !/|~k| � vth, como apresentado na Figura 2.1. No limite de altas frequências

podemos ignorar a contribuição dos ı́ons, devido a sua massa ser muito maior que a do

elétron, me/mi ⌧ 1.
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Figura 2.1 - Localização da velocidade de fase de oscilações de Langmuir muito maior que a velocidade térmica.

Fonte: Adaptado de [50].

Assim, ao assumir !/k � vth podemos expandir a primeira integral da Equação 2.1 em

série de Taylor
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Para uma função de distribuição Maxwelliana,
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◆
, (2.9)

e negligenciando os termos referentes aos ı́ons, podemos escrever a integral
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Logo, usando a Equação (2.10) na Equação (2.8), obtemos a relação de dispersão para o

limite de alta frequência, conhecida como relação de dispersão de Bohm-Gross. Resolvendo

para a parte real de !, tal relação é expressa como

!2 = !2
pe(1 + 3k2�2

De) , (2.11)
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onde �De é o comprimento de Debye, dado pela razão entre a velocidade térmica e a

frequência de plasma para os elétrons, �De = vthe/!pe. Na Equação (2.11) escrevemos

! puramente real, obtendo assim a relação entre a frequência ! e o vetor número de

onda ~k. A Equação (2.11) é também chamada de modo de Langmuir, um dos modos

fundamentais de propagação [60], sendo igual aquela obtida ao estudar o plasma pela

teoria de fluidos [61].

Agora vamos utilizar a relação de dispersão dada pela Equação (2.3) para estudarmos

os modos de propagação em um plasma descrito por FDVs-. Como dito anteriormente,

estamos seguindo os cálculos realizados por ZGS [59]. Considerando a FDV- de Summers

e Thorne, Equação (1.2), obtemos
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= 0 . (2.12)

Negligenciando os efeitos dos ı́ons na relação de dispersão dada pela Equação (2.12),

simplificamos para ondas de Langmuir. A relação de dispersão é aproximada como

1�
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✓
1 + 3

k2v2the
!2

◆
= 0 , (2.13)

esta por sua vez pode ser reescrita como

!2 = !2
pe(1 + 3k2�2

De) . (2.14)

Logo, a relação de dispersão para as ondas de Langmuir, considerando a FDV- de Sum-

mers e Thorne, é igual à obtido quando se considera uma FDV Maxwelliana. O modo de

Langmuir não depende do ı́ndice espectral , ou seja, não sofre alteração seja qual for o

valor adotado por .

Vamos analisar as ondas de altas frequências considerando a FDV- de Leubner, Equação

(1.3). Utilizando a Equação (2.3) obtemos
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Negligenciando os efeitos causados pelo ı́ons, obtemos a relação de dispersão aproximada

de altas frequências, expressa por
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◆
. (2.16)
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Este resultado é diferente dos obtidos para os casos anteriores, não correspondendo à

relação de dispersão convencional para ondas de Langmuir. ZGS chamam a Equação (2.16)

de relação de dispersão de Kappa-Bohm-Gross. Tal relação de dispersão é dependente do

ı́ndice espectral , de forma a recair na relação de dispersão de Bohm-Gross quando

 ! 1, como apresentado na Figura 2.2.

Figura 2.2 - Relação de dispersão para o modo de Langmuir para um plasma descrito pela FDV- de Leubner.

2.2 Ondas de Baixa Frequência

Quando existe uma predominância de elétrons quentes, Te � Ti, os ı́ons passam a ter um

papel importante na relação de dispersão para ondas de baixa frequência, no intervalo
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As propriedades destas ondas são exploradas encontrando os zeros da Equação (2.1). A

Equação (2.17) nos permite usar expressões separadas para as integrais de velocidade dos

ı́ons e elétrons. As aproximações apropriadas ao considerar um plasma descrito por uma

FDV Maxwelliana para a integral para os ı́ons é
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enquanto que para os elétrons
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Resolvendo para ! real [50], obtemos

!2 =
k2C2

s

1 + k2�2
De

, (2.20)

onde Cs é chamada de velocidade ı́on-acústica, definida por Cs ⌘ (kTe/mi)1/2 ou sim-

plesmente Cs = !pi�De, no qual !pi é a frequência de plasma dos ı́ons. As ondas que

seguem a Equação (2.20) são chamadas de ondas ı́on-acústicas, que no limite k�De ⌧ 1

se propagam com velocidade Cs. Novamente, os resultados obtidos são consistentes com

os resultados obtidos ao utilizar a teoria de fluidos [61].

O resultado anterior se referia a um plasma descrito por uma função de distribuição

Maxwelliana. Entretanto, quando consideramos uma FDVs- podemos obter alterações

nas equações que descrevem as ondas de baixas frequências. Considerando a FDV- de

Summers e Thorne, ZGS obtiveram através da relação de dispersão dada pela Equação

(2.3) o modo de propagação ı́on-acústico, expresso por

!2 =
k2C2

s

(� 1/2)/(� 3/2) + k2�2
De

. (2.21)

Assim, verificamos que para ondas de baixa frequência ocorre uma alteração na relação

de dispersão, passando a depender do ı́ndice espectral , o que não ocorre para as ondas

de alta frequência. Quando  ! 1 na Equação (2.21), obtemos a forma usual das ondas

ı́on-acústicas. A relação entre as ondas ı́on-acústicas, representada pela Equação (2.21) e

pela Equação (2.20), é apresentada na Figura 2.3.

Agora, considerando a FDV- de Leubner na relação de dispersão proposta por ZGS,

Equação (2.3), obtemos a relação de dispersão para os modos de baixa frequência

!2 =
k2C2

s

(� 3/2)/+ k2�2
De

. (2.22)

A expressão da relação de dispersão para o plasma descrito pela FDV- de Leubner

é diferente da relação de dispersão para um plasma descrito pela FDV- de Summers e

Thorne, assim como pela FDVMaxwelliana. A partir da Equação (2.22) podemos observar

que o modo ı́on-acústico depende do ı́ndice espectral , sendo que o mesmo recai na
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Figura 2.3 - Relação de dispersão das ondas ı́on-acústicas para um plasma descrito pela FDV- de Summers
e Thorne.

expressão convencional das ondas ı́on-acústicas, quando  ! 1, como apresentada na

Figura 2.4.

Figura 2.4 - Relação de dispersão das ondas ı́on-acústicas para um plasma descrito pela FDV- de Leubner.
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3 FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO DE VELOCIDADES

Neste caṕıtulo iremos apresentar o método de geração de números aleatórios, distribúıdos

pelas funções de distribuição que serão utilizadas para o desenvolvimento do projeto. A

partir do método baseado na proposta de Abdul e Mace [62] e da técnica desenvolvida

neste trabalho é posśıvel implementarmos as funções de distribuição de velocidade do tipo

Kappa mais encontradas na literatura para a utilização de simulações PIC.

3.1 Função de Distribuição t-student

Para introduzir as funções de distribuição Kappa no código de simulação utilizamos o

método de geração de valores aleatórios proposto por Abdul e Mace [62]. Através deste

método, os autores conseguiram gerar valores aleatórios para a FDV- de Summers e

Thorne com grande precisão, a partir da função de distribuição t-student multideriva-

tiva [63], apresentada neste trabalho como uma função de distribuição de velocidades

d-dimensional, expressa como

f(~v) =
1

|R|1/2(⇡⌫)d/2
�[(⌫ + d)/2]

�(⌫/2)


1 +

(~v � ~µ)TR�1(~v � ~µ)

⌫

�� ⌫+d
2

, (3.1)

onde ⌫ é o número de graus de liberdade, ~µ é a velocidade de deriva, R é uma matriz de

correlação d ⇥ d e (~v � ~µ) é dada por uma matriz coluna. Esta função multiderivativa é

conhecida por ser uma forma generalizada de outras funções estat́ısticas muito utilizadas

na Mecânica Estat́ıstica. Se d = 1, ~µ = ~0 e R = 1, a Equação (3.1) torna-se a função de

distribuição univariante com ⌫ graus de liberdade. Se d = 2, a Equação (3.1) torna-se uma

versão modificada da superf́ıcie bidimensional de Pearson [64]. Se (⌫ + d)/2 = m, sendo

m um número inteiro, a Equação (3.1) torna-se a distribuição de Pearson d-variante de

tipo VII. Se ⌫ = 1, a Equação (3.1) torna-se a distribuição de Cauchy d-variante. Estas

e outras variações da função de distribuição t-student multivariante são discutidas por

Kotz e Nadarajah [65].

Definindo os valores apropriados para a matriz de correlação R, podemos constituir a

função de distribuição de velocidades do tipo Kappa mediante a utilização da função

de distribuição t-student, Equação (3.1). Este método é uma forma de se obter FDVs-

tridimensionais que tomam como base o trabalho de Abdul e Mace [66]. Com base nesse

trabalho, foi posśıvel obter valores aleatórios de velocidades para a FDV- de Summers e

Thorne unidimensional.

Neste método os valores aleatórios de ~v são produzidos combinando valores aleatórios
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padrão, seguindo uma distribuição uniforme no intervalo de 0 à 1, dados por ~Z, com os

valores obtidos pela distribuição qui-quadrada, �2. Assim, as velocidades são definidas

por

~v = ~µ+

r
⌫

�2
⌫

A~Z , (3.2)

onde ~v = (v1,...,vd) é um vetor aleatório a partir da distribuição t-student, ou seja, a

Equação (3.2) nos fornece d valores aleatórios (v1,...,vd), um para cada dimensão da FDV

t-student. As outras variáveis na Equação (3.2) são ~Z = (Z1,...,Zd) o vetor de valores

aleatórios padrão d-dimensional, �2
⌫ denota os valores aleatórios de uma distribuição qui-

quadrada com ⌫ graus de liberdade e A é obtido de forma que R = AAT .

Para produzir aleatoriamente os valores das velocidades das part́ıculas, cuja distribuição

seja uma FDV-, utilizamos o programa de distribuição livre Octave [67], que possui

um pacote chamado STATISTICS que incorpora nativamente a função t-student multi-

derivativa. Essa função gera os valores aleatórios das componentes das velocidades para

serem introduzidas na simulação como as velocidades iniciais das part́ıculas. Os valores

aleatórios gerados por este método são números absolutos, os quais serão normalizados

no momento de input no código de simulação.

3.2 Funções de Distribuição de Velocidades Kappa

Livadiotis e McComas [68], estudando sobre as FDVs- para plasmas espaciais e suas

relações com a Mecânica Estat́ıstica não extensiva, propõem uma FDV- isotrópica capaz

de gerar as FDVs- de Summers e Thorne e de Leubner. Tal FDV- é expressa como

f(~v) =
N

[⇡(2� d)v2th]
d/2

�(+ 1)

�(� d/2 + 1)

✓
1 +

|~v � ~µ|2

(2� d)v2th

◆��1

. (3.3)

A FDV- de Summers e Thorne unidimensional pode ser obtida integrando a FDV- de

Summers e Thorne em duas componentes da velocidade, ou, a partir da Equação (3.3),

definindo d = 1 e um novo ı́ndice espectral Kappa dado por 
0
=  + 1. Com essas

definições a FDV- de Summers e Thorne unidimensional pode ser escrita como

f(~v) =
N

[⇡(20 � 3)v2th]
1/2

�(
0
)

�(0 � 1/2)

✓
1 +

|~v � ~µ|2

(20 � 3)v2th

◆�
0

. (3.4)

Para estudar as ondas de Bernstein eletrostáticas através de simulações utilizando o

método PIC (part́ıcula na célula) para plasmas descritos pela FDV- de Summers e

Thorne ou por uma FDV Maxwelliana, Abdul e Mace [62] introduzem a FDV- de Sum-
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mers e Thorne através da FDV t-student, Equação (3.1). Ao definir a matriz de correlação

R = �2I e d = 3, sendo I a matriz identidade, obtém-se a função de distribuição t-student

na forma

f(~v) =
1

(⇡⌫�2)3/2
�[(⌫ + 3)/2]

�(⌫/2)


1 +

|~v � ~µ|2

⌫�2

�� ⌫+3
2

. (3.5)

Comparando a Equação (3.5) com a FDV- de Summers e Thorne, dada pela Equação

(1.2), vemos que ambas são equivalentes através de certas conversões de parâmetros,

do tipo ⌫ = 2 � 1 e �2 = ✓2/(2� 1), obtendo assim, as velocidades da FDV- de

Summers e Thorne. A Figura 3.1 apresenta a comparação dos valores aleatórios gerados

pela função de distribuição t-student, para  = 3 e vth = 1 (em verde), com a FDV-

teórica de Summers e Thorne unidimensional (em azul). A relação entre as componentes

das velocidades está representada na Figura 3.2.

Figura 3.1 - Comparação entre a FDV- de Summers e Thorne unidimensional (em azul) e os valores gerados
pela função de distribuição t-student (em verde), para uma das componentes de ~v.
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Figura 3.2 - Espaço de velocidades 3D, representando a relação entre as componentes das velocidades para a
FDV- de Summers e Thorne.

Da mesma forma, se comparamos a Equação (3.5) com a FDV- de Leubner, obtemos

valores de velocidades seguindo a FDV- de Leubner através da mudança ⌫ = 2 � 3 e

�2 = v2t /(2� 3). Na Figura 3.3 mostramos os valores aleatórios gerados para os mesmos

parâmetros da Figura 3.1. No entando, não é realizada a comparação com sua forma

unidimensional, uma vez que suas formas não se ajustão [48, 69], diferente do que ocorre

com a FDV- de Summers e Thorne . A relação entre as componentes das velocidades

está representada na Figura 3.4.

Figura 3.3 - Valores gerados pela função de distribuição t-student para uma componente de ~v para FDV- de
Leubner.
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Figura 3.4 - Espaço de velocidades 3D, representando a relação entre as componentes das velocidades para
FDV- de Leubner.

3.2.1 Tipos de Anisotropia

Um tipo de anisotropia nas funções de distribuição de velocidades acontece quando a

energia térmica não está distribúıda igualmente entre as populações do plasma. Livadiotis

[33] apresenta diferentes tipos de anisotropias que podem ocorrer na FDV- de Summers

e Thorne. Um dos casos de anisotropia que serão abordados neste trabalho ocorre quando

as componentes das velocidades estão correlacionadas [33]. Neste caso, a FDV- é dada

por

f(~v) =
1

[⇡(2� 3)]3/2vthxvthyvthz

�(+ 1)

�(� 1/2)


1 +

1

2� 3

X

i

|~vi � ~µi|2

v2thi

���1

, (3.6)

onde o sub́ındice i representa a componente da velocidade (i = x,y,z). Os valores aleatórios

para a Equação (3.6) são obtidos a partir da Equação (3.1), quando consideramos o caso

tridimensional d = 3 e uma matriz de correlação R dada por

R =

0

B@
�2
x 0 0

0 �2
y 0

0 0 �2
z

1

CA ,

de forma que a Equação (3.1) pode ser reescrita como

f(~v) =
1

(⇡⌫)3/2�x�y�z

�[(⌫ + 3)/2]

�(⌫/2)


1 +

1

⌫

X

i

|~vi � ~µi|2

�2
i

�� ⌫+3
2

. (3.7)

Comparando a Equação (3.7) com a Equação (3.6) podemos observar que ambas são

equivalentes quando consideramos ⌫ = 2�1 e �2
i = (2�3)v2thi/(2�1). A relação entre
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os valores de velocidades gerados pela Equação (3.7) para  = 3 e a FDV- de Summers

e Thorne unidimensional, para a componente x com vthx = 1,5, está representada na

Figura 3.5, para a componente y com vthy = 1,0 na Figura 3.6 e para a componente

z com vthz = 0,5 na Figura 3.7. A relação entre as componentes das velocidades está

representada na Figura 3.8.

Figura 3.5 - Comparação entre a FDV- de Summers e Thorne unidimensional (em azul) e os valores gerados
pela função de distribuição t-student (em verde), para a componente x das velocidades.

Outra forma de anisotropia apresentada por Livadiotis [33] ocorre quando há uma cor-

relação entre as projeções da velocidade em uma certa direção e em seu plano perpendi-

cular, conhecida na literatura como distribuição bi-Kappa (BK). Neste caso, a FDV- é

escrita como

f(~v) =
1

[⇡(2� 3)]3/2vthkv2th?

�(+ 1)

�(� 1/2)
⇥

⇢
1 +

1

2� 3


|~vk � ~µk|2

v2thk
+

|~v? � ~µ?|2

v2th?

����1

. (3.8)
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Figura 3.6 - Comparação entre a FDV- de Summers e Thorne unidimensional (em azul) e os valores gerados
pela função de distribuição t-student (em verde), para a componente y das velocidades.

Figura 3.7 - Comparação entre a FDV- de Summers e Thorne unidimensional (em azul) e os valores gerados
pela função de distribuição t-student (em verde), para a componente z das velocidades.

Os valores aleatórios para a Equação (3.8) são obtidos quando consideramos o caso tridi-

mensional (d = 3) e uma matriz de correlação R, dada por

R =

0

B@
�2
k 0 0

0 �2
? 0

0 0 �2
?

1

CA .
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Figura 3.8 - Espaço de velocidades 3D, representando a relação entre as componentes das velocidades para a
FDV- dada pela Equação (3.6).

Com isso, reescrevemos a Equação (3.1) como

f(~v) =
1

(⇡⌫)3/2�k�2
?

�[(⌫ + 3)/2]

�(⌫/2)

⇢
1 +

1

⌫


|~vk � ~µk|2

�2
k

+
|~v? � ~µ?|2

�2
?

��� ⌫+3
2

. (3.9)

Comparando a Equação (3.9) com a Equação (3.8), vemos que ambas são equivalentes

quando definimos ⌫ = 2 � 1 e �2
i = (2 � 3)v2thi/(2 � 1), onde i =k,?. Os valores

obtidos através da Equação (3.9) para  = 3 (em verde) estão relacionados com a FDV-

de Summers e Thorne unidimensional (em azul), para a componente paralela com vthk =

1,5, como representado na Figura 3.9. A relação dos valores obtidos para a componente

perpendicular com vth? = 0,75 está representado na Figura 3.10, onde decompomos a

componente perpendicular de modo que v2? = v2?1 + v2?2. A relação entre as componentes

das velocidades está representadas na Figura 3.11.
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Figura 3.9 - Comparação entre a FDV- de Summers e Thorne unidimensional (em azul) e os valores gerados
pela função de distribuição t-student (em verde), para a componente paralela das velocidades.

Figura 3.10 - Comparação entre a FDV- de Summers e Thorne unidimensional (em azul) e os valores gerados
pela função de distribuição t-student (em verde), para uma das componentes perpendiculares de
~v.

Outras formas anisotrópicas das FDVs- são obtidas quando escrevemos uma FDV-

tridimensional como um produto de FDV-. Tais formas anisotrópicas ocorrem devido a

própria estrutura das FDVs-. Escrevendo uma FDV- como o produto de uma FDV-

unidimensional para a componente paralela e uma FDV- bidimensional para as compo-

nentes perpendiculares, obtemos uma forma anisotrópica chamada de produto bi-Kappa
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(PBK), dada por

f(~v) =
1

⇡3/21/2
k ✓k

1

?✓2?

�(k + 1)

�(k + 1/2)

�(? + 1)

�(?)

✓
1 +

1

k

|~vk � ~µk|2

✓2k

◆�k�1

⇥

✓
1 +

1

?

|~v? � ~µ?|2

✓2?

◆�?�1

, (3.10)

onde ✓2k = (2k � 1)v2thk/k e ✓2? = (2? � 2)v2th?/?. Para obter os valores aleatórios

das velocidades para o produto bi-Kappa necessitamos escrever a FDV t-student tridi-

mensional como um produto de duas FDVs t-student, uma para a componente paralela e

outra para as componentes perpendiculares da velocidade. Assim, utilizando a Equação

(3.1), obtemos

f(~v) =
1

|R|k1/2(⇡⌫k)dk/2
1

|R|?1/2(⇡⌫?)d?/2

�[(⌫k + dk)/2)

�(⌫k/2)

�[(⌫? + d?)/2]

�(⌫?/2)
⇥


1 +

(~vk � ~µk)TR�1(~vk � ~µk)

⌫k

�� ⌫k+dk
2


1 +

(~v? � ~µ?)TR�1(~v? � ~µ?)

⌫?

�� ⌫?+d?
2

. (3.11)

Definindo dk = 1, d? = 2, Rk = �2
kI1x1 e R? = �2

?I2x2, sendo I1x1 e I2x2 a matriz identidade

para uma e duas dimensões, respectivamente. Assim, podemos reescrever a Equação (3.11)

como

f(~v) =
1

⇡3/2⌫1/2
k �k

1

⌫?�2
?

�[(⌫k + 1)/2]

�(⌫k/2)

�[(⌫? + 2)/2]

�(⌫?/2)


1 +

|~vk � ~µk|2

⌫k�2
k

�� ⌫k+1

2

⇥


1 +

|~v? � ~µ?|2

⌫?�2
?

�� ⌫?+2
2

. (3.12)

Figura 3.11 - Espaço de velocidades 3D, representando a relação entre as componentes das velocidades para
a distribuição BK.
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Como antes, vemos que a Equação (3.12) é semelhante à Equação (3.10), considerando

⌫k = 2k+1, ⌫? = 2?, �2
k = k✓2k/(2k+1) e �2

? = ?✓2?/2?. A projeção da componente

paralela da relação entre os valores gerados para k = 3 e ? = 4,5 pela função de

distribuição t-student, Equação (3.12) (em verde), com a FDV- unidimensional (em

azul), dada por

f(v) =
N

[⇡(2� 1)v2th]
1/2

�(+ 1)

�(+ 1/2)

✓
1 +

(v � µ)2

(2� 1)v2th

◆��1

, (3.13)

para a componente paralela com vthk = 1,5, está representada na Figura 3.12. A relação

obtida para a componente perpendicular com vth? = 0,75 está representada na Figura

3.13, seguindo as mesmas considerações da Figura 3.10. A relação entre as componentes

das velocidades está representada na Figura 3.14.

Agora, se escrevermos a FDV- tridimensional como o produto entre três FDVs- unidi-

mensionais, obtemos

f(~v) =
1

[⇡(2� 3)]3/2vthxvthyvthz

�3()

�3(� 1/2)


1 +

1

2� 3

|~vx � ~µx|2

v2thx

��

⇥

1 +

1

2� 3

|~vy � ~µy|2

v2thy

��
1 +

1

2� 3

|~vz � ~µz|2

v2thz

��

. (3.14)

Tal anisotropia ocorre devido à existência de correlação entre as projeções das velocidades

[33]. Para implementar a FDV- dada pela Equação (3.14), necessitamos escrever a FDV

t-student tridimensional como o produto de três FDVs t-student unidimensionais,

f(~v) =
1

|Rx|1/2(⇡⌫)1/2
1

|Ry|1/2(⇡⌫)1/2
1

|Rz|1/2(⇡⌫)1/2
�3[(⌫ + 1)/2)

�3(⌫/2)
⇥


1 +

(~vx � ~µx)TR�1
x (~vx � ~µx)

⌫

�� ⌫+1
2

1 +

(~vy � ~µy)TR�1
y (~vy � ~µy)

⌫

�� ⌫+1
2

⇥

1 +

(~vz � ~µz)TR�1
z (~vz � ~µz)

⌫

�� ⌫+1
2

. (3.15)

Definindo as matrizes de correlação como Rx = �2
xI1x1, Ry = �2

yI1x1 e Rz = �2
zI1x1, a

45



Figura 3.12 - Comparação entre a FDV- unidimensional (em azul) e os valores gerados pela função de dis-
tribuição t-student (em verde), para a componente paralela de ~v.

Figura 3.13 - Comparação entre a FDV- unidimensional (em azul) e os valores gerados pela função de dis-
tribuição t-student (em verde), para uma das componentes perpendiculares de ~v.

Equação (3.15) pode ser reescrita como

f(~v) =
1

(⇡⌫)3/2�x�y�z

�3[(⌫ + 1)/2]

�3(⌫/2)


1 +

|~vx � ~µx|2

⌫�2
x

�� ⌫+1
2

⇥

1 +

|~vy � ~µy|2

⌫�2
y

�� ⌫+1
2

1 +

|~vz � ~µz|2

⌫�2
z

�� ⌫+1
2

. (3.16)
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Figura 3.14 - Espaço de velocidades 3D, representando a relação entre as componentes das velocidades para
a distribuição PBK.

Comparando a Equação (3.16) com a Equação (3.14) podemos observar que ambas são

equivalentes quando são consideradas as relações ⌫ = 2� 1 e �2
i = (2� 3)vthi/(2� 1),

sendo i = x, y, z. A componente unidimensional da FDV-, obtida a partir do gerador

aleatório para os valores gerados considerando  = 3 na Equação (3.16) (em verde) e a

FDV- de Summers e Thorne unidimensional, para a componente x da velocidade com

vthx = 1,5 (em azul), está representada na Figura 3.15 As componentes y e z da FDV-

com vthy = vthz = 0,75 estão representadas na Figura 3.16. A relação entre as componentes

das velocidades estão apresentadas na Figura 3.17.

Figura 3.15 - Comparação entre a FDV- de Summers e Thorne unidimensional (em azul) e os valores gerados
pela função de distribuição t-student (em verde), para a componente x das velocidades.
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Figura 3.16 - Comparação entre a FDV- de Summers e Thorne unidimensional (em azul) e os valores gerados
pela função de distribuição t-student (em verde), para a componente j = y, z das velocidades.

Figura 3.17 - Espaço de velocidades 3D, representando a relação entre as componentes das velocidades para
a FDV- dada pela Equação (3.14).

Neste caṕıtulo apresentamos o método e os testes que foram realizados para termos certeza

que as simulações computacionais iniciam com as FDV- desejadas. Estas funções formam

a condição do plasma que será estudado via simulações, já que as diferentes condições

iniciais (funções Kappa) são consideradas no ińıcio das simulações.
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4 SIMULAÇÕES COMPUTACIONAIS

Existem duas principais descrições para simulações de plasmas: a de fluidos e a cinética.

A escolha de qual descrição será utilizada depende das dimensões do problema a ser inves-

tigado. A descrição de fluidos trata o plasma como um fluido, ou multifluidos magnetiza-

dos [70], e é utilizada para analisar fenômenos de larga escala temporal e espacial. A prin-

cipal formulação teórica na descrição de fluido é a aproximação MagnetoHidroDinâmica

(MHD). Já a descrição cinética é mais aplicada nas regiões de pequenas escalas, utilizando

uma abordagem onde são resolvidas as equações de Vlasov ou de Fokker-Plank, também

pode-se utilizar uma abordagem de simulação por part́ıcula, onde as equações de Maxwell

e de movimento são resolvidas de modo autoconsistente, considerando o efeito discreto

das part́ıculas que representam o plasma na simulação.

Para um melhor entendimento de qual descrição utilizamos, de acordo com as escalas

de tempo e espaço, sendo a escala temporal dada em relação a frequência de ćıclotron

e a escala espacial dada em relação ao raio de ćıclotron, vamos utilizar como exemplo

a Figura 4.1 do trabalho de Winske e Omidi [71], baseado em parâmetros t́ıpicos da

magnetosfera terrestre (Ne = Ni = 50 cm�3, B = 50nT e Te = Ti = 100 eV , onde

os sub́ındices i representam os ı́ons e e os elétrons). Através desta imagem, podemos

observar as regiões onde cada modelo numérico é mais apropriado de acordo com as

caracteŕısticas f́ısicas do sistema. Para sistemas cujas dimensões temporais e espaciais são

da ordem de T > 102 s e L > 104 km a aproximação MHD é a mais apropriada, como

por exemplo em estudos da interação do vento solar com a magnetosfera terrestre. Em

sistemas onde as escalas temporais e espaciais estão compreendidas entre 1 < T < 102 s

e 102 < L < 104 km os códigos h́ıbridos são os mais adequados, como por exemplo os

choques não colisionais que ocorrem na região do arco de choque da magnetosfera terrestre.

Quando as dimensões consistem de pequenos peŕıodos de plasma e poucos comprimentos

de Debye, a aproximação por part́ıcula é mais apropriada, como em estudos sobre a

emissão de elétrons e ı́ons, emissão de rádio, entre outros [71].

Após determinar as escalas temporais e espaciais que melhor adaptam-se ao modelo à ser

estudado, o mecanismo para a realização da simulação de part́ıculas consiste em seguir

a trajetória de um grande número de part́ıculas no tempo e no espaço, de acordo com

as equações de movimento e as equações de Maxwell [72]. Para a resolução das equações

utilizamos uma discretização dos operadores diferenciais, de modo a serem realizadas

centradas no tempo e espaço, visando preservar as simetrias no espaço-tempo.

Na Figura 4.2 apresentamos um ciclo t́ıpico de um programa de simulação por part́ıcula,

durante de um passo temporal (�t). No ińıcio da simulação, a força (Fi) exercida sobre

49



cada part́ıcula é obtida através dos campos elétricos e magnéticos obtidos nos pontos

discretos da grade, (E, B)j, calculada utilizando uma função de ponderação por meio de

uma interpolação feita a partir da grade, alterando a velocidade (vi) e a posição a posição

(xi) das part́ıculas. A partir dos valores das velocidades e posições das part́ıculas obtém-se

as densidades de carga e corrente na grade, (⇢,J)j, que por sua vez serão utilizados para

calcular os campos na grade. Este ciclo segue durante toda a simulação.

Figura 4.1 - Diagrama espaço-temporal das regiões onde os código MHD, h́ıbrido e por part́ıculas podem ser
utilizados, baseados em parâmetros t́ıpicos da magnetosfera.

Fonte: Adaptado de [71]

A simulação segue usando o método numérico que garante a estabilidade e a precisão

numérica suficiente a cada passo �t. Tal condição é atingida quando !p�t ⌧ 1. Com

isto, o passo temporal será pequeno quando comparado ao peŕıodo de plasma. O ciclo se

inicia em t = 0 com as condições iniciais apropriadas para as posições e velocidades das

part́ıculas e campos, quando for o caso. Para termos precisão nos cálculos precisamos que

o espaçamento da grade seja pequeno quando comparado com o menor comprimento de

onda de interesse, k�x. Este ciclo segue durante toda a simulação [73, 74].

Para este projeto de Mestrado foi utilizado o KEMPO1 (acrônimo derivado da expressão

em inglês Kyoto university’s ElectroMagnetic Particle cOde) [57], adaptado para a versão

relativ́ıstica [75]. O KEMPO1 é um código eletromagnético unidimensional no espaço

de configuração e tridimensional em velocidades, campos e correntes, desenvolvido para

estudar vários tipos de instabilidades em plasmas espaciais, tais como micro-instabilidades
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e processos não lineares. Este código é expĺıcito e consiste de um conjunto de subrotinas,

cada uma delas desenvolvendo uma tarefa espećıfica na simulação. Como já mencionado

no Caṕıtulo 3, foi necessário alterar determinadas subrotinas para implementar as FDVs-

como as velocidades iniciais das part́ıculas.

  

Integração das Equações de movimento, 
movimento das partículas

Peso

Integração dos campos e 
equações na grade

Peso

Figura 4.2 - Ciclo t́ıpico de uma programa de simulação em um passo temporal. Os sub́ındices i representam
as part́ıculas (i = 1,2,3, · · · ,Ntotal).

Fonte: Adaptado de [71]

4.1 Grade Espacial e Grade Temporal

No código KEMPO1 são definidas duas grades de simulação: uma espacial e outra tem-

poral. Na grade espacial são definidos pontos inteiros em j�x e pontos intermediários

em (j + 1/2)�x, onde j = 1,2,3, . . . ,Nx. Estas definições são usadas de forma a facilitar

a interpolação de diferenças finitas centradas para as derivadas espaciais. A Figura 4.3

representa a grade espacial. Desta forma, as componentes Ey, By, Jy e a densidade de

corrente ⇢ são obtidas nos pontos inteiros da grade espacial, enquanto que as componentes

Ex, Ez, Bz, Jx e Jz são obtidas nos pontos intermediários da grade.

Na grade temporal são definidos pontos inteiros e intermediários da mesma forma que

na grade espacial, tal que os pontos inteiros são n�t e intermediários são (n + 1/2)�t,

onde �t é um passo temporal. Os campos são integrados pelo método de leap-frog, sendo

o campo elétrico nos pontos inteiros e o campo magnético nos pontos intermediários da

grade. No entanto, em um passo �t o campo magnético B é calculado duas vezes por
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Figura 4.3 - Grade espacial utilizada pelo KEMPO1, para o cálculo das componentes dos campos, densidade
de corrente e para a densidade de carga das part́ıculas. Os quadrados marcam os pontos inteiros
e os ćırculos marcam os pontos intermediários.

Fonte: Adaptado de [57]

meio passo �t/2, pois após o primeiro passo seu valor é utilizado para movimentar as

part́ıculas. As posições e velocidades também são obtidas pelo método de leap-frog nos

pontos inteiros e intermediários da grade, respectivamente. As posições das part́ıculas são

calculadas duas vezes com meio passo �t/2, uma vez que após o primeiro cálculo o valor

é utilizado para obter a densidade de corrente J nos pontos intermediários da grade. Este

processo está representado na Figura 4.4.

4.2 Equações de Movimento

Uma part́ıcula com massa m e carga q que constitui o plasma está sujeita às equações de

movimento

d

dt
(mv) = q(E+ v⇥B) , (4.1)

dx

dt
= vx . (4.2)

Resolvendo as equações acima por meio de diferenças finitas centradas obtemos

m
vt+�t/2 � vt��t/2

�t
= Ft , (4.3)

xt+�t � xt

�t
= vt+�t/2 . (4.4)
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Valor dado Calculado Final do passo 
temporal

Figura 4.4 - Grade temporal utilizada pelo KEMPO1, mostrando a evolução das quantidades f́ısicas da simu-
lação.

Fonte: Adaptado de [57]

Estas equações representam a evolução temporal da posição e velocidade da part́ıcula. A

Figura 4.5 mostra a evolução temporal para as equações acima. Vemos que a posição e

velocidade são obtidas em instantes de tempos diferentes na simulação.

Uma vez que estamos interessados no comportamento das funções de distribuição de

velocidades que contemplam a informação de part́ıculas supertérmicas, isto é, part́ıculas

que podem assumir velocidades relativ́ısticas, é necessário modificar o código KEMPO1

para incorporar efeitos relativ́ısticos. Assim, para considerar part́ıculas com velocidades

próximas a velocidade da luz, vamos definir m = �m0, sendo m0 a massa em repouso e �

o fator de Lorentz, dado por � = [1� (v/c)2]�1/2. Definindo u = �v e resolvendo para v

obtemos

v =
cp

c2 + |u|2
u . (4.5)
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Posição

Velocidade

tempo

Figura 4.5 - Evolução temporal das equações de movimento.

Fonte: Adaptado de [74]

Assim, podemos reescrever a Equação (4.1) como,

du

dt
=

q

m0
(E+ u⇥Bu) , (4.6)

onde definimos um campo magnético modificado Bu = (c/
p
c2 + |u|2)B. Resolvendo a

Equação (4.6) pelo método de diferenças finitas centradas obtemos

ut+�t/2 � ut��t/2

�t
=

q

m0

✓
Et +

ut+�t/2 + ut��t/2

2
⇥Bt

u

◆
. (4.7)

Para realizamos a solução da Equação (4.7) aplicamos o método de Buneman-Boris,

através de sete passos [74, 75],

ut��t/2 =
cp

c2 � |vt��t/2|2
vt��t/2 , (4.8)

ut
1 = ut��t/2 +

q

m0

�t

2
Et , (4.9)

Bt
u =

cp
c2 + |ut

1|2
Bt , (4.10)

54



ut0 = ut
1 +

q

m0

�t

2
ut
1 ⇥Bt

u , (4.11)

ut
2 = ut

1 +
2

1 + [Bt
u(q/m0)(�t/2)]2

ut0 ⇥Bt
u

q

m0

�t

2
, (4.12)

ut+�t/2 = ut
2 +

q

m0

�t

2
Et , (4.13)

vt+�t/2 =
cp

c2 + |ut+�t/2|2
ut+�t/2 . (4.14)

Para part́ıculas não relativ́ısticas (v ⌧ c) o método de Buneman-Boris é reduzido para

quatro passos:

vt
1 = vt��t/2 +

q

m0

�t

2
Et , (4.15)

vt0 = vt
1 + vt

1 ⇥Bt q

m0

�t

2
, (4.16)

vt
2 = vt

1 +
2

1 + [Bt(q/m0)(�t/2)]2
vt0 ⇥Bt q

m0

�t

2
, (4.17)

vt+�t/2 = vt
2 +

q

m0

�t

2
Et . (4.18)

Os campos E eB que descrevem os processos eletromagnéticos que ocorrem em um plasma

são obtidos pelas Equações de Maxwell,

r · E =
⇢

✏0
, (4.19)

r ·B = 0 , (4.20)

r⇥ E = �@B

@t
, (4.21)

r⇥B = µ0J+
1

c2
@E

@t
, (4.22)

onde ⇢, J ⌘ (Jx,Jy,Jz), ✏0, µ0 e c são a densidade de carga, densidade de corrente,

permissividade elétrica no vácuo, permeabilidade magnética no vácuo e a velocidade da

luz, respectivamente. Tomando um sistema unidimensional ao longo do eixo x, temos da

Equação (4.19) que o campo elétrico deve satisfazer a condição inicial dada pela equação

de Poisson

@Ex

@x
=

⇢

✏0
, (4.23)

e da Equação (4.20) temos que o campo magnético deve satisfazer a condição inicial dada
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por

@Bx

@x
= 0 . (4.24)

Assim, temos queBx mantêm-se constante no espaço e no tempo durante toda a simulação,

pois não obtemos termos não nulos contendo Bx nas Equações (4.21) e (4.22). Em uma

simulação podemos definir os valores da permissividade ✏0 e da permeabilidade µ0 de

forma arbitrária, contanto que satisfaçam a relação ✏0µ0 = c�2. Para a simplificação dos

cálculos no código de simulação é definido ✏0 = 1, de modo que

µ0 =
1

c2
. (4.25)

Para resolver as Equações (4.21) e (4.22) discretizadas, utilizando o método de diferenças

finitas centradas, temos que avançar as equações dos campos em diferentes passos tempo-

rais. Assim, as componentes dos campos E, B e densidade de corrente J são calculadas

em pontos diferente do espaço [58]. A forma discretizada da Equação (4.21), para cada

uma de suas componentes é dada por

Bt+�t/2
y,i � Bt��t/2

y,i

�t
=

Et+�t
z,i+1/2 � Et+�t

z,i�1/2

�x
, (4.26)

Bt+�t/2
z,i+1/2 � Bt��t/2

z,i+1/2

�t
= �

Et+�t
y,i+1 � Et+�t

y,i

�x
, (4.27)

onde os ı́ndices subscritos estão associados à grade especial e os ı́ndices sobrescritos à

grade temporal.

A forma discretizada da Equação (4.22) para cada uma de suas componentes é dada por

Et+�t
x,i+1/2 � Et

x,i+1/2

�t
= � 1

✏0
J t+�t/2
x,i+1/2 , (4.28)

Et+�t
y,i+1 � Et

y,i+1

�t
= �c2

Bt+�t/2
z,i+1/2 � Bt+�t/2

z,i�1/2

�x
� 1

✏0
J t+�t/2
y,i+1 , (4.29)

Et+�t
z,i+1/2 � Et

z,i+1/2

�t
= c2

Bt+�t/2
y,i+1 � Bt+�t/2

y,i

�x
� 1

✏0
J t+�t/2
z,i+1/2 . (4.30)

A densidade de carga é calculada com base nas superpart́ıculas. No código KEMPO1

elas são consideradas na forma quadrada com largura �x, como mostra a Figura 4.6.

As superpart́ıculas representam um grande número de part́ıculas reais do plasma. Uma

superpart́ıcula centrada em uma posição xj tem uma distribuição de densidade de carga
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q/�x localizada no intervalo xj ��x/2  xj  xj +�x/2. No entanto, cada ponto Xi na

grade tem um intervalo entre Xi ��x/2  Xi  Xi +�x/2. Assim, uma superpart́ıcula

dentro do intervalo Xi  xj  Xi+1 tem sua carga distribúıda entre o território dos pontos

adjacentes da grade. A distribuição de carga no território da superpart́ıcula é atribúıda aos

pontos da grade adjacente para formar a densidade de carga ⇢ que é definida nos pontos

inteiros da grade. Numericamente, q(xj�Xi)/�x é atribúıdo à ⇢(Xi+1) e q(Xi+1�xj)/�x

é atribúıdo à ⇢(Xi).

 

Território do ponto i Território do ponto i+1

Figura 4.6 - Grade temporal utilizada pelo KEMPO1, mostrando a evolução das quantidades f́ısicas da simu-
lação.

Fonte: Adaptado de [57]

A densidade de corrente é calculada de forma semelhante à densidade de carga, levando

em conta a posição e velocidades das part́ıculas, como mostra a Figura 4.7.
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(caso 1)

(caso 2)

Figura 4.7 - Método de conservação de carga no cálculo da densidade de corrente.

Fonte: Adaptado de [57]

.
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES

Neste caṕıtulo analisamos os resultados obtidos pelas simulações computacionais via

método PIC, com o objetivo principal de estudar o comportamento do modo de Lang-

muir em plasmas descritos por FDVs- isotrópicas e anisotrópicas. Alguns resultados são

comparados com os resultados teóricos obtidos por ZGS [59].

Como dito anteriormente, neste trabalho utilizamos o código KEMPO1 [57] modificado

para que as simulações iniciem com as part́ıculas representadas por FDVs-, como também

para suportar o comportamento relativ́ıstico das part́ıculas.

A vantagem de um código por part́ıculas está associada a descrição realista do comporta-

mento f́ısico do plasma, sendo que todas as quantidades são obtidas a partir da resolução

das equações de movimento e de Maxwell de forma autoconsistente, no qual se considera

o efeito discreto das part́ıculas na simulação.

Os valores do ı́ndice espectral  utilizados para as simulações foram selecionados com

base em observações in situ, sendo  = 3 para magnetosferas planetárias e na lâmina de

plasma [21],  = 5 para uma distância de 1 UA (unidade astronômica) [76] e  = 20

para representar o plasma quando a FDV- se aproxima a uma distribuição Maxwelliana.

Estes e outros valores do ı́ndice espectral  para diferentes regiões do meio interplanetário

são apresentados na Tabela 1 presente no trabalho de Livadiotis [33].

Para realizar as simulações utilizamos um sistema com comprimento L = 4096�D e

espaçamento na grade dado por �x = 2�D. Todas as frequências e velocidades são nor-

malizadas pela frequência de plasma, !pe, e velocidade térmica dos elétrons, vthe, respec-

tivamente. Cada simulação é realizada durante 16384 passos temporais, onde cada passo

é dado por �t = 0,02!�1
pe . O sistema evolui até !pet = 327,68 peŕıodos de plasma. Consi-

deramos a velocidade térmica igual a 1,25% da velocidade da luz, vthe = 0,0125c e 2048

superpart́ıculas por ponto na grade, totalizando 4194304 part́ıculas no sistema de simu-

lação. Os ı́ons são considerados imóveis e participam apenas da neutralidade de carga do

sistema.

5.1 Casos Isotrópicos

Em primeiro lugar, iremos apresentar os resultados obtidos ao considerar um plasma cujas

velocidades das part́ıculas são representadas pela FDV- de Summers e Thorne, Equação

(1.2). Para facilitar a análise, consideramos três casos: Caso 1, no qual foi definido  = 3;

Caso 2, para  = 5 e Caso 3,  = 20, quando se considera que a FDV é praticamente uma

distribuição Maxwelliana. As Figuras 5.1, 5.2 e 5.3 apresentam a função de distribuição de
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velocidades inicial, considerada no código para o Caso 1, Caso 2 e Caso 3, respectivamente.

Nestas figuras, podemos observar a variação das caudas energéticas para cada função de

distribuição que iremos considerar, tomadas como condição inicial das simulações em

!pet = 0. Uma vez que as velocidades das part́ıculas foram devidamente distribúıdas

na grade de simulação, seguindo assim as caracteŕısticas das funções de distribuições

desejadas, podemos dar ińıcio as simulações.

Figura 5.1 - Função de distribuição de velocidades inicial para o Caso 1.
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Figura 5.2 - Função de distribuição de velocidades inicial para o Caso 2.

Figura 5.3 - Função de distribuição de velocidades inicial para o Caso 3.
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A Figura 5.4 apresenta a evolução temporal das energias elétrica, magnética, cinética e

total para o Caso 1. Podemos observar que no instante inicial da simulação não havia

ondas no sistema. Esse fato está associado a ausência de energia elétrica. Como pode ser

observado no quadro de energia elétrica, a medida que a simulação evolui observamos um

aumento gradual da energia elétrica, também podemos observar um pequeno aumento da

energia cinética das part́ıculas associado a instabilidade numérica presente na simulação.

A energia magnética se mantém praticamente constante, enquanto a energia total, que

representa a soma das energias elétrica, magnética e cinética apresenta um pequeno au-

mento devido a instabilidade numérica presente no sistema. Esse tipo de instabilidade

numérica é comum em códigos PIC e não inviabiliza os resultados obtidos.

Figura 5.4 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 1.

A Figura 5.5 apresenta a evolução temporal das energias elétrica, magnética, cinética e

total para o Caso 2. As energias para o Caso 2 são semelhantes ao Caso 1. No entanto,

apresentam um valor maior na energia cinética, aumentando assim a energia total do

sistema. Este comportamento pode ser atribúıdo à dependência com o ı́ndice espectral .
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Figura 5.5 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 2.

Ao comparar a evolução temporal das energias elétrica, magnéticas, cinética e total dos

Casos 1 e 2 com o Caso 3, apresentado pela Figura 5.6, notamos que a energia cinética

para o Caso 3 é maior que o Caso 1 e menor que o Caso 2. Tais resultados nos mostram

que a energia do sistema possui uma certa dependência com o ı́ndice espectral .
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Figura 5.6 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 3.

As Figuras 5.7, 5.8 e 5.9, apresentam os diagramas ! ⇥ k para a componente Ex do

campo elétrico para os Casos 1, 2 e 3, respectivamente. O diagrama é obtido através da

transformada de Fourier no espaço, ao longo do eixo x, e no tempo. Tal diagrama apresenta

o comportamento dos modos de propagação presentes no plasma. Para uma melhor análise

dos resultados, representamos por uma linha pontilhada o modo de Langmuir teórico,

Equação (2.14), obtido para um plasma descrito pela FDV- de Summers e Thorne.

Observamos que o modo representado pela curva teórica é idêntico ao modo de Langmuir

obtido por uma FDV Maxwelliana. A escala de cores no diagrama !⇥ k está relacionada

com a intensidade, em escala arbitrária, da componente do campo.

Através dos gráficos das relações de dispersão para o modo de Langmuir para os Casos

1, 2 e 3 podemos observar que a emissão do modo de Langmuir via simulação apresenta

maior concentração sob o modo teórico para pequenos valores de k�De. Para números de

onda maiores ocorre uma dispersão da emissão. A concentração da emissão sob o modo

teórico é dependente do ı́ndice , no qual, para valores menores de , ocorre somente

para k�De < 0,1. A medida que o ı́ndice  aumenta (Caso 3), podemos observar que os
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resultados de simulação apresentam concentração maior sob a curva anaĺıtica também

para números de onda maior. Ainda, podemos observar que para  maiores ocorre a

presença de rúıdo em valores de !/!pe < 1.

Figura 5.7 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 1. A relação
de dispersão foi obtido para o instante final da simulação.

Figura 5.8 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 2. A relação
de dispersão foi obtido para o instante final da simulação.

Agora vamos considerar um plasma descrito pela FDV- de Leubner, Equação (1.3). Para

esta descrição consideramos o Caso 4 para  = 3, o Caso 5 para  = 5 e o Caso 6 para  =
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Figura 5.9 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 3. A relação
de dispersão foi obtido para o instante final da simulação.

20. As funções de distribuição de velocidades iniciais das part́ıculas são apresentadas nas

Figuras 5.10, 5.11 e 5.12 para os Casos 4, 5 e 6, respectivamente. A partir destas Figuras

vemos a presença de caudas supertérmicas na função de distribuição de velocidades, assim

como sua dependência com o ı́ndice espectral . Assim, temos que a função de distribuição

utilizada no código de simulação está de acordo com a distribuição anaĺıtica desejada.
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Figura 5.10 - Função de distribuição de velocidades inicial para o Caso 4.

Figura 5.11 - Função de distribuição de velocidades inicial para o Caso 5.
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Figura 5.12 - Função de distribuição de velocidades inicial para o Caso 6.

A evolução temporal das energias elétrica, magnética, cinética e total para o Caso 4 estão

representadas na Figura 5.13. A energia elétrica cresce as custas da energia cinética, ambas

variando com mesma ordem de grandeza. A energia magnética permanece praticamente

constante durante a simulação, enquanto a energia total apresenta diminuição durante a

simulação evidenciando a presença de instabilidade numérica, que é comum em simulações

PIC.

É posśıvel notar também que a energia total para o Caso 4 é muito maior que a energia

presente nos Casos anteriores para um plasma descrito pela FDV- de Summers e Thorne.

Essa energia maior está associada à presença das part́ıculas supertérmicas que contribuem

significativamente para a energia cinética do sistema.
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Figura 5.13 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 4.

A Figura 5.14 apresenta a evolução temporal das energias elétrica, magnética, cinética e

total para o Caso 5. Temos que a variação das energias são semelhantes ao Caso 4. No

entanto, a energia cinética é menor, em função da estrutura da FDV devido à dependência

associada ao ı́ndice espectral 
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Figura 5.14 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 5.

A evolução temporal das energias para o Caso 6 está representada na Figura 5.15. As

energias possuem comportamento semelhante aos Casos 4 e 5, mantendo-se praticamente

constante. Comparando os resultados da evolução temporal das energias para os Casos

4, 5 e 6, observamos que a energia cinética do sistema diminui conforme aumentamos o

ı́ndice espectral .
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Figura 5.15 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 6.

As relações de dispersão, diagramas ! ⇥ k, para os Casos 4, 5 e 6 estão apresentadas nas

Figuras 5.16, 5.17 e 5.18, respectivamente. Também apresentamos as relações de dispersão

das equações anaĺıticas para o modo de Langmuir, obtido a partir da FDV- de Leubner,

Equação (2.16) (linha cont́ınua), e relação de dispersão anaĺıtica, obtida a partir da FDV-

de Summers e Thorne, Equação(2.14) (linha pontilhada).

A partir da Figura 5.16 podemos observar que a emissão ocorre para regiões de pequenos

números de onda. A medida que o ı́ndice  aumenta a emissão ocorre para números

de onda maiores, como pode ser observado nas Figuras 5.17 e 5.18. Também, podemos

observar que a FDV- de Leubner apresenta uma relação de dispersão que é dependente

do ı́ndice , comportamento que é confirmado pelos resultados PIC. A medida que o valor

de  aumenta, a emissão utilizando a função de distribuição de Leubner se aproxima do

modo de Langmuir, obtido por uma FDV Maxwelliana ou a FDV- de Summers e Thorne.
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Figura 5.16 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 4. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.

Figura 5.17 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 5. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.

Deste modo, através de simulações PIC, notamos que quando  ! 1 o modo de Langmuir

se aproxima do caso Maxwelliano, seguindo a previsão teórica prevista na literatura [59].
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Figura 5.18 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 6. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.

5.2 Casos Anisotrópicos

Nesta seção serão apresentados os resultados obtidos para diferentes formas de anisotropia

que ocorrem na função de distribuição de velocidades. As simulações foram realizadas para

os dois tipos principais de anisotropias discutidos na literatura, isto é, anisotropia associ-

ada a distribuições bi-Kappa (BK), representada pela Equação (3.8), e anisotropia asso-

ciada a distribuições obtidas pelo produto bi-Kappa (PBK), representado pela Equação

(3.10).

Considerando um plasma descrito pela BK, realizamos a simulação com anisotropia onde

a razão entre as velocidades térmicas é dada por vthek/vthe? = 4, mantendo a velocidade

térmica total vthe = 0,0125c, desta forma, a velocidade térmica paralela é dada por vthek =

0,025c, enquanto que a velocidade térmica perpendicular é dada por vthe? = 0,00625c.

Assim, como nos casos isotrópicos, separamos as simulações em diferentes valores do

ı́ndice espectral , a fim de analisar posśıveis alterações no modo de Langmuir: Caso 7,

para  = 3; Caso 8, para  = 5 e Caso 9, para  = 20.

As Figuras 5.19, 5.20 e 5.21 apresentam o gráfico da velocidade perpendicular, vperp, em

função da velocidade paralela, vpar, mostrando a anisotropia no espaço de velocidades no

código de simulação, nos instantes inicial e final para os Casos 7, 8 e 9, respectivamente.

Lembrando que as simulações são realizadas sem a presença de um campo magnético

externo, adotamos a direção paralela como sendo a direção x enquanto a direção perpen-
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dicular é composta pelas direções y e z.

A partir das Figuras 5.19, 5.20 e 5.21 podemos observar que a forma anisotrópica é mantida

durante toda a simulação, uma vez que o código mantém a simetria do sistema.

Figura 5.19 - Espaço de velocidades para o Caso 7, nos instantes inicial (quadro esquerdo) e final (quadro
direito) da simulação.

Figura 5.20 - Espaço de velocidades para o Caso 8, nos instantes inicial (quadro esquerdo) e final (quadro
direito) da simulação.
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Figura 5.21 - Espaço de velocidades para o Caso 9, nos instantes inicial (quadro esquerdo) e final (quadro
direito) da simulação.

Observamos que o espaço de velocidades para distribuição anisotrópica, BK, está de acordo

com a literatura [77]. Notamos também que a anisotropia apresentada pela Figura 5.21,

 = 20, se aproxima daquela obtida para uma distribuição bi-Maxwelliana, como esperado.

A evolução temporal das energias elétrica, magnética, cinética e total para o Caso 7

são apresentadas na Figura 5.22. A energia elétrica cresce com uma taxa de crescimento

de �WE = 1,703 ⇥ 10�3 as custas da energia cinética. A energia magnética permanece

constante durante a simulação, enquanto que a energia total, soma das energias elétrica,

magnética e cinética, mantém-se praticamente constante.

Ao comparar a Figura 5.22 com o resultado obtido para o Caso 1, Figura 5.4, que repre-

senta a forma isotrópica também para  = 3, notamos que a energia cinética no Caso 7 é

maior. Isso ocorre devido a anisotropia introduzir energia livre no sistema [33].

A evolução temporal das energias para o Caso 8, representada na Figura 5.23, é seme-

lhante ao Caso 7. No entanto, possui energia cinética menor. Notamos que os sistemas

anisotrópicos também apresentam uma dependência com o ı́ndice espectral . Compa-

rando a evolução temporal das energias do Caso 8 com o Caso 4 (Figura 5.13), podemos

observar que assim como o caso anterior a energia cinética é maior devido à energia livre

presente no sistema com anisotropia.
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Figura 5.22 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 7.

Na Figura 5.24 apresentamos a evolução temporal das energias elétrica, magnética,

cinética e total para o Caso 9. Notamos que a variação das energias têm mesma ordem

que os Casos 7 e 8. Entretanto, apresentam energia cinética maior.
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Figura 5.23 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 8.

Os diagramas ! ⇥ k para os Casos 7, 8 e 9 são apresentados nas Figuras 5.25, 5.26

e 5.27, respectivamente. Para realizarmos uma melhor análise do modo de Langmuir,

apresentamos juntamente nas figuras a solução anaĺıtica (linha pontilhada) obtida por

ZGS [59],

!2 = !2
pe(1 + 3k2�2

Dek) , (5.1)

onde �Dek = vthek/!pe. Note que esta expressão é a mesma obtida para o caso de uma

distribuição bi-Maxwelliana.
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Figura 5.24 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 9.

Figura 5.25 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 7. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.
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Figura 5.26 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 8. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.

Figura 5.27 - Diagrama ! ⇥ k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 9. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.

Assim, como nos casos anteriores, podemos observar nas Figuras 5.25, 5.26 e 5.27 que a

emissão PIC ocorre mais próxima da curva anaĺıtica para pequenos valores do número de

onda, quando  = 3. À medida que o ı́ndice  cresce, a emissão passa a ocorrer também

para valores maiores do número de onda. Quando comparamos os resultados obtidos nos

Casos anisotrópicos 7, 8 e 9 com os casos isotrópicos 1, 2 e 3, percebemos que para  = 3

e 5 não há diferenças significativas no modo de Langmuir. Entretanto, para  = 20, as
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simulações anisotrópicas apresentam emissão mais intensa para os valores que seguem a

relação de dispersão anaĺıtica, como pode ser observado comparando a Figura 5.27 com

a Figura 5.9

Agora, para analisar os resultados obtidos para um plasma descrito pela PBK, Equação

(3.10), consideramos um sistema com anisotropia vthek/vthe? = 4, mesmo caso adotado

para a descrição BK, ou seja, vthek = 0,025c e vthe? = 0,00625c, mantendo assim a

velocidade térmica total, vthe = 0,0125c, como adotado para as simulações anteriores, e

k = ? = . Consideramos novamente três casos, nos quais definimos valores diferentes

para o ı́ndice espectral :  = 3, para o Caso 10;  = 5, para o Caso 11 e  = 20, para o

Caso 12.

As Figuras 5.28, 5.29 e 5.30 mostram o espaço de velocidades para os Casos 10, 11 e 12,

respectivamente, nos instantes inicial e final da simulação. Vemos que a anisotropia é re-

presentada em forma de cristal, caracteŕıstica da anisotropia associada ao PBK [77]. Note

que no Caso 12, Figura 5.30, o espaço de velocidades apresenta anisotropia semelhante a

uma bi-Maxwelliana, tal como o Caso 9 discutido anteriormente.

Podemos observar também que a anisotropia é mantida durante a simulação, assim como

os casos para a descrição BK apresentados anteriormente.

Figura 5.28 - Espaço de velocidade para o Caso 10, nos instantes inicial (quadro esquerdo) e final (quadro
direito) da simulação.
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Figura 5.29 - Espaço de velocidades para o Caso 11, nos instantes inicial (quadro esquerdo) e final (quadro
direito) da simulação.

Figura 5.30 - Espaço de velocidades para o Caso 12, nos instantes inicial (quadro esquerdo) e final (quadro
direito) da simulação.

A evolução temporal das energias elétrica, magnética, cinética e total para o Caso 10 é

apresentada na Figura 5.31. As energias possuem o comportamento semelhante ao Caso

7, mas com energia cinética menor. Ao comparar as formas anisotrópicas representadas

para os Casos 7 e 10, notamos que a forma PBK ao considerar  = 3, possui maior energia

cinética que a forma BK, este efeito pode ser associado à quantidade de energia livre no
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sistema. Assim, a forma PBK introduz uma maior quantidade de energia livre dispońıvel

que a forma BK.

Figura 5.31 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 10.

A evolução temporal das energias para o Caso 11 é apresentada na Figura 5.32. As energias

possuem variação semelhante ao Caso 8 que utiliza a forma BK. No entanto, apresenta

um valor maior para a energia cinética. Comparando a evolução temporal das energias na

forma PBK representada pelos Caso 11 e Caso 10, notamos que a energia cinética possui

um valor maior, efeito contrário ao que acontece na forma BK, Casos 7 e 8.
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Figura 5.32 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 11.

Na Figura 5.33 é apresentada a evolução temporal das energias elétrica, magnética,

cinética e total para o Caso 12. A variação de energia para o Caso 12 é semelhante à

variação encontrada no Caso 9, mas com um valor maior na energia cinética. Também é

posśıvel notar que a energia cinética para o Caso 12 possui um valor menor que no Caso

11 e maior que no Caso 10, realizando assim o efeito contrário do obtido para os Casos 7,

8 e 9 que são descritos pela BK.
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Figura 5.33 - Evolução temporal da energia do campo elétrico total (quadro superior esquerdo), campo
magnético total (quadro superior direito), energia cinética total (quadro inferior esquerdo) e
energia total do sistema (quadro inferior direito) para o Caso 12.

Nas Figuras 5.34, 5.35 e 5.36 são apresentados os diagramas ! ⇥ k para os Casos 10,

11 e 12, respectivamente. Para uma melhor visualização dos modos que se propagam no

plasma, representamos por uma linha tracejada o modo de Langmuir teórico, para um

plasma em que as velocidades seguem um PBK obtido por ZGS, expressa por

!2 = !2
pe(1 + 3k2�2

Dek) .

Notamos que o modo de Langmuir é o mesmo que o obtido para BK.

Podemos perceber que os resultados de simulação PIC, para um plasma descrito pela

PBK, apresentam emissão que segue a relação de dispersão para o modo de Langmuir que

segue a previsão anaĺıtica para um plasma com FDV Maxwelliana, conforme [59]. Como

nos casos anteriores, podemos perceber que para valores do ı́ndice espectral  menores

a emissão ocorre para pequenos números de onda. À medida que o ı́ndice  aumenta, a

emissão passa a ocorrer para números de onda maiores.
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Figura 5.34 - Diagrama !⇥k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 10. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.

Figura 5.35 - Diagrama !⇥k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 11. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.
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Figura 5.36 - Diagrama !⇥k obtido a partir da componente Ex do campo elétrico para o Caso 12. A relação
de dispersão foi obtida para o instante final da simulação.

.

.
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6 CONCLUSÃO

Neste trabalho, utilizamos métodos computacionais para analisar os modos de Langmuir

para as diferentes formas das funções de distribuição de velocidades do tipo Kappa. Estas

funções vêm sendo utilizadas para realizar ajustes de dados observacionais para plasmas

espaciais de forma emṕırica, mostrando-se de grande importância para a comunidade de

f́ısica espacial e astrof́ısica.

As simulações foram realizadas utilizando código PIC 1D (KEMPO1). Como parte do

trabalho, o código foi modificado para incluir como condição inicial das part́ıculas as

FDVs-, assim como incluir efeitos relativ́ısticos, necessários para o estudo de funções

de distribuição supertérmicas. Estes tipos de distribuições possuem part́ıculas energéticas

que podem chegar a grandes velocidades, no qual, efeitos relativ́ısticos não podem ser

desconsiderados.

Para introduzir as FDVs- foi necessário criar um método de geração de valores aleatórios

que utilizou as funções t-student, produzindo um fator de correlação entre as funções t-

student e as função Kappa. Tal método foi baseado no trabalho de Abdul e Mace [62]. Com

a implementação do algoritmo para gerar as funções Kappa conseguimos reproduzir as

funções de distribuição de velocidades mais encontradas na literatura. Foram consideradas

FDVs- isotrópicas e anisotrópicas, sendo que nestas últimas as FDV foram dadas pelas

bi-Kappas e produto de bi-Kappas.

Com a modificação no código de simulação foram realizadas simulações computacionais

com espécies de elétrons descritos por FDVs- isotrópicas e anisotrópicas, considerando

diferentes valores para o ı́ndice espectral . No ińıcio, para plasmas descritos por duas

FDVs- isotrópicas, utilizando a FDV- proposta por Summers e Thorne [41] e a outra

proposta por Leubner [46]. Os resultados das simulações considerando FDV- de Summer

e Thorne, casos 1, 2 e 3, mostram que para o ı́ndice espectral  = 3 a emissão do modo

de Langmuir ocorre para pequenos números de onda. A medida que o ı́ndice  aumenta,

a emissão passa a ocorrer para números de onda maiores. Quando  = 20 percebemos

que os resultados PIC reproduzem o modo de Langmuir de acordo com a previsão teórica

proposta por ZGS [59].

Os resultados das simulações para FDV- de Leubner, casos 5, 6 e 7, mostram que o modo

de Langmuir passa a ser dependente do ı́ndice . Esses resultados confirmam àqueles

obtidos analiticamente por ZGS [59].

Os resultados da evolução temporal ao considerar a FDV- de Leubner mostraram uma

posśıvel relação entre a energia total dispońıvel no sistema com o ı́ndice espectral , uma
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vez que quanto menor for o valor de  maior é a energia total do sistema.

A anisotropia na temperatura introduz energia livre no sistema, gerando instabilidades.

As simulações para as formas anisotrópicas no espaço de velocidades foram realizadas para

as duas mais utilizadas na literatura, as distribuições bi-Kappa (BK) e produto bi-Kappa

(PBK). Em ambas as formas anisotrópicas observamos que o modo de Langmuir apresenta

emissão para pequenos números de onda, quando  é pequeno, e tende para o modo de

Langmuir de uma distribuição bi-Maxwelliana, quando o ı́ndice  = 20. Quanto aos

resultados da evolução temporal das energias, podemos notar que a forma PKB introduz

maior quantidade de energia livre no sistema que a forma BK.

Assim, observamos que os resultados obtidos utilizando simulações PIC relativ́ısticas co-

incidem com os resultados anaĺıticos previstos, tanto para funções de distribuição de ve-

locidades isotrópicas quanto anisotrópicas. Através da análise dos resultados das relações

de dispersão, observamos que na região de interesse, k�De ⌧ 1, o modo de Langmuir

praticamente não sofre alterações independentemente do tipo de função de distribuição

de velocidades considerada.

O método introduzido para a geração das funções Kappa também mostrou-se eficiente,

proporcionando a possibilidade de estudo de outros modos de propagação e melhoria

na compreensão de emissão eletrostáticas para situações mais realistas, uma vez que as

funções do tipo Kappa são mais apropriadas para a descrição de plasmas espaciais.

Futuramente, pretendemos estudar outros modos de propagação, incluindo efeitos

magnéticos e propagação perpendicular, com o objetivo de verificar como as funções de

distribuição de velocidades alteram outros modos de propagação.
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