3.y +y°=2y+1=0;
_x+ 1+ _CI

Resp. y<x)_7x+_€]

4.y'+4y*-9=0;

9
Resp. y(x) = Tx + ClI

Achar a solugao geral de cada uma das seguintes equagdes, sendo dada uma solug&o particular:

2

1.2y - y_2 =1; solugo particular y = x;
X

2.y —xy” +(2x—1)y = x —1; solugao particular y =1.

3.3 Equacoes Diferenciais Lineares de 2 Ordem

Equagdes diferenciais lineares de segunda ordem séo equagdes da forma

d’y(x) d y(x)
dx* AL dx

+g(x)y(x) = h(x),

onde f(x), g(x) e h(x) s@o fungdes definidas num intervalo 1. Para simplificar a escrita, usaremos a notag&o
V' ()Y +g(x)y =h(x).

Também vamos considerar o operador diferencial linear L(y) = y" + f(x)y"+ g(x)y.

Em geral, para L(y) ="+ f(x)y' + g(x)y, temos

D) L(y, +y,)=L(y)+L(y,)
ii)y L(Cy)=CL(y);

por isso o operador € chamado linear.

Assim, quando resolvemos a equaggo ¥'' + f(x)y' + g(x)y = h(x) , determinamos as fungdes que satisfazem
L(y) = h(x).

Teorema 3.3.1: Teorema de Existéncia e Unicidade

O problema de valor inicial
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{y"+f (x)y'+g(x)y = h(x)
y(xg)=a, y'(xy)=> ,

para f(x), g(x) e h(x) continuas no intervalo aberto I, x, € I, a e b reais, tem uma Unica solugdo nesse
intervalo.

A demonstracéo desse teorema pode ser encontrada em KREIDER, D.L., KULLER, R.G. & OSTBERG, D.R., Equagdes
Diferenciais, Edgard Blucher, S&o Paulo, 1972.

3.3.1 Equacoes lineares homogéneas

Uma equagao diferencial linear de segunda ordem é homogénea (EDOLH) quando /(x) = 0, isto &, pode ser escrita
como L(y)=0:

Y+ f(x)y +g(x)y=0.
Observagao 3.3.1.1: E importante observarmos as seguintes correspondancias:

oscilagdes livres (sem forgas externas) <> equagdes homogéneas
oscilagBes forcadas < equagdes ndo homogéneas

Observagao 3.3.1.2: Toda EDOLH admite y(x) = 0 como solugéo. Por esta razdo y(x) = 0 é chamada de solugao
trivial.

Teorema 3.3.1.1: Principio de Superposicao

Se y,(x) e y,(x) s&o duas solugdes de uma EDOLH, entdo qualquer combinagdo linear C,y, (x) + C,»,(x),
com C, e C, constantes, também é solugao.

Demonstragéo:

Sejam y,(x) e ¥, (x) solugdes de uma EDOLH L(y) = 0.Entao, L(y,) =0 e L(y,) = 0. Pelalinearidade,
temos L(C,y, + C,»,) = C,L(y,)+ C,L(y,) = C,.0+ C,.0 =0 .Logo, C,y,(x) + C,y,(x) também
é soluggo de L(y) =0, para quaisquer C, e C, .

Observacgao 3.3.1.3: Caso particular do “Principio de Superposi¢éo”

Se y(x) € uma solugio de uma EDOLH, entdo qualquer multiplo Cy(x) também o é.

Exemplo 3.3.1.1: Asfungdes y,(x)=e " e y,(x)=e’" saosolugdes da EDOLH "' —2y'—3y =0.

Exemplo 3.3.1.2: A partir das solugdes do exemplo anterior, usando o “Principio de Superposi¢éo”, podemos construir
uma familia de solugBes para a equagdo y'' —2y'—3y =0:
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y=C»(x)+C,y,(x)=Cie™™ + Czesx .

Exemplo 3.3.1.3: Considerando o PVI
{ y'-2y'-3y=0
y0)=2,  »y'(0)=-3

eafamiia y = C,e™ + C,e’", podemos determinar C, e C, de modo a satisfazer as condigdes iniciais dadas
no PVI:

C +C,=2
~C, +3C, =-3

9 1 9 . 1
Encontramos C, = e C, =—Z;asolugéo doPVié y =Ze o=

4

> ode := diff(y(x),x,x) = 2*diff(y(x),x) + 3*y(x);

d’ d
ode = % y(x)=2 [dx y(x)) + 3 y(x)

> dsolve(edo); () -
y(x)= Cle’ 4+ c2e™

> ci := y(0)=2, D(y)(0)=-3;
ics = y(0) = 2, D(»)(0) = -3

> dsolve({edo,ci}); 1 3x) 9 (=
yx)=—e e

Observagao 3.3.1.4: De forma simplificada, podemos dizer que duas fungdes y,(x) e y,(x) sao ditas linearmente
independentes se uma nao for um multiplo da outra. Caso contrario s&o ditas linearmente dependentes.

Observagdo 3.3.1.5: Se y, = ky,, entdo a combinagao linear y =C,y, +C,y, =(C, +kC,)y, ¢ da forma
y=Cy,,ouseja, afungdo y, étotalmente desnecessaria na combinagéo linear.

OBSERVACOES IMPORTANTES |

Um sistema fundamental de solugdes para uma EDOLH de 22 ordem é um par de solugdes linearmente
independentes.

Exemplo 3.3.1.4: O conjunto {cos Xx,sen x} € um sistema fundamental de solugdes para a EDOLH
yi+y=0;
portanto, a partir de uma combinagéo linear, obtemos a solugdo geral y = C, cosx + C,senx.

> edo := diff(y(x),x,x)+y(x)=0;
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d2
edo = [a’xz y(x)] +y(x)=0
> dsolve(edo);
y(x)=_CIsin(x)+ C2 cos(x)

Exemplo 3.3.1.5: Dada a equagéo " —1 6 = 0, vamos procurar uma solug&o na forma y = e™ (mais tarde ficara
esclarecido por que na forma de exponencial). Substituindo y = e™ na EDOLH, obtemos:

A —1 6" =0,
ou seja,
M\ -16)=0;

como €™ > 0, a condicéo para que y= e™ sejasolucdo da EDOLH y"—16y=0,éque A sejaraizdaequacio
algébrica:

A -16=0.
Assim, um sistema fundamental de solugdes para essa equagéo & { Y, = eM »,= e }

Observagao 3.3.1.6: E importante observarmos que o sistema fundamental de solugées de uma EDOLH néo & Unico. No
exemplo anterior, podemos obter outro sistema fundamental {y3 2 Va } de solugdes para a mesma EDOLH:
+
y, = % = cosh(4x),

Yy = HhoVs ;yZ =senh(4x).

Exemplo 3.3.1.6: O conjunto {e", e } € um sistema fundamental de solugdes para a EDOLH
y'-y=0;
entretanto, {cosh X, senhx} é outro sistema fundamental de solugdes para essa mesma EDOLH, pois

X —X X —X

e +e e —e ) B
coshx = T e senhx = T . Portanto, temos formas alternativas de representar a solugao geral:

y=Ce " +Cye™ e y=C, coshx+C,senhx.
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Agora, vamos generalizar a situagdo do exemplo 3.3.1.6. Dada uma EDOLH y"' + f(x)y'+ g(x)y =0, se
encontrarmos duas solugdes linearmente independentes y, e ), , entdo poderemos obter todas as demais solugdes
fazendo superposigdo y = C,y, + C,»,.

Porisso, y = C,y, + C,», ¢ chamada de solugdo geral da EDOLH de 22 ordem.

OBSERVAGOES IMPORTANTES'

Seja y, uma solugao particular da equagao y"=2y"=3y =0. Sejam as constantes a e b definidas por
a=y,0) eb=y,(0).

Vamos considerar o PVI

Y'-2y+3y=0
{y(O) =a, y'(0)=b
e procurar se existem C, e C, tais que
{ C+Cy=a
-C, +3C,=b’

, , , , 1
esse sistema linear é compativel determinado. Resolvendo o sistema encontramos C, = Z(3a -b) e

C, = %(a +0b).Assim, y, ey = %(361 —b)e™ + %(a +b)e’ sao solugdes do PVI; mas pelo

“Teorema de Existéncia e Unicidade” a solugéo do PVI é unica. Entéo, concluimos que

1 1
=—QBa-b)e ™ +—(a+b)e™
Yy =7 Je "+ (axh)
e que toda solugdo particular da EDOLH y'' =2y’ —3y =0 édaforma y = Cie™™ + C,e>".

Para um sistema linear ser possivel e determinado, o determinante da matriz principal deve ser diferente de zero; portanto,
conforme exemplificamos acima, o determinante

det(y% (x,) y.2 (xo)j
ni(x0)  »,(x,)

desempenha um papel fundamental nessa teoria. Ele é conhecido por Wronskiano.

Entdo, dadas duas fungbes y,(x) e ), (x) , 0 Wronskiano dessas fungdes € definido como o determinante

(X)) )Q(xo)] .

W(x)=d , ,
2 et[yl (x0)  ¥2(x0)

Exemplo 3.3.1.7: Dadas y,(x) =e” e ,(x)=e", o Wronskiano é:

eZt e3t s
W(t) = det(2e2’ 307 =e’.

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA




Teorema 3.3.1.2: Se y,(x) e y,(x) séo linearmente dependentes, entdo o Wronskiano dessas fungdes € nulo.
Demonstragao:

Suponhamos que y,(x) e »,(x) sejam linearmente dependentes. Suponhamos que y,(x) = C »,(x). Dessa
forma, temos que a segunda coluna do Wronskiano é um multiplo da primeira e, portanto, esse determinante se anula
para qualquer x .

Observagao 3.3.1.7: O teorema acima também pode ser enunciado assim: “se o Wronskiano de ,(x) e y, (x) for
diferente de zero, entdo y,(x) e y,(x) séo linearmente independentes’”.

Observacao 3.3.1.8: A reciproca do teorema 3.3.1.2 ndo é verdadeira: se duas funcdes sao linearmente independentes,
nada podemos concluir sobre o Wronskiano.

OBSERVACOES IMPORTANTES'
As fungdes y,(x) e y,(x) s@o ditas linearmente independentes se e somente se a equagéo

Cy(x)+Cp,(x)=0

implicaque C, =C, =0.

Teorema 3.3.1.3: Duas fungdes solugdes de uma mesma EDOLH s&o linearmente dependentes se e somente se o seu
Wronskiano € nulo.

Demonstragao:

Suponhamos y,(x)e v, (x),solugdesdaEDOLH y"' + f(x)y" + g(x)y =0 taisque W (x) = 0 .Precisamos
mostrar que »,(x) e y,(x) sdolinearmente dependentes. Fixemos x,, no intervalo de definigéo das fungdes y, (x)
e ¥,(x).Ahipitese W (x) =0 implica que o sistema

{Clyl(xo) +C,0,(x) =0
Clyl(x0)+ Czyz(xo) =0
tem solugdo ndo trivial. Agora, suponhamos (C,,C,) uma solugdo ndo nula desse sistema algébrico e seja a
fungdo @(x) = C,y,(x)+ C,y,(x) . Pelo Principio de superposicdo, temos que @(x) é uma solugao de
Y'+ f(x)y" + g(x)y =0. Mas, o sistema acima nos diz que @(x,) =¢'(x,) =0, entdo, como y =0
(solugao trivial) € uma solugéo do PVI

{y"+f (x)y'+g(x)y =0

y(-xo) = y'(xo) =0

pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, @ (x) = 0. Podemos assim concluir que C,y,(x)+C,»,(x) =0, sem
que as constantes sejam simultaneamente nulas. Segue dai que ), (x) e »,(x) séo linearmente dependentes.
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Observagao 3.3.1.9: Através desse teorema, demonstramos que se W (x) = 0 em um ponto do intervalo de definigio
de duas fungdes y, (x) e ¥, (x), entdo essas fungdes sao linearmente dependentes. Como conseqiiéncia, se ¥, (x)
e ¥, (x) forem duas solugGes linearmente independentes de uma EDOLH, o sistema algébrico

{C1y1(x0)+C2Y2(x0) =0
Clyll(xo)+C2y2(x0) =0

& sempre possivel e determinado e portanto toda solugéo do PVI

{y"+f (X)y'+g(x)y =0
y(xg)=a, y'(x,)=0>b

édaforma y = C,y,(x) + C,y,(x).

Teorema 3.3.1.4: Se y,(x) e y,(x) s&o duas solugdes linearmente independentes de uma EDOLH
Y'+ f(x)y" + g(x)y =0, entdo toda solugao dessa equagdo é daforma y = C, y, (x) + C,»,(x) , ou seja,
y=Cy,(x)+C,y,(x) éasolugdo geral da EDO.

Demonstragao: Lista de exercicios 3.3.1

Teorema 3.3.1.5: Teorema de Abel

Sejam y,(x) e y,(x) duas solugdes de uma EDOLH y"" + f(x)y"+ g(x)y =0 e seja

X, X,
W (x)=det {yl.( ) y,Z( O)J = Y,V5 — Y1y, 0seuwronskiano. Entdo W (x) satisfaz a EDOLH de 12 ordem
n(x) ¥, (x%)
W'+ f(x)W =0.
Demonstragéo:

Suponhamos que ¥, (x) e y,(x) sejam duas solugdes da EDOLH y"' + f(x)y"+ g(x)y =0 e que W (x)
seja 0 seu wronskiano. Entéo:

W=yy, =y,
e
W'=yyy =y,
Entao,
W'+ fW = yyy = vy, + f(0) 0y = yv) =y (0 + F()y) =y, (' + f(X)y)) =
=0-0=0.

Corolario: Sejam y,(x) e y,(x) duas solugdes de uma EDOLH y" + f(x)y"+ g(x)y =0 e o W(x) seu
wronskiano, entdo uma das seguintes alternativas é valida:
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ou W(x)=0;
l)ou W(x)=0,paratodo x.

N&o existe a possibilidade do wronskiano se anular para alguns valores de x e ser diferente de zero para outros valores
de x.

Demonstragéo:

I W(x)

4 —
Pelo Teorema de Abe é solugéo da equacéo W'+ f()W =0 . Essa equagao é uma equagéo de variaveis

L . 5 . = |/ (x)dx ~ . .
separaveis, cuja solugéo é W (x) = Ce I . Como a fungéo exponencial é sempre diferente de zero, temos duas
possibilidades:

[)SeC=0,entao W(x)=0,o0u
Il)se C#0,entdo W (x) =0, paratodo x .

ATIVIDADES '

Lista 3.3 - - Ver exemplos E57 ao E60 no apéndice V.
1. Demonstrar o teorema 3.3.1.4.

2.8e y,(x)=x"e y,(x) = x|x| , mostrar que W(x)=0.
3. Provar que e e e™* saolinearmente independentes sempre que kl e 7\,2 s&0 niimeros reais distintos.

4. Mostrar que ,(x) = xe™* e y,(x) = ™ saosolugdes daequagio y'" —2Ay" + A’y = 0 ; mostrar também
que ), e ¥, séo linearmente independentes.

senx cosXx
5.Mostrarque y, = ey, =
X

séo solugdes, lineamente independentes, da equagdo x y"+2y'+x y=0.
3.4 Determinacao de uma Solucao Linearmente Independente a Outra Solucao Nao
Trivial de uma EDOLH
Dada uma solugdo y, (x) # O paraa EDOLH

Y+ f(x)y +gx)y=0,

podemos determinar uma segunda solugéo da forma y, (x) = v(x)y, (x), de modo que {yl Y, } seja linearmente
independente. De fato, temos
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y; ZV'Y1+Vy1'

Y=V A2V Y Y
substituindo esses resultados na equagéo, segue que:
Oy 20 Y )+ () (0 )+ (v, =0,
Como queremos determinar v, escrevemos
Y2y, + f(x)y)v'=0,
que é uma EDOLH de segunda ordem sem termo em v, e portanto pode ser redutivel a primeira ordem.

Exemplo 3.4.1: Se y, = e

é uma solugdo da EDOLH xy"+ 2y '+ xy = 0, determinar uma segunda solugéo
linearmente independente a y, .
A solugdo procurada é da forma:
V=V

Calculando as derivadas y, e 5

REVIREWL ey =V vy vy
e substituindo na equagéo dada, temos:

Xyv"+(2x y, + 2y v+ (x y, +2y,+x y,)v=0.
Nessa equagao, o coeficiente de v é nulo, pois y, € solugao da equagéo dada. Assim,

x yv"+(2xy, +2y,)v'=0.

senx '+ XCOSX —Senx

Substituindo y, = e Yy =———5—teremos
x X
2xcosx —2senx  2senx
(senx)v"+( + jv‘z 0,
X x

ou

(senx)v"+2(cosx)v'=0.
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Assim, foi obtida uma equagao que poderemos reduzir, fazendo v' = z , a uma equagao de primeira ordem:
(senx)z'+2(cosx)z=0.
Entéo, separando as varidveis e integrando

dx,

EZ_IZCosx

z senx

determinamos
Inz=-2Insenx+ 4.
Escolhendo a constante arbitraria 4 = 0, temos:

z=csc’ x
e finalmente:

V=csclx = v=J.cscxdx=tg x+B.

Escolhendo, novamente, a constante de integragdo B = 0, determinamos uma segunda solugo linearmente independente

a primeira:
senx COSX COSX
Y2 = ) = :
X  senx X
ATIVIDADES ‘
L]
Lista 3.4

1.Se y, =x & uma solugao da EDOLH (x* —1)y""+2xy' =2y =0, determinar uma segunda solugdo
linearmente independente a y, .

x—1
Resp: y, =1+ xIn 1

2.Se y, = x+1 é uma solugdo da EDOLH x(3x +2)y"" + 6(x+1)y"—6y = 0, determinar uma segunda
solugéo linearmente independente a y, .

1
Resp: y, = —

X

V2

3. Determinar a solug&o geral da equagdo y"' —2y =0, sabendo que y, = e~ " é solugdo dessa equagao.

Resp: y = Cleﬁx +Ce "

4. Determinar a solug&o geral da equacao y” -2 y' =0, sabendo que y, = e’ é solugdo dessa equagao.

104

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA



Resp: y = C, +C,e*"

d’y d
24 +—y —2y=0,sabendoque y, = e" ¢ solugao dessa equagéo.

5. Determinar a solugéo geral da equagéo
dr’*  dt

6. As equagoes de Euler sdo equagdes que podem ser escritas como

2
xzd—);+ax@+by=0,
dx dx

com a e b constantes. Mostrar que IA tal que y(x) = x" éuma solugdo da equagdo de Euler se, e s6 se,
M +@-Dh+b=0;

essa equagao é chamada equagao indicial da equagao de Euler.

3.5 EDOLH com Coeficientes Constantes
Vamos considerar L(y) = y""+ay'+ By =0,com o e [ constantes. Entdo,
L) =\ +oh +B)e™™.

Assim, uma EDOLH com coeficientes constantes, L( ') = 0, pode ter solugao da forma y= et , desde que A seja
raiz da equacao algébrica

A +oh+B =0,
chamada de equagao caracteristica.

Exemplo 3.5.1: Dada a equagdo y” + 3y’ + 2y = 0, a equag&o caracteristica & M +30+2=0 , que tem raizes reais
A, =1 e A, =2.Entdo, teremos duas soluges linearmente independentes y, = e e y, = e’

Teorema 3.5.1: Para resolver uma EDOLH de segunda ordem da forma
L(y)=y"+ay +By=0,
primeiro determinamos as raizes A, e A, da equagdo caracteristica
AN +ad+B=0.

A solugdo geral da equagdo L(y)=y"" +oy'+ Py =0 pode ser expressa em termos de A, e A, conforme
segue:
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Raizes da Equagao Caracteristica Solugéo Geral
Reais distintas A, # A, Ce™ +C e
Reais repetidas A, = A, = A (C, + C,x)e™
=a+bi
Complexas {7&2 =a—bi e”(C, cosbx + C,senbx)

Observagéo 3.5.1: Se a equacdo caracteristica A° +0A + 3 =0 tem raizreal dupla A, = A, , significa que o

o
discriminante dessa equag@o de 2° grau é nulo, ouseja 0.> — 4B =0 e A, =A, = ——

~ . —%x P . L .
Portanto, temos uma solug&o exponencial y; = e *" . Asegunda solugéo, linearmente independente da primeira, sera
dada por

y=v(x)e T
Substituindo na equagéo diferencial obtemos v'’(x) = 0, de onde
v(x)=Ax+B.

EscolhendoA=1 e B =0, determinamos y, = xe b

Exemplo 3.5.2: Resolver a equagio (D> —4)y =0. Essa equago pode ser escrita como "' —4y=0.A
equacao caracteristica é A —4=0 que tem raizes caracteristicas A, =—2 e A, = 2. Portanto, a solugdo geral
ey=Ce™ +C,e™.

> edo := diff(y(x),x,x) -4*y(x)=0; g
edo = [dz y(x)) -4y(x)=0
x

> dsolve(edo); (=2 x) (2x)
y(x)= Cle '+ C2e "

Exemplo 3.5.3: A equagio (D> +4D +4)y =0 tem por equagio caracteristica &> + 4\ +4 =0, com raiz

A, = A, =—2 de multiplicidade 2. Portanto, a solugao geral ¢ y = C,e ™" + C,e™* .
> edo := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) +4*y(x)=0;

2
edo = [cj’jcz y(x)] +4 (;,i y(x)) +4y(x)=0
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> dsolve(edo); )

y(x)= CI e + e

Cc2

X

OBSERVACOES IMPORTANTES’

Revisao sobre exponenciais complexas

Para z=x+yie C , temos inicialmente

Porém, . \2 . \3
(i) N () N
21 31

2 4 3 5
o =[l_y_+y__,_,j+i[y—y—+y——...].
21 41 3t 5l

Acima, temos envolvidas as séries de cOS y e sen y . Assim, obtemos a denominada “Férmula de Euler”:

e’ =1+iy+

de onde:

e” =cosy+i-seny.
Definimos, a seguir, a exponencial para z =x+ yi € C:
e =e" =e'e” =e"(cos y+i-seny)=e* cosy+i-e‘seny.
Observagao 3.5.2: Se a equac@o caracteristica tem raizes complexas 7\,1 =a+bi e 7\,2 = a— bi podemos definir
duas solugdes linearmente independentes:

ax+bix ax _ibx

y =e =e“e™ =e" cosbx +ie” senbx

—ib .
Vv, =e =e“e "™ =e" cosbx—ie“ senbx .
Usando o “Principio de Superposi¢do”, podemos tomar convenientes combinagdes lineares, e obter duas solugdes
linearmente independentes reais:

n _
y :M:eax-cosbx e y4zuze‘”‘osenbx.

2 2i

Exemplo 3.5.4: Resolver a equagio 1" + 43’ +13y = 0. Aequagio caracteristica é A> +4A +13 =0, que tem
raizes complexas A, = —2+3i e A, =—2—3i.Portanto, a solugdo geral ¢ (C, cos3x + C,sen3x)e " .
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> edo := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) +13*y(x)=0;

d d
edo = [dxz y(x)] +4 (dx y(x)j +13y(x)=0

> dsolve(edo); (20 .
y(x)= Cle sin(3x)+ C2e  cos(3x)

Observagao 3.5.3: Devemos estar atentos ao fato de que as raizes complexas de um polinémio real ocorrem sempre aos
pares conjugados.

Observagao 3.5.4: Uma solugdo y = C, cosbx + C,senbx , onde C, e C, sdo constantes arbitrarias, pode ser
escrita, em termos de outras constantes arbitrarias C e 6 , como y = Csen(bx +0) , pois

y = Csen(bx+0) = C(serf cosbx + cos0senbx),
sendo
C,=Csen® e C,=CcosH .

Essa expressao alternativa € importante para algumas aplicagdes porque envolve uma sendide submetida a um deslocamento
horizontal.

ATIVIDADES ‘

Lista 3.5 - Ver exemplos E61 ao E70 no apéndice V.
Determinar a solugéo geral de cada uma das seguintes equacdes diferenciais:

1)3y"+2y'=0.
2)y"'+4y"+8y=0.

3 y'+y'=2y=0.

4) y"+4y"=0.

5 y"=2y"+2y=0.

6) y'+2y'+4y=0.
79y"+6y +y=0.

8) 2y”—2\/§y’+y=0.

9)4y"—4y"+3y=0.
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10) 2" —5/33"+ 6y =0.
Respostas:

> edo1 := 3*diff(y(x),x,x)+2*diff(y(x),x) =0;

d d
edol =3 [dxz y(x)] +2 [dx y(x)j =0

> dsolve(edo1,y(x)); (7 21)
y(x)=_Cl+_C2e

> edo2 := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) +8*y(x)=0;

2

edo2 = [(Zcz y(x)] +4 (dcjc y(x)) +8y(x)=0

> dsolve(edo2,y(x)); - o
y(x)= Cle " Vsin(2x)+ c2e 7 cos(2 x)

> edo3 := diff(y(x),x,x)+diff(y(x),x) -2*y(x)=0;
2

d d
edo3 = [a’xz y(x)] + (dx y(x)) -2y(x)=0

> dsolve(edo3,y(x)); (=2x)
y(x) = _CI ex+ _C2 ¢

> edo4 := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) =0;

d’ d
edo4 = (dxz y(x)] +4 (dx y(x)j =0

> dsolve(edo4,y(x)); 4
y(x)=_Ci+ c2¢7"
> edo5 := diff(y(x),x,x)-2*diff(y(x),x) +2*y(x)=0;

2

edol = [(Zcz y(x)] -2 ((Zc y(x)) +2y(x)=0

> dsolve(edo5,y(x));
y(x)=_Cl e"sin(x)+ C2e" cos(x)

> edob6 := diff(y(x),x,x)+2*diff(y(x),x) +4*y(x)=0;

2

d d
edo6 = {dxz y(x)J +2 (dx y(x)j +4y(x)=0
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> dsolve(edo6,y(x)); o .
y(x)=_Cle sin(/3x)+_C2e " cos(y3 x)

> edo7 := 9*diff(y(x),x,x)+6*diff(y(x),x) +y(x)=0;

(-3)

> edo8 := 2*diff(y(x),x,x)-2*sqrt(2)*diff(y(x),x) +y(x)=0;

-3)

y(x)= Cle + Cle X

2

d d
edo8 =2 [de y(x)] -2./2 (dx y(x)) +y(x)=0

> dsolve(edo8,y(x));

2

(5, o)

y(x)= Cle + C2e X

> edo9 := 4*diff(y(x),x,x)-4*diff(y(x),x) +3*y(x)=0;

2

edo9 =4 [;};2 y(x)] -4 (CZC y(x)) +3y(x)=0

> dsolve(edo9,y(x));

2

\9]

y(x)=_CI e(g) Si‘{ﬁxj +_C2 e(gj cos[ﬁxj

> edo10 := 2*diff(y(x),x,x)-5*sqrt(3)*diff(y(x),x) +6*y(x)=0;

d* d
edol0 =2 [dxz y(x)] -5.3 (dx y(x)) +6y(x)=0
> dsolve(edo10,y(x));

3x
y(x)= CI e[ ’ JJr_cz 73

Determinar as solugdes dos problemas de valor inicial:
1)16y"+8y'+5y=0; y(0)=4, y'(0)=-1.
2) y'+4y" +13y=0; y(0)=0, y'(0)=-2.

3) 3" =25y +5y=0: y(0)=0, y'(0)=3.

10
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4 y"+2y=0; p(0)=2, y'(0)=242.

" ! ’ 7
5 4y"—12y"+9y=0; y(0) =1, y(0)=§.
Respostas:

> edo1 := 16*diff(y(x),x,x)+8*diff(y(x),x)+5*y(x) =0;

2

d d
edol =16 (dxz y(x)) + 8 (dx y(x)) +5y(x)=0

> ci1 :=y(0)=4, D(y)(0)=-1;
cil =y(0)=4,D(y)(0)=-1

> dsolve({edo1,ci1});

X

y(x)=4 e[i 4] cos(;j

> edo2 := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) +13*y(x)=0;

2

d d
edo2 = [dx2 y(x)j +4 (dx y(x)j +13y(x)=0

> ci2 :=y(0)=0, D(y)(0)=-2;
ci2 =y(0)=0,D(»y)(0)=-2

> dsolve({edo2,ci2}); 2
20 sin(3 x)

Y=
> edo3 := diff(y(x),x,x)-2*sqrt(5)*diff(y(x),x) +5*y(x)=0;

2

d d
edo3 = [de y(x)] -2 ﬁ (dx y(x)) +5y(x)=0

> ci3 = y(0)=0, D(y)(0)=3;
ci3 =y(0)=0,D(y)(0)=3

> dsolve({edo3,ci3});
v =3¢

> edo4 := diff(y(x),x,x)+2*y(x) =0; 5

edo4 = (;iz y(x)] +2y(x)=0

> cid := y(0)=2, D(y)(0)=2"sqrt(2);
cid =y(0)=2,D(y)(0) =22
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> dsolve({edo4,ci4});
y(x) =2 sin(4/2 x) + 2 cos(y/2 x)

> edo5 := 4*diff(y(x),x,x)-12*diff(y(x),x) +9*y(x)=0;

2

d d
edod =4 (dxz y(x)] - 12 (dx y(x)) +9y(x)=0

> ¢i5 := y(0)=1, D(y)(0)=7/2; 7
ci5:=y(0)=1,D(y)(0)= )

> dsolve({edo5,ci5});

=, 5

y(x)=e

OBSERVAGOES IMPORTANTES'

No comego do capitulo fizemos referéncia a algumas aplicagdes das equagdes diferenciais; como foi possivel observar,
algumas equagdes, que descreviam determinados fendmenos, eram equagdes lineares de 22 ordem. Assim, agora faremos
algumas consideragdes sobre a modelagem de trés sistemas, muito importantes, onde dois dos trés sdo governados pela
mesma equacao diferencial de 22 ordem.

Péndulo Simples

do ,
—— —> Velocidade angular
dt

Lﬁ — Velocidade
dt

12

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA



1 ao ,
Energia cinética: —m(L—)" .
g 5 ( dt)

Energia potencial: (L — L cos0)mg .

Principio de conservagao de energia: ENERGIA CINETICA + ENERGIA POTENCIAL = CTE
1 (. doy
Em(L;j +(1—cos9 )ng =CTE .

Derivando essa expressao teremos:

2
Lzmd—ed ? + Lmgser® d—e=0,
dt dt dt
d® +E 5o =0 (equagao nao linear)
dr’ L e '

Para oscilagdes de pequena amplitude temos senf ~ 0 :

d* g
+<0 =0 (equagéo linear).
FER (equag )

Circuito RLC

R

E(t) L

C

Q =carga e I =corrente, variam com o tempo)

)
dt

1
E Q = diferenca de potencial entre as placas do capacitor
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Aplicando a regra das malhas ao circuito, percorrendo-o no sentido horario a partir da bateria:

E(z)—Ld—Q—Rﬂ—i] =0,
dt a C
2
Ld—21+Rﬂ+lI =E().
dt da C

Sistema Massa - Mola.

e
=
o

F =-yv=-y— — forcade resisténcia
dt
F,, =F,cos@t) — forcaexterna
F =—kx — forca restauradora de um sistema harménico simples.

Como esse sistema € mais complexo, devemos somar a forca restauradora de um S.H.S., uma forga externa e a forga

de resisténcia:

rest

F. = —kx—yﬁ+Fo cos@?) . (i)
dt
Pela 22, Lei de Newton, temos:
F =ma . (i)
Como (i) = (ii):
d*x d

x
m—-+y—+kx=F, cos@?).
at Var 0 0s@ 1)

1
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d*x dx
, m——+Y —+kx = F cos(® ) oo
Assim, o PVI dt dt tem solugdo Unica.

x(0)=x,, x'(0)=v,

OBSERVAGOES IMPORTANTES’

Como o sistema massa — mola e o circuito RLC s&o governados, matematicamente, pela mesma equagao diferencial,
podemos fazer simulages de oscilagdes mecanicas em circuitos elétricos, com as correspondéncias:

m— L
Y —R

k—>l
C

OBSERVAGOES IMPORTANTES’

Todas as nogdes estudadas neste capitulo podem ser generalizadas para EDOLH de ordem maior que dois. Por exemplo,
o wronskiano de # fungbes ,(x), ¥, (x),---, ¥, (x) é definido por

B2 V) Vi oYy

Vi Y Y3 e Vs

W(x)=det| y, Y, Vi e Y,
yl(nfl) yénfl) ygn—l) . yr(ln—l)

As fungdes y,(x), ¥,(x), -+, »,(x) sao ditas linearmente independentes, se e somente se, a equagao
Cy()+Cy,(x)+-+C,py,(x)=0
implicaque C, =C, =---=C, =0.

As n fungdes serdo ditas linearmente dependentes se néo forem linearmente independentes, isto &, se uma delas for
combinagao linear das demais.

O “Principio de Superposi¢ao” fica assim enunciado:
Se y,,:++,¥, séo n solugdes de uma EDOLH de 7 -ésima ordem

P Ly Lt [y (0)y =0,
entdo qualquer combinagao linear y = C,y, +---+ C, y, também é solugdo dessa equagao.
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“Teorema de Abel”:
Sejam y,(x), y,(x),--+,y,(x) n solucdes de uma EDOLH de ordem »

Y4 o e [0 fo(x0)y =0,
Entdo o W (x) satisfaz a EDOLH de 12 ordem W'+ f(x)W =0.
ATIVIDADES ‘
Determinar a solugéo geral de cada uma das seguintes equacdes diferenciais:
N y"+3y"—y'=3y=0.
2) Y'"+5y" -8y —12y=0.
3) " +3y"+y'+3y=0.
4y =0.
5 (D*+1)y=0.
Respostas:

> edo1 := diff(y(x),x,x,x)+3*diff(y(x),x,x)-1*diff(y(x),x)-3*y(x) =0;
a’ d’ d
edol = [dx3 y(x)} +3 [a’xz y(x)j - (a’x y(x)j -3y(x)=0

> dsolve(edo1,y(x));
y(x)=_Clet+ c2e ™+ ¢3¢
> edo2 := diff(y(x),x,x,x)+5*diff(y(x),x,x)-8*diff(y(x),x)-12*y(x) =0;
P P d
edo2 = [dx3 y(x)] +5 [dxz y(X)] -8 (dx y(x)) - 12y(x)=0
> dsolve(edo2,y(x));

,6 —
e( v + C3 e( )

y(x)= c1e”+ 2
> edo3 := diff(y(x),x,x,x)+3*diff(y(x),x,x)+1*diff(y(x),x)+3*y(x) =0;

3 2
edo3 = [;; y(x)] +3 [czlcz y(x)] + (;,i y(x)j +3y(x)=0
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> dsolve(edo3,y(x)); )
X

y(x)= Cle "+ C2sin(x)+ C3cos(x)

> edo4 := diff(y(x),x,x,x,x) =0; 7
edo4d = —y(x)=0
e y(x)

> dsolve(edo4,y(x)); 3 2
Cl (%)
Y(x)= =+ =+ _C3x+_C4

> edo5 := diff(y(x),x,x,x,x)+y(x) =0;

d'
edos = [dx“ y(x)J +y(x)=0

> dsolve(edo5,y(x));
_ﬁx J2 x _ﬁx
y(x)=-_CI e[ ’ )sin(ﬁzx]—_cz e[ ’ Js.ir.[ﬁzx]+_c3 e( ’ ]cos(ﬁsz
(5

+ C4e

: Jcos(ﬁx]

2
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3.6 Equacoes Lineares nao Homogéneas

Seja 0 operador diferencial linear
L(y)=y"+ f(x)y'+g(x)y

e a equagdo diferencial linear de segunda ordem n&o homogénea
L(y)=q(x).

A equagéo diferencial homogénea associada a equagdo L(y) = g(x) sera:
L(y)=0

Sejam y , uma solugdo particular da equagdo ndo homogénea e y, = C,y, +C,y, a solugdo geral da equagéo
homogénea correspondente. Entao,

L(y)=L(y,+y,)=L(y)+L(y,) =0+q(x)=q(x).
Portanto, podemos concluir que
Yy=yoty,

sdo solugdes da equagdo ndo homogénea. Reciprocamente, qualquer solugao da equagéo ndo homogénea é uma solugéo
da equagédo homogénea. De fato:

L(yy)=L(y—y,)=L(»)—L(y,) =9(x)—q(x) =0.
Assim, podemos afirmar que existem constantes arbitrarias tais que:
Vo=y-y,=Cy +Cyp,,

e conseqlientemente, y = y, + ¥, € afamilia das solucdes da equagao nao homogénea. Essas consideragoes sao
escritas formalmente através da demonstragao do teorema abaixo.

Teorema 3.6.1: Seja y, () uma solugdo da equacéo ndo homogénea ¥ + f(x)y'+g(x)y = g(x). Sejam
¥,(x) e y,(x) solugdes fundamentais da equacdo homogénea correspondente. Entéo, a solugéo geral da equagéo

ndo homogénea »"' + f(x)y'+g(x)y = g(x) & y(x) = C,y,(x) + C,y,(x) +y,(x).
Demonstragao:

Seja y(x) uma solugéo qualquer da equagdo y"'+ f(x)y'+g(x)y = g(x) e y,(x) uma solugéo particular
dessa equaggo. Entéo, ¥ (x) = y(x) — y,, (x) é solugéo da equagéo homogénea associada

Y'+ f(x0)y'+g(x)y =0,
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pois
Y LY+ g(x)Y = ((y(x) -y, (x))j + 0@ -y, () + 200 -y, ()=
= (0" + £+ g(0)y)- 0+ f()Y, +g(x)p, )= q(x) - g(x) = 0.

Assim, se y,(x) e y,(x) solugdes fundamentais da equagdo y" + f(x)y'+g(x)y =0, existem constantes
C,e C,, taisque

Y(x)=y(x)=y,(x) =Cy(x)+ C,p,(x),
ou seja,
¥(x)=C 3 (x)+C,p,(x) +yp(‘x) :

Observacao 3.6.1: Para determinarmos a solugéo geral de uma equagéo linear de 22 ordem ndo homogénea, precisamos
de uma solugao particular dessa equagao e duas solugdes fundamentais da equagdo homogénea correspondente.

Observagdo 3.6.2: A solugdo da equagdo homogénea associada também pode ser chamada de “fungao
complementar”.

Teorema 3.6.2: Principio de Superposicao para Equagoes Nao homogéneas

Seja ys)(x) uma solugdo da equacdo y"'+ f(x)y'+g(x)y=¢q,(x) e yf)(x) uma solugédo da
O

equagao y"+ f(x)y'+g(x)y =¢,(x) . Entéo, y,(x)=y, (x)+y127(x) é solugdo da equagéo
V' F(0)y+g(x)y = q,(x) +q,(x).

Demonstragao:
Seja v, (x) = ¥}, (x) + ¥, (x) com y§(x) soluggode y"'+ f(x)y'+g(x)y = q,(x) e y;” (x)
soluggode y"' + f(x)y'+g(x)y = q,(x), entdo
’ ! ’
1 2 1 2 1 2

Y+ f(0Y, +g(x)y, = ((yﬁ,) + j + @)+ )+ g () + ¥ )=

=)'+ D)) + gy, + )+ )Y + g0y, = q,(0) + g, (x).
3.6.1 Determinacao de solucoes particulares de equacoes nao homogéneas com coeficientes
constantes pelo método dos coeficientes a determinar
O método dos coeficientes a determinar € um método para encontrar uma solugdo particular de um EDO linear néo

homogénea com coeficientes constantes; assim, podemos dizer que uma das limitagdes desse método é a restricdo que
a equagcdo deve ser uma EDOL com coeficientes constantes. Além disso, o termo ndo homogéneo deve ser uma
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combinagéo de polindmios, exponenciais, senos e/ou cossenos. Porém, apesar dessas restrigdes, sempre que for aplicavel
¢ preferivel aos demais, por ser um método que n&@o envolve integragdes, puramente algébrico.

Dada uma equagéo da forma
Vi+ay' +By=q(x),
com o, B € R, esse método pode ser resumido como segue:
i) Se q(x)=(a,+a,x+---+a,x")e™ onde a,a; € R, devemos procurar uma solugao particular da forma:
yp(x) =x"(K,+Kx+---+K x")e"™,

com # 0menor inteiro ndo negativo, tal que nenhuma parcela de y » (x) seja solugao da equagio homogénea associada
e K, i=0,---,n, sdo coeficientes a serem determinados com a substituigao de y » (x) naequagao dada.

ii)Se g(x)=a, +a,x+---+a,x",onde a, € R, devemos procurar uma solugéo particular da forma
y,(0)=x"(K;+Kx+---+ K x"),

com # 0menor inteiro ndo negativo, tal que nenhuma parcela de y » (x) seja solugao da equagao homogénea associada
e K,, i=0,---,n, sdo coeficientes a serem determinados com a substituicéo de » (x) naequagao dada.

iii) Se q(x)=(a,+ax+---+a,x")e” cosbx+ (b, +bx+---+b x")e“senbx , onde a;,b, € R,
devemos procurar uma solugao particular da forma

Y,(X)=x"[(4, + Ax+---+ Ax")e” cosbx + (B, + Bix +---+ B.x")e“ senbx],

com s = max{n,m} e r omenorinteiro ndo negativo, tal que nenhuma parcela de y » (x) sejasolugdo da equagao
homogénea associada e Ai ,B,, i= 0,---, 7, séo coeficientes a serem determinados com a substituicio de y » (x)
na equagao dada.

Observacao 3.6.1.1: Podemos dizer que o método consiste: primeiramente na determinagao de uma relagéo basica com
os termos de g(x) e os que aparecem por derivagio dos mesmos; depois a determinagio dos coeficientes da relagéo
bésica, através da identidade resultante, com a substituicdo da relagéo basica na equagao.

Observagéo 3.6.1.2: A relagdo basica deve ser modificada quando um termo de g(x) é também um termo da fungo
complementar. Por exemplo, se um termo v de g(x) também é um termo da fungdo complementar correspondente
a uma raiz de multiplicidade LL , devemos acrescentar na relagéo basica x"v e mais os termos que aparecem por
derivagéo deste.

Observagio 3.6.1.3: Quando um termo de g(x) é x"v e v é um termo da fungdo complementar correspondente
a uma raiz de multiplicidade LL , devemos acrescentar na relagéo basica x"™"v e mais os termos que aparecem por
derivagdo deste.
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Observagao 3.6.1.4: Esse método também é chamado “método dos coeficientes indeterminados’.
Exemplo 3.6.1.1: Resolver a equagao diferencial 3’ +5y'+6y = 5e** .

A equagio caracteristica 6 A* +5A +6 = 0, cujas raizes sdo A, = —2 e A, = —3, para a qual, duas solugdes

. . ~ n . = -2 -3
linearmente independentes da equag&o homogénea associada s&o ), = e Te y,=e *.

. ~ . 2 . . . oy
Vamos determinar uma solugao particular da forma Y, = Ke™ ,onde K éum coeficiente a ser determinado. Substituindo
Y, esuas derivadas na equacéao diferencial,

((Ke™)) +5(Ke™ )+ 6Ke™ =5¢™,
temos
4Ke™ +10Ke™ + 6Ke™ = 5¢*.

1 1
Assim, K = Z e uma solugdo particular da EDO € y , = Zez" ; a solucdo geral &

> eq1:=diff(y(x),x,x)+5*diff(y(x),x)+6*y(x)=5*exp(2*x);

& d (2x)
eql = [dxz y(x)] +5 (dx y(x)j +6y(x)=5e
> dsolve(eq1,y(x));

Vv crs % e

(-3 (2x)
y(x)=e

Exemplo 3.6.1.2: Determinar uma solug&o particular para a equagéo diferencial y'' — y'—2y = 2e’ —3.

Agora , devemos encontrar: y, tal que L(y, )= 2¢' e y,, tal que L(y, )=-3; depois fazemos
Y, =Y, t¥, Pelalinearidade temos:

Ly)=L(y, +y,)=Ly,)+L(y,)= 2e' -3,
Quando procuramos y, - da forma Yy = Ke' . Substituindo na equagéo L(y ” ) =2e', temos
K-K-2K=2=k=-1=y,6 =-¢"

NaEDO L(y) =-3, q(¢)édaforma q(¢) = Ke” , a = 0 . Assim, devemos procuramos uma solug&o particular
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daforma y, = K . Substituindo na equagéo L(ypz) = -3 ,temos —2K = -3 ,ouseja, k =% ey, = %

Finalmente, uma solug&o particular da EDO é

y,=—¢ +§.
2

> eq2:=diff(y(t),t)-diff(y(t).t}-2°y (t}=2"exp(t)-3;
dz d t
eq2 = [dﬂ y(t)J - (dt y(t)j —2y(t)=2e -3
> dsolve(eq2,y(t));

yy=e " c24e"

Exemplo 3.6.1.3: Achar a solugo da equagio diferencial " —10y'+25y =3¢’

Aequagéo caracteristicaé A* —10A +25 =0, quetemraizdupla A, = A, = 5. Devemos determinar uma solugo
particular tal que v, (x) = Kx*e™ . Temos:

y',(x)= 2Kxe™ +5Kx’e’ = yh(x)= (ZK +20Kx + 25Kx* )eSx .
Substituindo na equagéo dada, encontramos K = % ; portanto, obtemos:
3 2 Sx S5x S5x
yzzx e’ +Ce" +Cyxe™.

> eq3:=diff(y(x),x,x)-10*diff(y(x),x)+25*y(x)=3*exp(5*x);

d d x
eq3 = [dxz y(x)] ~ 10 (dx y(x)) +25y(x)=3e""

> dsolve(eq3,y(x));

y(x)= e’ C2+ e’ x Cl+ %xz e(sx)

Exemplo 3.6.1.4: Resolver a equagao diferencial "' —4y'+3y =te” +4 .

Aequagio caracteristica A° — 4 +3 =0 temraizes A, =3 e A, = 1. Duas solugdes linearmente independentes

= ~ . ~ 3 . . ~ .
da equag&o homogénea associada séo ), = e "e Y, = e' . Inicialmente, vamos determinar uma solugo particular
y, para y'—4y'+3y = te’:

y, =(Kit+K)e" =(K " +Kne".
Derivando y,, obtemos:

¥, =GK 1" + (2K, +3K,)t + K, )e™
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Vi =OK1* + (12K, +9K,)t + (2K, + 6K,))e™.

. . , 1 1
Substituindo na equagéo determinamos K, = 2 e K, = e Portanto:

B (t2 _ t)e3t

yPl 4

Agora, devemos achar uma solug&o particular y p, Paraa equacao
y'—4y+3y=4.

Tomando y, = K ,com K constante, encontramos Y, ZE.

Desta forma, uma solugéo particular para a equagao dada, inicialmente, é:

B NG
Yo =V TV =TT

Finalmente, a solugéo geral seréa:

2 3t
- 4
y=%+§+ Ce'+Cye.

> eqd:=diff(y(t),t,t)-4*diff(y(t),t)+3*y (t)=t*exp(3*t)+4;

d* d t
eqd = {dtz},(t)J_4 (th(t)) +3y(t)= PR

> dsolve(eq4,y(t));

4 1
y(t):e’_C2+e(3t)_Cl+§+ﬁ(—6t+3+6t2)e

(31)

> simplify(%);

4 1 1 1
wn=e e’ creg-gie e ge e e

e

Exemplo 3.6.1.5: Encontrar uma solugdo particular para a equagao diferencial y'' —3y'+2y = e

A equagio caracteristica é A° —3A +2 = 0, cujas raizes sdo A, =2 e A, = 1.Afungio complementar & dada
por y = C,e* +C,e'.

Pela observagao 3.6.1.2, teremos y, =y, +y, com y, =K1te2’ +K2e2’ ey, = K.e'.

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA




> eq5:=diff(y(t),t,t)-3*diff(y(t),t) +2*y(t)=exp(2*t);
w5F[;;ﬂnj—3Ciwnj+zwn=e””
> dsolve(eq5,y(t));
y(t)=(e'(-1+ Cl+t)+ C2)e’
Exemplo 3.6.1.6: Resolver a equagdo diferencial y''+ 2y'+2y = 3e “senx.
Temos ¢(x) = e *senx . Também sabemos que ¢(x) é a parte imaginaria de uma exponencial complexa:
e = e o = e cos X + e “senx .
Assim, é conveniente considerarmos uma nova equagao:
2"+ 2242z = 30T
a fim de tornarmos os célculos mais praticos.
A equacéo caracteristica tanto da equagdo dada, quanto dessa nova equag&o, é a mesma :
A +20+2=0,
comraizes A = —1=£1i.
Araiz 7\.1 = —1+4i éum raiz simples da equagio caracteristica, portanto, podemos procurar uma solugéo particular da
forma
z,= Kxeh™.
Calculando as derivadas de z , e substituindo na nova equagao, obtemos:
KM ((27\,1 + 7\,,2x)+ 2(1+Ax)+ 2x)= 3,
K(( +2% +2)x+20, +2)=3.

Como Xl é raiz da equagdo caracteristica, o coeficiente de x acima é nulo, resultando:

KQ\ +2)=3.
Substituindo A, = —1+1,
k=2-_3
2i 2
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Logo,

3i
z :__xe( 1+i)x

: = —%xe”‘ (cosx +isenx).

Considerando o operador linear L = D?* +2D + 2, associado a EDO, temos:

3xe "senx  3xe “cosx
L i
2 2

J =3xe " cos x + 3ixe “senx,

pois, pela propriedade de linearidade:
3xe 'senx | . [ 3xe “cosx . .
L — —iL T =3xe " cos x + 3ixe “senx.

Como a igualdade acima é uma igualdade entre nimeros complexos, obtemos:

I [_ 3xe " cosx

J =3xe “senx.
2

Dessa segunda igualdade,

= 3xe " cosx
r 2
3xe""cosx  _
e, portanto, a solugéo geral ¢ y = ————— +e " (C, cos x + C,senx) .

2

Exemplo 3.6.1.7: Determinar a solugo geral de "' — y'=17.

Nesse caso, ¢(f) = t*e”, mas zero é raiz simples da equago caracteristica A* — A = 0 . Entdo, Y, serada

forma

y,O)= (Kt +K,t+ K )t =K’ +K,t> + Kt ,

substituindo suas derivadas na equacao e agrupando os termos obtemos:
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6K t+2K, —(BK,t* +2K,t+K,) =t

e
~3K, =1
6K, —2K, =0.
2K, - K, =0

1
A solugo desse sistema algébricoé K, = —g, K,=-1K,=-2.

Uma solugao particular da EDO é

1

»==3t -t =21,

e a solucéo geral:
1
y=—=t'—t>-2t+Ce' +C,.
3

> eq7:=diff(y(t),t,t)-diff(y () t)=tA2;
— dz d _ 2
eq7 = (dﬁ y(t)j - (d, y(t)J =t

3
t
y(t)=—t2—?+e’_CI—2t+_C2

> dsolve(eq7,y(t));

Y'+3y+2y =5
Exemplo 3.6.1.8: Resolver o problema de valor inicial 4 ¥(0) = —1

y'(0)=3
> eq8:=diff(y(t),t,t)+3*diff(y(t),t)+2*y(t)=5;

eq8 = [dtz y(t)] +3 [dty(t)] +2y(t)=5
> ci:=y(0)=-1,D(y)(0)=-3;

ci:=y(0)=-1,D(y)(0)=-3
> dsolve({eq8,ci});

§ 13 (-20)

5. 13 (-1
y(t)—2+ 5 10e
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ATIVIDADES ‘
Lista 3.6.1 ’

Determinar uma solug&o particular para as seguintes equacdes, usando do método dos coeficientes a determinar:

1. y"—4y'+5y =te’ cost.

t*e* sent

Resp: y, = 1

2. y"+2y+5y =5e"cos2t — 2e 'sen2t .

_ 5te”'sen2t N te”' cos2t

Resp:
P 4 2

3. y"+4y'=tcos2t.

_ t’sen2t +1cos2t

Resp: v, 2

4.9"+9y=x%e"+6 .

. 2 1 1 : (3x)
Resp: y(x)=sin(3x) C2+cos(3x) _CI +§+ﬁ x-3]e
5. 9"+ y"=3sen(2x) + xcos(2x).

Resp:

. 17 1 . 1
y(x) = s sin(2 x) — 100 cos(2 x)+ 10 sin(2 x) x — 5% cos(2x)—e

™ 1+ 2

Resolver os problemas de valor inicial a seguir:

1.y +4y=1"+3e', y(0)=0, y'(0)=2.

13 19 £ 1 3
Resp: y(t):—ﬁ sin( 2 t)—mcos(Z ’)+Z‘§+§e

t
2. y"+2y'+5y =4e'cos2t, y(0)=1, y'(0)=0.

(~t

1 - 1 1 -
Resp: y(t)=§e( & sin( 2 t)+§e )cos(2 t)+§e( 0 (cos(2t)+2sin(21) 1)
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3.6.2 Determinacao de solucoes particulares de equacoes nao homogéneas pelo método de
variacao dos parametros

Este método pode ser aplicado a qualquer equagao linear de segunda ordem
Vi f()y+ex)y =q(x)

para a qual se conhega a solugdo geral da equacdo homogénea correspondente:
y(x)=Cy(x)+Cyp,(x),

com W[y, y,](x)#0,para x nointervalo de validade de y,(x) e y,(x).

0 método consiste em determinar uma solugéo particular da equagdo ndo homogénea que tenha a forma da solugéo geral
da equagdo homogénea associada; para tal, substituimos os parametros (constantes C, e C, ) por fungdes a serem
determinadas C, (x) e C, (x) . Assim, vamos procurar uma solugdo particular da forma

Y(x) = C(x)y,(x) + C,(x)y,(x)

com a condigao

Y'(0) = C(x)yi(x) + G (0)y; (x).

ou equivalentemente
L)Y, () + Cy (), (x) = 0
Entéo,
Y'(2) = Cl(x)y{ () + C, () p{ () + C5 () () + C, (x)y5 ()

Substituindo Y¥) | V') ¢ V() g equagao, temos:

C{ ()] () + C, ()3 () + C5 ()} () + C, ()50 + L )(C, ()] () + C, (1) y5 (0))+
+ 2()(C, ()7, () + C, ()7, ()= g (x)

que podemos escrever

Cl(Y] (1) +C5 (1) (0) + C ()1 (@) + () y] (1) + g () y] () +

+C )+ £y (0 + g () (0)=4 (),

portanto, C, (x) e C,(x) também satisfazem a equagéo
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Ci(x0)y () + Co(x)y3 (%) = q(x)
Assim, obtemos o sistema de equagdes lineares para C|(x) e C;(x):

{yl (X)C](x) + y,(x)C3(x) =0
Y1 (0)C](x) + p5 (X)C3 (x) = g(x)

Esse sistema pode ser escrito, matricialmente, na forma

[yl(x) yz(x)}[cl'(x)}{ 0 }
IHOREHE) [AOIPTOIE

com solugao:

[c;(xq: ! {y;m —yz(xq{ 0 }z ! [—yz(x)q(x)}
G| Wm0 v e WherIm] v@ae |

Ci(x) ¢ G(x)

Desta forma, obtemos duas equagdes diferenciais de 12 ordem, com solugdes , respectivamente, que

substituidas em

() = C ()7, (0) + Cy (1) ().

nos permitem escrever uma solugéo particular:

Yo (x) = C,(x)y,(x) + C, (x)y, (x) .

X

e
Exemplo 3.6.2.1: Resolver a EDO (D> —2D + 1)y = —.
X

A equagio caracteristica ¢ A° — 2\ +1= 0, cujas raizes sdo A, = A, = 1. Ento, a fungéio complementar pode
ser escrita como:

_ X x
y=Ce" +C,xe".
Assim, vamos procurar uma solugéo particular da forma:
v, =C(x)e" +C,(x)xe".

Nesse caso € obtido o sistema de equagbes:
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C/(x).e" +Cy(x).xe" =0

X

Cl/(x).e" +Cy(x)(e" +xe") = ¢
X

com solugao:
’ ! l
Ci=-1 e C,=—.
X
Integrando as igualdades acima, obtemos:
C = J.Cl’dx = —Idxz -x e C,= J.C;dx = J‘%z In|x],
deonde y, =—xe’ +xe" In |x| . Asolugo da equacéo pode ser escrita como

y(x)=Cie" +Cyxe" —xe* +xe* In|x| =" (C, + C,x—x +xIn|x|) .

Exemplo 3.6.2.2: Resolver "' —4y'+3y = Q +e ™ )l .

> edo:=diff(y(x),x,x)-4*diff(y(x),x)+3*y(x)=(1+exp(-x))*(-1);

a d 1
edo = (a’xz y(x)j -4 (a’x y(x)) +3y(x)= ﬁ

+ e

> dsolve(edo,y(x));

) 3x) 1 1 e2xn 1 (3x)

1
_C2+ex_CI—§ln(ex+1)e —e'+-e +§1n(ex)e

y(x)=e’ 1€ +5

+%exln((e"+ e ™)

ATIVIDADES ‘

Lista 3.6.2
Determinar uma solug&o particular para as seguintes equagdes, através do método de variagdo dos parametros:
1. y""+y=secx.

Resp: y, = (cos x)(1n|cos x|) + xsenx

2. (D’ + D)y =csct.
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Resp: y, = (cos t)(ln|sen t|) —tsent —In|csct+cot t
3.y =2y =e"senx.

1,
Resp: y, =—5e senx

3t

4.(D*-6D+9)y="—.
t

Resp: y, =—¢” ln|t|

5.4y"—4y' +y=16e".

Resp: y, =2x’e

D=

OBSERVAGCOES IMPORTANTES'

+ Os métodos estudados acima podem ser generalizados para EDO ndo homogéneas com ordem maior do que dois.

«AEDO (D +2D+5)y=17sen (\/Et ) , que representa oscilagées forgadas num sistema massa-mola,
tem solugdo ¥ = —24/2 cos (\/Et)-i- 3sen (\/Et))-k (Cle_t cos 2t + Cze‘fsen2t) ; essa solucédo

é a resposta do sistema a forga externa 17sen (\/Et) ; as constantes C; e C, dependem das condigdes

iniciais; o termo (Cle_’ cos 2t + Cze_’senZI) é chamado de parte transiente da solugéo; devido & presenga

da exponencial, a parte transiente tende a zero quando 7 — 400 ; assim, apos certo tempo, podemos afirmar

que y~ —2\/5 coS (\/Et)+ 3sen (\/Et) ; por esta razdo esse termo é chamado de parte estacionaria da

resposta.
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