Equacoes Diferenciais
Ordinarias Lineares



3.1 Nocoes gerais

Equacdes diferenciais sdo equagdes que envolvem uma fungéo incognita e suas derivadas, além de varidveis independentes.
Através de equagdes diferenciais podemos fazer a formulagéo diferencial dos modelos representativos de varios fenémenos
estudados, tanto nas ciéncias fisicas, como nas ciéncias bioldgicas e sociais. Os primeiros exemplos de equagdes diferenciais
encontramos em algumas Leis da Fisica. Porém, com o desenvolvimento do conhecimento cientifico, usamos equagdes
diferenciais em muitas areas desse conhecimento. Com os exemplos abaixo, temos a intengéo de motivar o estudo de
equacdes diferenciais que propomos, mostrando algumas aplicagdes das mesmas.

Exemplo 3.1.1: Queda livre de um corpo quando é desprezado o coeficiente de atrito.

d’y(0) _

dt

Exemplo 3.1.2: Queda livre de um corpo quando consideramos a resisténcia do ar.

2
ma’ y(zt)=mg_kdy(t) ol mdv(t)
dt dt dt

=mg—kv(t)
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Exemplo 3.1.3: Movimento de um péndulo simples.
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Exemplo 3.1.4: Corrente num circuito elétrico.

dl
L—+RI=E

dt

R
E
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Exemplo 3.1.5: Forma assumida por um cabo suspenso.

y”:k 1+(yl)2

Fonte: FAMAT em revista n°5 - setembro/2005 Fonte: www.guiasaovicente.com.br
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Exemplo 3.1.6: Problemas de perseguigao.

Exemplo 3.1.7: Sistema massa-mola: posicdo ocupada pela massa 72 no sistema.

2
d’x +yﬂ+kx=E) cos(w?)

m
dt* " dt

Exemplo 3.1.8: Problemas de vazao.

|

Ainda podermos citar outras aplicagdes, facilmente encontradas na bibliografia, tais como: resisténcia de fluidos; juros;
dinamica populacional; datagao de carbono 14; lei de resfriamento de Newton, absor¢&o de drogas; problemas de diluigéo,
decaimento radioativo, efc..
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Nos exemplos 3.1.1 a0 3.1.8, a fung&o incdgnita é fungdo de uma variavel independente; por isso as derivadas envolvidas
sao totais e as equagdes sdo designadas por equagdes diferenciais ordinarias (EDO). Quando a fungéo incognita for
funcdo de mais de uma varidvel, as derivadas presentes na equagéo serdo parciais e a equagdo sera designada por
equacdes diferenciais parciais (EDP). Aqui estudaremos somente algumas equacdes diferenciais ordinarias.

Aforma geral das equagdes diferenciais ordinarias € dada por:

F(x,y',y”,y”',"',y("))=0,

para n € N fixado. Ordem de uma equagéo diferencial é a ordem da derivada mais elevada #» € N que figura
nessa equacdo. Além disso, as equagdes diferenciais ordinarias podem ser apresentadas tanto na forma normal
¥'(x) = f(x,y(x)), como na forma diferencial M (x,y)d x+ N(x,y)d y=0.

OBSERVAGOES IMPORTANTES'

* Resolver uma equagao diferencial significa encontrar uma fungao incognita que satisfaga identicamente essa equagéo
diferencial. Assim, solugao de uma equagao diferencial € uma fungéo, definida num certo intervalo I, tal que, conjuntamente
com as suas derivadas, verifica a equagao. Solugao geral € uma expressao que contém um ou mais parametros reais
arbitrarios e que nos fornece todas as solugdes da equagdo. Solugdo particular € uma qualquer solugdo da equagdo
satisfazendo certas condigdes dadas. Certas equagdes diferenciais possuem ainda solugao que foge ao formato geral,
denominada de solugéo singular.

+ Os comandos apés o simbolo > correspondem a “comandos do software MAPLE”.

Exemplo 3.1.9: A solugéo geral da equagdo y'(x) = y(x) éafunggo y(x)=C e*, C € R, que representa
uma familia de curvas, enquanto cada uma das curvas abaixo, onde C=2, C=1, C=0, C=-1, C=-2, sd0 mas solugdes
particulares. E importante observar que essa equago é uma EDO de primeira ordem e primeiro grau.
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Exemplo 3.1.10: A solugao geral da equagao {d_y] LA y=0 éafungio y(x)=C x—C>;asretas
X X

2
y(x)=x-1, y(x)=2x-4, y(x)=—x—1, etc,, sdo solugdes particulares; a parabola y(x) = xT éa

solug&o singular. Esse & um exemplo de EDO de primeira ordem e segundo grau. Entdo, como podemos observar, o grau
de uma EDO é o grau a que esta submetida a mais alta derivada da equagao.
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Observagao 3.1.1: E bastante habitual utilizarmos a designacao de “integrar uma equagéo’ para “resolver uma equagéo”.
Portanto, determinar a integral geral, significa determinar sua solugéo geral.

Observacgao 3.1.2: No Calculo Diferencial e Integral ja aprendemos a resolver algumas equagdes diferenciais. Ou seja,
na resolucdo de uma integral temos uma equagéo diferencial solucionada.

Observacao 3.1.3: Campos de diregoes — Constituem uma ferramenta Util para termos idéia do comportamento das
soluges de uma EDO de 12 ordem sem resolvé-la.

Para obtermos o campo de direcdes de uma EDO, primeiro consideramos a equacédo na forma normal. Geometricamente,
a forma normal estabelece, em qualquer ponto, o valor do coeficiente angular " da reta tangente & solugéo da equagéo
diferencial nesse ponto. Entdo, em cada ponto de uma malha retangular, desenhamos um segmento orientado que tem
inclinagéo igual a da reta tangente a solugdo que passa pelo ponto da malha. A seguir, mostramos, usando MAPLE, a
relagéo entre o campo de diregdes e as solugdes da equacao diferencial do exemplo 3.1.9.
> with(DEtools):
> with(plots):
> eq:=diff(y(x),x)=y(x)
d
eq:=—y(x)=y(x
q = y(x) =y(x)
> dsolve(eq,y(x));

y(x)= _Cl e*

> g1:=contourplot(y/exp(x),x=-1..1,
y=-1..1,contours=[0,1,2,3,-1,-2,-3,0.5,-0.5],numpoints=3000,color=black,thickness=2):

> g2:=dfieldplot(eq,y(x),x=-1..1,y=-1..1,arrows=LINE):

> display({g1,92});
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OBSERVAGCOES IMPORTANTES'

O campo de dire¢ées de uma EDO também é muito importante numa analise qualitativa das solugées da equagao. Por
exemplo, na referéncia “Boyce, W.E. & Di Prima, R.C., Equagdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores
de Contorno, Guanabara Koogan, 1994”, podemos observar a modelagem da queda livre de um objeto com massa
m=10 k g, proximo ao nivel do mar. Considerando o coeficiente da resisténcia do arcomo Y =2 k g/ s, foi

obtido o modelo matemético ﬂ =9,8—— V. Através do campo de direcbes dessa equacéo, é possivel

5

observarmos uma solugéo de equilibrio v(¢) =4 9 m /s (equilibrio entre a gravidade e a resisténcia do ar, ou seja,

dv
valores de v (t) tais que 7 seja zero).
t

Todas as outras solugdes parecem estar convergindo para a solugéo de equilibrio quando a variavel “tempo” aumenta;

) ; odv oav , ) .
abaixo da solugao de equilibrio — > 0 ; acima, — < 0. Quando o tempo fica muito grande, todas as soluges se
t t

aproximam da solugéo de equilibrio.
> with(DEtools):
> with(plots):
> eq1:=diff(v(t),t)=9.8-(v(t))/5;
d 1
eql = v(t)=9.8— 5 v(t)

> dfieldplot(diff(v(t),t)=9.8-(v(t))/5,v(t),t=0..10,v=0..60);
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t
> dsolve(eq1,v(t));
)
v(t)=49+e _Cl

> A:=plot(49,t=0..10):

> B:=plot(49+exp(-1/5*t),t=0..10):

> C:=plot(49+exp(-1/5*t)*5,t=0..10):

> d:=plot(49+exp(-1/5*t)*(-1),t=0..10):
> E:=plot(49+exp(-1/5*t)*(-5),t=0..10):
> display({A,B,C,d,E});
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> g1:=contourplot(v-49-exp(-1/5*t),t=0..10,v=0..60,contours=[0,4,10,-6],numpoints=3000,color=black,thickness=2):

> g2:=dfieldplot(eq1,v(t),t=0..10,v=0..60,arrows=LINE):

> display({g1,92});
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Observagao 3.1.4: Sem o uso do “software Maple”, as solugdes do exemplo 3.1.9 sdo obtidas a partir da situagao elementar
na forma normal abaixo:

V(@) =f(x) = (@)= [f(x)de+C.
Esta sequiéncia também pode ser aplicada para d_ = f(»). Nesse caso, determinamos a solugéo x( ) .Ainda
y
podemos ter a situagdo y'(x) = f'(1), para a qual devemos obter a solugéo implicita y = g(x, ).

Exemplo 3.1.11: A solugéo geral da equagdo 2 yy' = —6x ¢ dadaimplicitamente por y2 =-3x>+C .As solugdes

s80 elipses (curvas de nivel de z = F'(x, y) = y2 +3x?). O graficode F & um paraboldide eliptico.
> with(DEtools):
> with(plots):
> eq:=2"y(x)*diff(y(x),x)=-6"x;
eq =2 y(x) a (x) |=—-6x
q-=<zYy s =
> dsolve(eq,y(x),’ implicit’);

y(x)?+3x*— CI=0
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> implicitplot({seq(y*2+3*x*2-C=0,C=-5..5)} x=-3..3,y=-3..3,numpoints=5000);

> plot3d(y2+3*x"2,x=-10..10,y=-10..10);

Observagao 3.1.5: Para a situagdo elementar na forma diferencial,
M(x)dx+ N(y)dy =0,
que é conhecida como uma equagao diferencial com variaveis separaveis, a solugdo geral € obtida por:

[M(x)dx+ [N(p)dy=C.

) . . , x2 x3
Exemplo 3.1.12: Para equagao diferencial " = cos(x) — 3 temos y = sen(x) — 5 +C.

16
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Observagao 3.1.6: A seguinte situag@o na forma normal

y(x) = f[l) ,
X

pode ser reduzida a uma equagdo com varidveis separaveis mediante seguinte a mudanca de variavel:

)
X

u(x) = = y(x)=ux)x = y'(x)=u'(xX)x+u(x).

ATIVIDADES '

Lista 3.1 - Ver exemplos E41 ao E45 no apéndice V.
1. Mostrar que y = e 4ce solugdo da equagéo diferencial y' +3y=0.
2. Mostrar que y = sen(2x) & solugéo da equagéo diferencial y''+4y =0.

3. Mostrar que a fungdo y(x), definida implicitamente por y3 +3y— x' =4 , € solucdo da equacao diferencial

2
X

V=—
(v* +1)

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA




4. Mostrar que a fungao y(¢), definida implicitamente por (1+ y°)* = (1+¢%)>, é solugdo da equagio
diferencial

dy _ 1(1+y°)
dt y*(1+1)

5. Mostrar que a funcdo dada na forma paramétrica

X =0 sent
v =P cost

2

X
é solugao da equagdo ' = ———.
o

6. Sejam as equagdes

a) Q+P(x)y =0
dx

dy
b) —+P(x)y=0(x).
) - (x)y=0(x)
Mostrar que se ¥, (x) é solugdo daequagéo (a)e ,(x) ésolugdodaequagio (b), entdo y(x) = Cy,(x) + »,(x)

é solugéo da equagao (b), para qualquer C .

3.2 Equacoes Lineares de 1° Ordem

Equagdes lineares de primeira ordem séo equagdes da forma

% P(x)y=0(x).

onde P(x) e Q(x) sdo fungdes continuas em um intervalo I. A fungéo incognita e suas derivadas aparecem na forma
linear.

3.2.1 Equacoes em que P(x) =0

Na equacdo linear acima, se P(x) =0, resulta

@ _
200,

cuja solugéo obtemos ao integrarmos os dois membros. Assim, a solugéo geral seréa:

18
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y(x) = [O(x)dx+C.

Exemplo 3.2.1.1: A solugéo geral da equagéo linear ' = cos 3x, obtida por integragéo direta, é dada por
1
y(x) = 5sen(3x) +C.
> with(DEtools):
> with(plots):
> contourplot(y-1/3*sin(3*x),x=-3..3,

y=-3..3,contours=[0,1,2,3,5,7,-1,-2,-3,
-5],numpoints=3000,color=black,thickness=2);
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Solugdes da equagdo y' = cos3x
Exemplo 3.2.1.2: A solugo geral da equago linear y' = e > & y(f) = —%e‘z’ +C.
> with(DEtools):
> with(plots):
> contourplot(y+1/2*exp(-2*t),t=-3..3,

y=-3..3,contours=[0,1,2,3,5,7,-1,-2,-3,
-5],numpoints=3000,color=black,thickness=2);
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Solugdes da equagao ' = e

OBSERVAGOES IMPORTANTES’

Problema de valor inicial (PV1) - € uma equagcao diferencial a ser resolvida conjuntamente com condicées sobre a fungéo
incognita y e as suas derivadas — condigbes essas a serem satisfeitas para um dado valor da variavel independente.

Estas condi¢es sdo chamadas condigdes iniciais.

dy

—=f(xy)

O problema < dx é chamado de PVI.
V(X)) =Y,

A solugéo do PVI, em um intervalo I, é uma fung&o definida em I tal que sua derivada, também definida em 1, satisfaz

o PVI.
ﬂ — eSx

Exemplo 3.2.1.3: < dx
»(0)=1

1
Solugéo geral da EDO: y(x) = §e3" +C.
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1 3x 2 . ~
Logo, y(x) = ge + 3 é a solugéo do PVI.

OBSERVAGOES IMPORTANTES’

Problema de valores de fronteira - € uma equacéo diferencial a ser resolvida conjuntamente com condigdes sobre
a fung@o incdgnita y e as suas derivadas - condi¢des essas a serem satisfeitas para dois ou mais valores da variavel
independente. Estes pontos poder&o ser os extremos do intervalo onde se considera a solugo, e as referidas condigdes

sdo designadas por condigdes de fronteira.

Exemplo 3.2.1.4: Resolver a equagéo y" + y = 0, com as condigdes de fronteira y(0 ) = 2 e y(m/2 ) = 5 . Esse tipo de
problema sera resolvido posteriormente quando estudarmos equagdes de segunda ordem.

3.2.2. Equacoes em que P(x) = 0 (caso geral)
Seja a equagdo
dy
——+P(x)y=0(x).
dx
Vamos usar uma fungao auxiliar LL(x) # 0, de forma que ao multiplicarmos essa equago por LL(x), obtemos uma
equacéo do tipo % = f(x), cuja solugio geral obtém-se com a integragdo de ambos os membros.

x)dx
Esta fungdo W(x)= eIP( : sera chamada fator integrante da equagéo linear; depois mostraremos porque LL(x)

deve ser definida dessa forma.
Inicialmente, vamos multiplicar a equag&o por L(x):
dy
”(X)E +I(x)P(x)y = 1(x)O(x).

Como

%Z%(ejpmdxj:ejP(x)dx%(J'P(x)dx)’

ou seja,

W) _Jrod by (0P,
dx

apos a substituicao desse resultado na equagao u(x)% + W(x)P(x)y = n(x)Q(x), temos:
x

R0 2 By 0.
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), entdo substituindo esse resultado no primeiro membro dessa

Sabemos que %(H(x)y) — lvl(x)%+ d},:b(cx)

equagao resultante, vem:

FOEM=RWO = 1y = [0 > =] WO +C].

Finalmente, a solugéo geral sera:

y= [ [l Q(x)dx+C}

J'P( )d

OBSERVAGOES IMPORTANTES’

P(x)dx
Agora vamos provar porque LL(x) = ej ) .

Inicialmente, devemos observar que [L(x) # O deve satisfazer a seguinte equago:

dp(x)

o MOIPR).

Como W (x) # 0, podemos multiplicar essa equagao por S :
w(x

1 du(x)
n)

e pela regra da cadeia, resulta

du (x)

=P(x )=> (hlu( )——=P(x),

m(ln w(x) = P(x).

Agora, integrando ambos os membros, obtemos

Inp(x) = [P(x)dr+C,.,
de onde:

[P+, [P()s _ o [Pk

C,
=e'e

H()=e

x)dx
Portanto, de fato [L(x) = eIP( e

Observagao 3.2.2.1: E importante salientarmos que qualquer mltiplo de L (x) também sera um fator integrante, ou um
fator de integragdo, para a EDO linear de 12 ordem.

82
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Exemplo 3.2.2.1: Determinar a solugdo geral da equagéo 7 + ==t
t t

Edl Int
Fl. e =e =t

Multiplicando a equagao pelo fator integrante, obtemos:

DYoo t@+y=t3.

dt t dt

t

O primeiro membro da equag&o acima é a derivada do produto #y(¢) :

d 3 ; 4 3 C
— @) =0 =)= e dt:zy(z)!?c:y(t):’T?

3
) . r C

Logo, a solugdo geral é y(¢) = Z +—.

t

Exemplo 3.2.2.2: Resolvero PVl < df ¢
y(2)=4

dy+l_tz

£ C
A solugao geral da equagao ja foi determinada no exemplo anterior: y(¢) = Z +—.
t

Agora, temos de satisfazer a condicéo inicial y(2) =4 :assim, parat=2 temos y =4.

Com a substituindo da condigo inicial na solugéo y(¢) :

2
4:2_+£’
42

determinamos C = 6.

3

6
Sendo assim, a solug&o do PVI é dada por y = Z +—.
t

, ) . dy o
Exemplo 3.2.2.3: Achar a solugdo geral da equagédo 7 —2y=¢e.
t

—2dt _
Fl: eI =™

Quando multiplicamos a equacéo pelo fator integrante, obtemos:

dh
eizt _y —

dt

-2 -2,
e 2y=e’e,

ou seja,
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A seguir, usamos a regra da cadeia e procedemos a integrac@o dos dois membros da equagéo:

d -2t —t -2t —t e"
— —e' = e =—e ' +C = y=—
() y y

+ = y=—¢ +Ce”

e—2t e—2t
Logo, a solugéo geral é y = —e' +Ce* .
> with(DEtools):
> with(plots):
> odeadvisor(eq);
[[ _linear, class A1]
> eq:=diff(y(t),t)-2"y(t)=exp(t);

d
eq = (d,y(r))— 2y(r)=¢'

> dsolve(eq,y(t)); (21)
y()=—e'+e” " _Cl

> g1:=contourplot(y+exp(t)-exp(2*t),t=-10..10,y=-10..10,contours=[0,1,2,3,-1,-2,-3],numpoints=3000,color=black,th
ickness=2):

> g2:=dfieldplot(eq,y(t),t=-10..10,y=-10..10,arrows=LINE):

> display({g1,92});

84
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> limit(-exp(t)+exp(2*t),t=infinity);

o0
> limit(-exp(t)+exp(2*t),t=0);

0
> limit(-exp(t)+exp(2*t),t=-infinity);

0

Exemplo 3.2.2.4: Calcular a velocidade de um paraquedista com massa corporal m = 75kg , no instante (£ =155)
em que abre o para-quedas, considerando o coeficiente de atrito k& = Skg /s . Calcular também a velocidade limite,

considerando o coeficiente de atrito, apds a abertura do para-quedas, como k =110kg /s

0O modelo matematico que descreve a queda livre, obtido a partir da 22 Lei de Newton z F, =ma, éaEDO linear de

1

12 ordem:

dav(t) . k.
m

v()=g,
com g aaceleragdo gravitacional.
A solugdo dessa equagao diferencial é:
m W
vty ="5 4 Ce .
k
A constante de integragao é determinada a partir da condigo inicial. Assim, para v(¢ = 0) = 0, temos:

c-_ms.
k
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nesse caso a solugéo particular é
(t)— Q e m'], t<15s.
Entao, a velocidade alcangada no instante (¢ =15s) é v=92,92m/s.

A distancia percorrida em queda livre é obtida por:

W) = ( DO )= [voydr = y(5)=" [ng‘km'}rc.
Assim, para y(t =0)=0: 5
co_mg.
2

passados 155, temos y =811,15m.
Com a abertura do para-quedas, devido ao maior coeficiente de atrito, a variagao da velocidade comega a decrescer, até

ser eventualmente atingido um equilibrio entre a forca gravitacional e a forga de atrito; a partir desse momento a velocidade
¢ constante e para um tempo suficientemente grande teremos a chamada velocidade limite:

- limv(f) = mg _ 75%9,8

=6,68m/s .
1> k110

Para a obteng&o da solucéo geral das equacgdes lineares de primeira ordem, em que P(x) = 0, também estudaremos os
métodos “de Bernoulli” e “de Lagrange”, além da utilizagdo de fator integrante, como procedemos.
3.2.2.1 Método de Bernoulli

Inicialmente, vamos considerar y = u.v, com u e v fungbes incognitas arbitrarias, solugéo de uma EDO linear de
primeira ordem.

Entéo
y=uyv = y'=uvtu'v.

d
Substituindo y e y" na equagdo linear ndo homogénea Ey+ P(x)y = Q(x), obtemos:
w'tu'v+ P(x)uv = 0(x),

ou
u.[v‘+P(x)v]+ u'v=0(x).

Considerando que v pode ser determinada arbitrariamente, temos:

V+P(x)v=0= v'=—P(x)v = v —P(x)v = J‘ﬂ - —jp(x)dx = p=e P0E
dx %
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~IPGds o u.[v'+ P(x) v]+ u'v =Q(x), resulta:

Substituindo v'+ P(x).v=0ev=e
u' e PO = O(x) 3% = O(x)e"V% = jdu = j O(x).e" % dy =
u= J.Q(x)efp(")d"dx +C.
Finalmente, levando u e v aequagéo, temos a solugdo geral na forma:

y =e P* [ J-Q(x)efp(")d"dx +C ]

y+y=x
Exemplo 3.2.2.1.1: Achar a solug&o geral do PVI Vo

e

A solugdo da equacdo diferencial pode ser obtida pelo método de Bernoulli: inicialmente, fazemos y =u.v =
y'=uv'+u' v ; apos, substituimos na EDO e obtemos:

uvu'vruv=x = up'v]rulv=x.
A seguir, determinamos v :
= Vv=0=Vv=-v > J-%z—jdx = Inv=—x=v=e".

Usando esse resultado, encontramos # :

e =x = %zx.e" = Idu = J.x.e"dx > u= J.x.e"dx su=xe" —e" +C.
Logo, a solugdo geral daEDOé y =(x—1)+C.e ™.
Agora, temos de satisfazer a condigao inicial y(1) = J’_eo :assim, para x =1 temos ) = y:() .
Com a substituindo da condiggo inicial na solugéo determinamos C = y,, .
Asoluggo do PVl é dadapor y = (x—1)+ y,e .
Exemplo 3.2.2.1.2: Achar a solugao geral da equagdo ' = y.tgx 4+ cos x usando o método de Bernoulli.
Substituindo y =u.v e y'=u.v'+u'v na equagio, temos:

uv'tu'v=uvigr+cosx = u.[v'-vigx|+u'v=cosx.

Da igualdade v'—v.tgx =0, temos:
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—In(cos x)

dv
v'=vitgy = j—zjtg,xdx:>1nv=—1n(cosx):>v=e =
v
_ ln(cosx)’l

Sv=e = v=(cosx)".

A seguir, determinamos u :

_ du 1+cos2x
u'.(cosx) =cosx => —=cos’x = u= J.cosz xdx = u = I—dx =
dx 2
1 11 1 1
S>u=— Idx+—.— Icos2x.2dx >u=—x+—sen2x+C
2 22 2 4
- ~ 1 1 1
Substituindo u e v na equagao: y =| —x+—sen2x+C |. .
2 4 coS X
i LAy 2 , , .
Exemplo 3.2.2.1.3: Achar a solucéo geral da equacédo 7 +—y =1, através do método de Bernoulli.
(A
Segundo Bernoulli, y = u.v;assim y'=u.v'+u'v.
Com a substituigdo na equagéo, resulta:
\J \l 2 \J 2 \l
uv+u.v+—uv=It = u/v+—v|+tu.v=t.
t t
De onde temos:
2 2 dv 2 - _
V+=v=0=V=-"v= |—= —I—dt shv="2lntov=e™=v=¢".
t t v t

Agora, determinamos # :

4
_ t
u't™ =t:>u'=t3:>u=Z+C.

2

t- C
Substituindo # e v em y = u.v, chegamos a seguinte solugéo geral: © = Z +=.
t

3.2.2.2 Método de Lagrange (Método de variacao dos parametros)

Dada uma equagdo diferencial linear, quando o termo independente da variavel incognita € nulo, a equagéo é denominada
homogénea. Assim, dada a equagéo

%+ P(x)y = 0(),

se O(x) # 0, aequagio é dita equago diferencial linear ndo homogénea; se O(x) = 0, temos uma equagao
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diferencial linear homogénea.
Primeiramente, dada uma equagao diferencial linear homogénea

dy
—+P =0,
e (x)y

- IP(x)dx

por integragéo obtemos a solugdo y = C.e , onde C é uma constante arbitraria.

Agora, se a equagdo € ndo homogénea, podemos usar, além dos métodos j& estudados, 0 método de Lagrange para

J‘P(x)dx

determinar a solugao dessa equagao. Nesse método, usamos a solugdo y = C.e e consideramos a constante

como uma funcdo de Xx , ou seja, fazemos variar o parametro:
— |P(x)dx
y=C(x).e J ,
com C(x) uma fungao derivavel que precisa ser determinada.

Derivando y = C(x).e Jreo

Q = i(C(X).e_ '[P(x)dx) = Q e Jp(x)dx.i
dx dx dx dx

dx
temos:

d( -[pea
(C(x))+ C(x).a(e )

Substituindo y e % na equagao ndo homogénea, obtemos:

¢ f””“.%(ax))— Clx)P(xye O 4 P(x).(C(x).e_ J”("’d") =0(x)
o d _Jpeax [P
. E(C(x))_ "0 = Cx) = [ O(x)d+ €

Assim, a solucao geral é dada por:
- J'P(x)dx - IP(x)dx J'P(x)dx
y=C(x).e = y=e Ie Ox)dx+C, |,
onde C, é uma constante arbitraria.
Exemplo 3.2.2.2.1: Resolver a solugao geral da equagdo y'— y.tgx = cos x, usando o0 método de Lagrange.

Primeiro, vamos considerar a EDO linear homogénea
y'=ytgx=0,
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.
cuja soluggo é y = Cel™®% = Ce ™™ = Ce™) = C(cos x) .

C(x)
Cosx

Pelo método de Lagrange, a solugéo procurada é da forma y = . Temos entéo:

_ C'(x).cosx+C(x).senx

|l

cos” x
Substituindo y e y" na equagéo dada, resulta:

_ C'(x).cosx+C(x)senx  C(x)
cos’ x CoS X

tgx =cosx.

Apos algumas simplificagdes, temos como determinar C(x) através da integragéo de C '(x) :

C'(x)

=cosx=C'(x)=cos’ x = C(x) = _[cosz xdx = C(x) = X L enoxn C,.
cos X 2 4

X « ) 1 1
Entéo, a solugdo geral é: y = —Xx+ Z sen2x +C, |.

COoS X

A seguir, vamos resolver, por esse método, alguns exemplos que ja foram solucionados anteriormente.
Exemplo 3.2.2.2.2: Achar a solugéo geral da equagdo y'+y = x através do método de Lagrange.
Dada a equagdo homogénea y'+y =0, asolugo & y = Ce “=Ce™.
Logo, a solugdo de Lagrange sera da forma:
y=C(x)e™;
a derivada dessa fungéo é dada por
y'=C'(x)e™ -C(x)e™.
Substituindo y e y' na equagdo dada, temos:
C'x)e"-C(x)e"+C(x)e " =x=C'(x)=xe" =
= C(x)= Ixe"dx C(x)=xe" —e" +C,.
Substituindoem y = C(x)e ™:

y= (x.e" - +C, )e”‘ S y=xee —ee +Ce = y=(x-D+C.e".
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dy

2
Exemplo 3.2.2.2.3: Achar a solug&o geral da equagao 7 +—y =1 pelo método de Lagrange.
t ot

2
Inicialmente, resolvemos a equagio homogénea y'+—y =0:
t

7J‘2dx —2Int In2 -2
y=Ce ' =Ce™"=Ce™ =Cit".

Logo, a solugéo a ser determinada é y = cuja derivada é:

2

_Cm t* =2t.C(1)
tt '

'

Substituindo na equag&o dada:

C'(t).f> =2t.C(1) . 2C(@) _

¢
! t 2

C'(t)f> 2C(t) 2C(r)
T T 5 =t
t t t

c'(). _

t4
t=>C't)==C@{t)= |dt=—+C
S =t=C0) == C0)= [rd="r+C,

t2
Logo, a solugéo geral é y = n +—=r.
t

Observagdo 3.2.2.2.: Muitas vezes é conveniente resolvermos uma EDO linear de 12 ordem, com fungéo incognita x( ) :

(1+ ¥y’ )dx =(arctany —x)dy,

dx arctany—x

dy 1+y2

dx X arctan y
-t P 2
dy 1+y 1+y

—arc tan y

Solugao Geral: x=arctan y —1+ Ce
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ATIVIDADES ‘

Lista 3.2.2 - Ver exemplos E46 ao E52 no apéndice V.

Resolver as equagdes diferenciais lineares de primeira ordem:

X 5
2. X’y +2xy =1 Resp: yx* =C+x
3. y'cos” x+y=1gx Resp: y+1=tgx+Ce "
4.y +x°y—x>=0 Resp: y=1+Ce ™"

5. %Jrltyﬁ =t +arcsent Resp: y=\/1—tzB(arcsent)2 —1-1* +C}

2
6. Seja a EDO linear de 12 ordem y' +—y —x = 0. Determinar a solug&o geral. Determinar os pontos criticos da
soluggo. Calcular lirr(} y(x).
xX—>

2
X C
Resp: y(x) = T +—:se C >0, os pontos criticos das solugdes sdo x = +3/4C ese C < 0nao tém
X

pontos criticos; lin(} y(x) =+ quando C >0 e lin(} y(x)=—o0 quando C <0.
x> X

7. Dado o PVI

y’+3y—x=0
X .

y(=2)=3

Determinar o intervalo de validade da solug&o.

Resp. (—0,0)

92
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3.2.3. Equacdes transformadas em lineares
Uma equacao de Bernoulli é uma EDO de 12 ordem da forma
y'+ P(x)y =0(x)y",

com n € R e onde P(x) e Q(x) sdo fungBes continuas em um intervalo I. E claro que se # =0, 7 =1 a equagéo é
linear. Porém, se n # 0, n #1 aequagéo ndo é linear. Nesse caso, a mudanga de variavel

z=y
transforma a EDO de Bernoulli em uma EDO linear de 12 ordem.

De fato, se z = y'™" , temos:

Substituindo e y" na equagéo de Bernoulli, resulta:

22 4 P(x)z = Q1) = 1 !

z'+ P(x)z = Q(x),
que € uma EDO linear de 12 ordem.

Observagdo 3.2.3.1: Com a mudanga de variavel proposta, se o expoente 1— 7 for negativo, precisamos verificar
separadamente se y = 0 é uma solugéo da EDO de Bernoulli, pois essa solugdo, nesse caso particular, é eliminada ao

1-n

fazermos a substituicdo z = y
Uma equacdo de Riccatti € uma EDO de 12 ordem da forma
dy
E+012(x)y2 +a,(x)y+a,(x)=0,
emque a,(x), a,(x) e a,(x) séo continuas um intervaloI e a,(x) #0 emL
Se y,(x) é uma solugéo particular da equago de Riccatti, entdo a mudanca de variavel
1
y=ny+—
z

reduz a uma EDO linear de 12 ordem. Assim, podemos concluir que a solugao geral de uma equagéo de Riccatti pode ser
determinada desde que se conhega uma solugéo particular.

Observacao 3.2.3.2: Uma equacao de Riccatti com coeficientes constantes

dy 2
—+ay +by+c=0,
a P
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tem uma solugdo y = A, A um nimero real, se e somente se A é raiz da equagéo quadratica
ak’ +bh+c=0.

Observagao 3.2.3.3: Se y,(x) e ¥,(x) s&o solugdes particulares da equagdo de Riccatti, entdo a solugdo geral é
dada por:

YN _ e Jar )y =)l
Y=

com C uma constante arbitraria.

Observagdo 3.2.3.4: Se y,(x), »,(x) e y;(x) s@o solugdes particulares da equagao de Riccatti, entdo a solugao
geral é dada por:

=y —¥,) _

V=)= »)

com C uma constante arbitraria.
ATIVIDADES ‘

Lista 3.2.3 - Ver exemplos E53 ao E56 no apéndice V.
Achar a solugéo geral de cada uma das seguintes equagdes:
1.y +y=x"y%;

Resp: y=(2+2x+x"+Ce") " e y=0.

2.y +xp° —x=0;

Resp: > eqb:=y(x)*diff(y(x),x)+x*(y(x))*2-x=0;

d 2
eqb = y(x) [dx y(x)) +xy(x) —x=0
> dsolve(eqb,y(x));

(=) (=2)
y(x)=+1+e ~ Cl,y(x)=-+/1+e CI

> dsolve(eqb,y(x),"implicit’);

2 (*xz)
y(x)*—1-—e ClI=0

9
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3.y +y°=2y+1=0;
_x+ 1+ _CI

Resp. y<x)_7x+_€]

4.y'+4y*-9=0;

9
Resp. y(x) = Tx + ClI

Achar a solugao geral de cada uma das seguintes equagdes, sendo dada uma solug&o particular:

2

1.2y - y_2 =1; solugo particular y = x;
X

2.y —xy” +(2x—1)y = x —1; solugao particular y =1.

3.3 Equacoes Diferenciais Lineares de 2 Ordem

Equagdes diferenciais lineares de segunda ordem séo equagdes da forma

d’y(x) d y(x)
dx* AL dx

+g(x)y(x) = h(x),

onde f(x), g(x) e h(x) s@o fungdes definidas num intervalo 1. Para simplificar a escrita, usaremos a notag&o
V' ()Y +g(x)y =h(x).

Também vamos considerar o operador diferencial linear L(y) = y" + f(x)y"+ g(x)y.

Em geral, para L(y) ="+ f(x)y' + g(x)y, temos

D) L(y, +y,)=L(y)+L(y,)
ii)y L(Cy)=CL(y);

por isso o operador € chamado linear.

Assim, quando resolvemos a equaggo ¥'' + f(x)y' + g(x)y = h(x) , determinamos as fungdes que satisfazem
L(y) = h(x).

Teorema 3.3.1: Teorema de Existéncia e Unicidade

O problema de valor inicial
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