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1. Calcule a transformada de Laplace de cada função a seguir: 

a. 
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Solução: 
Observe que a função )(tf  pode ser escrita em termos da função de Heaviside )(tu  

(degrau unitário) como ( ) )1(22)( 2 −⋅+−= tutttf .  Esta função pode ser escrita 

considerando )()( atgatu −⋅−  para poder aplicar a propriedade 17 da tabela. 

Então temos que ( ) ( ) )1(1)1()1(22)( 22 −⋅+−=−⋅+−= tuttutttf  

)1()1()1( 2 −+−−= tutut .  

Tomando transformada de Laplace:  
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b. )3()2()1()()( −−−⋅−−⋅= tututtuttf ; 

Solução: 
Podemos escrever )3()2()2()2()()( −−−−−⋅−−⋅= tutututtuttf  
Tomando transformada de Laplace:  
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c. ( ) )3()2()()cos()( ππ −−−−⋅= tutututtf ; 

Solução: 
)3()2()2cos()()cos()( πππ −−−⋅−−⋅= tututtuttf , desde que )cos()2cos( tt =− π . 

Tomando transformada de Laplace: 
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d.  

 

 

 

 

Solução: 
Escrevemos a função observando os intervalos ]0,] ∞− , ]1,0[ , ]2,1[  ]3,2[ , ]4,3[  e [,4[ +∞ : 

Intervalo Valor da função 

0<t  0  

10 << t  t  

21 << t  1 
32 << t  0  

43 << t  1 

t<4  0  

 

Assim, a função pode ser escrita como:  
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Tomando transformada de Laplace: 
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e. )cos()( 32
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Solução: 
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Agora, pela propriedade 12, [ ]
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Solução: 
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Solução: 

Como 1
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h. )(cos)( 22 tettf t−= ; 

Solução: 
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Agora, pela propriedade 12,  
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Solução: 
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2. Calcule as transformadas inversas de Laplace das funções a seguir: 

a. 
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Decompondo em frações parciais 
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Então )2)(1()5)(1()5)(2(47262 +−++−+++=−− ssCssBssAss . 

Para 1=s  temos: A1872 =− , que implica 4−=A . 

Para 2−=s  temos: B99 −= , que implica 1−=B . 

Para 5−=s  temos: C18108 = , que implica 6=C . 
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Decompondo em frações parciais 
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Então CssBssAss ++++=−−− )1()1(232 22 . 

Para 0=s  temos: A=− 2 , que implica 2−=A . 

Para 1−=s  temos: C−=−1 , que implica 1=C . 

Para 1=s  temos: CBA ++=− 247 , que implica 0
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Então, pelas propriedades 3 e 9, temos que a transformada inversa de 
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Solução: 
Decompondo em frações parciais 
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Então )1)(()52(1482
22 ++++−=−+− sCBsssAss . 

Para 1−=s  temos: A824 =− , que implica 3−=A . 

Para 0=s  temos: CA +=− 514 , que implica 11514514 =+−=−−= AC . 

Para 1=s  temos: )(248 CBA ++=− , que implica 116424 =−+−=−−−= CAB . 

Assim, 
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Então, pelas propriedades 3, 10 e 11, temos que a transformada inversa de 
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Decompondo em frações parciais 
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Então )1()1()1(353 232 ++++++=++ sDsCssBsAsss . 

Para 0=s  temos: D=3 , que implica 3=D . 

Para 1−=s  temos: A−=1 , que implica 1−=A . 

Para 1=s  temos: DCBA 22211 +++= , que implica 3=+ CB . 

Para 2−=s  temos: DCBA −+−−= 2485 , que implica 02 =+− CB . 

Resolvendo estas duas últimas equações temos que 1=B  e 2=C . 
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Decompondo em frações parciais 
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Então 222 )1)(()22()22)(1(1 −+++−++−−= sDCsssBsssA . 

Para 1=s  temos: B=1 , que implica 1=B . 

Para 0=s  temos: DBA ++−= 221 , que implica 12 −=+− DA . 

Para 1−=s  temos: )(45101 DCBA +−++−= , que implica 44410 −=+−− DCA . 

Para 2=s  temos: )2(221 DCBA +++= , que implica 122 −=++ DCA . 



Assim, temos o sistema 
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Método alternativo: 
A transformada inversa anterior também pode ser calculada mediante a propriedade de 

convolução (propriedade 19): 
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g. 
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Solução: 
Pela propriedade 15 e considerando o resultado da parte f, temos que: 
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Método alternativo: 
A transformada inversa anterior também pode ser calculada mediante a propriedade de 
convolução (propriedade 19): 
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Observação: 
Para o exemplo dado em aula, temos que  
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Solução: 
Muito importante: a propriedade 15 também pode ser expressa de uma forma 
diferente mas muito prática: 
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Solução: 

Aplicamos 
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( ))3(sen
1

3)2(

31

)2(

3

3)2(

)2(1

2

3

1
2

3

11

2

3
arctan

1

2

3
arctan

2

22

1

222

2
1

2

111

te
t

s
L

tss

s
L

t

sds

d

s

L
tsds

d
L

ts
L
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−−

−−−

=
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+
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Na última igualdade, foi utilizada a propriedade 11. 

3. Mediante a transformada de Laplace, resolva os seguintes PVI:  

a. 




<

<≤
=+

t,/2   0,

/2,0    ,1
''

π

πt
xx     0)0( =x ,  1)0(' =x ; 

Solução: 

Observe que a função 




<

<≤
=

t,/2   0,

/2,0    ,1
)(

π

πt
tf  pode ser expressa como 

)2/()()( π−−= tututf . Agora, aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, 

levando em conta as condições iniciais: 

[ ] [ ] [ ])('' tfLxLxL =+ , 

[ ] [ ] [ ])2/()()0(')0(2 π−−=+−− tutuLxLxsxxLs , 

[ ] [ ]
s

e

s
xLxLs

s 2/
2 1

1
π−

−=+− , 

[ ] 1
1

)1(
2/

2 +−=+
−

s

e

s
xLs

sπ

, 

[ ]
)1(

1

)1()1(

1
22

2/

2 +
+

+
−

+
=

−

sss

e

ss
xL

sπ

,              (A) 

e decompomos em frações parciais 

)1(

)()1(

1)1(

1
2

2

22 +

+++
=

+

+
+=

+ ss

sCBssA

s

CBs

s

A

ss
. 

Considerando que sCBssA )()1(1 2 +++= : 

para 0=s , 01 += A  que implica 1=A , 

para 1=s , )(21 CBA ++= , que implica 1−=+ CB , 

para 1−=s , )(21 CBA +−−= , que implica 1−=− CB , 

e resolvendo estas duas últimas equações, temos que 1−=B  e 0=C . 



Logo, 
1

1

)1(

1
22 +

−=
+ s

s

sss
. 

Assim, na igualdade (A), temos [ ]
1

1

11

1
22

2/2/

2 +
+

+
+−

+
−=

−−

ss

se

s

e

s

s

s
xL

ss ππ

. 

Utilizando as propriedades 3, 4, 5 e 17 temos que  

)(sen)2/cos()2/()2/()cos(1

1

1

11

1
2

1

2

2/
1

2/
1

2

11

tttutut

s
L

s

se
L

s

e
L

s

s
L

s
Lx

ss

+−⋅−+−−−=








+
+









+
+







−






+
−





= −

−
−

−
−−−

πππ

ππ

 

Assim, a solução do PVI é  

)(sen)2/cos()2/()2/()cos(1 tttututx +−⋅−+−−−= πππ . 

b. )2(sen)2()(sen4'' ππ −⋅−−=+ ttutxx     0)0( =x ,  0)0(' =x ; 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais nulas: 

[ ] [ ] [ ])2(sen)2()(sen4'' ππ −⋅−−=+ ttutLxLxL , 

[ ] [ ] [ ] [ ])2(sen)2()(sen4)0(')0(2 ππ −⋅−−=+−− ttuLtLxLxsxxLs , 

[ ] [ ]
11

1
4

2

2

2

2

+
−

+
=+

−

s

e

s
xLxLs

sπ

, 

[ ]
11

1
)4(

2

2

2

2

+
−

+
=+

−

s

e

s
xLs

sπ

, 

[ ]
)1)(4()1)(4(

1
22

2

22 ++
−

++
=

−

ss

e

ss
xL

sπ

,              (A) 

e decompomos em frações parciais 

)1)(4(

)4)(()1)((

14)1)(4(

1
22

22

2222 ++

+++++
=

+

+
+

+

+
=

++ ss

sDCssBAs

s

DCs

s

BAs

ss
. 

Considerando que )4)(()1)((1 22 +++++= sDCssBAs : 

para 0=s , DB 41 +=  que implica 14 =+ DB , 

para 1=s , )(5)(21 DCBA +++= , que implica 15522 =+++ DCBA , 

para 1−=s , )(5)(21 DCBA +−++−= , que implica 15522 =+−+− DCBA , 

para 2=s , )2(8)2(51 DCBA +++= , que implica 1816510 =+++ DCBA , 

e resolvendo o sistema de equações, temos que 0=A , 
3

1
−=B  , 0=C  e 

3

1
=D . 

Logo, 
1

1

3

1

4

1

3

1

)1)(4(

1
2222 +

+
+

−=
++ ssss

. 

Assim, na igualdade (A), temos [ ] 








+
+

+
−−

+
+

+
−= −

1

1

3

1

4

1

3

1

1

1

3

1

4

1

3

1
22

2

22
ss

e
ss

xL
sπ . 

Utilizando as propriedades 5 e 17 temos que  

)2()2(sen
3

1
)2())2(2(sen

6

1
)(sen

3

1
)2(sen

6

1

1

1

3

1

4

2

6

1

1

1

3

1

4

2

6

1
2

21

2

21

2

1

2

1

ππππ

ππ

−−−−−++−=








+
⋅−






+
⋅+






+
+






+
−= −−−−−−

tuttuttt

s
eL

s
eL

s
L

s
Lx

ss

 

Assim, a solução do PVI é  

)2()(sen
3

1
)2()2(sen

6

1
)(sen

3

1
)2(sen

6

1
ππ −−−++−= tuttutttx . 

c. )2(2'3'' −=++ tuxxx     0)0( =x ,  1)0(' =x ; 



Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais: 

[ ] [ ] [ ] [ ])2(2'3'' −=++ tuLxLxLxL , 

[ ] [ ] [ ] [ ])2(2)0(33)0(')0(2 −=+−+−− tuLxLxxsLxsxxLs , 

[ ] [ ] [ ]
s

e
xLxsLxLs

s2
2 231

−

=++− , 

[ ] 1)23(
2

2 +=++
−

s

e
xLss

s

, 

[ ]
)23(

1

)23( 22

2

++
+

++
=

−

sssss

e
xL

s

, 

             [ ]
)2)(1(

1

)2)(1(

2

++
+

++
=

−

sssss

e
xL

s

  (A) 

e decompomos em frações parciais 

)2)(1(

)1()2(

21)2)(1(

1

++

+++
=

+
+

+
=

++ ss

sBsA

s

B

s

A

ss
, 

e considerando que )1()2(1 +++= sBsA : 

para 1−=s , A=1  que implica 1=A , 

para 2−=s , B−=1 , que implica 1−=B . 

Agora, decompomos 
)2)(1(

1

++ sss
, 

)2)(1(

)1()2()2)(1(

21)2)(1(

1

++

++++++
=

+
+

+
+=

++ sss

ssssss

ssssss

γβαγβα
, 

e considerando que )1()2()2)(1(1 ++++++= ssssss γβα  

para 0=s , α21 = , que implica 
2

1
=α , 

para 1−=s , β−=1 , que implica 1−=β , 

para 2−=s , γ21 = , que implica 
2

1
=γ . 

Logo, 
2

1

1

1

)2)(1(

1

+
−

+
=

++ ssss
 e 

2

1

2

1

1

11

2

1

)2)(1(

1

+
⋅+

+
−⋅=

++ ssssss
. 

Assim, na igualdade (A), temos  

[ ]
2

1

1

1

22

1

12

1

)2)(1(

1

)2)(1(

2222

+
−

+
+

+
⋅+

+
−⋅=

++
+

++
=

−−−−

sss

e

s

e

s

e

sssss

e
xL

ssss

. 

Utilizando as propriedades 2, 3 e 17 temos que  

tttt

sss

eeetuetutu

s
L

s
L

s

e
L

s

e
L

s

e
Lx

2422

11
2

1
2

1
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1

)2(
2

1
)2()2(
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1
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1

22
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12
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−
−

−
−

−
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=

 

Assim, a solução do PVI é  

tttt
eeetuetutux

2422 )2(
2

1
)2()2(

2

1 −−+−+− −+⋅−+⋅−−−= . 

d. )3()(4'' ππ −−−=+ tutuxx     0)0( =x ,  0)0(' =x ; 

Solução: 



Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais nulas: 

[ ] [ ] [ ])3()(4'' ππ −−−=+ tutuLxLxL , 

[ ] [ ] [ ] [ ])3()(4)0(')0(2 ππ −−−=+−− tuLtuLxLxsxxLs , 

[ ] [ ]
s

e

s

e
xLxLs

ss ππ 3
2 4

−−

−=+ , 

[ ]
s

e

s

e
xLs

ss ππ 3
2 )4(

−−

−=+ , 

[ ]
)4()4( 2

3

2 +
−

+
=

−−

ss

e

ss

e
xL

ss ππ

,              (A) 

e decompomos em frações parciais 

)4(

)()4(

4)4(

1
2

2

22 +

+++
=

+

+
+=

+ ss

sCBssA

s

CBs

s

A

ss
. 

Considerando que sCBssA )()4(1 2 +++= : 

para 0=s , A41 =  que implica 
4

1
=A , 

para 1=s , CBA ++= 51 , que implica 15 =++ CBA , 

para 1−=s , )(51 CBA +−−= , que implica 15 =−+ CBA  

e resolvendo o sistema de equações, temos que 
4

1
=A , 

4

1
−=B   e 0=C . 

Logo, 
44

11

4

1

)4(

1
22 +

−⋅=
+ s

s

sss
. 

Assim, na igualdade (A), temos 

[ ]
44

1

4

1

44

1

4

1
2

3
3

2 +
+⋅−

+
−⋅= −

−
−

−

s

s
e

s

e

s

s
e

s

e
xL

s
s

s
s

π
π

π
π

. 

Utilizando as propriedades 2 e 17 temos que  

)3())3(2(cos
4

1
)3(

4

1
))(2cos()-u(t

4

1
)(

4

1

44

1

4

1

44

1

4

1
2
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1

2
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ππππππ

π
π
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π
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Assim, a solução do PVI é  

)2(cos)3(
4

1
)3(

4

1
)2cos()(

4

1
)(

4

1
ttututtutux ⋅−+−−⋅−−−= ππππ . 

e. )()(
tuxx

iv =− , 0)0( =x ,  0)0(' =x , 0)0('' =x ,  0)0(''' =x ; 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais nulas: 

[ ] [ ] [ ])()(
tuLxLxL

iv =− , 

[ ] [ ]
s

xLxLs
14 =− , 

[ ]
s

xLs
1

)1( 4 =− , 

[ ]
)1(

1
4 −

=
ss

xL , 



       [ ]
)1)(1)(1(

1
2 ++−

=
ssss

xL       (A) 

e decompomos em frações parciais 

)1)(1)(1(

)1)(1()()1)(1()1)(1()1)(1)(1(

111)1)(1)(1(

1

2

222

22

++−

+−+++−++++++−
=

+

+
+

+
+

−
+=

++−

ssss

sssEDsssCsssBssssA

s

EDs

s

C

s

B

s

A

ssss
. 

Considerando que  

)1)(1()()1)(1()1)(1()1)(1)(1(1 222 +−+++−++++++−= sssEDsssCsssBssssA  

para 0=s , A−=1  que implica 1−=A , 

para 1=s , B41 = , que implica 
4

1
=B , 

para 1−=s , C41 = , que implica 
4

1
=C , 

para 2=s , )2(61030151 EDCBA ++++= , que implica 

CBAED 1030151612 −−−=+ , 

para 2−=s , )2(63010151 EDCBA +−−++= , que implica 

CBAED 3010151612 −−−=− , 

e resolvendo o sistema de equações, temos que 1−=A , 
4

1
=B , 

4

1
=C , 

2

1
=D  e 0=E . 

Logo, 
12

1

1

1

4

1

1

1

4

11

)1)(1)(1(

1
22 +

+
+

+
−

+−=
++− s

s

sssssss
. 

Assim, na igualdade (A), temos [ ]
12

1

1

1

4

1

1

1

4

11
2 +

+
+

+
−

+−=
s

s

sss
xL . 

Utilizando as propriedades 3 temos que  

)cos(
2

1

4

1

4

1
1

12

1

1

1

4

1

1

1

4

11
2

1111

tee

s

s
L

s
L

s
L

s
Lx

tt +++−=
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+
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−
+





−=
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Assim, a solução do PVI é )cos(
2

1

4

1

4

1
1 teex

tt +++−= − . 

f. )()(
tfxx

iv =− , 0)0( =x ,  0)0(' =x , 0)0('' =x ,  0)0(''' =x , onde )(tf  é 

uma função contínua. 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais nulas: 

[ ] [ ] [ ])()(
tfLxLxL

iv =− , 

[ ] [ ] [ ])(4
tfLxLxLs =− , 

[ ] )()1( 4
sFxLs =− , 

[ ]
1

)(
4 −

=
s

sF
xL , 

       [ ]
)1)(1)(1(

)(
2 ++−

=
sss

sF
xL       (A) 

e decompomos em frações parciais 



)1)(1)(1(

)1)(1)(()1)(1()1)(1(

111)1)(1)(1(

1

2

22

22

++−

+−+++−+++
=

+

+
+

+
+

−
=

++−

ssss

ssDCsssBssA

s

DCs

s

B

s

A

sss
. 

Considerando que  

)1)(1)(()1)(1()1)(1(1 22 +−+++−+++= ssDCsssBssA  

para 1−=s , B41 −=  que implica 
4

1
−=B , 

para 1=s , A41 = , que implica 
4

1
=A , 

para 0=s , DBA −−=1 , que implica 
2

1
1 −=−−= BAD , 

para 2−=s , )2(31551 DCBA +−−−−= , que implica DBAC 315516 +++= , 

e resolvendo o sistema de equações, temos que 
4

1
=A , 

4

1
−=B , 0=C  e 

2

1
−=D . 

Logo, 
1

1

2

1

1

1

4

1

1

1

4

1

)1)(1)(1(

1
22 +

−
+

−
−

=
++− ssssss

. 

Assim, na igualdade (A), temos  

[ ]
1

1
)(

2

1

1

1
)(

4

1

1

1
)(

4

1

)1)(1)(1(

)(
22 +

−
+

−
−

=
++−

=
s

sF
s

sF
s

sF
sss

sF
xL . 

Utilizando a propriedade 19 temos que  
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Assim, a solução do PVI é 

∫∫∫ ⋅−−⋅−−⋅−= −
ttt

dtfdetfdetfx
000

)(sen)(
2

1
)(

4

1
)(

4

1
τττττττ ττ . 

4. Um certo sistema massa-mola-amortecedor satisfaz o problema de valor inicial 

)('''
4
1 tgkxxx ⋅=++ , 0)0(')0( == xx , onde )2/5()2/3()( −−−= tututg  e 0>k é 

um parâmetro.  

a. Resolva o PVI. 

Solução: 
Aplicando  a transformada de Laplace à equação diferencial e considerando as condições 

iniciais nulas temos 

[ ] [ ] [ ] [ ])2/5()2/3(
4
12 −−−⋅=++ tutuLkxLxsLxLs , 

( ) [ ] [ ])2/5()2/3(1
4
12 −−−⋅=++ tutuLkxLss , 

[ ] 







−⋅=++

−−

s

e

s

e
kxLss

ss 2/52/3

4
12 )1( , 

[ ] 










++
−

++
⋅=

−−

)1()1(
4
12

2/5

4
12

2/3

sss

e

sss

e
kxL

ss

 



Considerando que 
64

63

8

1
1

2

4
12 +








+=++ sss , decompomos em frações parciais a 

expressão 
1)1(

1

4
12

4
12 ++

+
+=

++ ss

CBs

s

A

sss
. 

Temos que 
)1(

)()1(

1)1(

1

4
12

4
12

4
12

4
12 ++

++++
=

++

+
+=

++ sss

sCBsssA

ss

CBs

s

A

sss
, do qual: 

sCBsssA )()1(1
4
12 ++++= ; 

para 0=s , A=1 , que implica 1=A , 

para 1=s , CBA ++=
4

9
1 , que implica 

4

5
−=+ CB , 

para 1−=s , )(
4

7
1 CBA +−−= , que implica 

4

3
−=− CB , 

e resolvendo as equações temos 1−=B  e 
4

1
−=C . 

Assim,  

64
632

8
1

8

63

64
632

8
1

8
1

64
632

8
1

4
1

4
12

4
1

4
12 )(63

1

)(

1

)(

1

1

1

)1(

1

++
−

++

+
−=

++

+
−=

++

+
−=

++ ss

s

ss

s

sss

s

ssss
 

Logo, a transformada inversa de 
)1(

4
12

2/3

++

−

sss

e
s

 é  

























−−










−−⋅−= −−−− )2/3(

8

63
sen

63

1
)2/3(

8

63
cos1)2/3()( 8/)2/3(8/)2/3(

1 tetetuth
tt . 

Também, a transformada inversa de 
)1(

4
12

2/5

++

−

sss

e
s

 é  

























−−










−−⋅−= −−−− )2/5(

8

63
sen

63

1
)2/5(

8

63
cos1)2/5()( 8/)2/5(8/)2/5(

2 tetetuth
tt . 

Enfim, a solução do PVI é ( ))()()( 21 ththktx −=  

b. Grafique a solução para 2/1=k , 1=k  e 2=k  e descreva as 

características principais da solução e como depende de k . 

Solução: 
A forças externas são apresentadas nas figuras a seguir: 

 
A seguir, apresentamos os gráficos das soluções correspondentes aos valores 2/1=k , 

1=k  e 2=k : 

 



A massa possui um movimento oscilatório amortecido, cuja amplitude cresce quanto 

maior o valor de k . O movimento se anulará no infinito e só aparece no instante 2/3=t . 

Também ressaltamos que o movimento continua, a pesar de não existir mais força externa 

após 2/5=t . 

5. Resolva os seguintes PVI: 
a. )(2'2'' πδ −=++ txxx ,  1)0( =x ,   0)0(' =x ; 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais nulas: 

[ ] [ ] [ ] [ ])(2'2'' πδ −=++ tLxLxLxL , 

[ ] [ ] [ ] [ ])(2)0(22)0(')0(2 πδ −=+−+−− tLxLxxsLxsxxLs , 

[ ] [ ] [ ] s
esxLxsLxLs

π−=−−++ 2222 , 

[ ] 2)22( 2 ++=++ −
sexLss

sπ , 

[ ]
22

2

22
22 ++

+
+

++
=

−

ss

s

ss

e
xL

sπ

, 

[ ]
22

1

22

1

22
222 ++

+
++

+
+

++
=

−

ssss

s

ss

e
xL

sπ

 

         [ ]
222222 1)1(

1

1)1(

1

1)1(

1

++
+

++

+
+

++
= −

ss

s

s
exL

sπ      (A) 

Decompomos em frações parciais 

)1)(1)(1(

)1)(1)(()1)(1()1)(1(

111)1)(1)(1(

1

2

22

22

++−

+−+++−+++
=

+

+
+

+
+

−
=

++−

ssss

ssDCsssBssA

s

DCs

s

B

s

A

sss
. 

Considerando que  

)1)(1)(()1)(1()1)(1(1 22 +−+++−+++= ssDCsssBssA  

para 1−=s , B41 −=  que implica 
4

1
−=B , 

para 1=s , A41 = , que implica 
4

1
=A , 

para 0=s , DBA −−=1 , que implica 
2

1
1 −=−−= BAD , 

para 2−=s , )2(31551 DCBA +−−−−= , que implica DBAC 315516 +++= , 

e resolvendo o sistema de equações, temos que 
4

1
=A , 

4

1
−=B , 0=C  e 

2

1
−=D . 

Logo, 
1

1

2

1

1

1

4

1

1

1

4

1

)1)(1)(1(

1
22 +

−
+

−
−

=
++− ssssss

. 

Assim, na igualdade (A), temos 

Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 10 e 17 temos 

. 

)(sen)cos()(sen)(

1)1(

1

1)1(

1

1)1(

1
)(

)(

22

1

22

1

22

1

tetetetu

s
L

s

s
L

s
eLtx

ttt

s

−−−−

−−−−

++−⋅−=










++
+









++

+
+









++
=

ππ π

π

 

Enfim, a solução do PVI é )(sen)cos()(sen)()( )(
tetetetutx

ttt −−−− ++⋅−−= ππ , desde que 

)sen()(sen tt −=− π . 

b. )10()5(2'3'' −+−=++ tutxxx δ ,  0)0( =x ,   1)0(' =x ; 



Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais: 

[ ] [ ] [ ] [ ])10()5(2'3'' −+−=++ tutLxLxLxL δ , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ])10()5(2)0(33)0(')0(2 −+−=+−+−− tuLtLxLxxsLxsxxLs δ , 

[ ] [ ] [ ]
s

e
exLxsLxLs

s
s

10
52 123

−
− +=−++ , 

[ ] 1)23(
10

52 ++=++
−

−

s

e
exLss

s
s , 

[ ]
23

1

)23(23 22

10

2

5

++
+

++
+

++
=

−−

sssss

e

ss

e
xL

ss

, 

[ ]
)2)(1(

1

)2)(1()2)(1(

105

++
+

++
+

++
=

−−

sssss

e

ss

e
xL

ss

       (A) 

Decompomos em frações parciais 

)2)(1(

)1()2(

21)2)(1(

1

++

+++
=

+
+

+
=

++ ss

sBsA

s

B

s

A

ss
. 

Considerando que  

)1()2(1 +++= sBsA  

para 1−=s , A=1  que implica 1=A , 

para 2−=s , B−=1 , que implica 1−=B . 

Logo, 
2

1

1

1

)2)(1(

1

+
−

+
=

++ ssss
. 

Também 
)2)(1(

)1()2()2)(1(

21)2)(1(

1

++

++++++
=

+
+

+
+=

++ sss

sEssDsssC

s

E

s

D

s

C

sss
. 

Considerando que  

)1()2()2)(1(1 ++++++= sEssDsssC  

para 0=s , C21 =  que implica 
2

1
=C , 

para 1−=s , D−=1  que implica 1−=D , 

para 2−=s , E21 = , que implica 
2

1
=E . 

Logo, 
2

1

2

1

1

11

2

1

)2)(1(

1

+
⋅+

+
−⋅=

++ ssssss
. 

Assim, na igualdade (A), temos 

[ ]
2

1

1

1

22

1

12

1

21

10101055

+
−

+
+

+
⋅+

+
−⋅+

+
−

+
=

−−−−−

sss

e

s

e

s

e

s

e

s

e
xL

sssss

. 

Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 2, 3 e 17 temos 

que a solução do PVI é 

. 

tt

tttt

sssss

ee

etuetutuetuetu

s
L

s
L

s

e
L

s

e
L

s

e
L

s

e
L

s

e
Ltx

2

)10(2)10()5(2)5(

11

10
1

10
1

10
1

5
1

5
1

)10(
2

1
)10()10(

2

1
)5()5(

2

1

1

1

22

1

12

1

21
)(

−−

−−−−−−−−

−−

−
−

−
−

−
−

−
−

−
−

−+

−+−−−+⋅−−⋅−=








+
−






+
+










+
+









+
−








+









+
−








+
=

 



c. )3()(sen3'2'' πδ −+=++ ttxxx ,  0)0( =x ,   0)0(' =x ; 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais nulas: 

[ ] [ ] [ ] [ ])3()(sen2'2'' πδ −+=++ ttLxLxLxL , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ])3()(sen322 πδ −+=++ tLtLxLxsLxLs , 

[ ] s
e

s
xLss

π3

2

2

1

1
)32( −+

+
=++ , 

[ ]
32)1)(32(

1
2

3

22 ++
+

+++
=

−

ss

e

sss
xL

sπ

,        (A) 

Decompomos em frações parciais 

)1)(32(

)32)(()1)((

132)1)(32(

1
22

22

2222 +++

++++++
=

+

+
+

++

+
=

+++ sss

ssDCssBAs

s

DCs

ss

BAs

sss
. 

Considerando que  

)32)(()1)((1 22 ++++++= ssDCssBAs  

para 0=s , DB 31 +=  que implica 13 =+ DB , 

para 1=s , )(5)(21 DCBA +++= , que implica 15522 =+++ DCBA , 

para 1−=s , )(2)(21 DCBA +−++−= , que implica 12222 =+−+− DCBA , 

para 2−=s , )2(3)2(51 DCBA +−++−= , que implica 136510 =+−+− DCBA , 

e resolvendo as quatro igualdades resultantes, temos que 
4

1
=−=== CDBA . 

Logo, 
1

1

4

1

32

1

4

1

)1)(32(

1
2222 +

−
−

++

+
⋅=

+++ s

s

ss

s

sss
. 

Assim, na igualdade (A), temos [ ]
321

1

4

1

32

1

4

1
2

3

22 ++
+

+

−
−

++

+
⋅=

−

ss

e

s

s

ss

s
xL

sπ

. Preparamos 

a igualdade anterior para aplicar a transformada inversa: 

[ ]
2)1(1

1

4

1

14

1

2)1(

1

4

1
2

3

222 ++
+

+
+

+
−

++

+
⋅=

−

s

e

ss

s

s

s
xL

sπ

. 

Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 10 e 17 temos que 
a solução do PVI é 

. 

))3(2(sen)3(
2

1
)(sen

4

1
)cos(

4

1
)2cos(

4

1

2)1(

2

2

1

1

1

4

1

14

1

2)1(

1

4

1
)(

)3(

2

31

2

1

2

1

2

1

ππ π

π

−−++−=










++
+






+
+






+
−








++

+
=

−−−

−−−−−

tetuttte

s
eL

s
L

s

s
L

s

s
Ltx

tt

s

 

d. )2-(t'' πδ=+xx ,  0)0( =x ,   0)0(' =x ; 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais nulas: 

[ ] [ ] [ ])2('' πδ −=+ tLxLxL , 

[ ] [ ] [ ])2(2 πδ −=+ tLxLxLs , 

[ ] s
exLs

π22 )1( −=+ , 

[ ]
12

2

+
=

−

s

e
xL

sπ

.       (A) 

Assim, na igualdade (A), temos [ ]
1

1
2

2

+
⋅= −

s
exL

sπ .  



Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 5 e 17 temos que a 

solução do PVI é )(sen)2()2(sen)2(
1

1
)(

2

21
ttuttu

s
eLtx

s ππππ −=−−=






+
⋅= −−  

desde que  )(sen)2(sen tt =− π . 

e. )1()()( −+=− ttxx
iv δδ , 0)0( =x ,  0)0(' =x , 0)0('' =x ,  0)0(''' =x . 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 
iniciais nulas: 

[ ] [ ] [ ] [ ])1()()( −+=− tLtLxLxL
iv δδ , 

[ ] [ ] s
exLxLs

−+=− 14 , 

[ ] s
exLs

−+=− 1)1( 4 , 

[ ]
1

1
4 −

+
=

−

s

e
xL

s

, 

       [ ]
)1)(1)(1(

1

)1)(1)(1(

1
22 ++−

+
++−

= −

sss
e

sss
xL

s       (A) 

e decompomos em frações parciais 

)1)(1)(1(

)1)(1)(()1)(1()1)(1(

111)1)(1)(1(

1

2

22

22

++−

+−+++−+++
=

+

+
+

+
+

−
=

++−

sss

ssDCsssBssA

s

DCs

s

B

s

A

sss
. 

Considerando que  

)1)(1)(()1)(1()1)(1(1 22 +−+++−+++= ssDCsssBssA  

para 1−=s , B41 −=  que implica 
4

1
−=B , 

para 1=s , A41 = , que implica 
4

1
=A , 

para 0=s , DBA −−=1 , que implica 
2

1
1 −=−−= BAD , 

para 2=s , )2(35151 DCBA +++= , que implica 136515 =+++ DCBA , 

temos que 
4

1
=A , 

4

1
−=B , 0=C  e 

2

1
−=D . 

Logo, 
1

1

2

1

1

1

4

1

1

1

4

1

)1)(1)(1(

1
22 +

−
+

−
−

=
++− ssssss

. 

Assim, na igualdade (A), temos  

[ ] 








+
−

+
−

−
⋅+

+
−

+
−

−
= −

1

1

2

1

1

1

4

1

1

1

4

1

1

1

2

1

1

1

4

1

1

1

4

1
22

sss
e

sss
xL

s . 

Utilizando as propriedades 3, 5 e 17 temos que a solução do PVI é 









−−−⋅−+−−= −−−− )1(sen

2

1

4

1

4

1
)1()(sen

2

1

4

1

4

1 )1(1
teetuteex

tttt . 

 

 
 
 
 
 
 



IMPORTANTE. LEIA COM ATENÇÃO: 

Dado o PVI: 




==

=++

βα )0(',)0(

)('''

xx

tfcxxbxa
 

A função de transferência é 
cbsas

sH
++

=
2

1
)( .  

A resposta-impulso é [ ])()( 1
sHLth

−= . 

A solução do PVI é )()()()(
0

txdfthtx h

t

+−= ∫ τττ ,  onde )(txh  é a solução do PVI 

homogêneo 




==

=++

βα )0(',)0(

0'''

hh

hhh

xx

cxxbxa
 que pode ser resolvido facilmente considerando a 

equação característica e os casos da duas raízes complexas ou reais (diferentes ou 
iguais). 
 
6. Considere os PVI a seguir. Encontre a função de transferência )(sH , a função de 

resposta ao impulso )(th  e a solução do PVI: 

a. )(9'' tgxx =+ , 2)0( =x , 3)0(' −=x ; 

Solução: 

A função de transferência é 
9

1
)(

2 +
=

s
sH . 

A resposta-impulso é )(sen
3

1

3

3

3

1

9

1
)(

22

1

2

1
t

s
L

s
Lth =






+
=






+
= −− . 

Agora, consideramos o PVI homogêneo 




−==

=+

3)0(',2)0(

09''

hh

hh

xx

xx
 

A equação característica é 092 =+r , cujas raízes são ir 3±= , que conduz à solução 

)3(sen)3cos()( 21 tctctxh += . Levando em conta as condições iniciais temos que  

2)0(sen)0cos( 21 =+ cc , 

3)0cos(3)0(sen3 21 −=+− cc , 

cuja solução é 21 =c , 12 =c . Assim, )3(sen)3cos(2)( tttxh += . 

Portanto, a solução do PVI original é  

)3(sen)3cos(2)())(3(sen
3

1
)(

0
ttdgttx

t

++−= ∫ τττ . 

b. )(6''' tgxxx =−− ,  1)0( =x , 8)0(' =x ; 

Solução: 

A função de transferência é 
6

1
)(

2 −−
=

ss
sH . 

Decompomos 
)2)(3(

)3()2(

23)2)(3(

1

6

1
2 +−

−++
=

+
+

−
=

+−
=

−− ss

sBsA

s

B

s

A

ssss
, do qual 

resulta )3()2(1 −++= sBsA : 

para 3=s , A51 =  e temos 
5

1
=A ; 

para 2−=s , B51 −=  e temos 
5

1
−=B ; 

e logo 
2

1

5

1

3

1

5

1

6

1
2 +

⋅−
−

⋅=
−− ssss

 



A resposta-impulso é ( )tt
ee

s
L

s
L

ss
Lth

2311

2

1

5

1

2

1

5

1

3

1

5

1

6

1
)( −−−− −=






+
−






−
=






−−
= . 

Agora, consideramos o PVI homogêneo 




==

=−−

8)0(',1)0(

06'''

hh

hhh

xx

xxx
 

A equação característica é 062 =−− rr , cujas raízes são 3=r  e 2−=r , que conduz à 

solução tt

h ecectx
2

2

3

1)( −+= . Levando em conta as condições iniciais temos que  

10

2

0

1 =+ ecec , 

823 0

2

0

1 =− ecec , 

cuja solução é 21 =c , 12 −=c . Assim, tt

h eetx
232)( −−= . 

Portanto, a solução do PVI original é  

( ) tt
t

tt
eedgeetx

23

0

)(2)(3 2)(
5

1
)( −−−− −+−= ∫ ττττ . 

c. )(5'2'' tgxxx =+− ,  0)0( =x , 2)0(' =x ; 

Solução: 

A função de transferência é 
52

1
)(

2 +−
=

ss
sH . 

A resposta-impulso é  

)2(sen
2

1

2)1(

2

2

1

4)1(

1

52

1
)(

22

1

2

1

2

1
te

s
L

s
L

ss
Lth

t=








+−
=









+−
=






+−
= −−− . 

Agora, consideramos o PVI homogêneo 




==

=+−

2)0(',0)0(

05'2''

hh

hhh

xx

xxx
 

A equação característica é 0522 =+− rr , cujas raízes são ir 21±= , que conduz à 

solução sen(2t))2cos()( 21

tt

h ectectx += . Levando em conta a condição inicial 

0)0( =hx , temos que  1sen(0))0cos( 0

2

0

1 =+ ecec , que dá 11 =c . Logo, 

sen(2t))2cos()( 2

tt

h ectetx +=  e derivando temos 

cos(2t)2sen(2t)sen(2t)2)2cos()(' 22

tttt

h ececetetx ++−= , 

e levando em conta a condição inicial 2)0(' =hx , temos 

2cos(0)2sen(0)sen(0)2)0cos( 0

2

0

2

00 =++− ececee , 

que dá 
2

1
2 =c . 

Assim, sen(2t)
2

1
)2cos()( tt

h etetx += . 

Portanto, a solução do PVI original é  

sen(2t)
2

1
)2cos()())(2(sen

2

1
)(

0

)( tt
t

t
etedgtetx ++−= ∫

− ττττ . 

7. Mediante a transformada de Laplace, resolva os PVI a seguir: 

a. )2()1(3'2'' −−−=−+ ttxxx δδ ,  2)0( =x , 2)0(' −=x ; 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais: 

[ ] [ ] [ ] [ ])2()1(3'2'' −−−=−+ ttLxLxLxL δδ , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ])2()1(3)0(22)0(')0(2 −−−=−−+−− tLtLxLxxsLxsxxLs δδ , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ])2()1(342222 −−−=−−++− tLtLxLxsLsxLs δδ  



[ ] [ ] [ ] 2232 22 ++−=−+ −−
seexLxsLxLs

ss , 

[ ] 22)32( 22 ++−=−+ −−
seexLss

ss , 

[ ]
32

)1(2

3232 22

2

2 −+

+
+

−+
−

−+
=

−−

ss

s

ss

e

ss

e
xL

ss

, 

[ ]
2222

2

22 2)1(

1
2

2)1(

2

2

1

2)1(

2

2

1

−+

+
+

−+
−

−+
= −−

s

s

s
e

s
exL

ss        (A) 

Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 6, 7 e 17 temos 
que a solução do PVI é 

. 

)2cosh(2))2(2(senh)2(
2

1
))1(2(senh)1(

2

1

2)1(

1
2

2)1(

2

2

1

2)1(

2

2

1
)(

)2()1(

22

1

22

21

22

1

tetetutetu

s

s
L

s
eL

s
eLtx

ttt

ss

−−−−−

−−−−−

+−⋅−−−⋅−=










−+

+
+








−+
−








−+
=

 

b. 2)2(4'' ttxx +−=− δ ,  0)0( =x , 2)0(' −=x ; 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais: 

[ ] [ ] [ ]2)2(4'' ttLxLxL +−=− δ , 

[ ] [ ] [ ] [ ]22 )2(4)0(')0( tLtLxLxsxxLs +−=−−− δ , 

[ ] [ ]
3

22 2
42

s
exLxLs

s +=−+ −  

[ ] [ ] 2
2

4
3

22 −+=− −

s
exLxLs

s , 

[ ] 2
2

4)1(
3

22 −+=− −

s
exLs

s , 

[ ]
1

2

)1(

2

1 2232 −
−

−
+

−
=

−

ssss

e
xL

s

,       (A) 

Decompomos 

)1)(1(

)1()1()1)(1()1)(1()1)(1(

11)1)(1(

2

)1(

2

3

332

32323

−+

++−+−++−++−+
=

−
+

+
+++=

−+
=

−

sss

sEssDsssCssBsssAs

s

E

s

D

s

C

s

B

s

A

sssss
,  

do qual resulta  

)1()1()1)(1()1)(1()1)(1(2 332 ++−+−++−++−+= sEssDsssCssBsssAs : 

para 0=s , C−=2  e temos 2−=C ; 

para 1=s , E22 =  e temos 1=E ; 

para 1−=s , D22 =  e temos 1=D ; 

para 2=s , EDCBA 24836122 ++++=  e temos 

2424832612 −=−−−=+ EDCBA ; 

para 2−=s , EDCBA 82436122 +−+−=  e temos 

24824326¨12 −=−−−=− EDCBA ; 

e resolvendo as duas últimas igualdades temos que 2−=A  e 0=B . 

Então temos 
1

1

1

122

)1)(1(

2

)1(

2
3323 −

+
+

+−−=
−+

=
− sssssssss

. 

Logo, substituindo em (A), temos 



[ ]
1

2

1

1

1

122

1
4

232 −
−

−
+

+
+−−

−
=

−

ssssss

e
xL

s

. 

Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 2, 3, 7 e 17 temos 

que a solução do PVI é 

)(senh22)1(senh)1(4)( 2
teetttutx

tt −++−−−⋅−= − . 
c. )2()('' πδπδ −+−=+ ttxx ,  0)0( =x , 1)0(' =x ; 

Solução: 
Aplicamos transformada de Laplace à equação diferencial, levando em conta as condições 

iniciais: 

[ ] [ ] [ ])2()('' πδπδ −+−=+ ttLxLxL , 

[ ] [ ] [ ] [ ]πδπδ 2()()0(')0(2 −+−=+−− tLtLxLxsxxLs , 

[ ] [ ] [ ] [ ]πδπδ 2()(12 −+−=+− tLtLxLxLs , 

[ ] 1)1( 22 ++=+ −− ss
eexLs

ππ , 
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Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 5 e 17 temos que a 

solução do PVI é 

. 
)(sen)(sen)2()(sen)(

)(sen)2(sen)2()(sen)()(

tttuttu

tttuttutx

+⋅−+⋅−−=

+−⋅−+−⋅−=

ππ

ππππ
 

8. Usando a transformada de Laplace, resolva os seguintes sistemas de EDO: 

a. 
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;1)0(,32'

,1)0(,23'

yyxy

xyxx
 

Solução: 
Aplicando transformada de Laplace às duas EDO, e considerando as condições iniciais 
temos: 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
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[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
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e resolvendo temos que 
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Agora, tomamos transformada inversa às duas últimas igualdades, considerando as 

propriedades 6, 7 e 12: 

)2(senh)2cosh( 33
tetex

tt −= ,    )2(senh)2cosh( 33
tetey

tt −= . 



b. 
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Solução: 
Aplicando transformada de Laplace às duas EDO, e considerando as condições iniciais 

temos: 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
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e resolvendo temos que 
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Agora, tomamos transformada inversa às duas últimas igualdades, considerando as 

propriedades 6, 7 e 17: 

)2/(senh3)2/cosh( 2/52/5
tetex

tt −− +−= ,    )2/(senh4 2/5
tey

t−= . 

c. 
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Solução: 
Aplicando transformada de Laplace às duas EDO, e considerando as condições iniciais 
temos: 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
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e resolvendo temos que 
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Decompomos 
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sCBssA )()1(1 2 ++−= ; 

para 0=s , A−=1 , ou seja, 1−=A ; 

para 1=s , CB +=1 , ou seja, 1=+ CB ; 

para 1−=s , )(1 CB +−−= , ou seja, 1=− CB , 

e então temos 1−=A , 1=B  e 0=C . 

Logo,  

[ ]
11

1

)1(

1

)1(

1

)1(

1
2

2
2

22

2

22

2

−
⋅+−

−
−=

−
+

−
−=

−

−
−= −

−
−

−

s

s
e

s

e

s

s

sss
e

ssss

e
yL

s
s

s
s

    (B) 

Agora, tomamos transformada inversa às igualdades (A) e (B), considerando as 
propriedades 2,6 e 17: 

)2(senh)2()(senh −−−= ttutx , 

)2cosh()2()cosh(1 −−−−= ttuty . 

d. 
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Solução: 
Aplicando transformada de Laplace às duas EDO, e considerando as condições iniciais 

temos: 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
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e resolvendo temos que 
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Temos as decomposições 

11

11

)1(

1
222 +

+
+

−−=
+

+
−

s

s

ssss

s
, 

1

1
2

1

223

1

1
2

1

123

)1(

2
22222222 +

⋅+
+

+−=+
+

⋅+
+

+−−=+
+

+
−

ss

s

sssss

s

sssss

s
 

Logo,  
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Agora, tomamos transformada inversa às duas últimas igualdades, considerando as 

propriedades 3,4, 5 e 8: 

)cos()(sen1 ttx +−−= , 

)(sen2)cos(22 ttty ++−= . 

e. 
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Solução: 
Aplicando transformada de Laplace às duas EDO, e considerando as condições iniciais 

temos: 

[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
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e resolvendo temos que 
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Temos as decomposições 
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Agora, tomamos transformada inversa às duas últimas igualdades, considerando as 
propriedades 3 e 5: 

)cos(4 2
teex

tt −+−= −− , 
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