GABARITO DA LISTA DE EXERCICIOS 06
Disciplina: Calculo Operacional Prof. German Suazo

1. Calcule a transformada de Laplace de cada funcdo a seguir:

r<1,
a. f(t)={

tP=2t+2, t>1,
Solucao:
Observe que a funcdo f(f) pode ser escrita em termos da funcdo de Heaviside u(t)

(degrau unitdrio) como f(t):(t2—2t+2)-u(t—1) . Esta fun¢do pode ser escrita

considerando u(f —a)- g(t —a) para poder aplicar a propriedade 17 da tabela.
Entio temos que FO = =20+2) u@t=1= (=1 +1)- ut =1

=t-D*u(t-D+u@-1).
Tomando transformada de Laplace:
LI ®]= Lt - D2ut 1) +u =)= L{¢t = D2u = D]+ Ljut - 1)

¢ (propriedades 17 e 2)

=e” -L[t2]+
N

)

!
-2 +£ (propriedade 8)

=e

N
—e_s (3_’_1}
53 N

b. f(O)=t-u@®—C-1 u(t—2)—u(t-3);
Solucao:
Podemos escrever f(t) =t -u(t)—(t—2) u(t—2)—u(t—2)—u(t-3)
Tomando transformada de Laplace:
LIf®O)=Llt-u@) = =2)-u(t —2) —u(t —2) —u(r - 3)]
= Llt-u@®)]- L[t - 2) - u(t = 2)]- Llu(t = 2)] - L[u(t - 3)]

s —3s
=L[r]-e™>L[t]- LR (propriedades 17 e 2)
s s

1 1 —2s —3s
=—- e — - € - (propriedade 8)

s s s
B L B €—25 B €—25 B €—3r

st s? s s

c. f@®)=cos@t) () —u(t—2m))—u(t-37);

Solucao:
f(@&)=cos(t) - u(t)—cos(t —2x) - u(t —2x)—u(t —3r), desde que cos(t —27) = cos(t).

Tomando transformada de Laplace:
L[f(t)] = L[cos(t) ~u(t)—cos(t —=27m) -u(t—27)—u(t — 371')]

= L[cos(t) . u(t)] - L[cos(t —27) - u(t— 271')] - L[u(t - 371')]

—3rs

= L[cos(t)]— e‘z’“L[cos(t)] _¢ (propriedades17 e 2)
s s —37s
-27s .
= —e —_— ropriedade 4
s +1 s?+1 s (prop )

—3rs

_ S (i apg)_ €
T2+l (1 ¢ ) s



t

Solucao:
Escrevemos a func@o observando os intervalos ] —o0,0], [0,1], [1,2] [2,3], [3,4] e [4,+o:
Intervalo Valor da funcao
t<0 0
O<t<l1 t
1<t<?2 1
2<t<3 0
3<t<4 1
4<t 0

Assim, a fungfo pode ser escrita como:
f@=t[u@—u@=D]+ =) ~u@t =2)]+ [u@ -3) ~u( - 4]
=t-u@®)—t-u@t-D+ut-1)—u@-2)+u(t-3)—u-4)
=t-u@®)—(t-D)-u@t—-1D)—u(t-2)+u(t—3)—u(t—4)
Tomando transformada de Laplace:
LIf®)]=Lit-u@)— @ —1)-u@t—1) —u(t —2) +u(t — 3) — u(t — 4)]
= Llr-u)]- Ll =1 - u = D] - L - 2]+ L{(u( - 3)] - L] - 4)]

-3 —4.
e s s

=25
= L[r]-eL]t]- A =< (propriedades17 e 2)
s s s

1 €—2.v €—3 s €—4 s

iz e —— + - (propriedade 8)
s s s s s

L) e e )
s s

e. f(t)=te " cos(t);
Solucao:
s
s24+1

Temos que L[cos(t)] =

. d? s 2s(s* =3)
Entdo, pela propriedade 16, L|t* cos(r)|= (1) — = os calculos da
pet prop [ ()] € dsz(s2+lj (s> +1)° (
segunda derivada ndo sdo mostrados).

]: 2(s +3)((s +3)* =3) _ 2(s+3)(s” +65+6)

Agora, pela propriedade 12, L|t*e™ cos(t)
ST PER PR [ ((s+3)7+1)° (s* +6s+10)°

¥ —1

t f=

]

Solucao:
3t

. e
Como Iim
—0 t

-1 =3, entdo podemos aplicar a propriedade 20 e temos




it | O ey O I e B I
L[f(t)]—L{ t }_I Ll -1fyyav=| (V_3 VJdV—(ln(v 3)-m))_

_ m(v = 3} _o 1{5_—3)‘ _ m(Lj
v o, s s=3

1—cos(t
g fio=—=0

Solucao:

. 1—cos(t) N . _
Como hn(} —— = =1, entdo podemos aplicar a propriedade 20, e temos

11— t

1- o e
Lfo)= L{ costt )} [ Lh-cos]oav =] (— -V jdv
f ' < \vovi+l

= (ln(v) — %ln(v2 + 1)}

s

- [ v jvm [ s j Vs +1
=In| —— =0-Inf ——=|=I
v=s VA1) Vs? +1

h. f(t)=t’e" cos’(t);

Solucao:
Temos que cos’(7) = HL;QI) e assim,
- 1+cos(2t) 1, ., 1,
Hy=tle" ———2=—t*" +—t’e" cos(2t).
f@)= 5 3 2 (21)
Observe que L[tze"]: 2 - » pela propriedade 9.
(s+D

Também, L[cos(2t)] =

sP+4

(os calculos

2 —
Entdo, pela propriedade 16, L[t cos(2t)] (-1)* ( 5 j 2s(s” —12)

*+4 (s> +4)°
da segunda derivada ndo s@o mostrados).
Agora, pela propriedade 12,

L[l‘e COS(ZI)] 2(s +D((s+1)* —12) 2(s +1)(s? +2S—1l).
(s+D*+4)° (s> +25+5)°
L, (+D(s* +2s-11)
(s+1)° (s> +2s+5°

Enfim, L[%¢ cos (t)]— L[t2 "]+EL[tze" cos(21)]=

. sen(t
L f)= ( ).
Solucao:
. sen(?) - . .
Como hn(} =1, entdo podemos aplicar a propriedade 20, e temos
t— t
LU sen(t) = (1
0]=L = I L[sen()[v)dv = I — |av
s s v+ 1
V=too T 1
= (arctan(v)]v_ = 2 arctan(s) = arctan(—j
=5 S
. e —e”’
- fO=

Solucao:



t -t

. e -
Como lim
—0 t

Lf )= L{e[ —e” } = J.:DOL[e’ —e'fvyav = J.:W(L—Ljdv

=2, entdo podemos aplicar a propriedade 20 e temos

t v—-1 v+1

= (In(v =) =In(v+D) -~ = h{"—_lj —0- h{s_‘lj‘ _ ln(s_ﬂj
e v+1),_ s+1 s—1
2. Calcule as transformadas inversas de Laplace das func¢des a seguir:
s? —26s—47 )
(s=D(s+2)(s+5)°

Solucao:
Decompondo em fracdes parciais

s? —26s—47 A + B + C  A(G+2)(s+5)+B(s—D(s+5)+C(s—D(s+2)
(s—=D(s+2)(s+5) s—-1 s+2 s+5 (s=D(s+2)(s+5)

Entdo s> —26s5s—47=A(s+2)(s+5)+B(s—D(s+35)+C(s—D(s+2).
Para s =1 temos: —72=18A, que implica A=—-4.
Para s =2 temos: 9=-9B, que implica B =—1.
Para s = -5 temos: 108 =18C, que implica C =6.
: s> =265 —47 4 1 6
Assim, =— - + .
(s—=D(s+2)(s+5) s—1 s+2 s+5

s?—26s—47
c a
(s—=D(s+2)(s+5)

Entdo, pela propriedade 3, temos que a transformada inversa de

fungdo f(f)=—de' —e ™ +6e™".

—25* =352
s(s+1)?
Solucao:
Decompondo em fracdes parciais
—2s2—3s—2_é+ B C  A(s+1)’+Bs(s+1)+Cs
ss+D? s s+l (s+D* s(s+1)?

Entdo —2s> —3s—2=A(s+1)* + Bs(s + 1)+ Cs.
Para s =0 temos: —2=A, que implica A=-2.
Para s =—1 temos: —1=—-C, que implica C =1.
-7-4A-C —-T7+8-1

Para s =1 temos: —7=4A+2B+ C, que implica B = 5 0 0.
. =257 =-35-2 -2 1
Assim,———=—+ 5
s(s+1) s (s+1
~ . . -25°=3s-2
Entdo, pelas propriedades 3 e 9, temos que a transformada inversa de W é
s(s+

1

funcdo f(t)=-2+te".
-25> +8s—14
(s+1)(s> =25 +5)

Solucao:
Decompondo em fracdes parciais



—25*+8s—14 A + Bs+C _A(s2—2s+5)+(Bs+C)(s+1)
(s+1)(s>—2s5+5) s+1 s —2s+5 (s+1)(s> —25+5)
Entdo — 25> +8s—14=A(s* =25+ 5)+(Bs+ C)(s +1).
Para s =—1 temos: —24 =8A, que implica A =-3.
Para s =0 temos: —14 =5A+ C,que implica C =-14—-5A=-14+15=1.
Para s =1 temos: —8=4A+2(B+C),queimplica B=-4-2A-C=-4+6-1=1.
-257+8s—14 _ -3 s+1 =3 (s=1) 2
2 - T - + 2 >t 2 2
(s+D(s”=2s+5) s+1 s°=2s4+5 s+1 (s—D"+2° (s—-1)"+2
Entdo, pelas propriedades 3, 10 e 11, temos que a transformada inversa de
25 +8s—14
(s+1)(s* =25+5)
35 +55+3

4 3
s +s

Assim,

é afuncdo f(1r)=-3e" +3e' cos(2t)+2e'sen(2t).

d.

Solucao:

Decompondo em fracdes parciais

35 +5s+3  3s°+5s+3 A B, C D_ As® +Bs*(s+ 1)+ Cs(s + 1)+ D(s +1)
st s? s (s+1) s+1 s s* 0§ s (s+1)

Entdo 3s® +5s+3=As’ + Bs*(s+ 1)+ Cs(s + 1)+ D(s +1).

Para s =0 temos: 3= D, que implica D =3.

Para s =—1 temos: 1=—A, que implica A=-1.

Para s =1 temos: 11=A+2B+2C+2D, que implica B+C =3.

Para s =-2 temos: 5=-84—-4B+2C - D, que implica —2B+C =0.

Resolvendo estas duas udltimas equacdes temosque B=1e C=2.

3s°+5s+3 3s*+5s+3 -1 1 2 3
4 R 3 = Tttt
s +s s”(s+1) s+1 s s s

Assim,

35 +55+3 |
— ¢

4

Entdo, pelas propriedades 3, 8 € 9, temos que a transformada inversa de 3
s+

fungdo f(r)=-¢" +l+2t+%t2.

1
(s=D%(s>=25+2)°
Solucao:
Decompondo em fracdes parciais

1 A B Cs+D
= + +
(s=D7(s*=2s+2) s—1 (s=1)7 s>—2s+2

_A(Gs-D(s®—25+2)+ B(s* —25+2)+(Cs+ D)(s —1)°
- (s—1)(s> +25+2)

Entdo 1= A(s—1)(s> =25 +2)+ B(s* =25 +2) + (Cs + D)(s —1)*.

Para s =1 temos: 1 =B, que implica B =1.

Para s =0 temos: 1 =-2A+2B+ D, que implica —2A+ D =-1.

Para s =—1 temos: 1=—10A+5B+4(-C + D), que implica —10A—-4C+4D =—-4.

Para s =2 temos: 1 =2A+2B+ (2C + D), que implica 2A+2C+ D =-1.




—-2A+D=-1,
Assim, temos o sistema {—10A—-4C +4D =—4, cujasolugdo é A=0, C=0e D=-1.
2A+2C+D=-1
1 1 1 1 1
(s—1)7(s°=25+42) (s—=D> s =25+2 (s=1)° (s—D>+1*"
Entdo, pelas propriedades 8 e 11, temos que a transformada inversa de

Assim,

(s—l)z(s1 gy 1o S Tuneio S =tel —esen(s).
S .
(s> +1)?°
Solucao:

Observe que i( 21 j:_%, que di L i( 21 j - 2—2s | ou
ds\s”+1 (s +1) ds\ s> +1 (s> +1)

1 d 1
seja, r—2 = ZL Mas, ela ropriedade 16,
! {(52+1)2} 2 Lzs(sulﬂ P prop

1 d 1 —1 1
'L =(-1 =— .
Lls(sz+lﬂ Dtk L2+J rsen(z)

1 d( 1 1 1
L ,L_l; L _ 1 1 |
0go LSZ +1)2} 7 Lls(sz +1ﬂ ) ( lSCn(t)) 2tsen(;)

Método alternativo:
A transformada inversa anterior também pode ser calculada mediante a propriedade de
convolugdo (propriedade 19):

i} s s 1 '
L {W}:L ILZ +1-S2 +J:J.OCOS(I—T)SCH(T)LZT

1 e
= EJ.O sen(t)+sen(27—t)dt ,

(propriedade sen(A) - cos(B) = %sen(A +B)+ %sen(A —B))

= %(sen(t) T- %COSQT - I)J

T=t 1 1 1
=—|tsen(t) ——cos(t) — 0+ —cos(—t
3 2( () 5 () 5 ( )j

1
= Etsen(t), pois cos(?) = cos(—t).

1 .
s>+
Solucao:
Pela propriedade 15 e considerando o resultado da parte f, temos que:

| 1 a1 s T s
L' ——|=L|————|=| L' |———
{(s2+1)2} L (s2+1)2} J.O {(s2+1)zlr)df

e 1 1 = 1
= J.O E rsen(7)dt = E (sen(z‘) - TCOS(T)L:O = E (sen(t) —t cos(t))

Método alternativo:
A transformada inversa anterior também pode ser calculada mediante a propriedade de
convolugdo (propriedade 19):



-1 N g 1 ) 1 _ t B
L {2571357}__L [S2_+1 Sz_+1} Lsen@* 7) sen(7)dt
= %J.Ot (— cos(t)+ cos(27 — t))dz' ,

(propriedade sen(A) - sen(B) = —%COS(A +B)+ %COS(A -B))

7=t

= %(— cos(t) T+ %sen(%' - f)j

1 1 1
=3 (— tcos(t) + > sen(t) —0— > sen(—t)j

7=0

= %(— tcos(t) + sen(t)), pois sen(t) = —sen(—t).

Observacao:
Para o exemplo dado em aula, temos que

- s 1 .| d 2 1 1
L 1|:m:| = —ZL 1|:£(S2 Y j:| :—Z-(—tsen(2t))zztsen(2t) .
Assim,

| 1 a1 s — s
L'\ \———|=L |- ———|=| L | ——
|:(S2+1)2:| L (s2+1)2} J.O {(s2+1)zlr)df
Al 1 = 1
= J.O E rsen(7)dr = E (sen(z‘) - Tcos(z'))L:O = E (sen(t) - tcos(t))

h. ln(s — 2} ;
s+2
Solucao:

Muito importante: a propriedade 15 também pode ser expressa de uma forma
diferente mas muito pratica:

n

A

1 D" -1 "
L [F(s)]:(tT)L {d—F(s)}.

1
Em particular, para n =1 temos que L'[F(s)]=—-L" Lli F(s)} .
t s

Aplicamos a tdltima igualdade e temos:

L{ln(zz_iﬂ:—%L{%ln(zliﬂz—%L{%(ln(s—2)—ln(s+2))}
:_1L{ 11 }:_1(€2t_€2t) .

t s—2 s+2 t
[s2+1j
In > ;
s +4

Aplicamos L'[F(s)]= —1L’1 Lli F(s)} e temos:
t S

Solucao:



2 2
p S o g LN Ll (2 1) - s + 4)
s”+4 t ds \s +4 t ds

:—1L{ 22S - 22S }:—1(200s(t)—200s(2t))
t s +1 s7+4 t

J- arctan( 3 j
s+2

Solucao:

Aplicamos L'[F(s)]= —1L’1 {di F(s)} e temos:
t S

L' arctan( 3 j :—1L‘1 iarctan( 3 j __1 I 1 . i( 3 j
s+2 t ds s+2 t ( 3 j | ds\s+2
+

s+2

_ Ll G+t (3 Ly 3
t (s+2)* +32 (s+2)° t (s+2)%+32

= %(e‘”sen(?;t))

Na tltima igualdade, foi utilizada a propriedade 11.
3. Mediante a transformada de Laplace, resolva os seguintes PVI:

1, 0<t<m2,
a. x'tx= x(0)=0, x'(0)=1;
0, m2<t,

Solucao:

1, 0<tr<m2,
Observe que a fungcdo f(¢)= pode ser expressa como
0, @2<t,

f(@®)=u(t)—u(t—m/2). Agora, aplicamos transformada de Laplace a equacdo diferencial,
levando em conta as condigdes iniciais:
Lix"T+ Llx]= L 0],
szL[x]— sx(0) —x'(0) + L[x] = L[u(t) —u(t—rm/ 2)],

—sm/2
e s

szL[x]—1+L[x]=l— )
s s

—sm/2

(> + D] =111,
s
—sm/2
i 7Y
s(s”+1)  s(s +1) (s™+1)
e decompomos em fracdes parciais
1 _é+m+c_mﬁ+num+os

s(s? +1) s osP+1 s(s* +1)
Considerando que 1= A(s> + 1)+ (Bs+ C)s:
para s =0, 1=A+0 que implica A =1,
para s=1, 1=2A+(B+C), que implica B+C =-1,
para s=—1,1=2A—-(—-B+C), que implica B—C =-1,
e resolvendo estas duas dltimas equacdes, temos que B=—-1e C=0.



1 1 s
Logo, > =———.
s(s*+1) s s°+1
) ) 1 —sm/2 —sm/2 1
Assim, na igualdade (A), temos L[x]:—— 2S . +€2 >y .
s osT+1 s sT+1 0 s7+1

Utilizando as propriedades 3, 4, 5 e 17 temos que

1 —sm/2 —sm/2 1
x=L = |- = |- — |+ | S|+ |
s s°+1 s s°+1 s°+1

=1—-cos(t)—u(t—m/2)+u(t—x/2) -cos(t—m/2)+sen(t)
Assim, a solug@o do PVI é
x=1-cos(t)—u(t—7z/2)+u(t—n/2)-cos(t—n/2)+sen(r).
b. x'"+4x=sen(t)—u(t—2x)-sen(t—27z) x(0)=0, x'(0)=0;
Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais nulas:

L[x"] + 4L[x] = L[sen(t) —u(t—2m)-sen(t — 27r)],
szL[x]— sx(0)—x"(0)+ 4L[x] = L[sen(t)]— L[u(t —27)-sen(t — 271')],

1 e—27z’s
*Llx|+4L|x|= - ,
s*Lx]+ 4Ll sT+1 st +1
1 e—ZIZ'S

+4)L|x|= ,
(s L] sP+1 s7+1

1 e—27rs
thd= (2+4)s2 1) (P +E D] &)
e decompomos em fracdes parciais
1 _As+B Cs+D (As+B)(s> +1)+(Cs+ D)(s* +4)
(s> +4) s>+ s7+4 241 (s> +4)(s> +1) '

Considerando que 1= (As+ B)(s*> +1)+ (Cs + D)(s> +4):
para s =0, 1=B+4D que implica B+4D =1,
para s =1, 1=2(A+ B)+5(C+ D), que implica 2A+2B+5C+5D =1,
para s =—1,1=2(-A+ B)+5(-C+ D), que implica —2A+2B-5C+5D =1,
para s =2, 1=5(2A+ B)+8(2C + D), que implica 10A+5B+16C+8D =1,
e resolvendo o sistema de equagdes, temos que A =0, B z—% ,C=0c¢e D:%’
o 1 _ 11 11
T(THATHD 35744 35741

Log

§s2+4 §s2+1_ §s2+4 §s2+1
Utilizando as propriedades 5 e 17 temos que

x:_lLl{ 22 }‘i‘lLl{ 21 }‘i‘lLl{e2”5'#}_1141{62”5'2;}
6 s“+4] 3 s“+1] 6 s +4] 3 sT+1

= —é sen(2t) + %sen(t) + ésen(Z(I =27m)u(t—2m)— % sen(t —2m)u(t —27x)

Assim, na igualdade (A), temos L[x]: L + 11 e‘z’”(— L1 + 1 j

Assim, a solug@o do PVI é
1
X = —g sen(2t) + %sen(t) + ésen(Zt)u(t -27)— %sen(t)u(t -27).

¢. x"Hx'f2x=u(t-2) x(0)=0, x'0)=1;



Solucao:

Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais:

Llx"|+3L[x']+2L[x] = Llu@ - 2)],
s?L[x]— sx(0) — x'(0) + 3sL[x]- 3x(0) + 2L[x] = L[u(r - 2)],
—2s

szL[x]— 1+ 3sL[x]+ 2L[x] = ,
s

€72s

(s> +3s +2)L[x] ==—+1,

€72s 1
2 + 2 ’
s(s”+35+2) (s +35+2)
-2s
Lx]=—=¢ PR
s(s+D(s+2) (s+D(s+2)
e decompomos em fracdes parciais
1 A 4 B A(s+2)+B(s+1)
(s+D(s+2) s+1 s+2 (s+D(s+2)
e considerando que 1=A(s+2)+ B(s+1):
para s =—1, 1= A que implica A =1,
para s =-2, 1=-B, que implica B =-1.

L[x] =

A)

Agora, decompomos

s(s+1)(s+2)
1 _a, B L7 :a(s+1)(s+2)+ﬁs(s+2)+7s(s+1)
s(s+D(s+2) s s+1 s+2 s(s+D(s+2) ’

e considerando que 1 =a(s+1)(s+2)+ Bs(s+2)+ ys(s+1)

para s =0, 1=2a, que implica a:%,

para s =—1, 1=—/4, que implica f=-1,

1

5

1 1 1 1 _11 1 1 1

Logo, = - e = —- .
(s+D(s+2) s+1 s+2 s(s+D(s+2) 2 s s+1 2 s+2
Assim, na igualdade (A), temos

para s =-2, 1=2y, que implica ¥ =

—2s —2s —2s —2s
Lfx]= e 1 1l e e 1 e . 1 1

+ = : - .
s(s+D(s+2) (s+D(s+2) 2 s s+1 2 s+2 s+1 s+2
Utilizando as propriedades 2, 3 e 17 temos que

1 €72s €72s 1 €72s 1 1
x=—L"'—|-L"—|+=L"—|+L'—|-L"
2 K s+1 2 s+2 s+1 s+2

1 1
= Eu(t - —u(t—-2)-e" +Eu(t —2) ey~

Assim, a solug@o do PVI é
1 1
x= Eu(t —D)—u(t-2)-e"* + Eu(l —2)-e My —e,

d. x"tdx=u(t-7)—u(-37) x(0)=0, x'(0)=0;
Solucao:



Aplicamos transformada de Laplace a equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais nulas:
L{x"|+4L[x]= L[u(t = 7) —u(t - 37)],
s*Lx]- sx(0)— x'(0) + 4L[x] = L[u(t - 7)] - L[u(t - 37)],

—-7s —-3rs
SzL[x]+ 4L[x] =£ ¢ ,
s s
—-7s —-37s
(s* + 4)L[x] = _¢ ,
s s
—-7s —-3rs
e e
Lix|= - ; (A)
b s(s>+4)  s(s*+4)
e decompomos em fracdes parciais
1 _é+m+c_mﬁ+®+wﬁcm
s(s2+4) s sP+4 s(s? +4) '

Considerando que 1= A(s*> +4) + (Bs+C)s:
para s =0, 1=4A que implica A:%,

para s=1,1=5A+ B+ C, que implica SA+B+C =1,
para s=-1,1=5A—-(—B+C), que implica 5SA+B—-C =1

e resolvendo o sistema de equagdes, temos que A = %, B= —i e C=0.
1 11 1
Logo, ———=———— 2S
s(s“+4) 4 5 45 +4
Assim, na igualdade (A), temos
1 TS 1 1 —-3zs 1
L[x]:_.e___efﬂ's N - € +—e 3rs s

4 s 4 $+4 4 5 4 24
Utilizando as propriedades 2 e 17 temos que

-Ts —37zs
y= lL—l e _lL—l o7 25 }_lLl e +1L71 {ems %}
4 s 4 s°+4] 4 s 4 s°+4

1 1 1 1
= Zu(t -7)—- Z u(t-z)-cosQ(t—rx))— Zu(t -37)+ ZCOS(2(I =37)u(t—37)

Assim, a solug@o do PVI é

1 1 1 1
x= Zu(t —-7)— Zu(r —7)-cos(2t)— Zu(t -37)+ Zu(t —37)-cos(2t).

e. x™—x=u), x0)=0, x'(0)=0, x"(0)=0, x'"(0)=0;
Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace a equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais nulas:
L[x(i") ]— L[x] = L[u(t)] ,

sL]-]x]=1,
R)

(ﬁ—D4ﬂ=1,
R

] = —

s(s* =1) ’




1
Llx]= 5 (A)
s(s=D(s+D(s” +1)
e decompomos em fracdes parciais
1 A B N C N Ds+E

SG-DE+DE D) s s—1 s+1 s2+1
_AGs=D(s+ D2+ D)+ Bs(s+1D)(s> + D)+ Cs(s = D(s> + 1)+ (Ds + E)s(s—=D(s +1)

s(s=D(s+D(s* +1)

Considerando que
1=AG =D+ D>+ D)+ Bs(s+D)(s> + D)+ Cs(s = D(s> + 1) + (Ds+ E)s(s = D)(s +1)
para s =0, 1=—A que implica A=-1,

para s =1, 1=4B, que implica B:i,

para s =—1, 1 =4C, que implica C:i,

para s =2, 1=15A4+30B+10C + 6(2D + E), que implica

12D+6E =1-15A-30B-10C,
para s =-2, 1=154A+10B+30C - 6(-2D + E) , que implica
12D-6E =1-15A-10B -30C,
e resolvendo o sistema de equagdes, temos que A=-1, B= i , 1 5
1 1 11 11 1 s
Logo, 5 =y — o
s(s=D(s+D(s” +1 s 4s—-1 4s+1 25 +1
. . 1 11 1 1 1 s
Assim, na igualdade (A), temos L[x] =——+— +— -
s 4s—-1 4s+1 25 +1
Utilizando as propriedades 3 temos que

x=—/" l +1L71 L +1L71 L +1L71 %
s] 4 s—=1] 4 s+1] 2 s”+1

= —1+le’ +le7t +lcos(t)
4 4 2

Assim, a solucdo do PVIé x =-1 +%et + %e’ + %cos(t) .

f. x" —x=f@), x(0)=0, x'(0)=0, x"(0)=0, x"'(0)=0, onde f(t) é
uma fun¢do continua.

Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace a equacdo diferencial, levando em conta as condicdes
iniciais nulas:

Ll |- L= L[ o).

s'Llx]- Llx]= LIF 0],

(s* =DLlx]=F(s),

F(s)
st—

L[x] =

F
L[x] _ (s) _
(s=D@s+D(s"+1
e decompomos em fracdes parciais

]

A)



1 A B Cs+D
= + +

(s—D(s+D(s*+1D) s=1 s+1  s*+1

_ AG+D(s2+D)+B(s—D(s> +1)+(Cs+ D) (s = 1)(s +1)
s(s=D(s +D(s* +1)

Considerando que
1=AGs+D(s* +D)+B(s—D(s* +1) +(Cs+ D)(s—D(s+1)

para s =—1, 1 =—4B que implica B :_i,

para s =1, 1=4A, que implica A:%,

para s =0, 1=A—-B—D, que implica D:A—B—lz—%,

para s =-2,1=-5A-15B-3(-2C + D), que implica 6C =1+5A+15B+3D,

e resolvendo o sistema de equagdes, temos que A = i , B= —% ,C=0e D= —%.

o 1 :l 1 11 11
T(s=D(s+D(s2+1) 4s—1 ds+l 25741

Assim, na igualdade (A), temos

t)=—FO__Llpy L Lpy L _Lr

(s=D@s+D(s"+1) 4 s—1 4 s+1 2

Utilizando a propriedade 19 temos que

1 1 1 1 1 1
x_4L {F(S)s—l} 4L {F(S)S+J 2L {F(S)SMJ
:%J.;f(t—z')-e’df—%_‘.otf(t—f)-eTdf—%_'zf(t—f)-sen(f)dz'
Assim, a solug@o do PVI é
x:lj.tf(t—f)-e’dr—lj.tf(t—f)-e”dr—lj.tf(t—f)-sen(z')df.
4% 4 2o
4. Um certo sistema massa-mola-amortecedor satisfaz o problema de valor inicial
x"+ix+x=k-gt), x(0)=x'(0)=0, onde g(t)=u(t—3/2)—u(t-5/2) e k>0¢
um parametro.
a. Resolvao PVL
Solucao:

Aplicando a transformada de Laplace a equacdo diferencial e considerando as condicdes
iniciais nulas temos

s?Llx |+ 2 sL{x]+ L]x] = k- Lju(t =3/2) —u(t —-5/2)],
(s> +Ls+1)Llx]=k - Llu@=3/2)—ut-5/2)],

—3s5/2 - 5s5/2
(s2+%s+1)L[x]=k~[e _£ j,
s s

—3s5/2 —5s5/2
L[x]:k-( e e J

s(s? +5s+1) s(s? +5s+1)

Log

1

st +1




2
Considerando que s° +is+1= (s + éj + % , decompomos em fracdes parciais a
~ 1 A Bs+C
expressio ——— = —+

s(s2+%s+1)_s s2+%s+1‘
A(s> +1s+1)+(Bs+C
Temosque+:é+ ZBH_C _AG 4S2 )+ (Bs )S,doqual:
s(s*+ s+ s st s+ s(s™+3s+1)
1=A(s> +4s+ 1)+ (Bs+C)s;
para s =0, 1=A, que implica A=1,

para s =1, 1:%A+B+C,queimplica B+C:—%,

para s =-1, 12%A—(—B+C),queimplica B—C:—%,

e resolvendo as equagdes temos B=-1¢ C = —%.

Assim,
1 1 s+ 1 s+ 1 S+y 1 J&
s(sP+ts+D) s sT+ls+l s (s+DPHE s s+D)+8 Je3 s+ +8

—3s5/2

Logo, a transformada inversa de ————
s(s”+5s+1)

V63

h()=u(t—3/2) [1—e-<f—3’2>’8 cos[T (t—3/2) e‘”‘””’*sen[‘@ (t—3/2)n.

1
o

s(s*+1s+1)

hy(t)=u(t—5/2)-| 1—e """ cos @(I—S/Z) —Le‘("m)”‘sen @(1—5/2) .
8 J63 8
Enfim, a solucio do PVI é x(r) = k(h, (t) — h, (1))
b. Grafique a solugdo para k=1/2 , k=1 e k=2 e descreva as
caracteristicas principais da solu¢do e como depende de & .

—5s/2
Também, a transformada inversa de

Solucao:
A forcas externas sdo apresentadas nas figuras a seguir:

2
13
1 —
0 T T T T T T T T T T T T T T 1
] b 10 13

t

‘_;‘{=i —_— =1 k=2

2

A seguir, apresentamos os graficos das solugdes correspondentes aos valores k =1/2,
k=1lek=2:

1.5
1
0.3
]

T T T T T T T
_D_jé 5 10 15
-1 z




A massa possui um movimento oscilatério amortecido, cuja amplitude cresce quanto
maior o valor de k. O movimento se anulard no infinito e s6 aparece no instante t =3/2.
Também ressaltamos que o movimento continua, a pesar de ndo existir mais forca externa
apos t=5/2.
5. Resolva os seguintes PVI:

a. x"+2x2x=0@—-7x), x(0)=1, x'(0)=0;
Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais nulas:

Llx"|+2L[x'|+2L[x] = L[5 - m)],
s2Lx]- sx(0) — x'(0) + 2sL[x]- 2x(0) + 2L[x] = L[5t — 7)],
s?Lx]+ 2sL[x]+ 2L[x]-s—2=¢""",
(s> +2s+2)L[x]=e " +5+2,

e ™ s+2
L[x]z 5 +— ,
STH+2s+2 s T+2s+2
e "’ s+1 1
Lx]=— +— +—
S H+25+2 s TH+2s+2 s +2s5+2
lzem— 1 4 st 1 (A)

(+D>+1> (s+D)°+1* (s+D*+1°
Decompomos em fracdes parciais
1 A B Cs+D

GoDrDe D) s—1 s+l s+l
_ AG+D(s2+D)+B(s—D(s> +1)+(Cs + D) (s =) (s +1)
s(s=D(s+D(s* +1)

Considerando que
1=AGs+D(s* + D)+ B(s=D(s* + D)+ (Cs + D)(s = D(s +1)

para s =—1, 1 =—4B que implica B:—%,

para s =1, 1=4A, que implica A:%,

para s =0, 1=A—-B—D, que implica D:A—B—lz—%,

para s =-2,1=-5A-15B-3(-2C + D), que implica 6C =1+5A+15B+3D,

e resolvendo o sistema de equagdes, temos que A = % , B= —% ,C=0e D= —%.

. 1 111111
T (s=D(s+D(sP D) 4s—1 4ds+1 2s7+1

Assim, na igualdade (A), temos
Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 10 e 17 temos

x(;):L{e—’”—l2 2}+L{ s+ 2}+L{ L 2}
. (s+D" +1 (s+D" +1 (s+D" +1

—(1-7)

Log

=u(t—-7m)-e sen(t—7)+e” cos(t) +e 'sen(t)

Enfim, a solucdo do PVI é x(¢) = —u(t —7x)-e "™
sen(t — ) = —sen(t).

b. x"+3x+2x=06(t=5) +u(t-10), x(0)=0, x'(0)=1;

sen(t) +e~' cos(t) + e 'sen(t), desde que



Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais:
Llx"]4+3L[x"]+2L[x] = L[5t = 5) + u(t = 10)],
s2L[x]— sx(0) — x'(0) + 3sL[x] - 3x(0) + 2L[x] = L[5(r = 5)]+ L[u(t —10)],

- 10s
e

SZL[x]+ 3sL[x]+ 2L[x]_1:e—ss + ’
N

- 10s
(s> +3s+)Lx]=e > + 41,
s

e— 5s e— 10s 1
L[)C] - 2 + B + 5 )
s +3s+2 s(s”+3s+2) s +3s5+2
—5s —10s
L[x]=—¢ +—° + ! (A)
(s+D(s+2) s(s+D(s+2) (s+D(s+2)
Decompomos em fracdes parciais
1 A + B A(s+2)+B(s+1)
(s+D(s+2) s+1 s+2 (s+D(s+2)
Considerando que
1=A(s+2)+ B(s+1)
para s =—1, 1= A que implica A =1,
para s =-2, 1 =—B, que implica B=-1.
1 1 1
Logo, = - .
(s+D(s+2) s+1 s+2
Também 1 :£+ D + E :C(s+1)(s+2)+Ds(s+2)+Es(s+1).
s(s+D(s+2) s s+l s+2 s(s+1D)(s+2)

Considerando que
1=C(s+1)(s+2)+Ds(s+2)+ Es(s+1)

para s =0, 1=2C que implica C:%,
para s =—1, 1=-D que implica D =~1,

para s =-2, 1=2F, que implica E =

N |~

1 11 1 1 1

Logo, —M8M8MM=————"—4+— .
s+1 2 s+2
Assim, na igualdade (A), temos

— . — + .
s+1 s+2 2 s s+1 2 s+2 s+1 s+2
Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 2, 3 e 17 temos
que a solugdo do PVI é

- 55 - 55 —10s —10s —10s
5y oulEi Ry 2Tl ] [y O 2
s+1 s+2 2 s s+1 2 s+2
My L S
s+1 s+2

=u(t—=5)-e" —u@t=5) - + %u(t —10) —u(t —=10)e™ "' + %u(t —10)e 2

e—Ss e—Ss 1 e—l()s e—l()s 1 e—l()s 1 1
Llx]= =

+€—t _e—Zt



c. x"+2x+3x=sen(r)+o(—-3x), x(0)=0, x'(0)=0;
Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais nulas:
L[x"]+2L[x']+ 2L]x] = L[sen(r) + 6(t = 37)],
s?L{x]+ 2sL[x]+ 3L[x] = Lsen(n)]+ L[5z - 37)].

(s +2s5+3)L[x]= 21 +e ™,
sT+1
1 €—37z's
Llx]=— —+ . @A)
(s"+25s+3)(s"+1) s +25+3

Decompomos em fra¢des parciais
1 __As+B +Cs+D:(As+B)(s2+1)+(Cs+D)(s2+2s+3)
(s> +25+3) (s> +1)  s7+2s+3 57 +1 (s> +25+3)(s> +1) .
Considerando que

1=(As+B)(s* +1)+(Cs + D)(s* +25+3)
para s =0, 1=B+3D que implica B+3D =1,
para s =1, 1=2(A+ B)+5(C+ D), que implica 2A+2B+5C+5D =1,
para s =—1,1=2(-A+ B)+2(-C+ D), que implica —2A+2B-2C+2D =1,
para s ==2, 1=5(—2A+ B)+3(-2C + D), que implica —10A+5B-6C+3D =1,
e resolvendo as quatro igualdades resultantes, temos que A=B=D =-C = %
1 1 s+1 1 s-1

o, =_. = )

(s> +2s+3)(s*+1) 4 s°+2s+3 4s5°+1

Log

=37s

1 +1 1 s—1
Assim, na igualdade (A), temos L[x] =—-— il - Sz .
4 s7+2s+3 4s +1 sT+25+3

a igualdade anterior para aplicar a transformada inversa:

. Preparamos

1 €—37z's

1 s+1 1 s 1
Llx]=—- — -+ ———+ —.
4 (s+D)"+2 4s+1 4s°+1 (s+1D)"+2
Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 10 e 17 temos que
a solucdo do PVI é

x(t):lL—l S—+21 _lL—1|: 25 :‘+1L_1|: 21 }+LL_1 e 37 \/52
47 [ (s+D>+2| 4 |sP+1] 4 [s2+1] 2 (s+1)*+2

= %e‘t cos(v21) - %cos(t) + %sen(t) + % u(t =3m)e Psen(W2(t - 37))

5
d. x"+x=90(t-27), x(0)=0, x'(0)=0;

Solucao:

Aplicamos transformada de Laplace a equag@o diferencial, levando em conta as condigdes

iniciais nulas:

L{x"|+ L[x]= L[6¢ - 27)],
s*L[x]+ L[x] = L[6( - 27)],
(s> +)L[x]= e,

—2rs

e
2

L[x] =

(A)

27s 1

Assim, na igualdade (A), temos L[x] =e -
s+



Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 5 e 17 temos que a

1
solucio do PVI é x(¢)= L‘{e‘z’” —J: u(t—2x) sen(t —27x) =u(t —2x) sen(r)

2
s
desde que sen(r—2x) =sen(?).

e. x™—x=81)+5(r-1), x(0)=0, x'(0)=0, x"(0)=0, x"'(0)=0.
Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais nulas:
Lx® |- Lx] = Lls@)]+ L[S - 1),
s*Lix]-Llx] =1+,
(s* =DL[x]=1+€,

1+e”
“_1

5

L[x] = ;

1 1
Llx|= - A
[X] (s=D(s+D(s*+1) e (s=D(s+D(s*+1) ®)

e decompomos em fracdes parciais
1 A B N Cs+D

oD DG+ s—1 s+l s +1
_ A+ +D)+B(s—1)(s>+ 1) +(Cs+ D)(s—1)(s +1)
(s—l)(s+1)(s2 +1)

Considerando que
1=AG+D(>+D+Bs—D(s>+ D)+ (Cs+D)(s—D(s+1)

para s =—1, 1=-4B que implica B:—%,

para s =1, 1=4A, que implica A:i,

para s =0, 1=A—-B—D, que implica D:A—B—lz—%,
para s =2, 1=15A+5B+3(2C + D), que implica 15A+5B+6C+3D =1,
temosqueA:l,B:—l,CzoeD:—l.
4 4 2
o 1 111111
T(s=D(s+D(s?HD) 4s—1 4ds+l 257+
Assim, na igualdade (A), temos
1 L D N S S SN 0 N O L B U
4s—-1 4s+1 2s5°+1 4s—-1 4s+1 2s5°+1
Utilizando as propriedades 3, 5 e 17 temos que a solugdo do PVI é

1 1 1 1 1 1
x=—e ——e'——sen(t)+u(t—1)-| e ——e "V ——sen(r—1) |.
4 4 2 ® ( ) (4 4 2 ( )

Log




IMPORTANTE. LEIA COM ATENCAO:
ax"+bx'+cx = f(t)

Dado o PVI:
{xm) =a, X'(0)=p

A fungdo de transferéncia é H(s) = —— .
as” +bs+c

A resposta-impulso é i(r) = L' [H(s)].

A solucao do PVI € x(¢) = J.(: h(t—7)f(r)dr+ x,(t), onde x,(r) éa solucio do PVI
ax,"+bx,+tcx, =0
0 =a, x,'0)=p

equacao caracteristica e os casos da duas raizes complexas ou reais (diferentes ou
iguais).

homogéneo { que pode ser resolvido facilmente considerando a

6. Considere os PVI a seguir. Encontre a fun¢do de transferéncia H(s), a funcdo de
resposta ao impulso A(¢) e a solugdo do PVI:
a. x'"+9x=g(@), x(0)=2, x'(0) =-3;

Solucao:
A funcdo de transferéncia € H(s) = 21 .
s°+9
A resposta-impulso € h(t) = L‘{ 21 } _1 L‘{ - 3 . } = lsen(t) .
s+9] 3 s +3 3
x,"+9x, =0

Agora, consideramos o PVI homogéneo
x,(0)=2, x,'(0)=-3

A equaciio caracteristica é r>+9 =0, cujas raizes sio r =%3i, que conduz 2 solucio
x,(t) = c,cos(3t) +c, sen(3¢). Levando em conta as condi¢des iniciais temos que
c,cos(0)+c,sen(0) =2,
-3¢, sen(0) +3c, cos(0) =-3,
cuja solugdo € ¢, =2, ¢, =1. Assim, x, () =2cos(3t) +sen(3t) .
Portanto, a solu¢do do PVI original é

x(t) = % jo sen(3(t — 7))g (7)d7 + 2cos(3t) +sen(3t).
b. x'"—x'-6x=g(t), x(0)=1, x'(0)=8:

Solucao:
A fungdo de transferéncia € H(s)=—; ! N
§T—5—
Decompomos ! A + B _AG+D+B(s—3) , do qual

S —s5—6 (s-3)(5+2) s-3 s+2  (s-3)(s5+2)
resulta 1 =A(s+2)+ B(s —3):

para s =3, 1=5A e temos A:%;

para s =-2, 1 =—5B e temos B:_%;

Pt ° 1 1
s’—s—6 5 s-3 5 s+2

e logo



1 1 1 1 1 1
A resposta-impulso é h(f)=L"'| ——— |==L" e =—[(e¥ —e™).
P P ® |:S2—S—6:| 5 L—J 5 L+2} ( )

x,"=x,'=6x,=0

x,(0)=1 x,'(0)=8

A equagio caracteristica é r> —r—6=0, cujas raizes sio r =3 e r = -2, que conduz a
solugdo x,(t)=c,e” +c, e . Levando em conta as condigdes iniciais temos que

Agora, consideramos o PVI homogéneo {

c,e’+c,e’ =1,
3c, e’ —2c,e’ =8,
cuja solugio é ¢, =2, ¢, =—1. Assim, x, (1) =2e* —e ™.
Portanto, a solu¢do do PVI original é
x(t) = éjz (e”‘” —e )g(z') dr+2e” —e™.

c. x"-2x4+5x=g@), x(0)=0, x'(0)=2;
Solucao:
1

A fungdo de transferéncia € H(s)=———.
s°—2s5+5

A resposta-impulso é

h(t)=L" 2; =1 + :lL_1 % zletsen(Zt).
s°—25+5 (s=D"+4] 2 (s—=D"+2 2

x,"-2x,+5x, =0

x,(0)=0, x,"(0)=2

A equacgdo caracteristica é r* —2r+5=0, cujas raizes sio r=1%2i, que conduz 2

Agora, consideramos o PVI homogéneo {

solugdo x,(r) =c, e' cos(2t)+c,e'sen(2t) . Levando em conta a condi¢do inicial
x,(0)=0 , temos que ¢ e’cos(0)+c,e’sen(0)=1 , que dd ¢,=1 . Logo,
x,(t) = €' cos(2t) + ¢, e'sen(2t) e derivando temos

x,' (1) = €' cos(2r) —2e'sen(2t) + ¢, e'sen(2t) + 2c¢, e’ cos(2t),
e levando em conta a condi¢do inicial x,'(0) =2, temos

e’ cos(0) — 2e’sen(0) + ¢, e’sen(0) +2¢, e’cos(0) = 2,

. 1
que dd c, =5

Assim, x, (t) =e' cos(2t) + %etsen(2t) )
Portanto, a solu¢do do PVI original é

x(t) = %J}: e sen(2(t —7))g(T)dT + e cos(2t) + %e’sen(2t) .
7. Mediante a transformada de Laplace, resolva os PVI a seguir:

a. x"+2x'Bx=0t-1)-06(t—-2), x(0)=2, x'(0)=-2;
Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais:
L{x"]+2L[x'|-3L[x]= L[s¢ 1) - 8(t - 2)],
s?L[x]— sx(0) — x'(0) + 2sL[x] - 2x(0) - 3L[x] = L[5t - D] - L[5t - 2)],
s?Lx]-2s+2+2sL[x]-4-3L[x]= L[5 - 1] - L[5z - 2)]



s*L[x]+ 2sL[x]-3L[x]=e™ —e > + 25+ 2,
(s> +2s=3)L[x]=e™ —e ™ +25+2,

-5 —-2s
L[)C]: . e _ 2€ + 22(S+1) ’
sT+2s—3 s +2s—-3 s +2s-3
1 2 1 2 +1
La]zce— 2 " +2—2° (A)

2 (s+D*=-2* 2 (s+1)7* =27 (s+1)7* =27
Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 6,7 e 17 temos
que a solugdo do PVI é

el 2 Jpfen 2 T _sn
2 s+ -2 2 s+ -2 s+~ -2

= %u(r —1)-e " Vsenh(2(r —1)) — % u(t—2)-e “Psenh(2(r — 2))+ 2¢ ' cosh(2r)

b. x"-x=48(-2)+1*, x(0)=0, x'(0)=-2;
Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais:
L[x"]- Lx]= L|as - 2) +¢2],
s Llx]- sx(0) - x'(0) — L[x] = 4L[5¢t - )]+ L]r*],

CL]+2 - L[] = de ™ +

3
N

s*L[x]- L[x]= 4e7** 2

3
N

-2,

(s* =DL[x]=4e™> +S%—2,

e’ 2 2
Lix|= + — , A
[] s?—=1 s¥(s* =1 s*-1 &)
Decompomos
2 2 A B C D E
T =— ==ttt ——
sT(s°=1 s7(s+D(s-1) s s s7 s+l s-—1

_ A (s+D(s—=D+Bs(s +D(s =)+ C(s +D(s =D+ Ds*(s =)+ Es*(s + 1)
s (s+1D(s—1)

do qual resulta
2=As*(s+D(s=D+Bs(s+D(s =D+ C(s+D(s—D+Ds’(s =)+ Es*(s +1):
para s =0, 2=—-C e temos C =-2;
para s=1, 2=2F etemos E =1;
para s =—1, 2=2D etemos D =1;
para s =2, 2=12A+6B+3C+8D +24F e temos
12A+6B =2-3C—-8D —24E =-24;
para s =-2, 2=12A-6B+3C -24D +8E e temos
12A—"6B=2-3C—-24D —8F =-24;
e resolvendo as duas ultimas igualdades temos que A=-2 e B=0.

~ 2 2 2 2 1 1
Entdo temos =4 - 4

s (st =1) B S (s+D(s—=1) s s0 s+l os—1
Logo, substituindo em (A), temos




e’ 2 2 1 1 2
_ + —

L[x] =4

s2=1 s 50 s+1 s—-1 s*—1
Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 2, 3,7 e 17 temos
que a solugdo do PVI é
x(t) =4u(t—1)-senh(r—1)—2—t> + e +e' —2senh(r).

c. x"+x=90(t—-n)+d(t-2x), x(0)=0, x'(0)=1;
Solucao:
Aplicamos transformada de Laplace & equag@o diferencial, levando em conta as condigdes
iniciais:

Llx"]+ L[x]= L[6(t = 7) + 5t — 27)],
s?Lx]-sx(0) = x'(0) + L[x] = L[6(t - m)] + L[5t - 2],
s’Lix]-1+ L[x] = L[5 — o))+ L[5(r - 27],

(s> +DL[x]=e™ +e7 +1,

TS

s*+1 s2+1 s+l
Agora, aplicando transformada inversa e considerando as propriedades 5 e 17 temos que a
solucdo do PVI é

x(t) =u(t—rm)-sen(t—xm)+u(t—2x)-sen(t —27) +sen(t)

=—u(t—rm)-sen(t)+u(t—2x)-sen(t) + sen(r)

8. Usando a transformada de Laplace, resolva os seguintes sistemas de EDO:

x'=3x—-2y, x(0) =1,

& {y'=—2x+3y, y(0)=1;

Llx]=e™ . (A)

Solucao:
Aplicando transformada de Laplace as duas EDO, e considerando as condic¢des iniciais

temos:
{L[x |=3Llx]-2L[y]
LlyT=-2Lx]+3L[y]
{s L[x] —-x(0) = 3L[x] - 2L[y],
s L[y]- y(0) = —2L[x]+ 3L[y]
{<s— 3)Llx]+2L[y]=x(0) =1,
21x]+ (s=3)L[y]= y0) =1,
e resolvendo temos que

1 2
1 s-3 s—3-2 s—5 s—3 2
L[x]z — = = 2 = 22 22
s—3 2 (s=3)(s-3)—-4 (s-3)"—-4 (s-3)"-2 (s=3)"-=2
2 s—3
s—=3 1
2 1 s—3-2 s—5 s—3 2
L[y]: = = 2 = 2 —_ 2
s—3 2 (s=3)(s-3)-4 (s-3)"—4 (s-3)"-4 (s=3) -4
2 s-=3

Agora, tomamos transformada inversa as duas dltimas igualdades, considerando as
propriedades 6, 7 e 12:
x =e” cosh(2t) —e*senh(2t), y=e” cosh(2t)—e*senh(2t).



b xX'=x—y, x(0) =—1,
C o |y'=2x+4y,  y(0)=0;
Solucao:
Aplicando transformada de Laplace as duas EDO, e considerando as condi¢des iniciais

temos:
{L[x 1= Llx]- L]y}
Lly'|=2L[x]+4L]y]
{s L[x]- x(0) = L[x]- L[y},
s L[y]- y(0) =2L[x]+4L[y]
{<s— DLx]+ L]y]= x(0) =1,

—2L[x]+ (s—4)L[y]= y(0) =0,

e resolvendo temos que

-1 1
L[)C]: = = 2 == 5 22 1+3 522 1
s—1 1 (S—l)(S—4)+2 s°—5s+6 (S_E) — (S_i) v
-2 s—4
s—1 —w
-2 0 -2 -2 2 <
L[y]: = = 2 == 512 1:_4 522 1
s—1 1 (S—l)(S—4)+2 s°—5s+6 (S—E) v (S_E) vy
-2 s—4

Agora, tomamos transformada inversa as duas ultimas igualdades, considerando as
propriedades 6, 7 e 17:

x=—e""?cosh(t/2)+3e¢ ?*senh(t/2), y=—4¢’"'*senh(t/2).
x4y =1—u(—2), x(0) =0,
“ {x+y': 0, ¥(0) = 0;
Solucao:

Aplicando transformada de Laplace as duas EDO, e considerando as condi¢des iniciais
temos:

{L[x 1+ Lly]= L1~ Lu - 2)]
Llx]+ L[y']= [0}
{s L[x]-x(0) + L[y] = L[1] - L]u(z - 2)]
L[x]+sL[y]-y©) =0,

—2s

s+ fy]=2 -4
s
L[x]+sL[y]=0,
e resolvendo temos que
l B €—2r 1
s s
0 s| 1—e™ 1 TR |

L] =" = a e (A)
|1




s s ,
1 0 1-e™
L[y]: =- B .
s 1 s(s”—1)
1 s
Decompomos A Bs+C A(s —1)+(Bs+C)s e dé
s(s? —1) s s?—1 s(s? =1)
1=A(s* =)+ (Bs+C)s;
para s =0, 1=—A,ouseja, A=-1;
para s=1,1=B+C,ouseja, B+C=1;
para s=-1,1=—(—-B+C),ouseja, B—C=1,
eentdo temos A=—-1, B=1e C=0.
Logo,
2 1 Y 1 1 s er L, s
[y]— 2 +e 7 3 =———F - +e " - 5 (B)
—1) s(s -1 s(s =1 s s -1 s s”—1

Agora, tomamos transformada inversa as igualdades (A) e (B), considerando as
propriedades 2,6 e 17:
x =senh(t) —u(t —2)senh(z —2),
y =1—cosh(t) —u(t —2)cosh(t - 2).
x'—2x+ y'=—cos(?), x(0) =0,
—2x+ y'=sen(?), v(0) =3;

Solucao:
Aplicando transformada de Laplace as duas EDO, e considerando as condic¢des iniciais
temos:

{L[x T=2L[x]+ L[y']=~L[cos()]

—2L[x]+ L[y']= L[sen()]

{sL[x] —-x(0)— 2L[x]+ sL[y] -y(0) = —L[cos(l)]
= 2L[x]+ sL[y]- y(0) = Lisen(0)]

(s—2)L[x]+sL[y]=— 2S 1+3
—arfx]+sLly]= 1 +3,
s +1
e resolvendo temos que
- 2S +3 s
s +1
1 2
+3 sl - S +3s—————=3s )
L[x]= s> +1 __s"+1 s”+1 ___sHs s+l (A)
-2 s sP(sP+1) s(s7+1)
-2 s
s—2 - 2S +3
s +1
1 s—2
-2 +3 +3s—-6-2 +6
s?+1 s2+1 s s2+1 s+2 3
-2 s s s*(s* +1)

Liy]= = ; =- += B
‘S N




Temos as decomposicoes

s+1 1 1 s
T N T 2 + 2 ’
s(s? +1) s sT+1 sT+1
§s+2 3 2 1 s 1 3 2 2 s 1
D T e L I T St e i T St
sT(s"+1) s s s s +1 sT+1 s s s sT+1 sT+1
Logo,
p]=-—stt 1 1 d

s 1
Ly|l=———+—-=——-—+ +2- ;
[y] sP(sP+D) s s st st 41 s?+1
Agora, tomamos transformada inversa as duas ultimas igualdades, considerando as
propriedades 3,4, 5 e 8:

x=—1-sen(z) +cos(?),
y=2-2t+cos(t)+2sen(t).
{x"+2y'=—x, x(0)=2, x'(0)=-7,

-3x"+2y"=3x—-4y, y(0)=4, y'(0)=-9.
Solucao:

Aplicando transformada de Laplace as duas EDO, e considerando as condic¢des iniciais

temos:
L[x"]+ 2L[y '] = —L[x]
{— 3L[x"] + 2L[y "] = 3L[x]— 4L[y],
s?L[x]— sx(0) = x'(0) + 2sL[ y] - 2y(0) = —L|x]
{— 352 L[x]+ 35x(0) +3x"(0) + 25> L y] - 25y(0) =2y (0) = 3L[x] - 4L[y]
{(s2 +DL[x]+2sL[y]- x'(0)=2y(0) =25 -7 +8=25+1

—3(s + DL[x]+2(s* +2)L[y] = 65+ 21+ 85 —18 =25 +3
e resolvendo temos que

2s+1 2s
L= 2543 2s7+2) | 25 —sP4s42 2587 —sP 4542 A)
sY 4357 +357+3s5+2  (s+2)(s+D(s*+1D)

st +1 2s
‘—3(s2 +1) 2(s*+2)

st +1 2s+1
‘—3(s2 +1) 2543

3 2
L[y]: _ 4s° +3s" +4s+3

- = L)
sT+1 2s (s+2)(s+D(s” +1)
—3(s*+1D) 2(s*+2)
Temos as decomposicoes
25 —s*+5+2 _ 1 + 4 s
(s+2)(s+D(s>+1) s+1 s+2 s*+1
45’ +3s> +4s+3 _ 1 4 5
(s+2)(s+D(s>+1)  s+1 s+2
Logo,
L= 1 + 4 s

s+l s+2 sP+41



1 5
Llv|l=—
[y] s+1+s+2

Agora, tomamos transformada inversa as duas tltimas igualdades, considerando as
propriedades 3 e 5:

bl

x=—e" +4e —cos(t),
y=—e ' +5¢7.



