GABARITO DA LISTA DE EXERCICIOS 04
Disciplina: Calculo Operacional Prof. German Suazo

Na lista a seguir, o nimero complexo 7z sempre sera expresso como 7 =x+iy, com
X € y numeros reais. Vale o mesmo para niimeros complexos z,, z,, etc.

1. Encontre o médulo e argumento dos seguintes nimeros complexos:
=
a I=—7F;
1+i+/3
Solucao:
-2 -2 1-i3_-21-iV3) 1 A3
1+i3  1+iy3 1-iv3 1+3 2 2

A figura a seguir mostra a representagdo grafica do nimero complexo.

Temos que z =

0=120°

Assim, |z|=1/l+§ =1.
4 4

Desde que o angulo estd compreendido no segundo quadrante, temos que

6 = 7 + arctan 2:7r+arctan(—\/§):7r—£:2—”.
-1/2 3 3
i .
z= ;
—-2-2i
Solucao:
i i -2+2i —i(-2+2i)) 2+2i 1 .1
Temos que z = = . = = =—+i—.
-2-2i —-2-2i =242 4+4 8 4 4

A figura a seguir mostra a representagdo grafica do nimero complexo.

Assim, | z |= 1—+— =—.



Desde que o angulo estd compreendido no primeiro quadrante, temos que

0= arctatnﬁ =arctan(l) = z
1/4 4

c. z= (\/5 = i)x .
Solucao:
A forma polar de J3—i=re® tem r=3+1=2 e
6 =27 + arctan(—1/ NE) )=2x—-7/6=11x/6 desde que o angulo estd compreendido no
quarto quadrante.

LOgO, = (\/5_1)8 = (2ei11”/6)8 — 28ei887r/6.
Assim, [ z1=2°, e 958871'/6z447t/3=7-27t+2?ﬂ’0u seja, ez%ﬂ.

2. Em cada caso a seguir, identificar o conjuntos de pontos (x,y) determinado pela
condicdo:
a. lz—il=1;
Solucao:
Se z=x+iy,temosque z—i=x+iy—i=x+i(y—1).
Entdo | z—il=1 significa que /x* +(y—1)> =1, ou seja, x> +(y—1)>=1, que € a
equacdo de uma circunferéncia com centro (0,1) e raio 1:

053

b. Re(z—i)=3;
Solucao:
Se z=x+1iy,temos que z—i =x—iy—i=x+i(-y-1).
Entao Re(g—i) =3 significa que x =3, que é a equacdo de uma reta vertical, como se
mostra na figura:




c. lz—ilEHz+il.
Solucao:
Se z=x+iy , temos que z—i=x+iy—i=x+i(y—1) e também,
z+i=x+iy+i=x+i(y+1).

Entdo |z—il=z+il significa que \/x2 +(y=1?* = \/x2 +(y+1)?* , ou seja,
XH+(y-D?=x*+(y+D’ , ou, |y—I=|y+] . Da dltima igualdade, temos
y—1=%x(y+1); a igualdade y—1=y+1 € falsa, e a outra: y—1=-y—-1 que é a
equacdo dareta y =0, ou seja, o €ixo x.
3. Use a forma polar para calcular os seguintes niimeros complexos:

a. i(1-iv3)W3 +i);

Solucao:
Mostramos a representacdo grifica e a respectiva forma polar dos trés ndmeros

complexos:

i=1-ei”/2 1—i\/§=2-€i5”/3 \/§+i:2‘€i”/6

Entio i(l—i\/g)(\/g+i) _ (1.ei7r/2).(2.ei57r/3).(2.ei75/6):4ei75(1/2+5/3+1/6) =407 ou seja,

i1—i3) 3 +i) = 4e" = 4cos(1m/3) +idsen(T7/3) = 4%+i4-§ =24i24/3.

b. (-1+i)*;
Solucao:
A representacdo griaficade —1+i é:

8=135

Entdo (—1+i)=~/2¢"""*, e assim
(14" = (\/Ee””"‘ )20 = 2227 =2"%(cos(157) + isen(157)) = 2" .
c. (1+iV3)™

Solucao:

A representacdo grificade 1+1i V3 &




Entdo 1+i+/3 =2¢7", e assim

2

1+ i\/g)’zo = (261.,,,3)720 =277 =27 (cos(—207/3) +isen(—207/ 3)) = 220(— % - zﬁj
Logo, (1+i43)% =22 (1+i+/3).
4. Em cada caso encontre todas as raizes e desenhe-as geometricamente:

a. (20)'"%;

Observacio: Para calcular as raizes do niimero complexo z = re’ é utilizada a expressio

’i/?{cos(eﬁ_2k”j+isen(0+2k”ﬂ ,para k=0,1,2,....n—1.

n n

Solucao:
A representacdo grifica de 2i € mostrada na figura abaixo

Assim, a forma polar fica 2i = 2¢"*'*. Entdo as duas raizes quadradas sio mostradas na
tabela abaixo

Valor da raiz

k=0 \/E-{cos(%/zj+isen(%/2ﬂZ\E{—z'ﬂ'%}:l"'i

»
I
—_

7. {COS(SMZ

\1/3
b. (-i)";
Solucao:
Temos que —i =1-¢"”"'*. Entio as trés raizes ciibicas sio mostradas na tabela abaixo

k=0

Valor da raiz
2) + isen(3”—3/2ﬂ =[0+i-1]=i

i/I . {COS( 3/
iﬁ . {COS(7”/2J + isen(—wg/ 2)} = cos(%j + isen(%) = —% - %i




%/I

117z/2 ) 117z/2 117 ) 117
-| coS| — [+ 1sen =COS| — |+ 1sen| —
{ ( 3 j ( 3 ﬂ ( 6 j ( 6 j

C.

=D

Solucao:
Temos que —1=1-¢"

. Entdo as raizes quartas sdo mostradas na tabela abaixo

Valor da raiz

k=0 r
M- cos(zj+isen(zj :£+i£
L 4 4 2 2
k=1 r
iﬁ- cos 3—” +isen 3—” :__2 Q
L 4 4 2
k=2 r
‘{/I- coSs 5—” +isen 5—” :—ﬂ—iﬂ
L 4 4 2 2
k=3 r
iﬁ- cos(zj+zsen(7—”j :ﬂ_iﬂ
L 4 4 2 2
d. 81/6.

Solucao:

Temos que 8 =8e"

. Entdo as raizes sextas sdo mostradas na tabela abaixo

Valor da raiz

)

f{/g-_cos(gj+zsen( ﬂ i +i0]=+2
k=1 3. COS( J+zsen(2ﬂj:=\/§{%+i§}=72+i76
SENTC S TR
k=3 vg. (%jﬂsen( j—ﬂ—mo}—
k=4 . 87: wen Sl -1_¥3 V2 _ 6
k=5 il E - ﬂ { } 2

5. Use a féormula de De Moivre para expressar:
a. cos(360), em termos de sen(d) e cos(6);

b.
Solucao:
Observe que e”

i° =—i temos que

? =cos(30) +isen(36) . Mas, por outro lado, lembrando que i* =

sen(360) , em termos de sen(d) e cos(6) .

-le




el = (e"‘g)3 = (cos(8) +isen(8))
=cos’ (@) + 3cos?(8) - isen(d) + 3cos(8) - (isen(8)) + (isen(8))’
= (cos3(0) —3cos(6) - senz(ﬁ))+ i(3 cos’(0) -sen(8) — sen3(0))
Assim, podemos afirmar que
a. cos(36) = cos’(8) —3cos(8) -sen’(0), e
b. sen(30) =3cos*(8) -sen(8) —sen’(H).

n+l

. 1-z
6. Verifique que 14+ z+ 7" +--+ 7" = 1
-z
Solucao:
Se chamamos S=1+z+z*+---4+2z" , entdio zS=z+z°+2 +---+7"" Entdo

n+l

S—z8S=1-7"", ouseja, S(I1—-z)=1-z"" queresultaem S = s
7. Usando a igualdade no exercicio 6, determine as somas a seguir:
a. 1+cos(@)+cos(28)+:---+cos(nf);
b. sen(@)+sen(26)+---+sen(nfb);
Solucao:
Suponha que z =¢". Entdo, por um lado, temos que
l+z+2+ 42" =1+ + (] 4+ + () =1+ €+ +-- 4+ ™
=1+ (cos(8) +isen(8))+ (cos(20) + isen(260)) +--- + (cos(n6) + isen(nH))
=1+ cos(8) +cos(28) +--- +cos(n6) )+ i(sen(8) + sen(26) + --- + sen(n6))
Também, temos que
1= 7™ ~ 1_(€i6 r*l ~ L—l(D8 | pinthe  i0)2  =if/2 _ i(nt1/2)6

-z 1-¢?  1-¢°  1-¢° '€7i6/2_ o012 _ 4if12
_cos(@/2)—isen(8/2)—cos((n+1/2)8)—isen((n+1/2)0)
cos(@2)—isen(8/2)—cos(6/2)—isen(82)

_ cos(@/2)—isen(@/2)—cos((n+1/2)8)—isen((n+1/2)80)

—2isen(6/2)
_ [ sen(8/2)+sen((n+1/2)0) iy cos(@/2)—cos((n+1/2)60)
2sen(6/2) 2sen(8/2)
_ n+l
Mas, como 1+ z+z° +--4+7" = : , temos que
-z
1+ co8(8) + cos(20) + -+ + cos(n8) = sen(6/2) +sen((n+1/2)8) _ l 4 sen((n+1/2)0)
2sen(8/2) 2 2sen(8/2)
sen(@) +sen(26) + - + sen(nf) = cos(8/2)—cos((n+1/2)0) _ cot(6/2) cos((n+1/2)6)
2sen(8/2) 2 2sen(8/2)
8. Usando a igualdade no exercicio 6, determine o valor de 1+ z+ 22 4--+7"", sendo
z qualquer raiz n-ésima da unidade diferente da unidade.

Solucao:
Como z € qualquer raiz n-ésima da unidade diferente da unidade, temos que z" =1 mas
z#1. Mas, de acordo com o exercicio 6, 1+z+z> +---+z"" :_1—z = =1 =0.

1-z 1-z



i6 —i6 i6 —i6

9. Usando as igualdades cos(ﬁ)z% e sen(&)z%, calcule expressoes
i

para sen(A)-sen(B), sen(A)-cos(B)e cos(A):cos(B)em termos de somas de senos e

COSSenos.
Solucao:
eiA _e—iA eiB _e—iB ei(A+B) _ei(A—B) _e—i(A—B) +€—i(A+B)
sen(A)-sen(B) = —- — =
2i 2i -4

1 ei(A+B) +€—i(A+B) 1 ei(A—B) +€—i(A—B)
= 4 - -
2 2 2 2

= —%COS(A +B)+ %cos(A —B)

iA —iA iB —iB
e —e e’ +e
sen(A)-cos(B) = . =
(4) (B) 21 2 4

1 ei(A+B) _efi(A+B) 1 ei(A*B) _efi(AfB)
=t
2 2i 2 2i

= %sen(A +B)+ %sen(A -B)

oATB) | GI(A=B) _ ,=i(A=B) _ ,=i(A+B)

eiA+€—iA eiB+€—iB ei(A+B) +€i(A—B) +€—i(A—B) +€—i(A+B)
cos(A)-cos(B) = . =
2 2 4

1( &/ A+B) 4 p=i(A+B) 1( AP 4 o i(A=B)
= ||
2 2 2 2

= %COS(A +B)+ %cos(A -B)




