GABARITO DA LISTA DE EXERCICIOS 02
Disciplina: Calculo Operacional Prof. German Suazo

1. Resolva as equacgdes diferenciais a seguir, considerando-as como equagdes de
varidveis separdveis ou reduziveis a elas:

a. (I+y*)dx+xydy=0;
Solucao:
Dada a EDO (1+ y*)dx+ xydy =0, podemos separar as varidveis dividindo essa equagio
por x(1+y?):
2
(1+y2) dx+—2 —dy =
x(+y5)  x(I+y7)

~dy=0,

. 1
ou seja, —dx+
X 1+ y?

e agora, integramos: J.ldx +I ~dy=c.

1+y

A integral Jil%dy pode ser calculada pela substituigio u = y> +1. Nesse caso,
Ty

du=2ydy ou %du = ydy e substituindo na integral temos

j dy —j— —du——ln(u)——ln(1+y ).
1+y’

Agora, voltando a equagdo, temos que j— dx +_[ —-dy = ¢ conduz ao resultado
X

ln(x)+%ln(l+y2)=c

e tomando exponenciais a ambos os lados temos

€1n(x)+%1n(1+y2) et
ou seja, x-4/1+y? = e, que elevando ao quadrado fica x2-(1+y?)= e, ou,
x*y*+x* =k, com k =e* (que é uma constante).
b. (Y +xy?)y+x’ —yx’ =0;
Solucao:
Dada a EDO (y*> +xy*)y'+x* — yx> =0, podemos tirar em evidéncia y', de modo que

2 2 2
XX _x(y-D
y=2 Y

> ~, ou, y'=—=——, que, equivalentemente, pode ser escrita como
vy +xy y (1+x)
ﬂ al (y D Agora, separando as varidveis na Ultima equacio temos
dx  y*(1+x)
2 2
4 dy = *dx
(y=1 (1+x)
2
Integrando temos que: I Y’ d —J. Y dx+e.
1+x
Ai =y—1), ou, expressando a

integral da forma



J‘ _J‘y 1+1d _J'y dy+J. dzj%d)}ﬂ.y_—d)}
:J.(y+1)dy+jﬁdy:y?+y+ln(y—1)

A

integral na forma
f X’ -1+ e f
1+x x+1

(x=D(x+1) dy+_|. 1

d +
Y J. x+1 x+1

dy

:J.(x—l)dy+J.—dy:%—x+ln(x+l)

2
Substituindo os resultados das integrais na equagao J. y’ 1dy J. dx +c temos
1+x

2 2
y?+y+ln(y—l)z%—x+ln(x+l)+c.
2 2

que pode ser escrita como 5 _y7 —x—y+In(x+1)-In(y-1) =—c, ou,

x> —y2 —2x—2y+21n{x+1j=—2c, ou,
y—

2
(x4 y)(x=y)=2(x+ y)+1n{x+1j =-2c, ou,
y—

2
(x+ y)(x—y—2)+ln{x+3 =k, com k =—2c.
y—

xy1=y* dx+yV1-x>dy=0, y(0)=1;

Solucao:
Primeiro, resolvemos a EDO xm dx + ym dy=0 , podemos separar as
varidveis dividindo essa equagdo por M m :
xﬂ 1-x°
NN ﬂ N

. N X
e fica, entdo, dx +

= dy =0 com as varidveis separadas.

Integrando temos que: dx+ J. dy=c.

_r Y
J. ’1 _ x2 ’1 _ y2
A integral ¢ pode ser calculada por substitui¢io u =1—x>. Nesse caso, du =—2xdx ou

1 b .
- Edu = xdx e substituindo na integral temos

j\/_ jl— =__zf—J—

Similarmente, I dy =—1-y* .
1/1— y?




Substituindo os resultados das integrais na equagao

X y
——dx+ dy = ¢ temos
e [
—1-x? —\/l—y2 =c.

Agora, impondo a condi¢do inicial y(0)=1, substituimos x=0 e y=1 na ultima
igualdade: —+/1-0° —4/1-1> =c , que implica que c=-1 . Assim, a solucio
correspondente ao PVI proposto é —~/1— x> —\/1— y?> =—1, ou equivalentemente,
V1-x2 +41-y% =1.

d. yln(y)dx+xdy=0, y(1)=1;

Solucao:
Primeiro, resolvemos a EDO ylIn(y)dx+xdy=0 , podemos separar as varidveis

dividindo essa equacgdo por x yln(y):
yin(y) .. X
x yln(y) x yIn(y)

1
e fica, entdo, —dx+
x yIn(y)

dy =0 com as varidveis separadas.

Integrando temos que: I dx+ I
y ln(y)

A integral j 11 dy pode ser calculada por substituicdo u =In(y) . Nesse caso,
yln

1 o :
du =—dy e substituindo na integral temos
Yy

1 1
=|—du=1 =In(l .
| oy [ du=1nw) = n(in(y))

Substituindo o resultado anterior na equagao j dx + j dy = ¢ temos

yIn(y)
In(x) +In(In(y)) =c.
k

Esta dltima expressdo pode ser escrita como xIn(y) =k, com k =e“,0u, y=e"
Agora, impondo a condi¢do inicial y(1)=1, substituimos x=1 e y=1 na ultima

k
igualdade: 1=e¢!, que implica que k=0 . Assim, a solu¢do correspondente ao PVI

0
proposto é y=e* =¢’ =1,

e. y'=a""’, a>0, a#1;
Solucao:
Dada a EDO y'=a*"", esta pode ser escrita como % =a"a’ . Agora, separando as
x

varidveis na ultima equacdo temos a *dy = a"dx.

Integrando temos que: J.a’ydy = Ia‘dx +c.

1 —yin@) _ _ @
—In(a) In(a)

-y

Temos ja‘ydy = je‘yln(”)dy =

X

Similarmente, ja “dx = .
In(a)



Substituindo os resultados das integrais na equagio ja‘ydy = jaxdx+ ¢ temos
a™ a”
- = +c
In(a) In(a)
que pode ser escrita como a* +a ’ =—cln(a),ou, a* +a” =k, com k =—clIn(a).
f. 2=y +x-Dde+(x*y=2xy+x*+2y—-2x+2)dy=0;
Solucao:
Dada a EDO (xy’—y’>+x-Ddx+(x’y—2xy+x"+2y—2x+2)dy=0 , podemos
fatorar, de forma que fique va x-D+(x- 1)]dx + [x2 (y+D-2x(y+D+2(y+ 1)]dy =0,
ou, (x=1(y* +Ddx+(y+1)(x* =2x+2)dy =0. Para separar as varidveis, dividimos a

tltima equagdo por (y* +1)(x* —2x+2) e temos
— 2 —
(x=D»y~+D det (y+D(x* =2x+2)

2 2 dy=0,o0u
(y"+D(x" —2x+2) (y +1D)(x* =2x+2)
L e 2o,
x°=2x+2 y +1
Integrando temos que: X+ d =c.
g a j)c —2x+2 j Y
. x—1 .
A integral Iz— dx pode ser escrita como
2x+2
J'— :_J' 2x-2 :—I 2x=2 :—ln(x —2x+2).
2x+2 x?—=2x+2 —2x+2

- y+
A integral I e

1 1 2
J.yyz_:ldy:EJ.yzildy_FJ.

= %ln(y2 +1) + arctan(y).

. . -1 +1
Substituindo os resultados das integrais na equacdo al dx+ [ dy=c
x> +2x+2 +1

temos
%m(x2 -2x+2) +%ln(y2 +1) +arctan(y) = c.

que pode ser escrita como ln[(x2 -2x+2)(y* + 1)]+ 2arctan(y) = 2c, ou,
(x* =2x+2)(y> + D> ™ =k, com k =e*
g. y'=sen(x—y); (dica: use a mudanca de varidvel u =x—-y);
Solucao:
Para reduzir a EDO a uma com varidveis separdveis, usamos a mudanca de varidveis
u=x—Yy. Assim, derivando em relacdo a x temos u'=1-y', ou y'=1—u'. Agora,
substituindo na equacdo, conseguimos 1 —u'=sen(u). Podemos tirar em evidéncia u', de

du o Py
modo que u'=1-sen(u), ou, d_ =1-sen(u). Agora, separando as varidveis na dltima
x

1
equagio temos ———du =dx.
1-sen(u)



Integrando temos que: Iﬁ du = Idx +c.
—sen(u

A integral I%

du pode ser calculada usando a substituicdo v = tan(ﬁj. Nesse
—sen(u) 2

> dv . Também, temos que

ve+1

2 _ 12
1—Sen(u)=1—286n(£jcos(ﬁj:1—2 2v =7 +21 2V:(V2 ) ,
2 2 vi+1 vi+1 vi+1

caso, dv=lsec2 B \du, ou, du=2cos?| Llav=2
2 2 2

e substituindo na integral temos
1

2 —
J'%du:_" V;’,}dv:_" 212:_2 11: 2
—sen(u) (v; ) -1 v— tan(uj |
ve+1

Substituindo o resultado na equagao J. du = J.dx + ¢ temos que

1—sen(u)

tan(uj -1
2
que pode ser escrita como (x+c¢)- (tan(%} — 1j =-2,o0u,

(x+c)-(tan(x;yj—lJ:—2.

h. y'=ax+by+c, a, b, ¢ constantes;
Solucao:

=Xx+c.

~ : d . o
Se b=0, aequacdo y'=ax+by+c fica y'=ax+c, ou, d—y:ax+c , que é de varidveis
X

2
(o : X .
separéveis, dy = (ax+c)dx, e integrando, y = a; +cx+k,onde k € uma constante.

Agora, vejamos o caso em que b # 0. Para reduzir a EDO a uma com varidveis separaveis,
usamos a mudanga de varidveis u = ax+by+ c. Assim, derivando em relacdo a x temos

u'=a+by', ou y'zé(u'—a). Agora, substituindo na equagdo y'=ax+by+c ,

. 1 . A
conseguimos Z(u ‘—a) =u . Podemos tirar em evidéncia u', de modo que u'=bu+a, ou,

du

— =bu+a. Agora, separando as varidveis na ultima equagdo temos du=dx.
dx bu+a
Integrando temos que: J. ! du = J.dx+ c.
bu+a
A integral J.b ! du = lln lbu+al e substituindo o resultado na equagdo
u+a

J. ! du:J.dx+k temos que l1n|bu+aI:x+k, ou, Inlbu+al=b(x+k), que
bu+a b

pode ser escrita como b(ax+by+c)+a = Ke”™, com K = e .
i (x+y)Yly'=a’;
Solucao:



Para reduzir a EDO a uma com varidveis separdveis, usamos a mudanca de varidveis
u=x+y. Assim, derivando em relagdo a x temos u'=1+y', ou y'=u'-1. Agora,

substituindo na equagio (x+ y)>y'=a’, conseguimos uz(u ‘—1): a®. Podemos tirar em

A . a’ du a +u’ e
evidéncia u', de modo que u'=—+1, ou, — =————. Agora, separando as variaveis
u’ dx u’

2

P ~ u
na ultima equagéo temos ——— du = dx.
a +u

2

Integrando temos que: J. ~du = J.dx +c.

2
a+u

’ ’ (12+M2 +u a

2 2 _ 2
A integral Iu—duzjm—ad I[l——zjdu:u—a-arctanﬁ e
a +u a

substituindo o resultado na equacdo Iﬁdu :Idx+c temos  que
a +u

u x+y
u—a-arctan—=x+c¢, ou, x+ y—a-arctan
a a

1
) ,ou, x+y=a- tan( (y-— c)j

=x+c, que pode ser escrita como

X
y—c=a-arctan
a

j. (*y* +1Ddx+2x>dy=0; (dica: use u = xy).

Solucao:
Para reduzir a EDO a uma com varidveis separdveis, usamos a mudanca de varidveis
u=xy . Assim, derivando em relacdio a x temos u'=xy'+y , ou
_u

, U=y X _ xu'—u

y'= = . Agora, a equacio (x>y*> +1)dx+2x> dy =0 pode ser escrita
X X x’
como (x*y*+1)+2x? ? 0, ou, (x*y*+1)+2x>y'=0 e entdo substituindo as
x
igualdades  anteriores, a equagio fica u’+1+2x>- L =0 conseguimos
x’
u® +1-2u+2xu'=0. Podemos tirar em evidéncia u', de modo que 2xu'=—(u-— 1)2, ou
Zx% =—(u—-1)> . Agora, separando as varidveis na ultima equacdo temos
x
=2 1
=—dx.
(u 1) X
-2
Integrando temos que: I du = I dx.
(u—1)°
. o~ -2 2 -
Por integragdo direta temos que J.W du =—1 e substituindo o resultado na
u-— u-—
- -2
equacgao I—zdu = =In(x)+c, ou, =In(x)+c.
(u—1) xy =

2. Encontrar uma curva que passa pelo ponto (0,—2) de modo que o coeficiente angular
da reta tangente em qualquer ponto da curva € igual ao triplo do valor da ordenada do
mesmo ponto.

Solucao:

Seja y = y(x) uma fun¢@o cujo gréfico € a curva (x, y(x)). Pelo enunciado do exercicio,

temos que y'=3y e como a curva passa pelo ponto (0,-2), entdo temos que y(0)=—



Entdo resolvemos a EDO y'=3y que é de varidveis separaveis: Ll =3y que implica que
dx
1 , 1 1 .
—dy =dx e integrando, resulta em J.—dy:J.dx+c ,ou, —Inlyl=x+c, que di a
3y 3y 3

familia de funcdes y=e’" -e*

, ou, y=ke3x, com k constante. Impondo a condicdo

inicial y(0)=-2, substituimos x=0 e y=-2 em y=ke™ e temos —2=ke’, que di

k = —2. Enfim, substituindo o valor de k, a solucdo fica y = —2¢*

3. Uma particula de massa 1 g se desloca ao longo do eixo x devido a uma forca
horizontal diretamente proporcional ao tempo, calculado desde o instante t=0 e
inversamente proporcional a velocidade da particula. No instante r=10 s, a
velocidade é 50cm/s e a forca, 4 dinas. Determine a velocidade da particula ap6s um
minuto de iniciado o movimento.

Solucao:

Da segunda lei de Newton temos m-a = F(t), onde m €é a massa da particula, a é sua

aceleracdo e F'(¢) é uma forca agindo sobre a particula. Lembrando que a = %, onde v
t

. . , dv t ,
é a velocidade da particula, temos que m d_ = k —, onde k é uma constante de
t v

proporcionalidade. Entdo F(¢) = ki, e pelas condicdes dadas, a igualdade € valida para
v

t=10,v=50 e F =4, e entdo 4=k£,quedék=20.AEDOfica Z—v: 20 L que é
1 v

de varidveis separdveis, que toma a forma vdv = 20t dt , e ao integrar Ivdv = I20t dt+c,
2

v . . .
que resulta em 7 =10t* +c¢ . Agora, no instante t=10s, a velocidade é 50cm/s , e

2 2
substituindo na igualdade % =10t* + ¢ temos & =10-10* +¢, que da ¢ = 250. Assim,

2 2

%:10:%250. Se r=60 , entdo %:10-602+250, e v2=72500 , que dé

v=50v29 cm/s.

4. Um navio retarda seu deslocamento devido a acdo da resisténcia da 4gua, que é
proporcional a velocidade do barco. A velocidade inicial do navio é 10 m/s, e apds S s,
a velocidade € 8 m/s. Determine o instante em que a velocidade € 1 m/s.

Solucao:

. d
Pela segunda lei de Newton temos que m-a=kv e como a= d_v , temos que
t
v

dt

. 1 k .
m = kv . Separando as varidveis temos que —dv=—dt e integrando
v m

k
J.ldvzj.ﬁdt+c temos que 1n(v)=£t+c, ou, v=Ke™ . Se t=0, v=10, que
v m m

k
significa 10 = Ke®, ou seja, K =10. Assim, v=10e™ . Agora, se t=5, v=8, que

k lln 4 t
significa 8 = 10e™ , ou seja, k_ %ln(%j Enfim, v =10e’ [5) ,ou, v=10 % .
m



< lln it
Se v=1, entdo 1=10 4 5,0u seja, —=e’ [5) ,ou, In 1 zlln 4 t, que resulta em
5 0 10 5 5
In i
10
ln(4j
5

5. De acordo com a lei de esfriamento de Newton, a taxa instantinea de esfriamento de
um corpo no ambiente é proporcional a diferenca entre a temperatura do corpo e a
temperatura do ambiente. Se a temperatura do ambiente € 20° C e um corpo esfria em
20 min de 100° C até 60° C, determine em que instante a temperatura serd 30° C.

Solucao:

Se T € a temperatura do corpo e T, =20 € a temperatura ambiente, a lei de esfriamento

t=5

: T o o
de Newton afirma que a;—:k(T—TO), sendo esta ultima uma EDO de varidveis
t

separdveis, que pode ser resolvida se escrita na forma dT = kdt, e integrando

)
resulta em In(T —7,) =kt +c, ou, T=T0+K0ek’. Agora, se t=0, T =100, e assim,
100=T, +K,e’, e K, =100—T,. Entdo T =T, +(100—T,)e" . E quando t =20, T =60,

ou seja, 60=T,+(100-T,)e*™ , ou, k:iln 60-T,
100-7,

j . Lembrando que T, =20,

-T
temos que k ziln 00-1, :iln 1 :—Lln(Z). Logo, a temperatura estd dada
20 \100-T, 20 \2 20

por T =20+ 80e7%1n(2) ,equando T =30, a temperatura fica 30=20+ 80e E , temos
(—3In(2))
In(2)
6. O radio radiativo tem uma vida média de aproximadamente 1599 anos. Calcule a
porcentagem que sobra de uma quantidade dada apés 100 anos.

que ln(%j =— 2L01n(2), ou, t =-20- , e assim, ¢t = 60 min.

Solucao:
A lei de decaimento radiativo afirma que se y é a quantidade de radio radiativo entdo
dy

" = ky para certa constante de proporcionalidade k . Essa EDO € de varidveis separdveis,
t

ldy:kdt , e integrando fica jldyzjkdwrc , que dd In(y)=ki+c , ou
y y

equivalentemente, y = Koek’. Se t=1599, y :%Ko, e assim, %Ko = K0e1599k, do qual

1 In(2) . Assim, y= Koeiﬁ”lnm . Se t=100
1599

100
y= K{@ln(z) =0,957577K . A porcentagem que sobra apos 100 anos € 95,7577% .

7. A datacdo por carbono-14 supde que o didxido de carbono na Terra hoje tem o mesmo
conteddo radiativo que tinha séculos atrds. Se isto for verdade, a quantidade de '*C

absorvido por uma arvore que cresceu varios séculos atrds seria a mesma que a
absorvida por uma 4arvore que cresce hoje. Uma amostra de carvao vegetal antigo

contem 15% da quantidade de '*C de uma amostra de carvdo moderno. Determine

resulta k=—



quanto tempo atrds foi queimada a arvore para produzir a amostra antiga. (A vida
média do "*C é 5715 anos)

Solucao:

A lei de decaimento radiativo afirma que se y é a quantidade de carbono 14, entdo

ﬂ:ky para certa constante de proporcionalidade k . Essa EDO ¢é de varidveis

dt

1
separdveis, —dy =kdt, e tem solucdo y :Koek’. Se t=5715, y:%KO, e assim,
y

1
—K, =K, do qual resulta k =—

In(2). A quantidade de carbono 14 fica
2 5715

t
. —o i) . .
estabelecida como y= K e ' Se a quantidade achada na amostra antiga é

7;1112
015K, , entdo temos que O,I5K,=Kg e 7" * , do qual resulta que
r= —5715M anos. Isto dd ¢ = 15642 anos.
In(2)

8. Descreva as trajetorias ortogonais a familia de curvas (pode utilizar programas
computacionais algébricos)

a y=—;
X

Solucao:
Se a EDO da familia de curvas € ®(x,y,y')=0, entdo a EDO da familia de curvas

ortogonais € @[x,y,—i'jzo. Aqui, substitui-se y' por —i' na EDO da familia de
Yy Yy

curvas.
c , c .

No caso que y=—, temos que y'=——- e como ¢ =xy, a EDO da familia de curvas
X X

Xy

-,
X

ou, y'z—l.

X

fica y'=—

=

A EDO da familia de curvas ortogonais fica —i' = —l, ou seja, y'=— que é uma EDO
X

y

~<

2 2
de varidveis separdveis, e fica ydy=xdx que integrando da y7 = % +c , ou,
y?= x> + k que é uma familia de hipérboles.
b. x*+y’=c;

Como x*+y’=c, temos que 2x+2yy'=0, e a EDO da familia de curvas fica

. 2x . x
y'=——,0u, y'=——.
2y y
A EDO da familia de curvas ortogonais fica —i' = —ﬁ, ou seja, y'= RA que € uma EDO
y X

1 1
de varidveis separdveis, e fica —dy =—dx que integrando da In(y)=In(x)+c, ou,
X
y = kx que é uma familia de retas.
c. x*=cy;

d. y*=cx’;



e. y=ce".
9. Resolva as equacdes diferenciais a seguir sabendo que sdo equagdes homogéneas ou
reduziveis a homogéneas:
a. 4x-3y+2y—-3x)y'=0;

Solucao:
Fazemos a mudanca de varidvel u = 2 Entdo temos que y=xu e derivando em relacio
X
a x conseguimos y'=xu'+u . Estas igualdades sao substituidas na EDO
4x—-3y+2y—-3x)y'=0 que resulta em 4x—3xu+ (2xu —3x)(xu'+u) =0. Cortando x
. -4
em todos os termos da EDO temos 4 —3u + (2u —3)(xu'+u) =0, ou seja, xu'+u = iu 3’
u—
. 3u—4 —2u’ +6u—4 du u®=3u+4
ou, xu'= —u= , ou, x— =—2—————, que, separando as
2u—-3 2u—-3 dx 2u—3
variaveis fica —122u—_3du = ldx, e integrando, J.—lzzu—_:;du zj.ldx+ c.
2u”-3u+4 X 2u”-3u+4 X
Temos que I—lﬂdu = —lln(u2 -3u+4)
2u’-3u+4 2 '
1 2u-3 1 1
Logo, a expressio |—-——————du=|—dx+c fica ——In(u> —3u+4)=In(x)+c .
£ P J 2u’ —3u+4 Ix T )=o)

Lembrando que u = b , a ultima igualdade fica
X

2
A 32y =+ o,
2 x X
2 2
@A e, on,

2
—%ln(y2 —3xy+ 4x*)+In(x) = In(x) + ¢, ou,

y> =3xy+4x’ =K,com K =e¢ ™.

b. xy':y+q/yz—x2 ;

Solucao:
Fazemos a mudanca de varidvel u = 2 Entdo temos que y=xu e y'=xu'+u. Estas
X

igualdades sdo substituidas na EDO xy'=y+./y>—x> que resulta em
x(xu'+u) = xu ++x*u’ —x* . Cortando x em todos os termos da EDO temos

xu'tu=u+~u> -1, ou seja, xu'=vJu’>-1, ou, x%zx/uz—l, que, separando as
x
varidveis, fica ———— du = 1 dx, e integrando j !
’ u’—1 x ’ Vu’ -1

21 1du=1n(u+\/u2 —1).
Nu? -

Logo, a expressao I

du zjidx+c.

Temos que I

1
Vu® -1

que u = b , aultima igualdade fica
X

du zjldx+c fica ln(u +u’ —1): In(x) + ¢ . Lembrando
X



2
ln[l+ y—z—llzln(x)+c,ou,
X X

1n(y+1/y2 —-x’ )— In(x) =In(x)+c, ou,
ln(y+m):1n(x2)+c, ou,
y+4/y> —x* =Kx*, com K =e°, ou,
mszz —y,ou,

y?—x* =K*x* —=2Kx*y+y?, ou,
—x2=K2x4—2Kx2y,0u,
—1:K2x2—2Ky,0u,
_K2x2+1
- 2k
c. 4x°—xy+y>+(x*—xy+4y*)y'=0;
Solucao:

Fazemos a mudanga de varidvel u =2 Entdo temos que y=xu € y'=xu'+u. Estas
X

igualdades sdo substituidas na EDO 4x° —xy+y* +(x* —xy+4y>)y'=0, que resulta
em 4x> — x*u+x*u’ + (x* = x*u+4x*u*)- (xu'+u) =0. Cortando x> em todos os termos
daEDO temos 4 —u+u” +(1—u+4u”) - (xu'+u) =0, ou seja,

\ b—u+u’
xXu'=s——————u, ou,
1—u+4u
, 4— 4y’
xXu'=—————,0u,
1—u+4u
L _ 4+ 40’ Tl—u+4du’ du 1
————— , € apOs separar as varidveis fica ————— —=—dx, e
dx 1—u+4u 4 14+u’ dx «x
: 1l—u+4u’ 1
integrando, —— | ———— du=|—dx+c.
s 4I 1+u’ Ix
Temos que
——jl utdu’ :—lj 2 2 e -t —ur).
1+u’ 4 \u+1 u —u+l1 2 4
1—u+4u’

Logo, a expressao —lJ. du = J.l dx+c fica
4 X

1+u’
1 1 2
——In(u+1)——In(u” —u+1)=In(x)+c.
2 4
Lembrando que u = b , aultima igualdade fica
X
2
—lln(lﬂ)—lln(y—z—lﬂ) =In(x)+c, ou,
2 x 4 x° x

—%ln(y+x)+%ln(x)—iln(y2 —xy+x2)+%ln(x) =1In(x)+c, ou,

2In(y +x)+In(y? —xy+x?) = 4c, ou,
(y+x)2(y2 —xy+x’)=K,com K =e*



d. xy'zm;

Solucao:
Fazemos a mudanca de varidvel u = 2 Entdo temos que y=xu e y'=xu'+u. Estas
X

igualdades sio  substituidas na EDO xy'=./y>—x> que resulta em
x(xu'+u)=+Vx*u®>—x* . Cortando x em todos os termos da EDO temos

. du
xu'+u=~u’>~-1, ou seja, xu'=+u’—1—-u, ou, xd—leuz —1—u, que, separando as

X

variaveis, fica B du = 1 dx, e integrando, I du =J. 1 dx+c.
X

1
Vul —1-u X Vul—1-u

Temos que

I;
Jul <1-u

du =

Vu’ —1+u _ 7
J.\/u lu\/u 1+udu— I(\/u 1+u)du.
z—lu —%u u —1+%ln(\/u2—l+u)

2

Logo, a expressao I du :J.l dx+c fica

1
\/uz—l u
——u ——u\/u —1+—1n(\/u —1+u) In(x)+c.

2

Lembrando que # ==, aultima igualdade fica

2 2 2
—ly—z—llwfy—2—1+lln 1/%—1+l =In(x)+c, ou,
2x 2x\x 2 X X
—y =y —x* +x° ln(\/y2 -x* + y)z 3x7 In(x) +cx?.

e. (y*=3x")dy=—xydx;

Solucao:
2

Fazemos a mudanga de varidvel u =Y Entio temos que y’=xue 2yy'=xu'+u.
X

Estas igualdades sdo substituidas na EDO (y*—-3x*)y'=—xy que resulta em
(x*u® =3x*)2yy'=-2xy* , ou, (x’u’ —3x*)(xu'+u) =-2x"u Cortando x* em todos os

3_
termos da EDO temos xu'+u = ————, ou seja, xu'=—————u, ou, xd—z—u2 u,
u -3 u -3 dx u -3
que, separando as  varidveis, fica —u3 _3du=ldx , € integrando,
u —u X
—Iu _3du—J. dx+c.
u —u
3
Temos que — j =—j 2 |du =n(u—1)+ In(u +1) = 3In(x) .
u —u - u+1 u

Logo, a expressio —I du —I dx+c fica
u —u

In(u — 1)+1n(u+1) 3In(u) =In(x)+c.



2
Lembrando que u = r , aultima igualdade fica
X

2 2 2

In(Z— 1) +In(2=+1) = 3In(2—) = In(x) + ¢, ou,
X X X

h{(yz —x)(y* +x)} e oou

6

y
=)y +x)

y6
£ (y—xy") =x>+y%;
Solucao:

=K,com K =¢°.

Fazemos a mudanca de varidvel u = 2 Entdo temos que y=xu e y'=xu'+u. Estas
X

igualdades sdo substituidas na EDO (y-xy')>=x+y® que resulta em
(xu—x(xu‘+u))2 =x> +x’u’. Entio x* (u‘)2 =x*(1+u*), ou seja, x° (u‘)2 =1+u’, ou,

du 1 e 1
— =+—+/1+u*, que, separando as varidveis, fica

dx X 1+u’

du = ildx , € integrando,
X

I ! duzijidx+c.

N1+u?

1
Temos que I du=In(u+u’+1).
N1+u?

Logo, a expressao I

1

1+u®

duzijldHc fica
X

In(u++Vu’ +1)=%In(x)+c.

Lembrando que u = 2 , aultima igualdade fica
X

2
ln(l+ y—2+1}:iln(x)+c,ou,
X X

2

R y—+1:i-Kx,ou,
x

y+4/ vy +x* =+Kx?, ou,
yin2 z—\/y2+x2 , ou,

y?+2Kx*y+ K’x* =y’ +x°, ou,

Nl =

x*—K*x*
P ke
2.2
y:i-l_K X
2K

g Bx+y-2)dx+(x-1)dy=0;
h. By-7x+7)dx—(Bx-7y-3)dy=0;

i (y+yxPy* +1)dx+2xdy=0;

i ydx+(2yxy —x)dy=0



10. Utilizando coordenadas retangulares, determine a forma do espelho se os raios que
saem de um ponto fixo, quando refletidos sdo paralelos a uma dire¢do dada.
11. Resolva as equagdes diferenciais a seguir, sabendo que elas sdo exatas ou reduziveis a
elas mediante o uso do fator integrante
a. x(2x>+y)+y(x*+2y*)y'=0;
Solucao:

oM
Aqui, M =x(2x*+y’) e N=y(x*+2y*) . Entio a—:2xy e %—N:2xy, que
y X

confirma que e EDO ¢ exata.
Agora, integramos M emrelagdo a x:
4
D= Ix(2x2 +y))dx+g(y) = I(2x3 + xyz)dx+ g(y)= %+

2.2

Xy
2

+g(y).

od
Logo, derivamos a tultima igualdade em relacdo a y: . =x>y+g'(y) que deve ser
y

od
igual a N = y(x* +2y*). Comparando temos que . =x’y+g' () =yx*+2y*)=N,
Y

4

o que conduz  igualdade g'(y)=2y’, e entdo g(y)=I2y3dy:y?.

4 2.2 4

Assim, a fungdo potencial fica ¢:%+x 2y +y7 e a solugdo da EDO ¢
4 2.2 4
CD:x—+xy +y—:c,0u, x4+x2y2+y4:K.
2 2 2
1 1
b. ;+l+— dx+ ;+——% dy=0;
NxT+y? Xy +y* Yy
Solucao:
. X 1 1 y 1 x -
Aqui, M =———=+—+—¢ N =———=+———. Entdo
Jxi+yr Xy JxT+yr oy y?
oM xy 1 OoN xy 1

= —_ c = —
ay (x2+y2)3/2 yz ox (x2+y2)3/2 yz
que confirma que e EDO ¢ exata.
Agora, para conseguir a funcdo potencial, integramos M em relagdo a x :

b= J.{ +— +l}dx+g(y)—\/x2+y2+1n(x)+£+g(y).
x? +y y y

Logo, derivamos a tdltima igualdade em relacdo a y:

oD y X . y 1 x
—=————-—+g'(y) que deve ser igual a N=——=+———
dy Jxi+y? y? X +yr Y y?
>
Comparando temos que a—=;—i+g‘(y)= Y +———=N, o que

dy VX +y? y? JxT+yr oy y?

1 1
conduz a igualdade g'(y)=—, eentdo g(y)= I—dy =In(y).
Yy Yy



Assim, a fungdo potencial fica /x> +y’ +1n(x)+l+1n(y) e a solucio da EDO ¢
y
d=.x*+ y2 +1n(x)+£+1n(y):c.
y

(sen(2x) +xj dx+(y _ Senz(x)de o

2

y y
Solucao:
2
Aqui, M = sen(2x) +xe N=y- sen Z(X). Entao
y y
oM _ sen(2x) . a_N __ 2sen(x)cos(x)
dy y? ox y? ’

que confirma que e EDO € exata.
Agora, para conseguir a funcdo potencial, integramos M em relagdo a x :

o :J-{sen(bc) +xjdx+g(y)=—cos(2x) +x—2+g(y).

y 2y 2
Logo, derivamos a tltima igualdade em relacdo a y:
0® cos(2x) 1-2sen’(x) 1 sen’(x)
2y g'y 5 g'y 2y ) g'»
) sen’ (x)
que deve seriguala N =y —————.
Yy
2 2
Comparando temos que aag = 21 ~— sen 2(x) +g'(y)=y —&Z(X) =N, o que conduz a
y Yy
. 1 - 1 y: o1
igualdade g'(y)= y———, e entdo = - dy=—+—.
g g'y=y 2y g(y) I[y 2y2j Y=t

2 2
1 _sen’(x) » 1 . solucdo da EDO ¢

2y* 2 2y

Assim, a funcdo potencial fica & =

1 _senz()c)_’_y_2 1

P=— > +—=c.
2y y 2 2y
d. Bx*-2x—y)dx+Q2y—x+3y")dy=0;
Solucao:
. oM ,
Aqui, M =3x>-2x—y e N=2y-x+3y’. Entdo a—:—l e %—N:—l, que confirma
'y X

que e EDO ¢ exata.
Agora, integramos M emrelagdo a x:

<I>=I(3X2 —2x— y)dx+ () =X —x* —xy+ g(y).

Logo, derivamos a ultima igualdade em relacdo a y: aag =-x+g'(y) que deve ser
y

. od
igual a N =2y—x+3y*. Comparando temos que a—=—)c+g‘(y)=2y—x+3y2 =N,
y

o que conduz 2 igualdade g'(y)=2y+3y’, eentdo g(y)= I(2y+ 3y2)dy =y +y’.
Assim, a funcdio potencial fica ® =x’ —x*—xy+y>+7y’ e a solugio da EDO &

P=x-x*-xy+y’+y’ =c.



XY Y 2 2
e. |——+2xy—=|dx+Wl+x" +x" —In(x))dy=0;
[\/1+x2 xj ( )

Solucao:

Aqui, M = \/Lz+2xy—l e N=+1+x* +x* —In(x). Entdo
1+x X

aM: al +2x—lea—N: al +2x—l,

ay  J1+x X 0x l4+x? X
que confirma que e EDO ¢€ exata.
Agora, para conseguir a funcdo potencial, integramos M em relagdo a x:

CI>=J.( i +2xy—%jdx+g(y)=y 1+x2+x2y—yln(x)+g(y).

N1+ x?

Logo, derivamos a tltima igualdade em relacdo a y:

%2:\/1+x2+x2—1n(x)+g'(y) que deve ser igual a N =+1+x* +x* —In(x) .
y

Comparando temos que %E =V1+x2 +x° =In(x)+g'(y) =VI+x> +x* =In(x) =N, o
Y
que conduz a igualdade g'(y) =0, e entdo g(y) = constante .

z

Assim, a fung¢do potencial fica ym +x’y—yln(x) e a solugio da EDO &
® = yVI+x> +x*y—yIn(x)=c.
f. (x+y>)dx—2xydy=0;
g. 2)cyln(y)d)c+(x2 +y24/y? +1)dy =0;
h. Bx+2y+y>)dx+(x+4xy+5y*)dy=0;
fator integrante: 4= @(x+ y*);
i (xX*+y*+1D)dx—2xydy=0;
fator integrante: & = @(y> —x°);
j. By’ =x)dx+ 2y’ —6xy)dy=0;
fator integrante: i = @(x+y>).



