GABARITO DA LISTA DE EXERCICIOS 01
Disciplina: Calculo Operacional Prof. German Suazo

1. Verifique se as fun¢des dadas sdo solucdes das equagdes diferenciais:

= m, xy'+y =cos(x);

Solucao:
Como y = sen(x) . temos que y'= xcos(x)z—sen(x) .

X X
Agora, xy'= xcos(x) —sen(x) , € portanto,

Xy = xcos(x) —sen(x) 4 sen(x) _ xcos(x) —sen(x) +sen(x) _ xcos(x) — cos(x).
X X X X
que garante que y = sen(x) é solugdo de xy'+y =cos(x).
X

b. y=2+cVl-x?, (I1-x%)y+xy =2x;
Solucao:

Como y=2+cVl—x>, temos que y'=— o

V1-x7 .
2
—%:—wﬁ/l—xz , € portanto,
1—x

(A-x*)y"+xy =—cx1-x> +x-(2+cxll+x2)=—cxx/l—x2 +2x+cxyl-x* =2x,

que garante que y =2+ cV1—x> ésolugidode (1—x?)y'+xy=2x.

Ento, (1-x%)y=

C. y:exj.oxetzdt+cex’ yl_y:ex+xz;
Solucao:
Como y= exj.oxetzdt +ce*, temos que
d ( X j d d
'=—/e'| e dt |[+—\ce)=e"—
Y dx IO dx( ) dx

2 X 2
=e'e" +e”‘|‘0 e’ dt+ce*

onetzdt) + onetzdt : di (ex )+ ci (ex)

x dx

2 X 2 X 2 2 2
Entdo, y'-y =ee” +e”‘|‘0 e' dr+ce” —eXJ.O e di—ce* =e'e’ =e"™ , que garante que

X 2 L ~ 2
y= e"J‘O e dr+ce* ésoluciode y'-y=e""" .

d. y= xj: SCI;(I) de, xy'=y+ xsen(x) ;

Solucao:
Como y= xJ.OX sen(®) dt, temos que
o] [ O 0 g
=x sen(x) + J.: sen(?) dt =sen(x) + J.X sen(?) dt
X t 0t
Entdo, x y'= xsen(x) + xJ.OX sen(?) dt.



Por outro lado, y+ xsen(x) = XJ': sen(t)

dt + xsen(x).

xsen(r) dr €

Concluimos que xy'=y+xsen(x) , que garante que y:xJ. ¢ solugdo da

0

equacdo xy'= y+ xsen(x).
x = cos(1), '

x+yy'=0.

y =sen(?),

Solucao:

Neste caso, temos que y'= dy _dyldi _ _cos(t) .

dx dx/dt sen(t)

cos(t)

Assim, yy'=—sen(¢)- =—cos(?).
sen(z),
Enfim, x+ yy'=cos(t)—cos(t)=0, que garante que a funcdo y = y(x) , definida
_ _ x =cos(t), . .
parametricamente pelas equacdes © é solugdo da EDO x+ yy'=0.
y =sen(t),

2. Verifique que as funcdes dadas sdo as solugdes gerais das equagdes diferenciais
indicadas:

1 ' 2

a. y=-— , y'=3y";
3x+c

Solucao:

Primeiro, verificamos que y =— , com ¢ fixo, é solu¢do da EDO y'=3y*. Temos

3x+c

2
que )":;2- Por outro lado, 3y* 23(— ! j =3-;2. Isto mostra que
(Bx+c) 3x+c¢ (Bx+o)

y=- é solugdo de y'=3y”’.

3x+c¢

Para mostrar que a familia de fungbes y=-— é solucdo geral da EDO,

3x+c
consideremos qualquer condi¢do inicial y(x,)=y,. Substituindo x=x, ¢ y=y, na

~ : A 1
solu¢do, podemos tirar em evidéncia o valor de ¢ como ¢ =-3x, ——, para y, # 0. Mas,
Yo

particularmente, se y, =0, a forma y =- de solugdo apresentada ndo contempla

3x+c¢
uma solugo para esse caso.

Concluindo, podemos dizer que a solu¢do y =-—

serve quando a condicdo inicial

3x+c¢
do problema € da forma y(x,) =y, # 0, mas ndo quando y(x,)=0.
b. y=+x>—cx, (x*+y*)dx—3xydy=0;

Solucao:
Primeiro, verificamos que y=+x"—cx , com c¢ fixo, é solugio da EDO

(x* + y*)dx—3xydy =0. Outra forma de escrever a EDO é (x* + y*)—3xy jy

— =0, ou,
X



(X’ +yH)= 3xy?. Utilizaremos esta dltima expressdo para fins de verificagdo. Temos
X

que @b = _2xze . Agora, 3xy— 3xvx® —cx 2x—c 3x(2x—c) .
dx  2:x* —cx 2\/x —cx 2
Por outro lado, x> + y> = x* + x* —cx = 2x” —cx.
dy 3x(2x—c)

Como as expressdes para 3xy e x’+ 7y’ =2x" —cx ndo sio idénticas,

2
podemos concluir que y =+/x”> —cx niio & solucio da EDO (x> + y*)dx—3xydy =0.
Por este motivo, y =+/x" —cx ndo pode ser solugdo geral.

c. X = yecy+1 " y ;
x(In x—1In y)
Solucao:
Primeiro, verificamos que x = ye”y”, com c¢ fixo, é solucdo da EDO y'= A.
x(In x—1In y)
Outra forma de escrever a EDO é — dy -y , ou dx M _ In X .
dx  x(Inx—Iny)’ dy y y y

Utilizaremos esta dltima expressdo para fins de verificacao.

cy+l

Temos que ax _ = (1 + cy)
dy

Por outro lado,

cy+l cy+l
# _ ﬁ ) ln{ﬁj _ ye ) ln{ ye j — ecy+1 ln(ecy-H ) cy+l (1 + Cy)
x(Inx—Iny) vy y y y

dx y
Como as expressoes para — ¢ ——————
dy x(Inx—Iny)

cy+l

sdo idénticas, entdo x = ye®™ ¢é solugdo de

— Yy
x(In x—1In y)
Para mostrar que a familia de fungdes x=ye®" ¢é solucdo geral da EDO
'=+, consideremos qualquer condi¢do inicial y(x,)=1y,. Substituindo
x(In x—1In y)
x=x, € y=y, na solucdo, podemos tirar em evidéncia o valor de ¢ como
c:i-(—l+ln(ﬁjj, para x, #0 e 1y, #0. Mas, particularmente, se x, =0 ou
Yo Yo

cy+l

v, =0, aforma x = ye”" de solugdo apresentada ndo contempla uma solucdo para esses

casos.

Concluindo, podemos dizer que a solugdo y =— serve apenas quando a condi¢do

3x+c
inicial do problema € da forma y(x,)=y,,com x, #0 e y, #0.
d. y3:l+£, xyzdy+y3dx=ﬂ,
x X x

Solucao:



o . 1 C , . ~
Primeiro, verificamos que y® = —+—, com c fixo, define uma curva solu¢do da EDO
x x

1 e
xy*dy+y dx= ﬂ Outra forma de escrever a EDO é xy’ ? =——y’. Utilizaremos esta
X x x

dltima expressdo para fins de verificagdo.

Aqui utilizaremos derivacdo implicita para calcular ? da expressio y’ = 1 + % :
x X x
dy 1 3C : »dy 1 1 3C j 1 C
Temos que 3y’ — =———"", e assim, xy’ —=—+| ——— — ==
ane 2y dx x> xt Y dx 3 x X 3x X’

1
Por outro lado, de y’ :l+£3, temos que —— y* =
x X x

><M| a

~ . d 1 C 1 C .
Como as expressoes obtidas para xy’ &~ -——e—- y = —— , ndo sdo idénticas,
dx 3x x X X

podemos concluir que y’ :l+£3 nao define uma curva solucio da EDO
X x

xy*dy+y’ dx:%.
e. y +2x=c?, y(y')2+2xy':y+1;

Solucao:
Primeiro, verificamos que y” +2cx=c”, com c fixo, define uma curva solugio da EDO

y(y')2 +2xy'=y+1.

o e d ~
Aqui utilizaremos derivacio implicita para calcular D da expressio y> +2cx=c’:

dx
Temos que 2yﬂ+2czo’ e entdo , e assim, y‘:ﬂ:_E. Logo,
dx dx
2 2 )
2 +2 2
Y) +2xy'= y-{—ﬁj +2x-{—£j:c—_ﬂ:u_ﬂ: y
y y y y y Yy

A 1ltima expressdo ndo € idénticaa y+1.
Como a expressdo para y(y')2 +2xy'=y ndo € idéntica a y+1, podemos concluir que

y* +2cx = ¢? ndo define uma curva solugio da EDO y(y ‘)2 +2xy'=y+1.

f. arctan(lJ—ln(c\/x2 +y? )z 0; (x+y)dx—(x—y)dy=0.
X

Solucao:
Primeiro, verificamos que arctan(lj —ln(cw/x2 +y? )z 0, com ¢ fixo, define uma curva
X

solu¢do da EDO (x+ y)dx—(x—y)dy =0.
Aqui utilizaremos derivacdo implicita para calcular ? da expressdo
X

arctan(lj —ln(c\/x2 +y? ): arctan(lj —%ln(x2 + yz)—ln(c) =0:
X X



dy

d ro Ty d
dx(ij 1 i()c2 +y2) 7dx2 1 2x+2y—y
Temos que 2__dx ——— =0, e entdo X TR — fx:o , Ou seja,
L yj 2 x"+y 1+ 2 x4y
T 2
X X
d d d dy
xd—y—y x+yd—y xd—y—y—x—yd—
2x = f =0 e assim, —4X — X = 0. Isto ultimo significa que
X +y X +y X +y

x?—y—x—y?zo, que na forma de Leibniz, fica xdy— ydx—xdx—ydy=0, e
X X

agrupando termos semelhantes (x— y)dy —(x+ y)dx =0, que é equivalente a EDO dada:
(x+y)dx—(x—y)dy=0.

Para mostrar que a familia de curvas dada por arctan(lj—ln(cw/x2 +y? )z 0 é solucio
X

geral da EDO (x+y)dx—(x—y)dy=0, consideremos qualquer condi¢do inicial

y(X,) =y, - Substituindo x=x, € y=y, na solugio arctan(lJ—ln(c\/xz +y° )z 0,
X

axctan[m
o
e

podemos tirar em evidéncia o valor de ¢ como ¢ =————, para x, #0. Mas,

2 2
VX Yo

particularmente, se x, =0, a forma arctan(lJ—ln(c x*+y? )=0 apresentada ndo
X

contempla uma solugio para esse caso.

Concluindo, podemos dizer que a familia de curvas arctan(lj—ln(c\/x2+y2 )20
X

fornece uma curva solugdo se a condi¢ao inicial do problema € da forma y(x,) = y,, com
x, #0.
3. (Esta questdo pode ser auxiliada pelo uso de algum recurso computacional) Aplicando

o método das isdclinas, trace um esboco do campo de direcdes e das curvas integrais
das equacdes diferenciais a seguir:

a. y'=x+1;

b. y'=y—x;

c y'z—l.

X
a b.
Solucdes e Campo de diregdes
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SolugBes ¢ Campo de direges




