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Apresentacao

Aliteratura didatica para o ensino de matematica recebe, através dessa publicagdo, um novo folego
em material preparado para o ensino. Trata-se de um novo caminho que comegamos a trilhar, por
onde estamos aprendendo a caminhar através da pesquisa, da discussdo e, acima de tudo, da
dedicagdo de nossos professores.

Esta obra nasce a partir do esforgo conjunto de professores da Universidade Federal de Santa
Catarina, da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, da Universidade Estadual de Maringa, da
Universidade Federal de Pelotas, de alunos e profissionais do Laboratério de Ensino de Matemati-
ca a Distancia desta, que, apoiados com recursos do Ministério da Educagéo, aceitaram o desafio
de preparar os materiais necessarios para a execugdo do Curso de Licenciatura em Matematica a
Disténcia da UFPel.

Esperamos que este livro, que ora apresentamos, seja um instrumento Util nas méos de alunos e
professores e sirva de apoio para a melhoria da educagéo em nosso pais.

Prof. Msc. Mauricio Braga de Paula
Coordenador do Colegiado do Curso de Licenciatura
em Matematica a Distancia

Este trabalho é parte integrante dos materiais de apoio ao estudo da disciplina Calculo D, do
curriculo do CLMD - UFPel. A complementagao destes textos acontece através do ambiente virtual
de aprendizagem, video-aulas e webconferéncias.

Algumas figuras neste texto foram geradas pelo autor Carl Madigan, Professor de Matematica da
Nova Scotia Agricultural College, Truro, N.S., B2N 5E3 e estao disponiveis na secéo Application
Center do User Community na pagina http://www.maplesoft.com .

Alguns exercicios apresentados, para a fixagdo de conteudos, séo resultados de pesquisas
bibliogréficas.

Prof2. Marcia Rosales Ribeiro Simch
Prof. Geman Ramén Canahualpa Suazo
Prof?, Silvia Prietsch Wendt Pinto
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Integracao Multipla



1.1 Introducao

A nogdo de integral definida de fungdo de uma variavel pode ser estendida para fungdes de varias variaveis. Existem
varias situagdes onde necessitamos integrar em mais de uma variavel, por exemplo, no célculo de areas, volumes, centro
de massa, centro geométrico, calculo de grandezas escalares tais como trabalho e fluxo, e calculo de grandezas vetoriais
tais como os campos de velocidades e deslocamentos. Neste capitulo trataremos de integrais duplas (para fungdes de
duas variaveis) e integrais triplas (para fungdes de trés variaveis), com o objetivo principal de resolvermos problemas que
requeiram tal habilidade. Porém, antes de estudarmos a integracdo multipla, propriamente dita, vamos relaciona-la com
alguns conhecimentos de derivadas parciais.

Exemplo 1.1.1: Determinar uma primitiva para a fungo f'(x, ) = 3x”y* emrelagioa x .
Ao admitirmos ) como constante e integrarmos em relagdo a x , resulta:
3
I3x3y2dx = Zx4y2 +C,
onde C = C(y) é uma fungao que depende unicamente de y e faz o papel de constante de integrago.
3
Assim, uma primitiva para _f(x, ») = 3x> »> pode ser, por exemplo, a fungao F(x,y) = ZX4 y> +C(y), com
C(y) qualquer fungao (polinomial, exponencial, logaritmica, etc.) na variavel y . Dessa forma temos:

OF(6Y) 33,2, OCO) 30502 L 0235332 = f(x,y).
ax ax

De forma analoga podemos dizer que uma primitiva de f'(x, y) = 3)c3y2 em relagdo a ) pode ser a fungéo

G(x,y)=x"y’ +e”,desdeque%:3x3y2 +%=3x3y2 =f(x,y).

x+1

1
Exemplo 1.1.2: Calcular jG(x)dx ,sendo G(x) = I 3x*ydy .
0 X

Pelo “Teorema Fundamental do Calculo” temos G(x) = x° (x +1)° —x (x?), ousefa, G(x) = 3x” +3x* + x°.
Temos G(x) é uma fungdo so de x .

Agora, utilizando novamente o Teorema Fundamental do Calculo obtemos:
1 1 B
3 3 1o, = 27
IG(x)dx=I(3x5+3x4+x3)dx=(—x6+—x5+—x4) =—.
0 0 6 5 4 =0 20
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OBSERVACOES IMPORTANTES |

No exemplo anterior podemos usar o comando do “software MAPLE”, para a conferéncia de resultado, conforme segue:
¢ int(3*xA5+3*x"4+x3,x=0..1);

27
20

Observagao 1.1.1: O Exemplo 1.1.2, que poderia ter sido escrito na forma:

1/ x+1 1 x+l 27
I I 3x’y*dy |dx =I I 3x°ydydx ==,
0 x 0 x 20
a qual é um exemplo de integral dupla.

1.2. Integrais Duplas

1.2.1 Integrais Duplas Sobre Regioes Retangulares

Seja z = f(x, y) uma funcdo real limitada em uma regido retangular R =[a,b]x[c,d].
Inicialmente, vamos considerar uma particdo regular (ou uniforme) de R, em n’ sub-retangulos, conforme a figura

abaixo,
8.
?_
6.
"] i
y 4
3_
2.
1_
0 1 2 3 4 5 B 7 8
kA
b— d—
onde Ax = x,,, — X, = a,AyzyjH—yj = c,com i,j=0,---,n—1e S, umasomadeRiemann
n
de f sobre R:
n=1 n-1 n—1
S,=> D fu,v)AxAy =" f(u,v,)AA,
j=0 =0 i,j=0

com AA =AxAy e (u,, v, ) um ponto qualquer de um sub-retangulo de R .
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Alintegral dupla de f'(x, y) sobre R, denotada por II f(x,y)dxdy , é dada por
R

[/ Gyydsdy = lim S, = lim s, .
R

n—>+0

desde que esse limite exista e seja unico.

Observagéo 1.2.1.1: Dizemos que z = f'(x, y) é uma fungao limitadaem D — R’ se existe uma constante real
positiva M tal que |f(x, y)| <M,V (x,y)eD.

Observagéo 1.2.1.2: Seaintegralde z = f'(x, y) sobre umaregido R existe, entdo a fungdo é dita integravel sobre
R.

Observagéo 1.2.1.3: Toda fungdo continua numa regido R é integravel sobre R . A demonstragéo dessa afirmativa
sera trabalhada em outras disciplinas do curso e pode ser vista em LIMA, E.L., Curso de Analise, Projeto Euclides, IMPA,
1981.

Observagéo 1.2.1.4: Se aregido R ¢ a unido de duas regides disjuntas R, e R, , entdo

[[rGeyyaedy = [ [ e, y)dxdy+ [ 1 (x, y)dxdy.
R R, R,
Observagéo 1.2.1.5: A observagao anterior pode ser estendida para um nimero arbitrario (finito) de regides.

Observagdo 1.2.1.6: A particio ndo necessariamente precisa ser regular, como inicialmente foi considerada, ou seja,
podemos considerar uma partigigo P = {R,. =1 n} interior de R , formada por sub-retangulos que podem ter
areas diferentes, para a qual denotaremos a norma (comprimento da maior de todas as diagonais das R;) por ||P|| :
aéreade cada R, por AA, e (u;,Vv,;) € R,. Nessas condicdes, a integral dupla de f'(x,y) sobre R sera
definida por:

I If (x, y)dvdy = lim ) Z f(u,v)AA,

quando o limite existir e for Unico.

Exemplo 1.2.1.1: Calcular .”f(x,y)dxdy, sendo f(x,y)=x"+y” definida na regido retangular
R =[0,1]x[0,1]. R

Como f'(x,y) écontinuaem R, entdo é integravel sobre essa regido. Vamos considerar uma particao regular de

1
R talque Ax = Ay = —. Pela definigdo dada em 1.2.1, temos:
n

n—1
[+ )dxdy = Tim > f(u,,v)AxAy .
2 n~>+ooi’j=0

12
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O limite acima independe da escolha de (¢ >V ) nos sub-retangulos da partig&o.

i+1 j+1
Se escolhermos (u;,v;) = (x,,1,¥;,) € R, teremos (u,,v;) = (—, : j . Assim:

n n
S i+l j+1 11T &+ (]+1) 1 @+1) (]+1)
S = . —_——= — -
" ,"jz=0f( n n )I’l n n2 l,]Z=:0( n2 n 2 Z Z

ou seja

21:(1+1) g 11 2)_2n2+3n+1

=0 6n 2 3 3n? '
Como

lim §, =—

obtemos

J;J(xz +y*)dxdy :g.

OBSERVACOES IMPORTANTES |

Nesse exemplo também podemos usar alguns comandos do “software MAPLE”, para a conferéncia de resultados,
conforme segue:

> 2/(n)*sum(((i+1)/n)*2, i=0..n-1);

1 1 n
2(M+z+3)

n

> limit(2/n*(1/(6*n)+1/2+1/3*n),n=infinity);

2

3

Exemplo 1.2.1.2: Calcular H (x+2y)dxdy ,com R =[0,1]x[0,2].
R

Observemos que f'(x,y)=x+2y écontinuaem R =[0,1]x[0,2].Agora vamos considerar

i 2j . 1 2
X, =—, 1:0,...’;1; Y, =_J, ]:0’...,m; Ax =—; Ay:—; (ui’vj)z(xi—lﬁyj—l)ERj'
n m n m
-1 2(j-1
Assim, teremos f(u,,v,) =x,, +2y,, ) (U ).
m
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Nessas condigdes, uma soma de Riemann da funcdo sobre R sera:

ZZ( LA0- 1)Jnm %Bzz@ )+— ZZ(J 1)}

i=l j=1 i=l j=1 zl]l

{ IO WIE 1)} e e el

entéo

ou seja,

O limite abaixo nos indica o resultado procurado:

lim §,, = lim (

n,m—>+0 ’ n,m—»+o0

OBSERVACOES IMPORTANTES |

n—1+4(m—l)j=5.

n m

Asoma S, pode ser escrita como:

b—a d—-c
A=Yy =

Sn:Zf(ui,vj)AA, iLh,j=L-n e Ax=x,-Xx,, =

i,j=1

ATIVIDADES '

Lista 1.2.1 - Ver exemplo E1 no apéndice V.

1. Calcular ij(x,y)dxdy, sendo f'(x,y) = x> + y° definida na regiao retangular R =[0,1]x[0,1],
R

considerando a partigdo uniforme x;, =y, = i, i=0,,n.
n
Resp: l
p: 5
2. Calcular ﬁ (2x+ y)dxdy ,com R =[0,1]1x[0,2], considerando a particdo x; L i=0,-,n
n’
2j .
j — J= 09 5

m
Resp: 4
3. Calcular ” (4—x—y)dxdy ,com R =[0,1]x[0,2], considerando a partigdo x, = L i=0,--,n;

n’

2
v, = _]’ Jj =0,--+,m . Verificar, também, que ” (4—x—y)dxdy = I(I(4_x_y)de dy , sendo
n R (VA1)
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que para integrar o lado direito, assume-se que as varidveis x e ) nao dependem uma da outra.
Resp: 5
1.2.2 Alguns Teoremas e Propriedades
Teorema 1.2.2.1 - Teorema de Fubini
Se z= f(x,y) écontinuaem R =[a,b]x[c,d], entdo:
b[d 7 d[ b
[[ 7o ey = [| [ £, y)dy e = | [ [rx, y)dx} dy.
R al c | cla

Demonstragao:

b[d
Vamos demonstrar que H f(x,y)dxdy = I I f(x,y)dy {dx .
R c |

a

d
Seja F(x)= I f(x,y)dy definida para cada x € [a,b].

Seja P, = {yo sV, } uma partigao regular de ordem 7 para o intervalo [c,d ] . Podemos escrever:

J

FO =3[ fnpdy.

Aplicando o teorema do valor médio para integrais de funcdes de uma variavel no intervalo [y, v,,,1, j =0,---,n—1,
temos

Vil
[ sy =Y ) (=),
onde Yj € [yjsyj+1]'
Pela defini¢do de integral de fungao de uma variavel como limite de somas de Riemann, podemos escrever:
b n—1
[F(xr)de = Tim > F(X,)(x,., —x),
’ n—+oo pury
com P, = {xo,---,xn } uma particdo regular de ordem 7 para ointervalo [a,b] e X, €[x,,x,,,].
Tomando (;,v;)=(X,,Y;)€R,, =[x,,x,,1x[y,;,y,,,], temos:
n—1
F(Xz) = Zf(ui’vj)(yj+l _yj)'
=0
Assim,

[ ] £Ce,)dxedy = [ F(x)ebx =
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n—

= lim ZIF(Xi)(xm _xi) =

n—>+o <
i=0

= nliﬂg{zf(ui’vj)(yjﬂ _yj):|('xi+1 _‘xi) =
= ” f(x,y)dxdy .

d| b
De modo analogo podemos mostrar que ” f(x,y)dxdy = I[ I f(x, y)dy}dx .
R

clLa

al c clLa

bl d d| b
Observagao 1.2.2.1: As integrais da forma I[ f(x, y)dy}dx e I[ J- f(x, y)dx} dy sdo denominadas

b d
integrais iteradas. Os simbolos j f(x,y)dx e I f(x,y)dy denotam integrais definidas parciais; a primeira &

chamada integral definida parcial em relagdo a x (mantemos y fixo e integramos em relagédo a x ) e a segunda é
chamada integral definida parcial em relagdo a ) (mantemos x fixo e integramos em relagdoa y ).

Observagao 1.2.2.2: O “Teorema de Fubini” nos fornece uma forma prética para o calculo de integrais duplas através do
calculo de duas integrais sucessivas de fungdes de uma variavel. Esse método sera amplamente explorado na préxima
Secao.

Teorema 1.2.2.2: Seja z = f(x,y) uma fungdo limitada em R =[a,b]x[c,d]. Se o conjunto dos pontos de
descontinuidade de z = f'(x, y) pode ser descrito como uma uni&o finita de gréficos de fungdes continuas, entéo
essa fungéo é integravel sobre a regido R .

Demonstragéo:

A demonstragao deste teorema pode ser vista em APOSTOL, T.M., Calculo, Reverte, 1982.

Observagao 1.2.2.3: O “Teorema de Fubini” ainda é valido se a fungéo é descontinua apenas numa unido finita de graficos
de fungdes continuas.

Propriedade 1.2.2.1 - Linearidade

Sejam f,(x,y) e f,(x,y) funcdes integraveis numaregido R, ¢, e ¢, € R.Entdo,afungéo ¢, f, +c, f, é
integravelem R e

[[Tefie )+ ea fue ) Jdedy =, [[ fi(x, p)dedy +, [[ £ (x, y)dxely

Observagao 1.2.2.4: A propriedade de linearidade pode ser estendida para um nimero arbitrario finito de fungdes.
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Propriedade 2.2.2 - Monotonicidade

Se f,(x,y) e f,(x,y) s@o funcdes integraveis numa regido R e f,(x,»)= f,(x,»), V(x,y)eR,
entdo

I £iGes ey = [[ £, e, )y

R R

Observagao 1.2.2.5: Uma conseqiiéncia imediata é:
£6,3)20 em R= [[ £,(x,y)dxdy >0 em R,
R
utilizando a propriedade de monotonicidade com £, (x,y) = 0.
Propriedade 1.2.2.3 - Aditividade

Searegido R for subdivididaem 7 sub-retangulos R,,---, R, e f(x,y) forintegravel sobre cada R,, i =1,---,n,
entdo f'(x, y) seraintegravel sobre R e

[[ 7. )dady =3 [[ £ (e, y)cixdy
R i=l g

Observagao 1.2.2.6: Na propriedade de aditividade, R = {J R, com dois R, sem pontos interiores em comum.
i=1
Teorema 1.2.2.3: Seja z = f'(x, ) uma fungdo continuaem R =[a,b]x[c,d].
se f(x,y) <M =méx f = [[ f(x,)dA < [[ MdA=M(b—a)(d —c). Também, se
R R R

m=ngnfsf(x,y):>jjmdA=m(b—a)(c—d)sﬁf(x,y)dA.

Demonstragao:

Lista de exercicios 1.2.2

Teorema 1.2.2.4 - Teorema do Valor Médio

Se f(x,y) éintegravel em umaregido R =[a,b]x[c,d], entao existe p, € R tal que

[[ rxp)dA=f(p)B-a)d-c).
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Demonstragéo:
Lista de exercicios 1.2.2
Nos exemplos abaixo s&o calculadas integrais duplas, sobre regides retangulares, com uso de propriedades.
Exemplo 1.2.2.1: f(x,y)=x+2y; R=][0,1]x[0,2].

1 2 2

X

[j(x+ 2y)dx} dy = I(7+ 2yxj

0 0

2
+2y)dy = [%4_23/7}

1
0 dy

2
_|Y..2
0_(2+yj

Exemplo 1.2.2.2: f(x,y) = e’ sen(2x) R =[0,%]x[0,1].

_U(x+2y)dA=j
i

=C+2)-(0)=5

1
2

.U e’sen(2x)dA = ii‘ [i e’ sen(2x)dy} dx = jey sen(2x)

0

1 b
de = I(e —1) sen(2x)dx =
0

T

cos(2x) ? B

=—(e—-1) (e-1).

0

Exemplo 1.2.2.3: Hy sen(xy)dA, R =[12]x[0,m].
R

T

” y sen(xy)dA = J. ﬁ y sen(xy)dx} dy = }—cos(xy)

R 0

_ ( sen(2y)
2

dy = eos(2y)~cos()}dy =

_ "0,
0

- Sen(y)j

ATIVIDADES '

Lista 1.2.2 - Ver exemplos E2 e E3 no apéndice V.

1. Provar a propriedade de aditividade.

2. Provar o teorema 2.2.3.

3. Provar o “Teorema do Valor Médio”.

4. Resolver os exemplos 2.1.1 e 2.1.2, da secéo anterior, usando o teorema de Fubini.

5. Calcular ﬂ (ycos(x)—xe”)dA onde R =[0,5]x[~L1];fazer o calculo das integrais iteradas e comparar
R

0s resultados.

18
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Resp: — én *(e—e™)

1.2.3 Algumas Interpretacoes para a Integral Dupla
1.2.3.1 Interpretacido como Area

Sez=f(x,y)=1,VY(x,y) € R=[a,b]x[c,d], cada termo da soma de Riemann de f'(x, y) sobre R ¢

1AA,, com i =1,---,n . Entdo, geometricamente,

[[1aA = lim Zn:AAi = Area(R).
n—>+0 P

R

Exemplo 1.2.3.1.1: Seja R =[a,b]x[c,d] um retangulo. Logo:

Area(R) = || ldAj‘ U.dy} dx = j(d —e)dx =(b—a)d—c).

a

1.2.3.2 Interpretacao como Volume

Seja z = f(x,y) =0 continuaem R =[a,b]x[c,d].Seja A,, i=1,---,n, a érea da sub-regido R, do
particionamento de R . Seja V, = f(u;,v;)A, o volume de cada prisma de altura f'(u;,V,) e areadabase A, .
O volume aproximado do sélido delimitado superiormente por f'(x, ) e inferiormente pela regidgo R é

V= in = lim if(uiavi)AAi = _Uf(x,y)dxdy .
) n—+o0 £= F

Exemplo 1.2.3.2.1: Calcular o volume de uma caixa de base retangular R =[a,b]x[c,d] ealtura > 0.
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Nesse caso temos f'(x, y) =/, onde A é uma constante positiva. Entdo
v =|[ £ (x,y)dxdy = [[ hdxdy = h(b—a)(d —c)
R R
€ 0 volume aproximado em u.v.

Exemplo 1.2.3.2.2: Calcular o volume do prisma triangular limitado superiormente por f'(x, y) =1— y einferiormente
pela regido retangular R =[0,1]x[0,1].

LA
VR P M P P P P M
el A A A AR AL AL
I AAATAAA L LA L L]

O volume aproximado, em unidades de volume, é dado por

111 1
1
V= x, y)dxdy = 1-y)dxldy=|(1-y)dy=—
jij( »)dxdy H( »)dx |dy !( Vidy=—.
Observamos que a figura indica que o volume deve ser a metade do volume do cubo com lado lu.c..

Exemplo 1.2.3.2.3: Encontrar o volume do sélido limitado pelo paraboldide x° +23> +z =16, pelos planos x = 2,
y =2 e pelos trés planos coordenados.

2 2

V:jRj(m—x2 —2y2)d,4=§dxj(16—x2 —2y2)dy:_(|;(l6y—yx2 —2%3) "=

0
0

2 3 )
= 32—2x2—§]d [ 3pp 2 T6x P oy 16 32 e,
J 3 3 3 3 3
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[u]
=
1

—
iy ]
1

210

M

]
e T N O Y A B A O

¥ [T

Paracada y €[c,d], a area da segdo plana, obtida com a intersegdo do plano paralelo ao plano xz passando por

b
(0, ¥,0) com o sdlido de volume H f(x,y)dxdy ,édadapor A(y) = I f(x, y)dx . Pelo “Principio de Cavalieri”
R a

d
podemos expressar o volume H f(x,y)dxdy por IA( y)dy . Dessa forma, obtemos:
R c

R c

[[ 7Gx, yyxdy = fﬁf(x, y)dx}dy .

De forma analoga podemos pensar na area da se¢éo plana resultante da intersegdo do sélido com o plano paralelo ao
plano yz passando por (x,0,0) e teremos:

[] 7Gx, y)dxdy = iﬁ 1(x, y)dy}dx |
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1.2.3.3 Interpretacao como Valor Médio
O valor médio de uma fungdo f'(x, y) numaregido R pode ser calculado por

Valor médio de [ na regido R = f(x,y)dxdy .
Feail]

Exemplo 1.2.3.3.1: Encontrar o valor médio da fungio f(x, y) =3 —x* —xy naregido R =[0,1]x[0,2].
Observemos que

”f(x,y)dxdyzj j‘(3—x2—xy)dy xzj. ?ay—xzy—%xy2 2dx=i(6—2x2—2x)dx:
R 0Lo0 0 0

= 6x—=x'—x’ =E.
o 3
Por outro lado, area(R) =2.
13
Assim, Valor médio de [ na regido R— x,y)dxdy =
f g ( Y ——— [ £, y)dxdy = o

K

Em termos fisicos, se considerarmos a fungdo f'(x, ) como a superficie de um liquido (por exemplo, agua) contida
dentro de um recipiente cilindrico combase R e z > 0, entdo, apds um tempo, o liquido contido nesse recipiente atingira
uma altura igual ao valor médio da fungao sobre R .

1.2.3.4 Interpretacao Quando o Integrando é uma Funcao Densidade

Uma fungo de duas variaveis f'(x, y) pode representar, por exemplo, a densidade de uma populag&o por unidade
de &rea ou a densidade de massa de uma placa. A integral dupla _U f(x,y)dxdy representara, nesses casos, a

populagio total ou a massa total da regido R .

Exemplo 1.2.3.4.1: Se a densidade por unidade de area de uma populagéo de bactérias sobre aregidgo R =[a,b]x[c,d]
é f(x,y)=x+4y emcadaposicdo (x,y) € R, calcular a populagio total sobre essa regido.

22
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Basta calcularmos
_U f(x,y)dxdy = iﬁ (x+ 4y)dy}dx = i(xy +2y° X dx =j1 ((d —o)x+2(d” - cz))dx =

R

" (d-oW-d)

=((d—c)%2+2(d2—c2)xJ +2(d” =c*)(b-a)

a+b
2

=(d—c)(b—a){ +2(c+d)}.

Logo, a populagdo é de (d —c)(b—a) {a—;b +2(c+ d)} individuos.

1.3.2.5 Interpretacao como Centro de Massa

O centro de massa, de uma lamina cuja medida da densidade de area é p(x,)) e cuja medida da massa ¢
M = ” p(x, y)dxdy ,tem coordenadas (X, y):
R

Mx = M)’
e y=——my,
M M

X =
sendo

M, = _U xp(x,y)dxdy e M, = “yp(x, y)dxdy .
R R
De forma simplificada, podemos dizer que o centro de massa ou centro de gravidade é o ponto de aplicagdo do peso de
um corpo, ou seja, é “o ponto de equilibrio de um sistema”.
Exemplo 1.2.3.5.1: Seja uma lamina retangular de largura @ = 2 u.ce altura b = 1u.c. Se um sistema de coordenadas
retangulares € disposto como mostramos na figura, determinar as coordenadas do centro de massa dessa lamina sabendo

que a densidade de area é p(x,y) = xcos(y) ua.

Considerando R =[0,2]x[0,1], temos que a massa da lamina é

M= J’j p(x, y)dxdy = iﬁx cos( y)dy}dx = Jz’x sen(y)|, dx :ix sen(l)dx =

= [x_zz sen(l)j

2

=2sen(l)

0
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M, = [[xp(x, y)dxdy = jﬁxz cos( y)dy}dx = ij sen(y)|; dx =j x> sen(l)dx =

= (%3 sen(l)j

M, = Jyp(x, v)dxdy = I{J.xycos(y)dy}dx = Jx (cos(y) +y sen(y)jz dx =

R

2

8
=—sen(l
3 M

0

2

= j‘x (cos(l) + sen(l)-l)dx =(x72 (cos(l) + sen(l)-l)j =2 (cos(l) + sen(l)-l).

0

0.8

0.5

0.4

0.2

As coordenadas do centro de massa séo:

8
M, gsen(l) ]
X=—»2=="—"=—yu

M 2sen(l) 6
e

M, 2 (cos(l)+sen(1)-1) cos(1)+sen(l)-1 ]
M 2 sen(1) - sen(l) '

y =
ATIVIDADES '

Lista 1.2.3 - Ver exemplos E4 ao E6 no apéndice V.

1. Calcular o volume do sdlido cilindrico limitado superiormente por f'(x, ) = xy e inferiormente pela regido retangular
R =[0,1]x[0,1].

Resp: l
4

2. Calcular o volume do sélido cilindrico limitado superiormente por f(x, ) = (x + ¥)* e inferiormente pela regiao
retangular R =[0,1]x[0,1].

7
Resp: —
i
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3. Calcular o volume do sdlido cilindrico limitado superiormente por f'(x, ¥) = (x —a)(y —¢) e inferiormente pela
regido retangular R =[a,b]x[c,d].

Resp: (b= a)2 (d - c)2
4

4. Encontrar o valor médio da fungdo f'(x, ) = xy —x naregidgo R =[0,1]x[0,2].
Resp: 0
5. Encontrar o valor médio da fungdo f'(x, ¥) = xy —x naregidgo R =[0,2]x[0,1].

Resp: —1

6. Se a densidade de uma populago de organismos sobre aregiao R =[0,3]x[0,1] & f'(x, y) = xy + »* mihares
por unidade de area em cada ponto (x, y) € R, calcular a populagio total sobre essa regido.

Resp: 3250

7. Se a densidade por unidade de area de uma populagao de bactérias sobre a regido R =[a,b]x[c,d] é

xX—a —c
f(x,y)= 5 + i; em cada posi¢do (x,y) € R, calcular a populagéo total sobre essa regiao.
—a —c

Resp: (b—a)(d —c)
1.2.4 Integrais Duplas em Regioes Nao-Retangulares

Agora, o conceito de integral dupla sera estendido a regiées mais gerais. Inicialmente, vamos considerar um subconjunto
limitado e fechado W < R =[a,b]x[c,d]; z = f(x,y) continuaem W ; z = f(x,y) definidaem R por

) Sy se (el
fxy)=
0 se (x,y)eR-W.

Afungédo ]_’ é continua, exceto possivelmente na fronteira 1. Entretanto, se a fronteira de W' consiste de um ntimero
finito de graficos de fungdes continuas, entéo (pelo teorema 1.2.2.2) afungdo f é integravel sobre R . Nessas condigdes,
podemos definir:

[[f@naa=[[7xpaa

Alintegral ﬁ f(x,y)dA acima independe da escolha de R . Antes de provarmos essa afirmativa, vamos observar
w

que todas as regides do plano xy , aqui consideradas, serdo do tipo I ou tipo Il (figuras abaixo) ou poderéo ser divididas
num numero finito de sub-regides desses tipos.
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Regido W do tipo |, onde Y, (x) <y, (x) séo continuas em [a,b]:
W= {(x,y) eR’/a<x<b e y,(x) Syﬁwz(x)}.
Regido W do tipo II, onde @, () <0,(») sso continuas em [c,d]:

W={x)eR/g(»)<x<0,(y) e c<y<d}

regido tipo |

regido tipo Il

Teorema 1.2.4.1 - Seja afungdo z = f'(x, y) definida e continua em um subconjunto fechado e limitado W < R”

, - . . b pyy(x)
a) Se W ¢ uma regido do tipo I, entao H f(x,y)dA =I I - f(x,y)dydx.
W a oy (x

b) Se W é uma regido do tipo Il, entdo _U f(x,y)dA =Id I‘Pz((y))f(x, v)dxdy .
W ¢ o (y

26
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Demonstragéo:
Seja W < R =[a,b]x[c,d].Seja z = f(x,y) definida de modo que sejanulaem R — W e coincida com f

em W . Entéo:

[[reenda=[[7epda.

w

Como temos que para cada x € [a,b], a fungdo f é limitada em [c, d] e continua, exceto possivelmente em dois
pontos.

d — 1(x) = 2 (x) — d —
Assim, a integral I f(x,y)dy= Iw ( )f(x, y)dy + Iw ( )f(x, v)dy +I f(x,y)dy existe.
¢ c y, (x) 5 (x)
Comopara ¢ <y <W,(x) ey,(x)<y<d temos f(x,y) =0, entdo:
d — W, (x) — W) (x)
[Ty =[""Fendy=["" f(x,y)dy.
c Wy (x) Wy (x)
Finalmente, pelo Teorema de Fubini, temos:

Wy (x) W (x

— b d — b W5 (x) b ry,(x)
[J7ceran=]|[* Foopdyax=[ e[ rendy = [ fe ypavas.
R
Para completarmos a demonstragdo, podemos, de modo analogo, mostrar que
d 0, ()
[[reeyaa=[" [ f(x,y)dxdy.
W ¢ ¢ (»)
Observagio 1.2.4.1: Toda fungéo real definida e continua em um subconjunto fechado e limitado W < R" é limitada.

Observagio 1.2.4.2: O fato da integral ” f(x,y)dA serindependente de R fica demonstrado pelas formulas a) e
w
b) do teorema 2.4.1.

Observagéo 1.2.4.3: Se W é uma regido do tipo | tal que
W= {(x,y) eR’/a<x<b e wy,(x)<y S\Uz(x)},

aintegral gdxdy = Jj L‘:z(:) dydx = Ij [\u ,(x)—y 1(x)]a’x = Area(W) .

ATIVIDADES ’

Lista 1.2.4 - Ver exemplos E7 e E8 no apéndice V.
Determinar a regido de integragdo e trocar a ordem de integracéo das integrais abaixo:

1.

o —

[ £ (e, y)dvax

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA




Resp: j‘]‘ f(x,y)dxdy
00

2. jj f(x,y)dxdy
Resp: jjf f(x,y)dydx

1 Jx
3, j j £ (x, v)dydx

1Ay
Resp: I I f(x,y)dxdy
0 yz

[ £ e, y)dxdy

cosy

b
S — )

rofa

Resp: j j f(x,y)dydx

arccosx

1 Al?
5. [ [ £ p)dxdy

11 V2
Resp: [ [ £Ce,p)dvx+ [ [ £(x,y)dydx

1 x2-1

1.2.5 Calculo de Integrais Duplas
No calculo de integrais duplas é fundamental o reconhecimento da regido de integragdo (dominio de integragéo). Para
tal é importante o reconhecimento das curvas que delimitam a regi&o de integragdo. Essas curvas podem ser escritas

em fungdode x, y = f(x), ou convenientemente em fungéo de y, x = g()’) ; a conveniéncia é devida ao menor
trabalho exigido no processo de calculo.

Exemplo 1.2.5.1: Calcular o valor da integral ” x\/y2 +1dA ,sendo R aregido delimitadapor x =0, y =2
R

ey=—.

28
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6 2

Primeiro, vamos resolver I I XA/ y2 +1 dy (dx; para tal, obtivemos o grafico da regido e os limites dessa regido.
05

OBSERVAG()ES IMPORTANTES‘

O gréfico da regido pode ser obtido usando o “software MAPLE”, através do comando abaixo:

> plot({2,x/3},x=-6..10,color=red,scaling=constrained);

38

Os pontos de intersegao também podem ser obtidos usando o “software MAPLE”, através do comando abaixo:
> solve({y=2,y=x/3},{x,y});

{y=2,x=6}

6 2
Ovalordaintegraléj Ix Y +1dy ldx = M—il (\/_ +2).

0

W=

21 3y
Agora, vamos calcular J.{ I XA/ y2 +1 dx}a’y € comparar os resultados obtidos. Esta integral pode ser calculada
0

0

mediante 0 comando

> student[Doubleint](x*sqrt(y*2+1),x=0..3*y,y=0..2); value(%);
> simplify(%);

SIS 9 1542
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b2

Exemplo 1.2.5.2: Calcular o valor da integral d A ,onde R édelimtadapor y=x—1 e 2 =2x+6.
Xy y y
R

y=x-1
As solugdes (5,4) e (—1,—2) dosistema { s80 os pontos de intersecgéo das curvas dadas. Assim,
¥

_ 2=2x+6
temos:

2

J;I xydA = I:Uyyz:l xydx}dy = J'i{y (v 2+ 1)° ~ y(y28_ 6)° }dy —136.

OBSERVAGCOES IMPORTANTES |

Os pontos de intersec&o entre as curvas podem ser obtidos usando o “software MAPLE”, através do comando abaixo:

> solve({y=x-1,y*2=2*x+6},{X,y});
{y:'2,X='1}, {y:4"x=5}

OBSERVAGCOES IMPORTANTES |

O grafico da regido pode ser obtido usando o “software MAPLE”, através do comando abaixo:

> plots[implicitplot]({y=x-1, y*2=2*x+6}, x=-4..6, y=-5..6,scaling=constrained,color=red);
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5 )

4 +1
Agora, vamos resolver IZI . xydxdy ; podemos facilmente fazer isto mediante os seguintes comandos do

“MAPLE”: o

i
2

2

> student[Doubleint](x*y,x=(y*2-6)/2..y+1,y=-2..4);
> value(%);

Exemplo 1.2.5.3: Calcular o valor da integral ”12xydA ,onde R édelimitadapor y =x’ e y = Jx.
R

OBSERVAGOES IMPORTANTES‘

O grafico da regido pode ser obtido usando o “software MAPLE”, através do comando abaixo:

* plots[implicitplot]({y=x*2, y=sqrt(x)}, x=-1..2, y=-1..2,scaling=constrained,color=red);

1 px
Aintegral a ser avaliada fica jo j ) 12xydydx , que pode ser resolvida pelo “MAPLE” mediante os comandos

> student[Doubleint](12*x*y,y=x*2..sqrt(x),x=0..1);
> value(%);
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Exemplo 1.5.4: Calcular o valor da integral le2xydA,onde R ¢ delimitada por x = y* e x = \/;
R

OBSERVACéES IMPORTANTES‘

O grafico da regido pode ser obtido usando o “software MAPLE”, através do comando abaixo:
> plots[implicitplot]({x=y*2, x=sqrt(y)}, x=-1..2, y=-1..2,scaling=constrained,color=red);
. A , .
Aintegral a ser calculada é IO I . 12xydxdy . Isto pode ser conferido mediante os comandos:
y

> student[Doubleint](12*x*y,x=y*2..sqrt(y),y=0..1);
> value(%);

Exemplo 1.5.5: Calcular o valor da integral ” 2xyd A ,onde R édelimitadapor y = x>, y+x=6 e y=1.
R

OBSERVAQéES IMPORTANTES‘

Aregido pode ser desenhada pelo comando

> plots[implicitplot]({y=x"2, y+x=6, y=1}, x=-10..10, y=-10..10,scaling=constrained,color=red,numpoints=5000);

ATIVIDADES '

Lista 1.2.5 - Ver exemplos E9 ao E21 no apéndice V.
1. Calcular a 4rea da regido delimitada pelas curvas x = y*>, y=14+x, y—1=0 e y+1=0.
2. Calcular o volume do solido limitado pelas superficies y + x> =4, y—3x=0,z-x=4 ¢ z=0.
3. Calcular a integral ﬂ (x+ y)dxdy ,sendo R o triangulo de vértices (0,1), (1,0) e (—1,0). Efetuar o
R
calculo como regido do tipo Il e depois como decomposi¢do em duas regides do tipo I.
- . 1
4. Calcular H (x+ y)dA sendo R aregido compreendida pelas curvas y = Ex, y= Jx, x=1lex=4.
R
5. Calcular ﬁ (x> = ¥)dA sendo R aregiso compreendida pelasretas y = —x+1, y=x+le y=2.
R
6. Calcular _” (x—y)dA sendo R aregido do primeiro quadrante compreendidapor y=x e y = X
R
2pel 2
7. Calcular a integral LI b e" dxdy invertendo a ordem de integragéo.
y

2 el
8. Calcular a integral J:) I b cos(x”)dxdy invertendo a ordem de integrago.
y

32
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1
9. Utilizar uma integral dupla para calcular a area da regido R entre a parabola y = Exz eareta y =3x.

10. Utilizando uma integral dupla, calcular o volume do sélido no primeiro octante limitado pelo parabol6ide
z=x"+ y2, pelo cilindro x*+ y2 =4 e pelos planos coordenados.

11. Calcular a integral H cos(y’)dA sendo R a regido limitada por y = Jx, y=2ex=0.
R

2
. . r ~ o
12. Uma lente circular de raio iguala 5 cm tem uma espessura de 1 — ? cm nos pontos que estdo a uma distancia

igual a » cm do centro da lente. Encontrar a espessura média da lente. (sugestéo: usar coordenadas polares)

13. Encontrar o valor de H (x* + y*)dA ,sendo R o anel compreendido entre as circunferéncias x° + y° =1e
R

Xt + y2 =9 (sugestdo: usar coordenadas polares)
. . - 2
14. Calcular a area da regido delimitada pelas curvas x = y~, y=14+x, y—1=0 ¢ y+1=0.
15. Calcular o volume do solido limitado pelas superficies y +x> =4, y—3x=0,z-x=4 ¢ z=0.

16. Calcular aintegral ﬂ (x+ y)dxdy ,sendo R otriangulo de vértices (0,1), (1,0) e (—1,0).Depois, refazer
R

aintegral considerando a regido como do tipo Il e ainda como decomposi¢do em duas regides do tipo |.

17. Calcular o volume limitado pelos cilindros x> + y2 =r’e x*+z°=r.

Sugestao: O volume pode ser visualizado mediante o comando a baixo:

> plots[implicitplot3d]({xA2+y*2=1, xA2+z2=1}, x=-2..2, y=-2..2, z=-2..2,scaling=constrained);

Respostas na pagina 193
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1.2.6 Integrais Duplas em Coordenadas Polares

Muitas vezes a regido sobre a qual a integral dupla esta sendo calculada & mais facilmente descrita por coordenadas
polares do que por coordenadas retangulares. A seguir, vamos estudar o processo para calculo de integrais duplas em

coordenadas polares.

Inicialmente, vamos considerar uma particdo P = { o =0,0+A06,00 +2A0,---,0, = B} em coordenadas
polares do arco 2 = OCB , conforme a figura acima. Consideremos a sub-regido Qi de € delimitada por Pt P
0, e0,.Cada Q; éaproximadamente um retangulo de drea A4, = Ap,p A, .Se (p, ,0, ) €um ponto interior

de Q;, podemos formar um sélido cuja area da base ¢ A, ealtura f(p, ,0, ), e, portanto, com volume :

V,= f(pk,. aek,. )Ap,;p A6,

O volume sob f(p,0) pode ser aproximado por:

V=D f(p0,)Ap,p,A6, .

i=1

Seja |P| a diagonal da maior sub-regido €2, de €2. Se |P| — 0 temos Ap, >0, AB, >0, p, —>p,
8, >0 ep, > p,entdo

V=lmV =lim 0. YAp.p.AG.,
‘P‘%O n ‘P‘%O;f(pk", kl.) plpl i
ou
B prp2
v=[" ["f(p.0)pdpdo.
o ep
Observagéo 1.2.6.1: As coordenadas retangulares e as polares de um ponto no plano estéo relacionadas por:

x=pcosO e y=psend,

comp=>0e0,<0<0,+2r.
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OBSERVAGOES IMPORTANTES |

E claro que as areas A; = Ax;Ay, (areas de sub-regiGes retangulares de uma particéo por retas paralelas aos eixos
xey)e A =Ap,p;AB, nao sdo iguais. Porém,
lim Ax,Ay,

Ax,Ay—0

=1
lim Ap,p,A0,

Ap,AB—0

o que implica dxdy = p dp db .

Portanto, temos a equivaléncia entre uma integral dupla em coordenadas retangulares e em coordenadas polares, sobre

uma mesma regi&o, como segue:

[0 renasay =[] [T rip.0)pdpdo.

Exemplo 1.2.6.1. Calcular ” In(x* + y*)dxdy , sendo R a regido do primeiro quadrante entre as circunferéncias
R

concéntricas x> +y2 =1e x? +y2 =4,
Usando a mudanga polar

x=pcosd e y=psend,

a regido do primeiro quadrante entre as circunferéncias dadas pode ser descrita por:

R={p.0)eR’/1<p<2 e 0<O<Z}
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Assim, obtemos:

[ +y*)dxdy =" [ pin(p*dedp =" [2pIn(p)d0dp =

R

p=2
_np Pty P —E g -
== 2pIn(p)dp = 2(p In(p) 2} = BIn(2)-3).
p=1
Exemplo 1.2.6.2. Calcular ”
& P
darosacea p = 2sen(30).

Afigura a seguir, mostra a regido de integracéo:

que pode ser descritapor R = {(p,e) eR*/1<p <2sen(30) e

do &ngulo O podem ser calculados a partir da equagdo 1 =2sen(30).

Assim,

jRJ &dA - j f““‘”) 0 %dp 0 = j (2sen(30)—1)d0 = (—%cos(%) —9)

18 3 2

==

243 _sm 23 m 245 2
18 3 9
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—dA , sendo R aregido do primeiro quadrante fora da circunferéncia p =1 e dentro

5 < 0 < 51—”} Os extremos para 0s valores



Exemplo 1.2.6.3. Calcular, mediante uma integral dupla, a area compreendida pela rosacea de trés pétalas p = cos(30)

Arosécea é mostrada na figura:

e temos que a &rea é igual a trés vezes a area de uma pétala:

drea(R)=[[da=3]" ["" papas = % [ cos*(30)dp
. ; ;

0

0
. sen(39)j 1
6

3% _3
_ZI_%(1+COS(69))d9 = 4(0

ATIVIDADES |

Lista 1.2.6 - Ver exemplos E22 ao E28 no apéndice V.

1. Calcular o volume limitado pelo cilindro x° + y2 —2y =0 e pelo paraboldide z = x* + yz, acima do plano
xy.

Dica: Verificar que o volume sera dado por V' = ” (x> + y%)dA sendo R o circulo com centro em (0,1) e raio
iguala 1. R

2. Usar uma integral dupla em coordenadas polares para calcular a area da regido compreendida pela cardidide
p=1+sen(®).

2 2
3. Calcular a integral J.J.e’(x *)dA sendo R o circulo unitario.
R

3 2527
4. Calcular a integral L L dydx utilizando integragdo dupla em coordenadas polares.

V2 pa-y? 1
5. Calcular a integral Io I ’ ———dxdy .
y

Ja+x+y’
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1.3 Integrais Triplas
1.3.1 Introducao

Vamos considar integrais triplas através de somas de Riemann, analogamente ao que foi feito para integrais duplas.
Portanto, vamos esbogar apenas as idéias principais. Seja w = f(x, y,z) uma fungo real definida e limitada numa
regido regular tridimensional R = [a,b]x[c,d]x[p,q].Sejam P,, P, e P, particdes regulares, de ordem n, de
[a,b], [c,d] e [p,q], respectivamente. O produto cartesiano P, x P, x P, é uma particao regular de ordem n
de R .Essa partigio secciona R , por planos paralelos aos eixos coordenados, em n’ sub-regides, conforme a figura
abaixo:

100
757
a0

2517

oo

S = (e, AxAvAz,

k=0 j=0 i=0

b- d—- _
onde Ax =x,,, —x; = a’Ay:yjH_yj: ceAZ=Zk+1—Zk=q p,com
h n

i,j,k=0,---,n—1e Ci = (xl.,yj ,Z, ) €um ponto qualquer de uma sub-regido de R .

Se lim S, existe e independe da escolha de c;;, , chamamos este limite de integral tripla de f'(x, y,z) sobre R , e

n—+o0 ik

denotamos por:

(s ra o [ v

Observagao 1.3.1.1: O fracionamento de R obtido pela partiio descrita & um conjunto de sub-parelelepipedos que podem
ser chamados células da partigdo. Considerando que uma célula tenha dimensdes Ax , Ay e Az, entdo o seu volume é
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Vi = AxAyAz .Seja ¢, = (x,,;,2,) umpontoqualquer da ijk -ésimacélulae f* afuncdo densidade (de R

no conjunto dos reais) em cada ponto de R , entéo uma estimativa da massa dessa célulaé m,;, = f (cijk )JAXAYAz ;
n-1 n-1 n-1

assim, uma estimativa da massa do sélido R é m, = Z Z Z S (e )AxAYAz . Se ||D|| é a célula de maior
k=0 j=0 i=0
diagonal da particdo, entdo a massa de R é

1 n
|pf-0 g

m= lim m = lim Z S (e )AxAyAz = ”If(x,y, z)dxdydz .

Observagdo 1.3.1.2: Se f(x,y,z)=1,temos m = _U dV =V ; amassa e o volume, nesse caso, tem 0 mesmo
valor numérico. R

Observagdo 1.3.1.3: As observagdes feitas sobre as condicbes de integrabilidade de fungbes de duas variaveis,
quando estudamos integrais duplas, podem ser estendidas para fungdes de trés varidveis. Assim, temos que toda
fungdo w= f(x,y,z) continua em R é integravel sobre R . Além disso, fungdes limitadas, cujos conjuntos de
descontinuidades podem ser descritos como unido finita de graficos de fungdes continuas, tais como x = x(y,z),
vy =y(x,z) ou z = z(x,y), sdo integraveis. Também, como no caso de fungdes de duas variaveis, o Teorema de
Fubini ¢ valido para fungdes de trés variaveis: Se w = f(x, y,z) € continuaem R , entdo é possivel encontrar seis
integrais iteradas:

q

j F(x, v, z)dzdydx =

P

O C—

JIf £Czrav =

a

:

Q ——

q
| ey, 2)dzdxdy =
P

f(x,y,z)dydxdz .

I
N —
N
[ Y

Agora, para completar a analogia com o calculo das integrais duplas, vamos calcular integrais triplas, sobre regides
fechadas e limitadas, em coordenadas retangulares.

Exemplo 1.3.1.1: Calcular a integral tripla J‘H xyz’dV ,sendo R =[0,1]x[~1,2]x[0,3].
R

J;[ I xyz*dV = I; a’x_[_z1 a’yJ.O3 xyz'dz = %T7

ATIVIDADES '

Lista 1.3.1.1 - Ver exemplos E29 ao E35 no apéndice V

1. Calcular o volume do sélido delimitado pelas superficies de equagbes z =9 — x>, z =4 — y,y=0e
y=4.
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0 solido ¢ limitado superiormente pela superficie z = 9 — x? einferiormente pelo plano z =4 — y . Portanto,

4 o5 po-x? 8
V:Io I_m ., Gdxdy 23(243—256)%1/.

Este grafico pode ser gerado através do comando:

> implicitplot3d([z=9-xA2,z=4-y,y=0,y=4] ,x=-3..3,y=-1..5,z=-3..9,axes=normal,numpoints=4000);

L . ~ . . e 2 2 2 2 2 2
2. Calcular o volume delimitado pela intersecéo, no primeiro octante, dos cilindros x“ + y* =r" e x" +z" =r

deraio r =3.

Como o sdlido resultante da intersecdo estd no primeiro octante, temos os planos x =0, y=0 e z=0
delimitando-o.

154
X 15
1 2
15
2
3 Vo poi?
V= IO jo jo dzdydx =18u.v.

4
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3. Calcular o volume do solido delimitado pelas superficies de equagbes z =9 — x’, z=5- yv,y=0e

y=3.

5 pfyrd 9t 1688
V=I0 I—W . dzdxdy = T uv.

4. Calcular o volume do sélido delimitado pelos planos x =0, y=0,z=0e 2x+4y+2z=8.

No esbogo abaixo, escolhemos o plano x)y para fazer a projegao do tetraedro.

0 0

V= r J.z_% I:_zx_4y dzdydx = %u.v.
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ATIVIDADES '
Lista 1.3.1.2 )

Calcular as seguintes integrais triplas:
1. jﬂxyzde ,com R o tetraedro limitado pelos planos x =0, y=0,z=0ex+y+z=1.
. 4 1-x 1-x-y
Dica: Calcular I I I dzdydx _
0o Jo 0
2. IIIdedde ,onde R & aregido limitada pelos planos y =0, z=0, x+y =2, x+2y = 6 eocilindro
R
}FZ +z' = 4, no primeiro octante.

Dica: Observar a figura mediante o comando:
> plots[implicitplot3d]([y=0,z=0,x+y=2,x+2*y=6,y*2+z*2=4],x=0..7,y=0..2,z=0..2,axes=normal,numpoints=4000);

3. I”zdxdydz ,onde R ¢ aregiao limitada pelas superficies z = 4/x2 + y2, y = x7,
R
z=0 ey =1

Dica: Tentar o comando:
> plots[implicitplot3d]([y=1,2=0,y=x"2,z=sqrt(x*2+y*2)],x=-2..2,y=0..1.1,2=0..2,axes=normal,numpoints=4000);

T
4. HI ¥ cos(x + z) dxdydz ,onde R éaregio limitada pelo ciindro x = y* eosplanos z=0e x + z = 7
R

5. _UI xy2z3dxdydz ,onde R ¢ aregido no primeiro octante limitada pela superficie
R
z=Xxy eosplanos x=y, x=1ez=0.
Calcular o volume dos sélidos descritos abaixo:
6. Solido limitado pelo cone z = 4/x* + y2 e o paraboloide z = x* + yz.
Dica: Tentar o comando:
>plots[implicitplot3d]([z=x"2+y*2,z=sqrt(x*2+y*2)],x=-1.1..1.1,y=-1.1..1.1,2=0..1.1,axes=normal,numpoints=4000,
style=wireframe);

7. Solido limitado pelas superficies z =8 — x> — y* e z=x" +3y>.

8. Solido limitado pelas superficies y =z e z =4 — x> — > interior a0 cilindro x*> + > =1 ,com z>0.
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9. Solido limitado pelo cone z = 4/ x> + y2 , pelo cilindro x> + y2 =Xx+4/x + y2 epeloplano z = 0.

10. Calcular a massa de um corpo delimitado por y =16—x>, y=4—x, y=2x+13,z=0¢e z=10,
com densidade f'(x,y,z) = xyz.

1.3.2 Integrais Triplas em Coordenadas Cilindricas

Um ponto P de coordenadas retangulares (x, y,z) tem coordenadas cilindricas (p,0,z),onde p e O sdo as
coordenadas polares da projecéo de P no plano xy .

VA

Podemos relacionar as coordenadas retangulares e cilindricas do ponto P através das equagoes :

x=p cosO, y=p send , z=1z,

onde p =0,0 €[0,,0,+21) e z € (—00,+0) . Aintegral tripla

J‘ J~y2(x) J~gz( x.¥) (X,y,Z)dzdydx,

»(x) gi1(x,y)

pode ser escrita em coordenadas cilindricas, como segue:

I IW) jgzw) S (x, v, z)dzdydx = I IPZ(G) th(p’e)f(PCOSeapse”eJ)PdpdedZ'

nx)  Jexy) 10)  Jh(pB)

Na segdo 1.4 faremos um detalhamento dessa mudanga de variaveis.

Observagao 1.3.2.1: As equagdes x = p cos0, y = p senO e z = z definemuma aplicaggdo 7" : 4 < R’ 5> R’
A=1{p,0,z)e R’, p=0, 6,<6 <0+2m, —o<z<+oo}. Essa aplicagdo sera injetora quando

restrita ao conjunto A= {p,0,z)eR’, p >0, 0,<6 <6 +2n, —o<z<+oo}.
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Observagéo 1.3.2.2: No espago tridimensional, imagem de p = ¢, (¢, constante) é um cilindro de raio ¢, com eixo

coincidente com o eixo z . Aimagemde © = ¢, (c, constante) é um semi-plano que contém o eixo z . Aimagem de

Z = ¢, (¢4 constante) € um plano paralelo ao plano xy .

Exemplo 1.3.2.1: Calcular ”Izdxdydz ,onde R & limitada pelas superficies x> + y2 —2z=0¢e
R

z=48-x"-yp" .

Usando mudanga de variaveis cilindricas, obtemos:

[[fzdsdraz=[* [ [ zpdsdvdp = [ [ +(5-p* - Yiodp -
R 2

2 6 p=2 28n
=1 (492_%_%ip 0" 3

Exemplo 1.3.2.2: Calcular o volume do sélido delimitado pelo paraboloide x’+ y2 —z+1=0, pelo cilindro
x*+y*—=2y=0eoplano z=0.

V= r rme IOHPZ pdzdpdd = S%u.v.

0 0

£4
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ATIVIDADES '

Lista 1.3.2 - Ver exemplo E36 no apéndice V.

1. Calcular a integral J-:n J-Ol IO o zp dzdpd® .

N9 9-x% -
2. Usar coordenadas cilindricas para calcular j I o g xdzdydx .
Ja? -
3. Usar coordenadas cilindricas para calcular I _[ \/7 2dza’ya’x sendo a > 0.

1.3.3 Integrais Triplas em Coordenadas Esféricas

Um ponto P de coordenadas retangulares (x, y,z) tem coordenadas esféricas (p,0,¢), onde p ¢é a distancia
do ponto P & origem, © ¢ o &ngulo entre a semi-eixo positivo x e o segmento de reta de (0,0) a (x,y) e @ éo
angulo entre a semi-eixo positivo z e o segmento de reta de P & origem .

A

X
As coordenadas retangulares e esféricas do ponto P estéo relacionadas pelas equagdes:
X =p sen® cosO , y=p sen@sentd , z=pcosQ,
onde p 20,0 €[0,,0,+2m) e @ €[0,7].Entdo, a integral tripla
[ 1 fe,y.2)dedydy,

»(x) gi1(x.»)

em coordenadas esféricas é escrita:

Jb J%(x) IgZ(x " £(x, v, 2)dzdydx = r Ipz(e) ") £ (p seng cos®, p sengsend, p cose)p seng dpdddep

a dy(x)  Jdgi(x.y) ®) hl(Pe)
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Na secéo 1.4 também faremos uma abordagem mais detalhada dessa mudancga de variaveis.

Observagdo 1.3.3.1: As equagdes x = p sen® cosO , y = psen@ send e z = p cos@ definem uma
aplicagio T: Ac R* - R*, A={p,0,0)eR’, p>0, 6,<0<0+21, 0<@ <7}
Essa aplicagéo também seré injetora quando restrita ao conjunto

A=1{p,0,0)eR’, p>0, 0,<0<0+21, 0<Q<T}.

Observagao 1.3.3.2: No espago tridimensional, imagemde p = ¢, (¢, constante) € uma esfera centrada na origem.
Aimagemde © = ¢, (c, constante) é um semi-plano que contém o eixo z . Aimagem de @ = ¢, (c; constante) &
um cone circular com eixo coincidente com o eixo z .

Exemplo 1.3.3.1: Mostrar, fazendo uso de coordenadas esféricas, que o volume de uma esfera de raio » € dado por

4n 7*
3

V=

u.v.
. . L . . n . 2 2 2 ~
Considerando a esfera centrada na origem, a sua projegéo no plano xy é a circunferéncia x~ + y~ = r~; entdo,

0<0<2mrel<Q=<Tm.

4 p?

u.v.

2n T r
V= jo jo jo p sen@dp dodo =
Exemplo 1.3.3.2: Calcular ﬂje“(x v ja’xdydz ,onde R é aregido, no primeiro
R

2 2
A/ X"+
octante, delimitada pela esfera x° + > +z> =16 e pelos cones z = Ty e z=4/3x" +3y% .

Lo - 2 2 2 O
Usando a mudanca de variveis esféricas temos que a esfera x” + y~ +z° =16 ¢é aimagem

X+ T
de p =4,eoscones z =——=— y =43x* +3y° saoasmagensde(])—? =—,

respectivamente.

Assim, podemos escrever:

J.ij-e\/mdxdde = I; J‘04 J-On? pzep3sen¢ dodpdd :f_z(\/g_lxem _1).

Exemplo 1.3.3.3: Calcular o volume do solido delimitado pelas superficies z* = x° + y2 Lzt =4—x - y2 e

2 =3x2+3y2,com z20.
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..Ii

oS r
m\‘h‘{{«‘ 7 a::wﬂm 5

¢ ‘fj{l o

V=I:n I: Ij pzsenq)dpdq)dG:%t(\/g—\/E)u.v.

Exemplo 1.3.3.4: Calcular a integral tripla, em coordenadas esféricas, da fungdo f'(x, y,z) = x+ y2 + 27 sobre

a regido limitada superiormente pela esfera x? + y2 +(z—- 1)2 =1 einferiormente pelo cone z = \/x2 + y2 .
O volume de integragéo pode ser visualizado mediante o comando:

> plots[implicitplot3d]([x*2+y*2+(z-1)A2=1,z=sqrt(x*2+y"2)],x=-1.1..1.1, y=-1.1..1.1, z=0..2.1, axes=normal,
numpoints=4000, style=wireframe);

2 T [cos@+sen
Alintegral a ser calculada & J‘OR jo IO e psenodp dodo .
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ATIVIDADES '
Lista1.3.3 ’

Usar coordenadas esféricas para calcular o volume dos seguintes solidos

X +y
3

2. Solido limitado pelo cone z =+/x” + y2 e compreendido entre as esferas x” + y2 +2°=9 e

1. Solido abaixo da esfera x> + y* +z° =16 e acima do cone z =

X’ +y +z°=16.

3. Solido limitado pela esfera x* + y2 +z°=16cosplanos z=0¢e z=2.

1.4 Mudanca de Variaveis em Integrais Miiltiplas: Jacobianos

As mudancas de variaveis em integrais, em geral, objetivam facilitar os calculos das mesmas. Muitas vezes, nas integrais
b

de fungdes de uma variavel, usamos o método da substituigio para simplificar o célculo de uma integral I f(x)dx.
a

Nesse método, é utilizada a férmula abaixo, desde que f seja continua em [a,b] e g seja inversivel, com derivada
continua, em [c,d]:

b d
[, 7Gx =[ f(g@)g @,
onde a=g(c)eb=g(d).
Nas secOes anteriores usamos coordenadas polares, cilindricas e esféricas para simplificar integrais iteradas. Agora,
faremos uma discussdo mais geral sobre mudanga de variaveis em integrais; nesse processo ficara claro de onde vem,
por exemplo, o fator p 2Sen(p quando mudamos de coordenadas cartesianas para esféricas.
Teorema 1.4.1: Seja g definida por
g(u,v) = (x(u,v), y(u,v)).

com x e y fungdes de classe C' em 4 = R*.Seja B = A limitado e fechado, tal que:

i) g éinjetoraem B;

e
ii) o determinante Jacobiano da aplicagdo g, % = g_; % ,ndoseanulaem B .Se f éintegravel em
g(B), entéo: Ou ov
o(x,
JJ ey = [ £ (e, 7)oty
2(B) B 8(u,v)
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Demonstragéo:

A demonstragao desse teorema pode ser vista em RUDIN, W., Principles of Matematical Analysis, McGraw Hill, 1976.

o(x,y)

Observacédo 1.4.1: Se g néo for injetora e ﬁ =0 em subconjuntos de B que podem ser descritos por um
u,v

ponto ou pelo grafico de uma fungdo continua ou por uma unido finita de conjuntos desses dois tipos, entdo a formula
descrita no teorema 1.4.1 ainda é valida.

Observagdo 1.4.2: Adreade g(B) é aproximada por Z‘ (x,) }AuAv;olimite dessas somas é ” Glry )|d dv.

Essa é, portanto, uma interpretagdo geométrica, quando f'(x, ) =1 em g(B), da formula descrita no teorema.

Observagao 1.4.3: No caso integrais triplas, para funges de trés variaveis sob condi¢des analogas as que aparecem no
teorema 1.4.1, é valida a férmula:

”If(x, v, z)dxdydz =

g(B)

= [[[ £ Gtatav.0). y (v, 2t v, %‘ dudvi.

(x+y)

Exemplo 1.4.1: Calcular ”e("’”dxdy ,sendo R limitada por x + y =1 e os eixos coordenados.

Os termos x + y e x — y sugerem uma mudanga linear definida por # =x+y e v =Xx— y; nesse caso, 0
Jacobiano ¢ dado por

otey) _I1 1,
o(u,v) |1 -1 '

Assim, com a transformag&o sugerida teremos:

e’ —1

S R )

_U egiﬁ; dxdy = ﬂ e
R N

E importante observar que a regido triangular R , no plano xy , foi transformada numa regiéo triangular, no plano uv,
delimitada pelasretas u =v, u=—-vev=1.

Observacéo 1.4.4: Para transformar uma integral das varidveis x, y acoordenadas u , v fazemos trés mudangas:

[) Substituimos x e ) nointegrando em termosde u e v ;

II) Mudamos a regidgo R no plano x) para uma regido .S' no plano uv .

o(x,y)

[11) Introduzimos o valor absoluto do Jacobiano
o(u,v)

, representando a mudanga no elemento de area.
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o(x,y) _

Exemplo 1.4.2: Verificar que o Jacobiano para coordenadas polares € dado por 2wv)
u,v

p.

Quando mudamos de coordenadas retangulares para polares, fazemos as seguintes substituigdes:

x=pcosO e y=psend ;o Jacobiano é dado por

0 0
oAxy) _| o0 e =pcos’@+psen’® =p.
o(u,v) |-psen® pcosO
ATIVIDADES '
Lista 1.4.1
1. Encontrar o jacobiano M se:
(u,v)

aAxX=u+v:y=u-—v

b)x = 2v = 2u
u’ +v* u +v’

Qu=e"v=ye"

2x+y

2. Usar a transformagéo # = x —2y, v =2x + y para encontrar _U
R

dA sendo R a regigo limitada
2x—y

pelasretas x —2y =1, x—2y=4,2x+y=1,2x+y=S5.

3. Calcular a integral J.J.\/xz +4y°dA , sendo R aregido envolvida pela elipse x> +4y° = 4.
R
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Integrais de Linha



2.1. Integrais de Funcoes Escalares sobre Curvas

Existem varias motivagdes fisicas para definirmos uma integral de linha, ou seja, integrarmos uma fung&o ao longo de
uma curva. Por exemplo, quando consideramos o problema de encontrar a massa de um arame muito fino cuja densidade
linear (massa por unidade de comprimento) seja conhecida.

Especificamente, suponhamos que o arame descreva uma curva lisa C, e para cada ponto (x,),z) em C, a fungéo densidade
linear seja f(x,,2).

¥ 24
' C

Pl eysz)

Uma maneira de calcularmos a massa do arame seria dividir C em n segdes muito pequenas usando os pontos { P, P,...., P },
onde P, & o ponto inicial de C e P_ € o ponto final, conforme a figura.

Em cada secgéo de P_, a P, escolhemos um ponto (xl R yl R ) Considerando o comprlmento da se¢ao muito pequeno
eiguala AS,, podemos aproximar a fungéo f nessa segéo pelo valor f ( X, yl. »Z; ) Assim, a massa dessa secgéo
serd

AM, zf(x;’yi*’z;k)ASi

€ amassa do arame pode ser aproximada por
M~y AM, = f(x.y.2 )AS,.
i=1 i=1

Se definirmos o comprimento da parti¢éo { P

,P,..., P_}como max AS,, entdo o erro de aproximag&o da massa deve

tender a zero quando max AS; — 0. Dessa maneira, o valor exato de M deve ser dado por

= lim Zf@c,,yl, I)AS

max AS; -0

Definigdo 2.1.1: Seja C uma curva lisa. Aintegral de linha de uma fungao real , (f (x,y)ou f(x,y, z)), em relacéo
a Saolongo de C é definida como:

Jorepas=_tim 37 (.50 s

[/ (x.p.2)ds = 11m Z f(xy7.2)As,

max AS; -0 <

sempre que os limites mencionados existam.

92
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Observagao 2.1.1: A utilizagdo da definicao de integrais de linha ndo facilita 0 seu calculo, mas ajuda na sua interpretagéo
fisica.

Exemplo 2.1.1: Seja C a curva em R*que modela um arame fino e suponha que f'(x, y,z) € afungio densidade linear
do arame. Assim, a massa do arame é dada por M = I . f(x,y,2)dS .

Exemplo 2.1.2: Se C a for uma curva lisa, 0 seu comprimento L esta dado por L = J.CdS .

Exemplo 2.1.3: Se C for uma curva no plano xy e uma fungéo f(x,y) for continua e néo negativa em C, entéo IC f(x,»)dS

sera a area da superficie cilindrica cuja proje¢do no plano xy é a curva C desde o plano até uma altura f(x,y) como ilustra

a figura abaixo. -

A

(x,yﬂxy
/

¢
: 0)
X {A‘y/

2.2 Calculo de integrais de linha

Se a curva C é descrita por 7(t) = x(¢)i + y(¢)j + z(¢)k , t e [a,b], entdo o comprimento da curva de P_ aP,é
dado por

- %
a5, =[P @l dr= 7

para algum ti* € [ t_,t; ] usando o teorema do valor médio para integrais.

Como foi suposto que as fungdes x(1), y(t) e z(t) tém derivadas continuas em [a,b], entao:

[ fep2as= lim 3r(s302 a8

n

= tim 3 (@ )@ )2 @) A

At
max At; >0 ol

= [ 1 @Oy @)7@ | ar.

Em R?, teremos Icf(X,y)dS = ij(x(t),y(t))ll r(0)|| dt
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Exemplo 2.2.1: Seja C: ;(t) =1+ t); +(2- t); ,t € [0,1]. Calcular a integral de linha IC (x*y—2)ds.
Nesse exemplo temos que ;'(t) =i —;’ e H;'(t)H =42,
Logo, JC (x*y—2)dS = J.;[((l +1)°(2—1)- 2] ~2dt

=\/5j01(3t—t3)dt

2 47
_ Lt
2 4

Exemplo 2.2.2: Calcular a integral de linha IC ()Cy2 - Zz)dS , a0 longo da curva C' dada por:

- = =7 T
r(t)y=sen(t)i +cos(t)j+tk,te [O, 5} :
(A curva em questdo € uma hélice, vejamos a figura).

z
A

T
|2

X

Como 7(£) = cos(t)i —sen(f); +k , entéo ”F(t)” = \/ cos>(£)+sen’(£)+1> =~/2 .

Logo, )
6"~ = [sntrcos -1 N

T
2

B _cos’()
|55

0

=\/§[_£+l}=\/§(8—n3).

24
94
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2.3 Integrais de linha em relacao a x,yez

Seja C uma curva de linha e { P ,P,,.., P, } uma particdo. Considerando os pontos P_, = (xl._l,yl._l,zl._l) e
P = (xi, Vis zl.), denotamos

AX, =X, =X, Ay, =y, — Vi, Bz, =2, -z,

Logo, definimos

E

[ fGxp.2dxc=lim Z £z A,
i=1

max AS; -0

[ fGyady= tim 370z A,
i=1

max AS; -0
[ fGep.2)dz= maliﬂ?ﬁog S (50020 YAz,

Agora, se C: ;(t) = x(t); + y(t)}' + z(t)% , te [a,b], entdo:

[ £Cey.2ydn= [ £, y(0). 20)x' ()t

e, similarmente as outras integrais séojcf(x, v,z)dy e Icf(x,y, z)dz .

Exemplo 2.3.1: Calcular J- c (xy + z)dx , sendo C como nos casos a seguir:
a)C r(t)=ti +tj+tk, te[01]

0)C; (1) =(1=1)i +(1—1)j+(1—0)k te[01]

_ ("2 (£ 7 1
a) Icl(xy+z)dx—Jo(t +1).1dt = 375
0

5
-
o) [ G+ 2)de = [[[a-n*+@-0].(-Da

= —I;(2—3t+t2)dt

2 3 !
=— 2t—3L+t—
2 3),
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Observagao 2.3.1: E importante observarmos que as curvas acima descrevem os mesmos pontos, mas os sentidos sdo
opostos:

»
»
»
»

v
=
v
=

Seja C uma curva. Acurva — C' consiste dos mesmos pontos que a curva C , percorridos em sentido contrario.

Temos que:

[ S 2de==] f(x.y,2)dx
e similarmente para os outros casos em y e z.

Também ¢é valida a propriedade:

[ Gr.a+gGyalic= | f(xy.2)dxt | g(xy2)dx.
Exemplo 2.3.2: CaIcuIarJ.C()c2 —y")dx + (x* + y*)dy , sendo C: ;(t) = sen(t)z7 + cos(t)}' ,te [O,Tl: ]
JC (x> =y)dx = _[On [sen2 () —cos’ (t)] cos(t)dt

- j 0 [2sen’(1)—1]cos(r)dt

[2 %30) - sen(t)}

=0.
0

2 2 — _ " = t =
J‘C(x +y)dy = IO l.sen(t)dt—COS(t)|0 =-2.

Assim,

[ L7 =)+ (8 + )y | = [ (6 =y + [ (F=y)dy

=0+(-2)=-2
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2.4 Integracao de Funcoes Vetoriais sobre Curvas
Seja C: ;(t) = x(t); + y(t)} + z(t)ié , t=[a,b] uma curva lisa e

F(x,0,2) = f(x,,2)i +8(x,3,2)] +h(x,y,2)k

uma fung&o vetorial (campo vetorial).

—

Entdo, 17'(1) = % = x'(t)? +y '(t)}' +z ‘(t)l; ou
dr =[x'(z)7+y'(t)}'+z'(t)/€]dt —dxi +dyj+dzk
e escrevemos IC Fdr= IC [f(x, v,z)dx+ g(x,y,z)dy + h(x,y, Z)dz].

Definigao 2.4.1: Se F(t) é um campo vetorial continuo e C uma curva lisa orientada, entéo a integral de linha de F’

aolongode Cé Icf.d;.

Se C: ;(t),te [a,b], entéo:
[ Far=["F(Fo)rod.

Exemplo 2.4.1: Calcular J-F -dr onde F(x, y)= sen(x);' - cos(y)} se C: ;(t) =i+ t} ,05¢t<m.
C
Temos que j Fdr= j FGr@)-r(t)dt = j [sen(t*)i —cos(t) j]-[2ti + jld ¢
C 0 0

Tj(Ztsen(tz) —cos(t))d t = (—cos(t*) — sent) [f=1—cos(r?).
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OBSERVAGéES IMPORTANTES’

Se T = r(s) denota o vetor tangente unitario (logo, s & o pardmetro de comprimento de arco) ao longo de C, entdo

[ F-dr= }F(?(z)) F(t)dt =j F(r(t))-T(s)d s = jﬁ Tds

Cabe observarmos que F' -7 tem sinal positivo se ambos vetores estiverem orientados mais ou menos na mesma

direcdo, F'-T ézerose F' e T sdo perpendiculares e F' - T é negativo se os vetores tiverem diregdes mais ou

menos opostas.
Entéo If . Td s pode ser interpretado como o efeito acumulado da magnitude de / ao longo de C.
C

Uma aplicagdo importante das integrais de linha é que _[ F - dr pode ser interpretado como o trabalho realizado pelo
- C -
campo de forgas £ para deslocar uma particula ao longo da curva 7.

Se a curva C é lisa por partes, entdo a integral de linha pode ser calculada somando-se as integrais de linha ao longo

das segoes lisas.

Exemplo 2.4.2: Calcular Ix y2d x+ yd y ,sendo C o triangulo com vértices (0,0), (1,0) e (2,2), com o trajeto anti-
horario. ¢

Consideremos a segéo C, = t;’ + 0}' ,te 0 1

1 1
[xydx+ydy=[(-0"1+0)dt=[0dt=0"
C 0 0

Asequirasegdo C,= (1+1) z +2t},te [0, 1]:

1

13

1
Ixyzdx+ydy=j(1+t)(2t)2-1+2t]dt=(t4+§t3 +2t2j
C 0

0
Enfim, a segdo C,= (2-20) i +(2-2) j ,te [0, 1]

1
Ixyzdx+ydy=I(2—2t)(2—2t)2 (D) +2-20) (D)t = (4 - 16 +26t2—20t+4)|; =6
0

C

Logo:
2 _ 2 2 2 _ 13 )
Ixy dx+ydy—jxy dx+ydy+.[xy dx+ydy+jxy dx+ydy—0+?—6——§
c G c, Gy

Isto significa que para deslocar uma particula no campo de forga ]?(x, y)=Xx y2;+ y}' de maneira que faga um trajeto

5
como o da curva lisa por partes C, foi realizado um trabalho de — 5 (unidades fisicas respectivas).
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ATIVIDADES

Lista 2.1 - Ver exemplos E37 ao E40 no apéndice V.
1.Seja C: ti+ tZ} +£% , 0 <t <1. Calcular as seguintes integrais de linha:

a) Ixyzzzd s b) jxyzzzd X c) nyzzzd y d) jxyzzzd z

C C C C

2. Calcular a integral de linha I[(x—y)d x+(x+y)d y], sendo C':
C

a) o segmento de reta de (0,1) a (1,0),
b) 0 arco cubico y =1—x" de (0,1) a (1,0),

c)acurva y =cCoS (n% ) de (0,1) a (1,0).

3. Calcular a integral de linha _”yzdx — xzdy + xydz ], sendo C': i+ e3t} +e'k,0<t<I.
C

4. Calcular “ydx - xdy], sendo C -
C
a) o triangulo de vértices (0,0), (1,0) e (0,1) orientado no sentido anti-horario;
b) 0 quadrado de vértices (1,0), (0,1), (—1,0) e (0,—1) orientado no sentido anti-horario.

5. Calcular I[xZde—yxzdy+3d Z:I quando C é:
C

a) o triangulo de vértices (0,0,0), (1,1,0) e (1,1,1), orientado na ordem em que foram enumerados os vértices,

b) a linha poligonal de vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) e (1,1,1) orientada na ordem em que foram enumerados
0s veértices.

6. Calcular Iﬁ-d;,sendo
C
a) F(x,y)=xyi+y’j e C:2cos(t)i+2sen(t)j, 0<t<m; b) F(x,y)=yi+zj+xk e

C:cos(t)i+2cos(t) j +cos’(t)k, 0<t < % .

7. Calcular a massa de um arame fino com o formato da curva C' : e'sen(z)i +e'cos(z) j, 0 <t <1 se afungéo
de densidade linear é proporcional a distancia da origem.

8. Calcular o trabalho realizado pelo campo de forcas I_*; na particula que se move ao longo da curva C', sendo
a) F(x,y)zxy;+y2}' e C:t2;'+t;', 0<t<I1;

b) F(x, y)= Xi+ y}' +zk e C éalinha poligonal com vértices (0,0,0), (1,3,0) e (0,1,3), orientado na
ordem em que foram enumerados os vértices.

Respostas paginas 193
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9. Um fazendeiro, que pesa 80 Kg, carrega um saco de gréos pesando 10 Kg sobe por uma escada helicoidal circular de
raio igual a5 m em torno de um silo. A medida que o fazendeiro sobe, os graos vazam a uma razao de 2 Kg por cada 10 m.
Qual o trabalho executado pelo fazendeiro subindo uma distancia vertical de 20 m em exatamente quatro revolugdes?

2.5 Campos Vetoriais Conservativos e Independéncia do Caminho

Exemplo 2.5.1: O Campo vetorial F'(x, y) = ydx + xdy é conservativo, pois as suas componentes sao derivadas

parciais da fungdo @ (x, y) = x y, ou seja I?(x, y)=grad(®(x,y)).

Vamos calcular o trabalho realizado pelo campo para deslocar uma particula desde a origem (0,0) até o ponto (1,1),
através de diferentes trajetos:

a)C,: ti+1],te0 1]

jF.d?=j(t-1+t-1)dt=j2tdt=t2 =1
0 0

b)C,: ti+t> ] te [0, 1)

1 1
jF-d?:j(ﬁ-1+t-(2t))dt=j3z2dt=r3 =1
C 0 0

2

0)C,: ti+~t] te 1

OBSERVAG()ES IMPORTANTES ’

Todas as integrais acima s&o iguais independentemente do caminho de integracao.

Teorema 2.5.1: Seja F(x, y)=f(x, y);' + g(x, y)}' um campo vetorial conservativo com alguma regigo aberta
D contendo (x,, y,) e (x,, y,) € tal que nessa regido as fungdes f(x, ), g(x, y) séo continuas.

Se C for uma curva lisa por partes que comega em (x,, y,) e termina em (x,, y,) e esta contida na regido D, ent&o

F(x,y) = grad(@(x,)) = Vo(x, ) ¢

J.I—f(x,y)-d; =0(x, )= 0(xy, ) .

G
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Prova: Seja C: ;(t) , t € [a, b] de maneira que (x,, y,) = ;(a) e (x,y)= ;(b)

Logo,

[Fear= 0P e 0@ g, — j(a(pﬂ a—‘pﬂjdt
C

Definigdo 2.5.1: Uma curva C: r(¢) , t € [a, b], é fechada se r(a) = r(b).

Consequéncia: Sejam C e I como no teorema anterior. Além do mais, se C ¢ fechada, entéo:
[ F-dr=0.
C

Mais ainda, pode ser verificado facilmente que C é fechada e lisa por partes, entao:
[ F-dr=o0.

As afirmagdes reciprocas podem ser enunciadas no teorema abaixo.

Teorema 2.5.2: Se f(x, y) e g(x, y) s@o continuas em alguma regido D aberta e conexa, entdo as seguintes afirmagdes
sa0 equivalentes.

a) F(x, y) = f(x, y);' + g(x, y)}' é um campo vetorial conservativo em D.

.[ 0 para cada curva C fechada e lisa por partes contida em D.
C

c) J. F-dré independentemente do caminho de qualquer ponto P em D a qualquer ponto Q em D, para cada curva C
lisa por partes contida em D.
Prova:

a) = b) Enunciado no paragrafo anterior
b) = c) Observe a figura: Sejam C, e C, curvas lisas por partes de Pa Q.

G
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Logo C, U (=C,) é uma curva lisa por partes e fechada.

Assim,

Mas,

¢) = a) : Suponhamos que I_ﬁ dr é independente do caminho para qualquer curva lisa por partes em D.
C

P _

y &

- 0
Devemos mostrar que existe uma fungdo @ (x, ) talque Vo = F', ou seja, 6_¢ =f e
X

Fixando um ponto (a, b) e D, definimos
¢(st’)= J.F -dr ’
C

onde C é uma curva lisa por partes de (a, b) a (X, y).

Como I F.dré independente do caminho, entéo ¢ (x, ) possui um Unico valor. Este fato prova que ¢ é uma fungéo

C
real nas variaveis x e y.

Dado (x, y) € D, devemos observar que sempre € possivel construir a curva lisa por partes de (a, b) até (x, y) e de (x y,)
até (x, y), como mostra a figura:

()
G

Y

(a,b) G (€47)

Temos entdo, que ¢ (x, y) = I F-d;+j F~d;=j(fdx+gdy)+I(fdx+gdy).
ol G, q G
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A primeira integral de linha ndo depende de y, logo

%J.(fdx+gdy):0

G

op 0 o 0}
—=—|(fdx+gdy)=— | gdy=— | g(x,u)du=g(x,y).
y cj y CJ y yj

Similarmente, % = f(x,y).
ox

Teorema 2.5.3: Se f(x, y) e g(x, y) possuem derivadas parciais de primeira ordem continuas em alguma regido aberta

D, temos que se F'(x,y) = f(x,y)i+ g(x,y)j éum campo vetorial conservativo, entdo:

oS _%
oy  ox

o o

Reciprocamente, se D for simplesmente conexo e i -% , V(x,y) e D, ento:
oy Ox

F(x, v)=f(x, y);' + g(x, y);' é um campo vetorial conservativo.

A prova deste teorema sera omitida.

Exemplo 2.5.2: Seja F(x, y)=(x-3x)’ );+ (=3x*y+ y3)}' . Mostrar que F ¢ conservativoem R’ e

determinar a fungéo ¢ tal que V¢ = F (fung@o potencial).

Temos que

g=—6xy e a—g=—6xy.
oy ox

Pelo teorema 2.5.3, 0 campo € conservativo.
o

0
Afungao potencial ¢ deve satisfazer — = x” —3xy” e ul =-3x"y+y°,
ox y

Assim, 0(x, ) pode ser obtida integrando qualquer uma dessas derivadas.
Por exemplo, 4

x 3
0(x,y) =[x =3y ="r ==y h()
ou

4
0(x,) = [y 4y )y = -2y + Lot io)
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Comparando estes resultados podemos concluir que a forma geral da fungéo potencial é

xt 3, ., !
XLy)=—-=xy" +—+C,
d(x,y) AR

sendo C uma constante real.

Exemplo 2.5.3: O campo vetorial F(x, y)=(x+ y);' +(y— x)} satisfaz:
% _ 1,

Py %8
oy ox

Logo, de acordo com o teorema, £ nao é conservativo em regido alguma.

OBSERVAGéES IMPORTANTES ’

As condicdes para um campo vetorial tridimensional ser conservativo é que se F' = fi+ g j + hk , entdo:

o %8 o oh Og_oh
dy o 0z oOx Oz Oy

ou seja, o rotacional de F' ¢ 0.

ATIVIDADES '
Lista 2.2 ’

1. Determinar se F' é um campo vetorial conservativo. Em caso afirmativo, achar uma fung&o potencial para tal
campo.

8) F(x,y) = yi+x,

b) I?(x, y)=e" cos( y);' —e'sen( y)}' ,

c) F(x,y)= i—
) ( y) x2+y2 x2+y2

d) F(x, y) =—ysen(x y);— xsen(x y)}' :

2.
a) Mostrar que a integral de linha I[ 2xydx + x’d y] ¢ independente do caminho.
C

b) Calcular a integral de linha anterior ao longo do segmento de reta de (1,0) a (0,1).
c) Calcular a integral de linha ao longo do mesmo segmento de reta anterior, utilizando 2.4.1.

3. Mostrar que a integral J[ydx +(x+2y)d y] é independente do caminho e calcular a integral
C

(4.6)

I [ydx+(x+2y)dy].

(2.3)

64
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4. Verificar se F (x, )= yz;+ xz}' +x° yl; é um campo conservativo.

I y > X =
5.8eja F(x,y) = i—
ja F'(x,y) e x2+y21

a) Mostrar que IF dr# J- F-dr sendo C: cos(t);' + sen(t)}', 0<t<meC,: cos(t);' - sen(t);,
0<t<m. © &

2

0
b) Verificar que as componentes f'(x, y) e g(x,y) satisfazem é = P
X

c) Explicar por que os resultados obtidos nas partes anteriores ndo contradizem 2.4.1.

Respostas pagina 194
2.6 Teorema de Green

Teorema 2.6.1: Seja R uma regido plana simplesmente conexa, cuja fronteira € uma curva C lisa por partes, fechada,
simples e orientada no sentido anti-horario. Se f(x, y) e g(x, y) possuem derivadas de primeira ordem continuas em R,

i(fdx+gdy):g(g—i—% A

entdo:

Exemplo 2.6.1: Usar o teorema de Green para calcular Ixz ydx + xdy ao longo de C como € mostrado na figura.

C
A

v

Pelo teorema de Green:

lx2ydx+xdy ZQL%_%}A = J;J(l—x2)dA = Ill‘x(l—xz)ytﬂ dx =‘(i;(1—x—x2 +x7)dx =%
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ATIVIDADES ‘

Lista 2.3

1. Utilizando o teorema de Green, calcular a integral de linha j[ ydx + xdy ] onde C ¢é a circunferéncia unitaria
orientada em sentido horario. ¢

2. Utilizando o teorema de Green, calcular a integral I[ vdx + xdy ] onde C é o tridngulo com vértices (0,1),
(2.D) e (4.2). ¢

3. Podemos verificar que a drea de uma regido R , encerrada por uma curva C lisa por partes, fechada, simples e
orientada no sentido anti-horério, é dada por :

area(R) = %j [- v + xdy).
C

Mediante essa formula, calcular a area da regido varrida pelo segmento de reta desde a origem até o ponto com

a b _
coordenadas (E(et +e t),E(et —e t)] ,sendo @ >0 e b >0, constantes fixas, e ¢ variandode 7 =0 a

t=t, comt, >20.
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Equacoes Diferenciais
Ordinarias Lineares



3.1 Nocoes gerais

Equagdes diferenciais sdo equagdes que envolvem uma fungdo incognita e suas derivadas, além de variaveis independentes.
Através de equagdes diferenciais podemos fazer a formulag&o diferencial dos modelos representativos de varios fenémenos
estudados, tanto nas ciéncias fisicas, como nas ciéncias biolégicas e sociais. Os primeiros exemplos de equagdes diferenciais
encontramos em algumas Leis da Fisica. Porém, com o desenvolvimento do conhecimento cientifico, usamos equagdes
diferenciais em muitas areas desse conhecimento. Com os exemplos abaixo, temos a intengdo de motivar o estudo de
equacdes diferenciais que propomos, mostrando algumas aplicagdes das mesmas.

Exemplo 3.1.1: Queda livre de um corpo quando é desprezado o coeficiente de atrito.

d’y(t)
dt*

IR,

Exemplo 3.1.2: Queda livre de um corpo quando consideramos a resisténcia do ar.

=mg—kv(t)

2
md y(zt):mg_kdy(t) ol md v(t)
dt dt dt
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Exemplo 3.1.3: Movimento de um péndulo simples.

2

0
+gsend =0
dt &

I

feos( 5\

1.

Exemplo 3.1.4: Corrente num circuito elétrico.

Lﬂ+RI=E
dt

R
E
—mmJ
Exemplo 3.1.5: Forma assumida por um cabo suspenso.

¥ =kl ()

Fonte: FAMAT em revista n°5 - setembro/2005 Fonte: www.guiasaovicente.com.br
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Exemplo 3.1.6: Problemas de perseguicao.

Exemplo 3.1.7: Sistema massa-mola; posi¢ao ocupada pela massa 71 no sistema.

d*x dx

m +Y —+kx =F, cos(w¢
T b COS(@1)

Exemplo 3.1.8: Problemas de vazé&o.

!

Ainda podermos citar outras aplicagdes, facilmente encontradas na bibliografia, tais como: resisténcia de fluidos; juros;
dinémica populacional; datagao de carbono 14; lei de resfriamento de Newton, absorgéo de drogas; problemas de diluigao,
decaimento radioativo, etfc..

10
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Nos exemplos 3.1.1 a0 3.1.8, a fungéo incdgnita é fungéo de uma variavel independente; por isso as derivadas envolvidas
sdo totais e as equagdes sdo designadas por equagdes diferenciais ordinarias (EDO). Quando a fung&o incognita for
funcdo de mais de uma variavel, as derivadas presentes na equacgao serdo parciais € a equagdo sera designada por
equagoes diferenciais parciais (EDP). Aqui estudaremos somente algumas equagdes diferenciais ordinarias.

A forma geral das equagdes diferenciais ordinarias é dada por:

F(xay’ay”ay”’a"'ay(n)) =0,

para n € N fixado. Ordem de uma equagéo diferencial é a ordem da derivada mais elevada # € N que figura
nessa equacao. Além disso, as equagdes diferenciais ordinarias podem ser apresentadas tanto na forma normal
V'(x) = f(x, y(x)), como na forma diferencial M (x, y)d x+ N(x,y)d y=0.

OBSERVAGOES IMPORTANTES |

* Resolver uma equacéo diferencial significa encontrar uma fungéo incégnita que satisfaga identicamente essa equagao
diferencial. Assim, solug¢éo de uma equagéo diferencial € uma fungéo, definida num certo intervalo 1, tal que, conjuntamente
com as suas derivadas, verifica a equacéo. Solugdo geral ¢ uma expressao que contém um ou mais parametros reais
arbitrarios e que nos fornece todas as solugdes da equagao. Solugdo particular € uma qualquer solugdo da equagéo
satisfazendo certas condigdes dadas. Certas equagdes diferenciais possuem ainda solugéo que foge ao formato geral,
denominada de solugao singular.

+ Os comandos ap6s o simbolo > correspondem a “comandos do software MAPLE”.

Exemplo 3.1.9: A solugéo geral da equagdo y'(x) = y(x) éafungdo y(x)=C e*, C € R, que representa
uma familia de curvas, enquanto cada uma das curvas abaixo, onde C=2, C=1, C=0, C=-1, C=-2, sdo mas solugdes
particulares. E importante observar que essa equagdo é uma EDO de primeira ordem e primeiro grau.

.
L))

[}

'
ha

'
o

1 05 0 05 1
2
. 5 L[4y dy — 04 . _ 2,
Exemplo 3.1.10: A solugéo geral da equagao d_ —x——+y=0 éafungdo y(x)=C x—C";asretas
X X

2
y(x)=x-1, y(x)=2x—-4, y(x)=—-x—1, etc, sdo solugdes particulares; a parabola y(x) = % é a

solugdo singular. Esse é um exemplo de EDO de primeira ordem e segundo grau. Entéo, como podemos observar, o grau
de uma EDO ¢ o grau a que esta submetida a mais alta derivada da equagé&o.
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Observagao 3.1.1: E bastante habitual utilizarmos a designagéo de ‘“integrar uma equagéo” para “resolver uma equacéo”.
Portanto, determinar a integral geral, significa determinar sua solug&o geral.

Observagao 3.1.2: No Calculo Diferencial e Integral ja aprendemos a resolver algumas equagdes diferenciais. Ou seja,
na resolucdo de uma integral temos uma equagao diferencial solucionada.

Observagao 3.1.3: Campos de dire¢oes — Constituem uma ferramenta (til para termos idéia do comportamento das
solugdes de uma EDO de 12 ordem sem resolvé-la.

Para obtermos o campo de diregdes de uma EDO, primeiro consideramos a equagédo na forma normal. Geometricamente,
aforma normal estabelece, em qualquer ponto, o valor do coeficiente angular " da reta tangente a solugéo da equagéo
diferencial nesse ponto. Ent&o, em cada ponto de uma malha retangular, desenhamos um segmento orientado que tem
inclinacdo igual a da reta tangente a solugdo que passa pelo ponto da malha. A seguir, mostramos, usando MAPLE, a
relagdo entre o campo de diregdes e as solugdes da equagéo diferencial do exemplo 3.1.9.
> with(DEtools):
> with(plots):
> eq:=diff(y(x),x)=y(x)

eq = y(x) = y(x)

q - dx yx)=y

> dsolve(eq,y(x));

y(x)=_CI e*

> g1:=contourplot(y/exp(x),x=-1..1,
y=-1..1,contours=[0,1,2,3,-1,-2,-3,0.5,-0.5],numpoints=3000,color=black,thickness=2):

> g2:=dfieldplot(eq,y(x),x=-1..1,y=-1..1,arrows=LINE):

> display({g1,92));

12
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OBSERVAGOES IMPORTANTES |

O campo de diregdes de uma EDO também é muito importante numa analise qualitativa das solugdes da equagao. Por
exemplo, na referéncia “Boyce, W.E. & Di Prima, R.C., Equagdes Diferenciais Elementares e Problemas de Valores
de Contorno, Guanabara Koogan, 1994”, podemos observar a modelagem da queda livre de um objeto com massa
m =10 k g, proximo ao nivel do mar. Considerando o coeficiente da resisténcia do arcomo y =2 k g/ s, foi

obtido o modelo matematico ﬂ =

9,8— Y Através do campo de diregdes dessa equagao, € possivel
dt

5

observarmos uma solugo de equilibrio v(¢) =4 9 m /s (equilibrio entre a gravidade e a resisténcia do ar, ou seja,
. dv
valores de v (t) tais que d_ seja zero).
t
Todas as outras solugdes parecem estar convergindo para a solugdo de equilibrio quando a variavel “tempo” aumenta;

dv dv
abaixo da solucado de equilibrio 7 > (0; acima, 7 < 0. Quando o tempo fica muito grande, todas as solugdes se
t t

aproximam da solucéo de equilibrio.
> with(DEtools):
> with(plots):
> eq1:=diff(v(t),t)=9.8-(v(t))/5;
d 1
eql = v(t)=9.8— 5 v(t)

> dfieldplot(diff(v(t),t)=9.8-(v(t))/5,v(t),t=0..10,v=0..60);
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t
> dsolve(eq1,v(t));
-5)
v(t)=49 +e Cl

> A:=plot(49,t=0..10):

> B:=plot(49+exp(-1/5*t),t=0..10):

> C:=plot(49+exp(-1/5*t)*5,t=0..10):

> d:=plot(49+exp(-1/5*t)*(-1),t=0..10):
> E:=plot(49+exp(-1/5*t)*(-5),t=0..10):
> display({A,B,C,d,E});

54

521

45

441
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> g1:=contourplot(v-49-exp(-1/5*t),t=0..10,v=0..60,contours=[0,4,10,-6],numpoints=3000,color=black,thickness=2):

> g2:=dfieldplot(eq1,v(t),t=0..10,v=0..60,arrows=LINE):

> display({g1,92});
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Observacao 3.1.4: Sem o uso do “software Maple”, as solugdes do exemplo 3.1.9 sdo obtidas a partir da situagéo elementar

na forma normal abaixo:
V(@)= f(x) = p@)=[fx)dx+C.
A , , dx , ) .
Esta seqUéncia também pode ser aplicada para d_ = f(y) . Nesse caso, determinamos a solugdo x()’).Ainda
Y
podemos ter a situagdo y'(x) = f()7), para a qual devemos obter a solugéo implicita y = g(x, ).

Exemplo 3.1.11: A solugéo geral da equagéo 2yy' = —6x ¢ dadaimplicitamente por y2 = —3x? + C . As solugdes

sdo elipses (curvas de nivel de z = F(x, y) = y2 +3x? ). O gréfico de F é um paraboldide eliptico.
> with(DEtools):
> with(plots):
> eq:=2"y(x)*diff(y(x),x)=-6"x;
eq =2y(x) 4 (x)|=—6x
q: Y dx Y =
> dsolve(eq,y(x), implicit’);

y(x)’+3x*— CI=0
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> implicitplot({seq(y*2+3*x*2-C=0,C=-5..5)},x=-3..3,y=-3..3,numpoints=5000);

/ff;riii___h
// /’H‘_E;i—_““‘-ui‘
/ - o
/’/
T
Yy -

> plot3d(y*2+3*x2,x=-10..10,y=-10..10);

\
‘\\\\\\\\\““\‘
. ()
“*‘\‘\‘\“‘;‘}\‘\““3“‘

Observagao 3.1.5: Para a situagdo elementar na forma diferencial,
M (x)dx+ N(y)dy =0,
que é conhecida como uma equagao diferencial com variaveis separaveis, a solugao geral é obtida por:

j M (x)dx + j N(y)dy=C.

2 3
, X X
Exemplo 3.1.12: Para equagao diferencial »" = cos(x) — 3 temos y = sen(x) — ry +C.

16
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Observagao 3.1.6: A seguinte situago na forma normal
Y
y'(x)=f (—j ,
b
pode ser reduzida a uma equagao com variaveis separaveis mediante seguinte a mudanca de variavel:

u(x) = ) = y(x)=u(x)x = y'(x)=u'(x)x+u(x).
X

ATIVIDADES ’

Lista 3.1 - Ver exemplos E41 ao E45 no apéndice V.
1. Mostrar que y = e 4ce solugéo da equacdo diferencial y"+3y =0.
2. Mostrar que y = sen(2x) & solugéo da equacao diferencial y"' +4y =0.

3. Mostrar que a fungdo y(x), definida implicitamente por y3 +3y— x*=4¢é solucdo da equacao diferencial

2
X

Rt
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4. Mostrar que a fungdo (t), definida implicitamente por (1+ »°)* = (1+¢%)’, ¢ solugdo da equagéo
diferencial

dy _ 1(1+y)
dt Y (1+t*)

5. Mostrar que a fun¢éo dada na forma paramétrica

X =0 sent
y =P cost

2
X

é solugéo da equagéo y' = -
(04

6. Sejam as equacgdes

a) d—y+P(x)y:O
dx

b Z—y +P(x)y = 0(x).
X

Mostrar que se y, (x) é solugdo da equagéo (a)e y,(x) ésolugdo daequagéo (b), entdo y(x) = Cy,(x) + »,(x)
é solugao da equagéo (b), para qualquer C .

3.2 Equacoes Lineares de 1° Ordem

Equacdes lineares de primeira ordem séo equagdes da forma

D\ Py =00,
dx

onde P(x) e Q(x) séo fungdes continuas em um intervalo I. A fung&o incognita e suas derivadas aparecem na forma
linear.

3.2.1 Equacoes em que P(x) =0

Na equagao linear acima, se P(x) = 0, resulta

@ _
5 2.

cuja solugéo obtemos ao integrarmos os dois membros. Assim, a solugdo geral sera:

18
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y(x) = [Q(x)dx+C.

Exemplo 3.2.1.1: A solugéo geral da equagéo linear ' = cos 3x, obtida por integragéo direta, & dada por
1
y(x) = gsen(?)x) +C.
> with(DEtools):
> with(plots):
> contourplot(y-1/3*sin(3*x),x=-3..3,

y=-3..3,contours=[0,1,2,3,5,7,-1,-2,-3,
-5],numpoints=3000,color=black,thickness=2);

\_,/’/ \_/3/ \___,/ 4
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,/ g \ 27/ \ ,/
\._/’/ e d ../
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\g/// P //1/ / TN
e /
\_’// 7 \__,// \

_K// & s \ e \,___,/ / _\
S~ A \

\_/ / \ R }7 \ / /_\

\..—/ - e

A~ o N
T 4

TN RN N

Solugdes da equagdo y' = cos3x
Exemplo 3.2.1.2: A solugdo geral da equacéo linear y' e ¢ y(t) = —%e‘zt +C.
> with(DEtools):
> with(plots):
> contourplot(y+1/2*exp(-2*t),t=-3..3,

y=-3..3,contours=[0,1,2,3,5,7,-1,-2,-3,
-5],numpoints=3000,color=black,thickness=2);
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Solugdes da equagao y' =e

OBSERVAC&ES IMPORTANTES'

Problema de valor inicial (PVI) - € uma equagao diferencial a ser resolvida conjuntamente com condiges sobre a fungéo
incdgnita y e as suas derivadas — condigdes essas a serem satisfeitas para um dado valor da varidvel independente.

Estas condigdes sdo chamadas condigdes iniciais.

dy

— = X,

O problema < dx /(%) ¢ chamado de PVI.
Y(x0) =y,

A solugao do PVI, em um intervalo I, é uma fungéo definida em I tal que sua derivada, também definida em I, satisfaz

o PVI.
d_y — e3x
Exemplo 3.2.1.3: § dx
y(0)=1
~ 1 3x
Solugéo geral da EDO: y(x) = Ee +C.
! 2
3

A solugéo obtida deve satisfazer a condigéo inicial (0) =1, assim, y(0) =1=>—-+C =1,eentdo C =
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1 3x 2 . ~
Logo, y(x) = ge + 3 é a solugao do PVI.

OBSERVAGOES IMPORTANTES |

Problema de valores de fronteira - € uma equagéo diferencial a ser resolvida conjuntamente com condigées sobre
a funcéo incognita y e as suas derivadas - condigbes essas a serem satisfeitas para dois ou mais valores da variavel
independente. Estes pontos poderéo ser os extremos do intervalo onde se considera a solugao, e as referidas condigbes

sao designadas por condigdes de fronteira.

Exemplo 3.2.1.4; Resolver a equagédo )" + y = 0, com as condigdes de fronteira y(0 ) = 2 e y(m/2 ) = 5. Esse tipo de
problema sera resolvido posteriormente quando estudarmos equagdes de segunda ordem.

3.2.2. Equacoes em que P(x) = 0 (caso geral)
Seja a equagao
dy
——+P(x)y=0(x).
dx
Vamos usar uma fungéo auxiliar pL(x) # O, de forma que ao multiplicarmos essa equagao por L(x), obtemos uma
e Ay o , . )
equacéo do tipo d_ = f'(x), cuja solugéo geral obtém-se com a integrag&o de ambos os membros.
X

P(x)dx
Esta fungéo L(x) = eI ) sera chamada fator integrante da equagao linear; depois mostraremos porque LL(x)

deve ser definida dessa forma.
Inicialmente, vamos multiplicar a equagao por LL(x):
dy
”(X)E +I(x)P(x)y = 1(x)O(x).

Como

%:%(ejp(x)dxj:ejP(x)dx%GP(x)dx),

ou seja,
AU _ Jros ey (0 P()
dx

d
apos a substituigio desse resultado na equagao LL(x) d—i + W(x)P(x)y = L(x)Q(x), temos:

u(x)%+My — H(OW).
x dx
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), entdo substituindo esse resultado no primeiro membro dessa

Sabemos que i(},l(x)y) = u(x)d_y +M
dx dx dx

equacao resultante, vem:

%(u(x)y) =U(0() = w@)y =R = y =$[ [r@odx+c].

Finalmente, a solugdo geral sera:

y= U Jrene Q(x)dx+C}

jp(x)dx

OBSERVAGOES IMPORTANTES |

P(x)dx
Agora vamos provar porque H,(X) = eI ) .

Inicialmente, devemos observar que [L(x) # O deve satisfazer a seguinte equagéo:

dp(x)
dx

= L)P().

Como L(x) # O, podemos multiplicar essa equagéo por ®
n(x

1 du()
},L(x) dx

e pela regra da cadeia, resulta

du (x)

P)=—— (l H(x)———=P(x),

m(ln n(x) = P(x).

Agora, integrando ambos 0s membros, obtemos

Inp(x) = [ PCo)dx+C,,
de onde:
u(x) — e]P(x)dx+C] - eCl .ejP(x)dx - C.eIP(x)dx.

P(x)dx
Portanto, de fato L(x) = ej e

Observagéo 3.2.2.1: E importante salientarmos que qualquer multiplo de LL(x) também sera um fator integrante, ou um
fator de integrag&o, para a EDO linear de 12 ordem.

82
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Exemplo 3.2.2.1: Determinar a solugéo geral da equacao 7 +==t".
t

1
~dt
Fl: ejt =M =¢

Multiplicando a equag&o pelo fator integrante, obtemos:

dy

dy 3
=X =t ry=¢.
a

dt

Y

2

t—+t—=t¢

O primeiro membro da equagéo acima ¢ a derivada do produto #y(t)

%(ty(t))=r3:«Zy(t)=jt3dt:»ty(t)=%+czy(t)=%+%

£ C
Logo, a solugéo geral é y(¢) = Z +—.
t

2

@y
Exemplo 3.2.2.2: Resolvero PVI < dt ¢

»2)=4

t

£ C
A solugéo geral da equagdo ja foi determinada no exemplo anterior: () = ? +—.
t

2
4:2—+£’
4 2

determinamos C = 6.

T 6
Sendo assim, a solugao do PVI é dada por y = Z +—.
t

d
Exemplo 3.2.2.3: Achar a solugéo geral da equagéo jy —-2y= e
t

=2dt _
R eI e

Quando multiplicamos a equagéo pelo fator integrante, obtemos:

eiZt Q —
dt

e*Zt 2y — e*Ztet ,

ou seja,
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A seguir, usamos a regra da cadeia e procedemos a integragao dos dois membros da equagéo:

—t

d _t Y —t € t 2t
—(e = = e =—e ' +C = y=-— + = y=—¢+Ce
(€7y) y y y

e—2t e—2t
Logo, a solugao geral ¢ y = —e' + Ce™".
> with(DEtools):
> with(plots):
> odeadvisor(eq);
[[ linear, class A]]
> eq:=diff(y(t),t)-2"y(t}=exp(t);

eq = (jtym] _2y(ny=e

> dsolve(eq,y(t)); (20)
y)=—¢'+e”" CI

> g1:=contourplot(y+exp(t)-exp(2*t),t=-10..10,y=-10..10,contours=[0,1,2,3,-1,-2,-3],numpoints=3000,color=black,th
ickness=2):

> g2:=dfieldplot(eq,y(t),t=-10..10,y=-10..10,arrows=LINE):

> display({g1,92});

84
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> limit(-exp(t)+exp(2*t),t=infinity);

o0
> limit(-exp(t)+exp(2*t),t=0);

0
> limit(-exp(t)+exp(2*t),t=-infinity);

0

Exemplo 3.2.2.4: Calcular a velocidade de um paraquedista com massa corporal m = 75kg , no instante (¢ =15s)
em que abre o para-quedas, considerando o coeficiente de atrito k& = Skg /s . Calcular também a velocidade limite,

considerando o coeficiente de atrito, apos a abertura do para-quedas, como k =110kg /s .

O modelo matematico que descreve a queda livre, obtido a partir da 22 Lei de Newton ZF; =ma, ¢ aEDO linear de

1

12 ordem:

com g a aceleragéo gravitacional.
A solugdo dessa equagéo diferencial é:

_ ke
m

mg
v(t)=—=+Ce
(?) :

c=_"8.
k
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nesse caso a solugéo particular é
m ke
v(t)=—g€—e E ) t<15s.
k
Ento, a velocidade alcangada no instante (f =15s) é v=92,92m/s.

A distancia percorrida em queda livre € obtida por:

Wi) = dy(” = y(t)= [W(0)dt = y(1) = (t+;e km’J+c.
Assim, para y(t =0)=0: 5
c=-"¢&,
JEa

passados 155 ,temos y =811,15m .
Com a abertura do para-quedas, devido ao maior coeficiente de atrito, a variagdo da velocidade comeca a decrescer, até

ser eventualmente atingido um equilibrio entre a forga gravitacional e a forca de atrito; a partir desse momento a velocidade
€ constante e para um tempo suficientemente grande teremos a chamada velocidade limite:

limw(r)="E T8 6 amis.
e k110

Para a obtengédo da solugdo geral das equagdes lineares de primeira ordem, em que P(x) = 0, também estudaremos os
métodos “de Bernoulli” e “de Lagrange”, além da utilizagéo de fator integrante, como procedemos.

3.2.2.1 Método de Bernoulli

Inicialmente, vamos considerar y = u.v, com u e v fungdes incognitas arbitrarias, solugdo de uma EDO linear de
primeira ordem.

Entéo
y=uv = y'=uv+u'v.

d
Substituindo y e y" na equagéo linear ndo homogénea d_y+ P(x)y =Q(x), obtemos:
X
uv'+u'v+ P(x)uv = Q(x),

ou

u.[v‘+P(x)v]+ u'v=0(x).
Considerando que v pode ser determinada arbitrariamente, temos:

V4+P(x)v=0= Vv'=-P(x)v = v =—P(x)v = jﬂ = _J‘p(x)dx — p= e P
dx v
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Substituindo v'+ P(x).v=0 e v=¢ "% em u.[v'+P(x) v]+ u'v=0(x),resulta:
_ du
u'e 7O = O(x) :d— =Q(x)e! " = j du = IQ(x).eIP(x)dxdx =
x
u=[O(x)e" “dx+C.
Finalmente, levando © e v aequagdo, temos a solugéo geral na forma:
y=e " I O(x)e"™ dx+C .
y+y=x
Exemplo 3.2.2.1.1: Achar a solugéo geral do PVI { Vo -
y =
A solugéo da equagcéo diferencial pode ser obtida pelo método de Bernoulli: inicialmente, fazemos y = u.v =
y'=u.v'+u'v; apos, substituimos na EDO e obtemos:
uv'tu'v+uv=x = up+v]rulv =x.
A seguir, determinamos v :
1 1 dv —X
> VHv=0=2Vv=—v > I—=—jdx = Inv=—x=>v=e".
%
Usando esse resultado, encontramos # :

_ du
e =x => —=xe" :>Jdu=_[x.exdx :uzjx.exdx:u=x.ex—ex+C.

dx

Logo, a solugao geraldaEDO¢é y = (x —1)+ C.e ™.

Agora, temos de satisfazer a condicéo inicial y(1) = Yo :assim, para x =1 temos y = Yo .
e

e

Asolugdo do PVl é dadapor y = (x =)+ y,e .
Exemplo 3.2.2.1.2: Achar a solugdo geral da equagdo y'= y.tgx + cos x usando o método de Bernoulli.
Substituindo y =u.v e y'=u.v'+u'v naequacéo, temos:

uv'+u'v=uvtgr+cosx = u.[v'-vigx]+u'v=cosx.

Da igualdade v'—v.tgx =0, temos:
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v'=vtgy = J‘% = Itgxdx = Inv=—In(cosx) = v =e "
oy =" oy = (cosx) ™.
A seguir, determinamos u :
u'(cosx)™ =cosx = %: cos’x = u= jcosz xdx = u = J‘%dx =

=>u =lj.dx+l.l'|.cos2x.2dx: u :lx+lsen2x+C
2 22 2 4

o ) 1 1 1
Substituindo u e v na equagdo: y = Ex + Zsen2x +C . .
Cos x

dy 2
Exemplo 3.2.2.1.3: Achar a solugao geral da equagao 7y +—y =1, através do método de Bernoulli.
t t

Segundo Bernoulli, y = u.v;assim y'=uyv'+u'v.
Com a substituigdo na equagéo, resulta:

{ ' % _ ' g 'y —
uv+u.v+—uv=t = u|v+—v|+u.v=t.
t t

De onde temos:

v'+£v: O:v':—gv: ﬂ:—jgdz‘:>lnv=—2lnt:>v:e’2
t t Y t

In -2
‘Sy=¢".
Agora, determinamos u :

4
t
u't™ =t:u'=t3:>u=Z+C.

2

r C
Substituindo # e v em y = u.v, chegamos a seguinte solugéo geral: u# = Z+—2.
t

3.2.2.2 Método de Lagrange (Método de variacao dos parametros)

Dada uma equacao diferencial linear, quando o termo independente da variavel incognita € nulo, a equagéo é denominada
homogénea. Assim, dada a equagéo

D\ Py =00,
dx

se O(x) # 0, aequagio ¢ dita equagio diferencial linear ndo homogénea; se Q(x) = 0, temos uma equagéo
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diferencial linear homogénea.
Primeiramente, dada uma equagao diferencial linear homogénea

Q+P(x)y=0,
dx

—IP(x)dx

por integragéo obtemos a solugdo y = C.e , onde C é uma constante arbitraria.

Agora, se a equagao é ndo homogénea, podemos usar, além dos métodos ja estudados, 0 método de Lagrange para

, . . . . ~[Pax ,
determinar a solugéo dessa equagdo. Nesse método, usamos a solugéo y = C.e e consideramos a constante
como uma fungéo de x , ou seja, fazemos variar o parametro:

y=C (x).e_I Fead ,

com C(x) uma fungéo derivavel que precisa ser determinada.

—| P(x)dx
Derivando y = C(x).e Jreo temos:

dy _d (C( y J.P(x)dxj _ b

D J'P(x)dx d (C( ))+C(x) _( _[P(x)dxj

dx

d
Substituindo y e d_y na equagéo ndo homogénea, obtemos:
x

I )= coope " peo cwe T | =t

B jP(x)dx

(@)= 0 = cw = [ o+

Assim, a solugdo geral é dada por:
- _|' P(x)dx 7J'P(x)dx J'P(x)dx
y=C(x).e = y=e _[e Ox)dx+C, |,
onde C, é uma constante arbitraria.
Exemplo 3.2.2.2.1: Resolver a solugdo geral da equagdo ) '— y.tgx = cos x, usando o método de Lagrange.

Primeiro, vamos considerar a EDO linear homogénea
y'-yitgx=0,
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— -1 —_
cuja soluggo & y = Cel'® = Ce M) = Ce"* = C(cos x) .

(x)

COSXx

. Temos entao:

Pelo método de Lagrange, a solugéo procurada é da forma y =

_ C'(x).cosx+C(x).senx
cos’ x '

Substituindo y e ' na equago dada, resulta:

_ C'(x).cosx+C(x)senx  C(x)
cos” x COS X

tgx =cosx.

Apbs algumas simplificagdes, temos como determinar C(x) através da integragéo de C'(x) :

C'(x)

=cosx=C"(x) =cos’ x = C(x) = J-cosz xdx = C(x) = £+lsen2x+C1 .
Cosx 2 4

« . , 1 1
Entdo, a solugdo geral é: y = — X+ Z sen2x+C, |.

cosx| 2

A seguir, vamos resolver, por esse método, alguns exemplos que ja foram solucionados anteriormente.
Exemplo 3.2.2.2.2: Achar a solugéo geral da equagéo y'+y = x através do método de Lagrange.
Dada a equag&o homogénea y'+y = 0, asolugio é y = Ce '“=Ce™.
Logo, a solugdo de Lagrange sera da forma:
y=C(x)e™;
a derivada dessa fungao é dada por
y'=C'(x)e —C(x)e".
Substituindo y e y' na equagéo dada, temos:
C'(x)e"—C(x)e " +C(x)e " =x=>C'(x)=xe" =
= C(x)= Ixexdx C(x)=xe" —e" +C,.
Substituindoem y = C(x)e ™:

y= (x.ex - +C, )e’x S y=xee —ee +Ce > y=(x-1)+C.e".

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA



dy 2
Exemplo 3.2.2.2.3: Achar a solugao geral da equacao 7)) +—y =t pelo método de Lagrange.
t t

2
Inicialmente, resolvemos a equagéo homogénea y'+—y =0:
t

2

—[=dx _ - _
y=Ce ' =Ce™™=Ce" =Cs7.

C(t
Logo, a solugdo a ser determinada é y = # , CUja derivada é:
t

_C® t* =2t.C(1)
t* '

'

Substituindo na equacéo dada:

C'(t).t> —2t.C(¢) N 200 _

¢
t ¢t

C'(t)> 2C(@) 2C(@)
i Tt !
t t t

C

-, cy=r=c=[ra-trc
R - TRE 4!

2

t
Logo, a solugdo geral é y = Z + —21 .
t

Observagdo 3.2.2.2.: Muitas vezes é conveniente resolvermos uma EDO linear de 12 ordem, com fungéo incognita x( ) :

(1+y2)dx =(arctany—x)dy,

dx arctany—x

dy 1+y°

dx X arctan y
-t 2~ 2
dy l+y I+y

—arc tan y

Solugéo Geral: x=arctany —1+Ce
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ATIVIDADES |

Lista 3.2.2 - Ver exemplos E46 ao E52 no apéndice V.

Resolver as equagdes diferenciais lineares de primeira ordem:

1-y'"fz)’Z)Cz R%myzlf+Cf2
X 5
2.x°y'+2xy =1 Resp: yx* = C+x
3. y'cos’ x+y=tgx Resp: y+1=tgx+Ce ™"
4.y +x*y—x*=0 Resp: y =1+ Ce™ "

dt 1-1*

5. Q+ by =t+arcsent Resp: y:\/I—t2 {%(arcsent)2 —1-17* +C}

, 2
6. Seja a EDO linear de 12 ordem )"+ —y —x = 0. Determinar a solugdo geral. Determinar os pontos criticos da

solugao. Calcular lin(} y(x). .
x—>

2
X

C
Resp: y(x) = vy + 7; se C >0, os pontos criticos das solugdes sao x = +3/4C ese C < 0no tém

pontos criticos; lin(} y(x) =400 quando C >0 e lin(} y(x)=—o0 quando C <0.
X X—>

7. Dado o PVI

y'+£y—x:0
X .

y(=2)=3

Determinar o intervalo de validade da solugao.

Resp. (—0,0)

92
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3.2.3. Equacoes Transformadas em Lineares
Uma equagao de Bernoulli € uma EDO de 12 ordem da forma
y'+ P(x)y =0(x)y".

com € R e onde P(x) e Q(x) séo funcdes continuas em um intervalo I. E claro que se n=0,7n =1 a equagdo é
linear. Porém, se n # 0, n #1 a equagéo ndo é linear. Nesse caso, a mudanga de variavel

z=y
transforma a EDO de Bernoulli em uma EDO linear de 12 ordem.

De fato, se z = yl_” , temos:

Substituindo y e »" na equagéo de Bernoulli, resulta:

Zﬁz’+P(-7C)Zﬁ :Q(-)C)Zﬁ = 1 1 Z'+P(x)Z:Q(x)’

—n —n

que € uma EDO linear de 12 ordem.

Observagao 3.2.3.1: Com a mudanga de variavel proposta, se o expoente 1—n for negativo, precisamos verificar
separadamente se y = 0 é uma solugéo da EDO de Bernoulli, pois essa solugao, nesse caso particular, € eliminada ao

1-n

fazermos a substituicdo z = y
Uma equagao de Riccatti € uma EDO de 12 ordem da forma
d
ot a,(x)y” + @, (x)y +a,(x) =0,
dx
emque a,(x), a,(x) e a,(x) séo continuas umintervaloIe a,(x) #0 emIL
Se y,(x) é uma solugdo particular da equagéo de Riccatti, entdo a mudanga de variavel
1
y=En+t—
z

reduz a uma EDO linear de 12 ordem. Assim, podemos concluir que a solugéo geral de uma equagao de Riccatti pode ser
determinada desde que se conhega uma solug&o particular.

Observagao 3.2.3.2: Uma equagéo de Riccatti com coeficientes constantes

ﬂ+ay2+by+c:0,
dx
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tem uma solugdo y = A, A um namero real, se e somente se A é raiz da equagéo quadratica
ahN> +bh+c=0.

Observagdo 3.2.3.3: Se y,(x) e y,(x) s&o solugGes particulares da equagdo de Riccatti, entdo a solugao geral é
dada por;

Y _ Ce[az(xxyz—mdx
Y=>»

com C uma constante arbitraria.

Observagao 3.2.3.4: Se y,(x), »,(x) e y;(x) séo solugdes particulares da equagéo de Riccatti, entdo a solugéo
geral é dada por:

=) =») _

V=) =n)

com C uma constante arbitraria.
ATIVIDADES |

Lista 3.2.3 - Ver exemplos E53 ao E56 no apéndice V.
Achar a solugéo geral de cada uma das seguintes equacdes:
1.y +y=x"y";

Resp: y=(2+2x+x"+Ce") ' e y=0.

2.9 +xp*—x=0;

Resp: > eqb:=y(x)*diff(y(x),x)+x*(y(x))*2-x=0;

eqb :=y(x) (;’l)’c y(x)j +xy(x)’=x=0

> dsolve(eqgb,y(x));

(=) (=)
y(x)=+ 1+e  Cl,y(x)=—+/1+e ' _CI

> dsolve(eqb,y(x),'implicit’);

5 (—%)
y(x)—1-¢ " c1=0

94
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3.9y 4+ =2y+1=0;

. _x+1+_ClI
e Y=y cl
4.y +4y*-9=0;

9
Resp. y(x) = Tx + CI

Achar a solugéo geral de cada uma das seguintes equagdes, sendo dada uma solugao particular:

2

1.2y - y—2 =1; solugéo particular y = x;
X

2.y —xp* +(2x—1)y = x —1; solugéo particular y =1.

3.3 Equacoes Diferenciais Lineares de 22 Ordem

Equagdes diferenciais lineares de segunda ordem sao equagdes da forma

4y

LD s f y( )+g<x)y(x> hx),

onde f(x), g(x) e h(x) sfo fungbes definidas num intervalo I. Para simplificar a escrita, usaremos a notagao
'+ f(x)y +g(x)y = h(x).

Também vamos considerar o operador diferencial linear L(y) = y" + f(x)y" + g(x)y.

Em geral, para L(y) = y" + f(x)y" + g(x)y, temos

D) Ly, +y,)=L(y)+L(y,)
i) L(Cy)=CL(y);

por isso o operador é chamado linear.

Assim, quando resolvemos a equacdo »'' + f(x)y’' + g(x)y = h(x) , determinamos as fungdes que satisfazem
L(y) = h(x).

Teorema 3.3.1: Teorema de Existéncia e Unicidade

O problema de valor inicial
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{y"+f (X)y'+g(x)y = h(x)
y(xg)=a, y'(x))=>b

para f(x), g(x) e h(x) continuas no intervalo aberto I, x, € I, a e b reais, tem uma Unica solugéo nesse
intervalo.

A demonstragéo desse teorema pode ser encontrada em KREIDER, D.L., KULLER, R.G. & OSTBERG, D.R., Equagdes
Diferenciais, Edgard Blucher, Sdo Paulo, 1972.

3.3.1 Equacoes Lineares Homogéneas

Uma equagéo diferencial linear de segunda ordem é homogénea (EDOLH) quando /(x) = 0, isto ¢, pode ser escrita
como L(y)=0:

V' f(x)y +gx)y=0.
Observagao 3.3.1.1: E importante observarmos as seguintes correspondéncias:

oscilagdes livres (sem forcas externas) < equagdes homogéneas
oscilagdes forgadas <« equagdes ndo homogéneas

Observagao 3.3.1.2: Toda EDOLH admite y(x) = 0 como solugéo. Por estarazao y(x) =0 é chamada de solugéo
trivial.

Teorema 3.3.1.1: Principio de Superposigédo

Se y,(x) e y,(x) s@o duas solugdes de uma EDOLH, entdo qualquer combinagdo linear C, y, (x) + C,»,(x),
com C, e C, constantes, também é solug&o.

Demonstragéo:

Sejam y,(x) e y,(x) solugdes de uma EDOLH L(y) =0.Entdo, L(y,) =0 e L(y,) = 0. Pelalinearidade,
temos L(C,y, + C,y,) =C,L(y,)+ C,L(y,) =C,.0+ C,.0=0.Logo, C,y,(x)+ C,y,(x) também
é soluggo de L(y) =0, para quaisquer C, e C,.

Observagao 3.3.1.3: Caso particular do “Principio de Superposi¢éo”

Se y(x) é uma solugdo de uma EDOLH, entdo qualquer miltiplo Cy(x) também o é.

Exemplo 3.3.1.1: As fungdes y,(x) =e " e y,(x)=e’" siosolugdes daEDOLH y"' —2y'~3y =0.

Exemplo 3.3.1.2: A partir das solugdes do exemplo anterior, usando o “Principio de Superposigao”, podemos construir
uma familia de solugdes para a equagéo y"'—2y' =3y =0:
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y=Cy(x)+Cy,(x)=Cie + Cze3x :

Exemplo 3.3.1.3: Considerando o PVI
{ y'-2y'-3y =0
»0)=2,  y(0)=-3

eafamilia y = C,e™™ + C,e’, podemos determinar C, e C, de modo a satisfazer as condigdes iniciais dadas
no PVI:

C,+C,=2
-C, +3C,=-3
Encontramos C, _2 e C, = —l;asolugéo doPVIé y :2e’x —le“.
4 4 4 4

> ode := diff(y(x),x,x) = 2*diff(y(x),x) + 3*y(x);

2

ode = ac'icz y(x)=2 (c?;c y(x)) +3 y(x)

> dsolve(edo); (3x) (=)
y(x)= Cle * + C2e '

> ¢i :=y(0)=2, D(y)(0)=-3;
ics == y(0)=2,D(y)(0)=-3

> dsolve({edo,ci}); 1 G3x) 9 (=
v =—ge e

Observagao 3.3.1.4: De forma simplificada, podemos dizer que duas fungdes ¥, (x) e »,(x) s@o ditas linearmente
independentes se uma nao for um multiplo da outra. Caso contrario sdo ditas linearmente dependentes.

Observagao 3.3.1.5: Se ), = ky,, entdo a combinagdo linear y =C,y, +C,y, =(C, +kC,)y, ¢ da forma
y=Cy,,ouseja, afuncdo y, é totalmente desnecessaria na combinagéo linear.

OBSERVAGOES IMPORTANTES‘

Um sistema fundamental de solugdes para uma EDOLH de 22 ordem é um par de solucdes linearmente
independentes.

Exemplo 3.3.1.4: O conjunto {cos X,sen x} € um sistema fundamental de solugdes para a EDOLH
yl! + y — O ’
portanto, a partir de uma combinag&o linear, obtemos a solugéo geral y = C, cosx + C,senx.

> edo := diff(y(x),x,x)+y(x)=0;
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d2
edo = (dxz y(x)j +y(x)=0
> dsolve(edo);
y(x)=_ClI sin(x)+ C2 cos(x)

Exemplo 3.3.1.5: Dada a equagéo y''—1 6y =0, vamos procurar uma solug&o na forma y = e (mais tarde ficara
esclarecido por que na forma de exponencial). Substituindo y = e™ na EDOLH, obtemos:

A —1 6™ =0,
ou seja,
A -16)=0;

como €™ > 0, a condigdo para que y= e™ seja solugdo da EDOLH y"—=16y=0,éque A sejaraizdaequagio
algébrica:

A -16=0.
Assim, um sistema fundamental de solugdes para essa equagéo & { Y, = e, Y, = e }

Observagao 3.3.1.6: E importante observarmos que o sistema fundamental de solugdes de uma EDOLH néo é tnico. No
exemplo anterior, podemos obter outro sistema fundamental {y3 »Va } de solugdes para a mesma EDOLH:

Vs =HTr ;yz = cosh(4x),

Yy = % = senh(4x).

Exemplo 3.3.1.6: O conjunto {ex, e } é um sistema fundamental de solugdes para a EDOLH
y'-y=0;
entretanto, {cosh X, senh x} & outro sistema fundamental de solugdes para essa mesma EDOLH, pois

X —X X —X

e +e e —e , 3
coshx = T e senhx = T . Portanto, temos formas alternativas de representar a solugéo geral:

y=Ce* +C,e” e y=C,coshx+C,senhx.
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Agora, vamos generalizar a situagéo do exemplo 3.3.1.6. Dada uma EDOLH »"" + f(x)y'+ g(x)y =0, se

encontrarmos duas solugdes linearmente independentes y, e ), , entdo poderemos obter todas as demais solugdes
fazendo superposicdo y = C,y, +C,p, .

Porisso, y = C,y, + C,y, échamada de solugao geral da EDOLH de 22 ordem.

OBSERVAGOES IMPORTANTES |

Seja y, uma solugao particular da equagéo y"=2y"=3y=0. Sejam as constantes a e b definidas por

a=y,(0) ¢ b=y, (0).
Vamos considerar o PVI

{ Vy'-2y'+3y =0
y(0)=a, »(0)=>

e procurar se existem C, e C, tais que

C+C,=a
-C,+3C, =b’

1
esse sistema linear é compativel determinado. Resolvendo o sistema encontramos C, = Z(3a -b) e

1 1 1 .
C, = Z(a +Db) . Assim, y, e y = Z(3a —-b)e " + Z(a +b)e’ sao solugdes do PVI; mas pelo
“Teorema de Existéncia e Unicidade” a solugdo do PVI & Unica. Entéo, concluimos que

1 1
v, = Z(3a —-b)e ™ + Z(a +b)e™™

e que toda solugao particular da EDOLH y'' =2y =3y =0 édaforma y = C,e ™ + C,e’>".

Para um sistema linear ser possivel e determinado, o determinante da matriz principal deve ser diferente de zero; portanto,
conforme exemplificamos acima, o determinante

det(y% (%) y.2 (xo)j
n(xg)  y,(xp)

desempenha um papel fundamental nessa teoria. Ele é conhecido por Wronskiano.

Entdo, dadas duas fungdes y,(x) e ), (x) , 0 Wronskiano dessas fungdes é definido como o determinante

W(x)=det(yl(x0) yz(xo)j
J’1'(x0) y‘z(xo) l

Exemplo 3.3.1.7: Dadas y,(x) =e” e y,(x)=e", o Wronskiano é:

2t 3t
W(t) = det[ ¢ ¢ J = e

2e2t 3e3t
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Teorema 3.3.1.2: Se y,(x) e y,(x) s&o linearmente dependentes, entéo o Wronskiano dessas fungdes é nulo.
Demonstragao:

Suponhamos que y,(x) e »,(x) sejam linearmente dependentes. Suponhamos que y,(x)=C y,(x). Dessa
forma, temos que a segunda coluna do Wronskiano ¢ um mudltiplo da primeira e, portanto, esse determinante se anula
para qualquer x .

Observagao 3.3.1.7: O teorema acima também pode ser enunciado assim: “se o Wronskiano de ,(x) e y,(x) for
diferente de zero, entdo y,(x) e ¥, (x) séo linearmente independentes’”.

Observagao 3.3.1.8: A reciproca do teorema 3.3.1.2 ndo ¢ verdadeira: se duas fungdes sdo linearmente independentes,
nada podemos concluir sobre o Wronskiano.

OBSERVAGCOES IMPORTANTES |
As fungGes y,(x) e y,(x) s@o ditas linearmente independentes se e somente se a equagéo

Cyi(x)+Cy,(x)=0

implicaque C;, =C, =0.

Teorema 3.3.1.3: Duas fungdes solugdes de uma mesma EDOLH sdo linearmente dependentes se e somente se o seu
Wronskiano é nulo.

Demonstragao:

Suponhamos y,(x) e y,(x),solugdesdaEDOLH "'+ f(x)y"+ g(x)y =0 taisque W (x) = 0 . Precisamos
mostrar que ), (x) e »,(x) sdolinearmente dependentes. Fixemos x,, no intervalo de definigdo das fungdes , (x)
e »,(x).Ahipotese W (x) = 0 implica que o sistema

{Clyl(x0)+ C,3,(x) =0
Cyi(x))+Cy,(x)) =0
tem solug@o ndo trivial. Agora, suponhamos (C,,C,) uma solugéo ndo nula desse sistema algébrico e seja a
fungdo @ (x)=C,y,(x)+ C,y,(x). Pelo Principio de superposicdo, temos que @(x) é uma solugdo de
V'+ f(x)y"+ g(x)y =0. Mas, o sistema acima nos diz que @(x,) =¢'(x,) =0, entdo, como y =0
(solugao trivial) € uma solugéo do PVI

{y"+f (x)y'+g(x)y =0

y(xy) = y'(x,) =0

pelo Teorema de Existéncia e Unicidade, @ (x) = 0. Podemos assim concluir que C,y,(x)+C,»,(x) =0, sem
que as constantes sejam simultaneamente nulas. Segue dai que ), (x) e »,(x) séo linearmente dependentes.
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Observagao 3.3.1.9: Através desse teorema, demonstramos que se W (x) = 0 em um ponto do intervalo de definigéo
de duas fungdes y, (x) e ¥, (x), entdo essas fungdes séo linearmente dependentes. Como conseqiiéncia, se ', (x)
e »,(x) forem duas solugdes linearmente independentes de uma EDOLH, o sistema algébrico

{C1y1 (X)) +C,p,(xy)=0
Clyi (x)+C,p,(x5)=0

€ sempre possivel e determinado e portanto toda solugao do PVI

{y"+f (x)y'+g(x)y =0
y(xg)=a, y(x))=b
édaforma y = C,y,(x)+ C,»,(x).

Teorema 3.3.1.4: Se y,(x) e y,(x) sédo duas solugdes linearmente independentes de uma EDOLH
Y'+ f(x)y"+ g(x)y =0, entdo toda solugao dessa equagio é da forma y = C,y, (x) + C,y,(x) , ou seja,
y=C,y,(x)+C,y,(x) éasolugao geral da EDO.

Demonstragao: Lista de exercicios 3.3.1

Teorema 3.3.1.5: Teorema de Abel

Sejam y,(x) e y,(x) duas solugdes de uma EDOLH »""+ f(x)y"+ g(x)y =0 e seja

X X
W(x)=det (yl,( o) y%( O)j = y,V5 — Y1V, oseuwronskiano. Entdo W (x) satisfaz a EDOLH de 12 ordem
Nn(x)  ¥y(x)
W'+ f(x)W =0.
Demonstragéo:

Suponhamos que y,(x) e y,(x) sejam duas solugdes da EDOLH y"" + f(x)y'+ g(x)y =0 e que W (x)
seja 0 seu wronskiano. Entéo:

W=yy,=»,

e
W'=yy)' =y,
Entéo,
W'+ fOW =y, 3y =y, + f(X) 0y =) =0 (0 + f(X)y) =y, (' + f(x)y)) =

=0-0=0.

Corolario: Sejam y,(x) e y,(x) duas solugdes de uma EDOLH y"" + f(x)y"+ g(x)y =0 e o W(x) seu
wronskiano, entdo uma das seguintes alternativas é vélida:
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Nou W(x)=0;
)ou W(x)=0,paratodo x .

Né&o existe a possibilidade do wronskiano se anular para alguns valores de x e ser diferente de zero para outros valores
de x.

Demonstragao:
Pelo Teorema de Abel, /¥ (x) é solugéo da equacdo 7' + f(x)W = 0. Essa equacdo é uma equagéo de variaveis

L . s —|f(x)dx - . .
separaveis, cuja solugdo ¢ W (x) = Ce 'f . Como a funcéo exponencial é sempre diferente de zero, temos duas
possibilidades:

)Se C=0,entdo W(x)=0,ou
Il)se C#0,entdo W(x)#0,paratodo x.

ATIVIDADES '

Lista 3.3 - - Ver exemplos E57 ao E60 no apéndice V.
1. Demonstrar o teorema 3.3.1.4.

2.8 y,(x)=xe y,(x) = x|x| , mostrar que W (x) =0.
3. Provar que e e €™ sdolinearmente independentes sempre que 7»1 e 7»2 s80 numeros reais distintos.

4. Mostrarque y,(x) = xe™* e y,(x) = e saosolugdes daequagdo "' — 2y’ + A’y = 0 ; mostrar também
que y, e y, séo linearmente independentes.

senx
5. Mostrarque y, =

COSX . . = " '
e y, = —— sdosolugdes, ineamente independentes, da equagdo x y"+2y'+x y =0.
X
3.4 Determinacao de uma Solucao Linearmente Independente a Outra Solucao Nao
Trivial de uma EDOLH
Dada uma solugéo y, (x) # O paraa EDOLH
y'+ [y +g(x)y =0,

podemos determinar uma segunda solugdo da forma y, (x) = v(x)y, (x), de modo que {yl Vs } seja linearmente
independente. De fato, temos
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Yy =v'y vy

Y=V A v
substituindo esses resultados na equagéo, segue que:
"3 20"y v )+ (X)) 0y )+ g(x)v y, =0,
Como queremos determinar v, escrevemos
Y2y, + f(x)y, V=0,

que é uma EDOLH de segunda ordem sem termo em v, e portanto pode ser redutivel a primeira ordem.

Exemplo 3.4.1: Se y, = senx é uma solugéo da EDOLH xy "+ 2y '+ xy = 0, determinar uma segunda solugdo
linearmente independente a y, .
A solugdo procurada ¢ da forma:
W =vh.

Calculando as derivadas v, e y5':

REVIREW e =V vy
e substituindo na equagéo dada, temos:

xyv"+ (2xyi +2y)v'+(x y; + 2yi +xy)v=0.
Nessa equacéo, o coeficiente de v € nulo, pois y, € solugéo da equagao dada. Assim,

x yv"+(2xy, +2y,)v'=0.

senx ! XCOS X —senx

Substituindo y, = e V= > , teremos
X
2xcosx —2senx 2senx
(senx)v"+( + Jv’z 0,
X X

ou

(senx)V'+2(cosx)v'=0.
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Assim, foi obtida uma equaco que poderemos reduzir, fazendo v' = z , a uma equagéo de primeira ordem:
(senx)z'+2(cosx)z=0.

Ent&o, separando as variaveis e integrando

dz 2cosx
dz__jaeosx
z senx
determinamos
Inz=-2Insenx+ A4.

Escolhendo a constante arbitraria 4 = 0, temos:

z=csc’x
e finalmente:

Vi=csclx = v:jcscxdx=tgx+B.

Escolhendo, novamente, a constante de integragdo B = 0, determinamos uma segunda solugéo linearmente independente

a primeira:
senx COSX COSX
Y2 = : = :
X  senx X
ATIVIDADES '
Lista 3.4

1.Se y, =x & uma solugdo da EDOLH (x* —1)y""+2xy' —2y =0, determinar uma segunda solugao
linearmente independente a y, .

x-1
Resp: y, =1+xIn il

2.Se y, =x+1 éuma soluggo da EDOLH x(3x+2)y"" +6(x+1)y"—6y =0, determinar uma segunda
solugao linearmente independente a y, .

1
Resp: y, = —
X

V2

3. Determinar a solug&o geral da equagéo y" —2y =0,sabendoque y, =e * é solugdo dessa equagéo.

Resp: y = Cleﬁ" +Ce V"

4. Determinar a solug&o geral da equagéo y"'— 2y’ =0, sabendo que V= e’ e solucdo dessa equacéo.

104

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA



Resp: y = C, + C,e*"

2

d
7 g/ + 7}/ —2y =0, sabendoque y, = e e solucdo dessa equagao.
t t

5. Determinar a solucéo geral da equagéo

6. As equacdes de Euler sdo equagdes que podem ser escritas como

d’y —dy
2 +ax—+by=0,
2 dx Y

X
com a e b constantes. Mostrar que JA tal que y(x) = x" éuma solugdo da equagdo de Euler se, e s0 se,
M +@-DA+b=0;

essa equagao é chamada equagao indicial da equagao de Euler.

3.5 EDOLH com Coeficientes Constantes
Vamos considerar L(y) = y" +0oy'+ By =0,com o e B constantes. Entdo,
L) = (A +oh +B)e*™.

Assim, uma EDOLH com coeficientes constantes, L()) = 0, pode ter solugdo da forma y = e ,desde que A seja
raiz da equacéo algébrica

A +od+B =0,
chamada de equagao caracteristica.

Exemplo 3.5.1: Dada a equagédo y” + 3y’ + 2y = 0, a equacg&o caracteristica & A +30+2=0 , que tem raizes reais
A, =1 e A, = 2. Entdo, teremos duas solugdes linearmente independentes y, =e* e y, = e

Teorema 3.5.1; Para resolver uma EDOLH de segunda ordem da forma
Ly)=y"+ay +By=0,
primeiro determinamos as raizes A, e A, da equago caracteristica
M +al+B=0.

A solugdo geral da equacdo L(y) = y"" +0a.y"+ By =0 pode ser expressa em termos de A, e A, conforme
segue:
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Raizes da Equagéo Caracteristica Solugéo Geral
Reais distintas A, # A, Ce" +C,e™
Reais repetidas A, = A, = A (C, +C,x)e™
=a+bi
Complexas A, =a—bi e”(C, cosbx + C,senbx)

Observagao 3.5.1: Se a equago caracteristica &> + 0\ + B = 0 tem raiz real dupla A, = A, , significa que o

o
discriminante dessa equagdo de 2° grau é nulo, ouseja 0.> — 4B =0 e A, = A, = ——

o
Portanto, temos uma solug&o exponencial y, = e > A segunda solugao, linearmente independente da primeira, sera
dada por

Yy =v(x)e -
Substituindo na equagéo diferencial obtemos v'"’(x) = 0, de onde
v(x)=Ax+B.

EscolhendoA=1 e B =0, determinamos y, = xe N

Exemplo 3.5.2: Resolver a equagéo (D2 —4)y = 0. Essa equagio pode ser escrita como y"'—4y=0.A
equagao caracteristica ¢ A> —4 = 0 que tem raizes caracteristicas A, =-2 e A, = 2. Portanto, a solugéo geral
ey=Ce ™" +C,e™.

> edo := diff(y(x),x,x) -4*y(x)=0; e
edo = [dz Y(x)J —4y(x)=0
X

> dsolve(edo); (=2 %) (2x)
y(x)= Cle "+ C2e "

Exemplo 3.5.3: A equagio (D> +4D +4)y =0 tem por equagio caracteristica A° +4A +4 =0, com raiz

A, =\, = =2 de multiplicidade 2. Portanto, a solugéo geral ¢ y = Ce™>* + C,e™* .
> edo := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) +4*y(x)=0;

2
edo = (;’jcz y(x)J +4 (czlc y(x)j +4vy(x)=0
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> dsolve(edo);
e(—2 x)

yx)= cle "y 2 x

OBSERVAGéES IMPORTANTES‘

Revisao sobre exponenciais complexas

Para z = x + yi € €, temos inicialmente

Porém, ) N
@) @)
3!

2 4 3 5
eiy :[1_y_+y__“.J+i(y—y—+y——...J.
21 41 3t st

Acima, temos envolvidas as séries de coS ) e sen y . Assim, obtemos a denominada “Férmula de Euler”:

e’ =1+iy+ +....,

de onde:

e” =cosy+i-seny.

Definimos, a seguir, a exponencial para z =x+ yi € C:

z _ _x+iy )

e=e""=¢ee =e'(cosy+i-seny)=e cosy+i-e'seny.

Observacao 3.5.2: Se a equagéo caracteristica tem raizes complexas 7\.1 =a+bi e kz = a — bi podemos definir
duas solugdes linearmente independentes:

ax+bix ax _ibx

v =e =e“e™ =e" cosbx +ie” senbx

—ib .
y,=e =e“e " =e" cosbx —ie“ senbx .
Usando o “Principio de Superposigao”, podemos tomar convenientes combinagdes lineares, e obter duas solugées

linearmente independentes reais:

+ -
y zMze‘m.cosbx e y4=M=e‘”‘-senbx.

) 2i

Exemplo 3.5.4: Resolver a equaggo " +4)'+13y = 0. Aequagio caracteristicaé A +4A +13 =0, que tem
raizes complexas A, =—2+3i e A, =—2—3i.Portanto, a solugio geral é (C, cos3x + C,sen3x)e " .
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> edo := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) +13*y(x)=0;

2
edo = (;;2 y(x)] +4 (;;C y(x)) +13y(x)=0

> dsolve(edo); (20) (20
y(x)= Cle sin(3x)+ C2e " cos(3x)

Observagao 3.5.3: Devemos estar atentos ao fato de que as raizes complexas de um polinémio real ocorrem sempre aos
pares conjugados.

Observagao 3.5.4: Uma solugdo y = C, cosbx + C,senbx ,onde C, e C, sdo constantes arbitrarias, pode ser
escrita, em termos de outras constantes arbitrarias C e 0, como y = Csen(bx+0), pois

y =Csen(bx+0) = C(senB cosbx +cos0Osenbx),
sendo
C,=Csen® e C,=Ccos0 .

Essa expressdo alternativa é importante para algumas aplicagdes porque envolve uma senéide submetida a um deslocamento
horizontal.

ATIVIDADES '

Lista 3.5 - Ver exemplos E61 ao E70 no apéndice V.
Determinar a solugdo geral de cada uma das seguintes equagdes diferenciais:

1)3y"+2y"'=0.
2)y"'+4y'+8y=0.

3 y'+y =2y=0.

4) y"+4y"'=0.

5 y"'=2y"+2y=0.

6) y'+2y'+4y=0.
79y"+6y'+y=0.

8) 2y"—242y'+y=0.

9 4y"—4y"+3y=0.
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10) 23" —54/3y"+ 6y =0.
Respostas:

> edo1 := 3*diff(y(x),x,x)+2*diff(y(x),x) =0;

d’ d
edol :=3 [dxz y(x)J +2 (dx y(x)] =0

> dsolve(edo1,y(x)); (_ 21)
y(x) = _CI + _C2 e

> edo2 := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) +8*y(x)=0;

2

edo2 = [;;2 y(x)] + 4 (;i y(x)) +8y(x)=0

> dsolve(edo2,y(x)); (20) (20)
y(x)= Cle sin(2x)+ C2e  cos(2x)

> edo3 := diff(y(x),x,x)+diff(y(x),x) -2*y(x)=0;
2

d d
edo3 = [dxz y(x)] + [dx y(x)j -2y(x)=0

> dsolve(edo3,y(x)); (-2x)
y(x)=_Cle*+_C2e

> edo4 := diff(y(x),x,x)+4*diff(y(x),x) =0;

2
edod := {5;2 y(x)j +4 (;i y(x)) =0

> dsolve(edo4,y(x)); (~4x)
y(x)=_ClI+ _C2e '
> edo5 := diff(y(x),x,x)-2*diff(y(x),x) +2*y(x)=0;

2

d d
edo) = [dxz y(x)} -2 (a’x y(x)) +2y(x)=0

> dsolve(edo5,y(x));
y(x)=_CI e sin(x)+ C2e* cos(x)

> edo6 := diff(y(x),x,x)+2*diff(y(x),x) +4*y(x)=0;

2

d d
edob6 = [dx2 y(x)j +2 (dx y(x)) +4y(x)=0
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> dsolve(edo6,y(x)); () )
y(x)= Cle sin(4/3x)+ C2e  cos(+/3 x)

> edo7 := 9*diff(y(x),x,x)+6*diff(y(x),x) +y(x)=0;

. d2 d x)=0
edo7 =9 5 y(x) +6 [ / Y(x)j Y( )
> dsolve(edo7,y(x));

-5)

> edo8 := 2*diff(y(x),x,x)-2*sqrt(2)*diff(y(x),x) +y(x)=0;

y(x)= Cle
2

edo8 =2 [;iz y(x)J -2./2 (;; y(x)) +y(x)=0

> dsolve(edo8,y(x));
%)

y(x)= _Cle

> edo9 := 4*diff(y(x),x,x)-4*diff(y(x),x) +3*y(x)=0;

2

edo9 =4 [;iz y(x)j -4 [czc y(x)j +3y(x)=0

> dsolve(edo9,y(x));

y(x)=_CI e(;j Sin[ V2 x) + 2 e(;Cj COS( /2 x]

2

\S)

> edo10 := 2*diff(y(x),x,x)-5*sqrt(3)*diff(y(x),x) +6*y(x)=0;

2

d d
edol0) =2 (dxz y(x)J -53 (dx y(x)) +6y(x)=0

> dsolve(edo10,y(x));

(=

yx)= Cle 274 2o

Determinar as solugdes dos problemas de valor inicial:
116y"+8y'+5y=0; y(0)=4, y'(0) =-1.
2) V'+4y" +13y=0; »(0)=0, y'(0)=-2.

3) 3" —24/5y"+5y=0: 3(0)=0, y'(0)=3.
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4 y"+2y=0; p(0)=2, y'(0) =22

5 4y"—12y"+9y=0; y(0)=1, »'(0) =%.
Respostas:

> edo1 := 16*diff(y(x),x,x)+8*diff(y(x),x)+5*y(x) =O0;

2

d d
edol =16 [dx2 y(x)j +8 [dx y(x)j +5y(x)=0

> cif = y(0)=4, D(y)(0)=-1;
cil =y(0)=4,D(y)(0)=-1

> dsolve({edo1,ci1});

X

y(x)=4 e(_“j cos()zc)

> edo2 := diff(y(x),x,x)*4*diff(y(x),x) +13*y(x)=0;

2

d d
edo2 = (de y(x)] +4 (dx y(x)j +13y(x)=0

> ci2 := y(0)=0, D(y)(0)=-2;
ci2:=y(0)=0,D(y)(0)=-2

> dsolve({edo2,ci2}); 2 (=2
yx)=-5 e Vsin(3x)

> edo3 := diff(y(x),x,x)-2*sqrt(5)*diff(y(x),x) +5*y(x)=0;

2

d d
edo3 = (dﬁ y(x)) -2./5 (dx y(x)j +5y(x)=0

> i3 := y(0)=0, D(y)(0)=3;
ci3:=y(0)=0,D(y)(0)=3

> dsolve({edo3,ci3});
v =3¢

> edo4 := diff(y(x),x,x)+2*y(x) =0; >

edo4 = LZCZ y(x)j +2y(x)=0

> ci4 := y(0)=2, D(y)(0)=2"sqrt(2);
cid:=y(0)=2,D(y)(0)=2/2
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> dsolve({edo4,cid});
y(x) =2 sin(4/2 x) + 2 cos(y/2 x)

> edo5 := 4*diff(y(x),x,x)-12*diff(y(x),x) +9*y(x)=0;

2

edo5 =4 [;;2 y(x)} -12 (;; y(x)) +9y(x)=0

> c¢i5 :=y(0)=1, D(y)(0)=7/2; 7
cis =y(0)=1,D(y)(0) =5

> dsolve({edo5,ci5});

3x
y(x)=e(2]+2e X

OBSERVAGOES IMPORTANTES |

No comego do capitulo fizemos referéncia a algumas aplicagdes das equagdes diferenciais; como foi possivel observar,
algumas equagdes, que descreviam determinados fendmenos, eram equagdes lineares de 22 ordem. Assim, agora faremos
algumas consideragdes sobre a modelagem de trés sistemas, muito importantes, onde dois dos trés séo governados pela
mesma equagao diferencial de 22 ordem.

Péndulo Simples

0
—— —> Velocidade angular
dt

Lcjl—e —> Velocidade

12
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Energia cinética: %m(L ﬁ)z .

dt

Energia potencial: (L — L cos0)mg .
Principio de conservacao de energia: ENERGIA CINETICA + ENERGIA POTENCIAL = CTE

1 ao
—m| L— | +(1—cos0 )Lmg =CTE .
2 ( dt) ( )Lmg

Derivando essa expressao teremos:

2
Lzmd—ed ? + Lmgsend Gl =0,
dt dt dt
2
i’t? +%sen9 =0 (equagio nio linear).

Para oscilagGes de pequena amplitude temos sen® ~0 :

d2
d

g ~
- +Ze =0 (equagZo linear).

Circuito RLC

R

WWY

E(1) L

&

d
1= 7Q (Q =carga e I =corrente, variam com o tempo)
t

1
E Q = diferenga de potencial entre as placas do capacitor
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Aplicando a regra das malhas ao circuito, percorrendo-o0 no sentido horario a partir da bateria:

E(t)—Ld—Q—Rﬂ—lI:O,
dt da C
2
Ld—ZI+R£+lI:E(t).
dt d C

Sistema Massa - Mola.

=~

e
=
<

dx o
F =—yv=—y m —> forca de resisténcia

F

ext

= F, cos(@t) — forca externa
F =—kx — forga restauradora de um sistema harménico simples.

Como esse sistema é mais complexo, devemos somar a forga restauradora de um S.H.S., uma forga externa e a forga

de resisténcia:

F

rest

=—kx—y ﬂ+FO cos(@?) . (i)
dt

Pela 22. Lei de Newton, temos:

F =ma . (ii)

Como (i) = (ii):

i ds

o +v = +hkx=F,cos(@ t).

m
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d*x dx

m—s-+Yy—
Assim, o PVI dr’ Ydt

x(0)=x,, x'(0)=v,

+kx = F, cos(® ?) L
tem solug&o Unica.

OBSERVAGOES IMPORTANTES‘

Como o sistema massa — mola e o circuito RLC sdo governados, matematicamente, pela mesma equacéo diferencial,
podemos fazer simulagdes de oscilagdes mecanicas em circuitos elétricos, com as correspondéncias:

m— L
7Y =R
1

k——
{ C

OBSERVAGOES IMPORTANTES‘

Todas as nogdes estudadas neste capitulo podem ser generalizadas para EDOLH de ordem maior que dois. Por exemplo,
o wronskiano de 7 fungdes y,(x), y,(x),---, v, (x) € definido por

Vi ) Y3 T

Vi Y2 Y3 R

W(x)=det| y, ¥, Vs eV
DK U G S G R Vi

As fungbes y,(x), ¥, (x),---,»,(x) sdo ditas linearmente independentes, se e somente se, a equagéo
Clyl(x)+C2y2(x)+”'+cnyn(x) = 0
implicaque C;, =C, =---=C, =0.

n

As n fungdes seréo ditas linearmente dependentes se néo forem linearmente independentes, isto é, se uma delas for
combinagao linear das demais.

O “Principio de Superposig¢do” fica assim enunciado:
Se y,,-++,y, séo n solugdes de uma EDOLH de 7 -ésima ordem

YO [0 Y o [0V f (1) =0,
entdo qualquer combinagéo linear y = C,y, +---+ C,y, também é solugéo dessa equagao.
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“Teorema de Abel”:
Sejam y,(x), y,(x),-+-,»,(x) n solugdes de uma EDOLH de ordem n

YL et 0 £y () =0.
Entdo o W (x) satisfaz a EDOLH de 12 ordem W'+ f(x)W =0.
ATIVIDADES |
Determinar a solugdo geral de cada uma das seguintes equagdes diferenciais:
1 y"+3y"—y"=3y=0.
2) y"+5y"-8y'-12y=0.
3 v +3y"+y'+3y=0.
4y =0,
5 (D*+1)y=0.
Respostas:

> edo1 := diff(y(x),x,x,x)+3*diff(y(x),x,x)-1*diff(y(x),x)-3*y(x) =0;
d’ d d
edol = (dx3 y(x)] +3 [a’xz y(x)) — (dx y(x)) -3y(x)=0

> dsolve(edo1,y(x));
y(x)=_Cle+_c2¢ ™+ c3e 7Y
> edo2 := diff(y(x),x,x,x)+5*diff(y(x),x,x)-8*diff(y(x),x)-12*y(x) =0;
& 4> d
edo2 - (dx3 y(x)J +5 [a’xz y(:«)) -8 (0 |- 12300 =0
> dsolve(edo2,y(x));

(=6x)

yx)= Cle® 4 274 3™

> edo3 := diff(y(x),x,x,x)+3*diff(y(x),x,x)+1*diff(y(x),x)+3*y(x) =0;

3 2
edo3 = (;; y(x)} +3 LZCZ y(x)J + [cf’jc y(x)j +3y(x)=0
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> dsolve(edo3,y(x)); (=3
y(x)= Cle

> edo4 := diff(y(x),x,x,x,x) =0;

edo4 =

> dsolve(edod,y(x)); Cclx’

x)

+ C2sin(x)+ C3 cos(x)

4

y(x)== 5

> edo5 := diff(y(x),x,x,x,x)+y(x) =0;

d
—vy(x)=0
dx4y( )
2
—ij + C3x+ (4

edos = (;;4 y(x)] +y(x)=0

> dsolve(edoS5,y(x));
_ﬁx J2x _ﬁx
y(x)=-_CI e( ? jsiﬂ(ng__cze[ 2 JSi{ExJ+_C3e( 2 JCOS[EXJ
2 x
+_C4 e[ ? Jcos(gx]
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3.6 Equacoes Lineares nao Homogéneas

Seja 0 operador diferencial linear
L(y)=y"+f(x)y+g(x)y

e a equagao diferencial linear de segunda ordem ndo homogénea
L(y) =q(x).

A equacéo diferencial homogénea associada a equagdo L()) = g(x) sera:
L(y)=0

Sejam y , uma solugéo particular da equagdo ndo homogénea e y, = C,y, + C,y, a solugdo geral da equagéo
homogénea correspondente. Entéo,

Ly)=L(y,+y,)=L(y)+L(y,)=0+q(x)=¢g(x).
Portanto, podemos concluir que
y = yO + yp

sao solugdes da equagao ndo homogénea. Reciprocamente, qualquer solugéo da equagao ndo homogénea € uma solugéo
da equagdo homogénea. De fato:

L(yy)=L(y-y,)=L(»y)—-L(y,)=q(x)—q(x)=0.
Assim, podemos afirmar que existem constantes arbitrarias tais que:
Yo=y=y,=C»+Cy,,

e conseqlentemente, y = y, + y, € afamilia das solu¢bes da equagao nao homogénea. Essas consideragdes sao
escritas formalmente através da demonstragéo do teorema abaixo.

Teorema 3.6.1: Seja y, () uma solugdo da equagdo ndo homogénea "'+ f(x)y'+g(x)y = g(x). Sejam
»,(x) e y,(x) solugdes fundamentais da equagdo homogénea correspondente. Entdo, a solugéo geral da equagéo

nao homogénea "' + f(x)y'+g(x)y = q(x) é y(x) = C,y,(x) + C,y,(x) + y,(x) .
Demonstragao:

Seja y(x) uma solugo qualquer da equagio y"' + f(x)y'+g(x)y = g(x) e y,(x) uma solugéo particular
dessa equagdo. Entéo, ¥ (x) = y(x) -y, (x) € solugéo da equagao homogénea associada

Y'+ f(x)y'+g(x)y =0,
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pois
V' f@Y 4 @Y =0 -3,0) ]+ F @00 -7, ) + 20 -, ()=
= (" + LY +g@)y)- (0 + £y + (), )= g(x) —g(x) = 0.

Assim, se y,(x) e y,(x) solugdes fundamentais da equagdo y"' + f(x)y'+g(x)y =0, existem constantes
C,e C, taisque

Y(x)=y(x)=y,(x) = Ciy(x)+ C,p,(x),
ou seja,
y(x) = Clyl(x)+c2y2(x)+yp(x)'

Observagao 3.6.1: Para determinarmos a solugdo geral de uma equagéo linear de 22 ordem no homogénea, precisamos
de uma solug&o particular dessa equagéo e duas solugdes fundamentais da equagédo homogénea correspondente.

Observagao 3.6.2: A solugdo da equagcdo homogénea associada também pode ser chamada de “fungéo
complementar”.

Teorema 3.6.2: Principio de Superposic¢ao para Equagdes Ndo homogéneas

Seja yg)(x) uma solugdo da equagdo "'+ f(x)y+g(x)y=q,(x) e yéz)(x) uma solugdo da
O

equagdo y"'+ f(x)y'+g(x)y =q,(x) . Entéao, y, (x)=y, (x)+y12,(x) é solugdo da equagdo
Y'+ f()y+g(x)y = ¢q,(x) +¢,(x).

Demonstragao:
Seja y,(x) = ¥ (x)+ v (x) com y(x) solugode y" + f(x)y+g(x)y = ¢,(x) e ¥\ (x)
soluggo de y" + f(x)y'+g(x)y = ¢q,(x), entdo
!
”+f()'+() — (1)+(2) +f() (1)+(2)+() (1)+(2):

Yy xX)y,r8W\X)y, Yo TV I\, TV, X\, T,

=)' + F@O)) + @)y + (WP + F() + g () = q,(x) + g, (x).
3.6.1 Determinacao de Solucoes Particulares de Equacoes nao Homogéneas com Coeficientes
Constantes pelo Método dos Coeficientes a Determinar
O método dos coeficientes a determinar € um método para encontrar uma solugéo particular de um EDO linear néo

homogénea com coeficientes constantes; assim, podemos dizer que uma das limitagbes desse método € a restricdo que
a equacao deve ser uma EDOL com coeficientes constantes. Além disso, o termo ndo homogéneo deve ser uma
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combinag&o de polindmios, exponenciais, senos e/ou cossenos. Porém, apesar dessas restrigdes, sempre que for aplicavel
¢ preferivel aos demais, por ser um método que ndo envolve integragdes, puramente algébrico.

Dada uma equagéo da forma
yi+oy' +By=q(x),
com o, 3 € R, esse método pode ser resumido como segue:
i) Se g(x)=(a,+ax+---+a,x")e” onde a,a, € R, devemos procurar uma solugao particular da forma:
y,(0)=x"(Ky+Kx+--+K x")e",

com 7 o0 menor inteiro n&o negativo, tal que nenhuma parcelade y » (x) seja solugao da equagio homogénea associada
e K, i=0,---,n,sao coeficientes a serem determinados com a substituigéo de y » (x) naequagso dada.

ii)Se g(x)=a,+ax+--+a,x", onde a, € R, devemos procurar uma solugéo particular da forma
y,(0)=x"(Ky+Kx+--+Kx"),

com 7 o menor inteiro n&o negativo, tal que nenhuma parcelade y » (x) sejasolugao da equagdo homogénea associada
e K, i=0,---,n,sao coeficientes a serem determinados com a substituigéo de y » (x) naequagéo dada.

iii) Se q(x)=(a, +ax+---+a,x")e*” cosbx+ (b, +bx+---+b, x")e" senbx ,onde a,,b, € R,
devemos procurar uma solucéo particular da forma

V,(x)=x"[(4) + Ax+--+ Ax")e" cosbx + (B, + Bx+-+-+ Bx* )e" senbx],

com s = max{n,m} e r omenorinteiro ndo negativo, tal que nenhuma parcela de y » (x) sejasolugdo da equagéo
homogénea associada e A4,, B, , i =0,---,n, sdo coeficientes a serem determinados com a substituicao de y » (x)
na equagao dada.

Observagao 3.6.1.1: Podemos dizer que 0 método consiste: primeiramente na determinagao de uma relagao basica com
os termos de g(x) e os que aparecem por derivagdo dos mesmos; depois a determinagdo dos coeficientes da relagao
basica, através da identidade resultante, com a substituicao da relagao basica na equagéo.

Observagéo 3.6.1.2: A relagdo basica deve ser modificada quando um termo de g(x) é também um termo da fungéo
complementar. Por exemplo, se um termo v de g(x) também é um termo da fungo complementar correspondente
a uma raiz de multiplicidade W , devemos acrescentar na relagéo basica x"v e mais os termos que aparecem por
derivagdo deste.

Observagéo 3.6.1.3: Quando um termo de g(x) é x"v e v & um termo da fungio complementar correspondente
a uma raiz de multiplicidade LL , devemos acrescentar na relag&o basica x"™v e mais os termos que aparecem por
derivagdo deste.
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Observagao 3.6.1.4: Esse método também é chamado “método dos coeficientes indeterminados”.
Exemplo 3.6.1.1: Resolver a equagao diferencial y"’ +5y'+6y = 5e** .

A equacdo caracteristica ¢ A* +5A +6 =0, cujas raizes sdo A, = —2 e A, = —3, para a qual, duas solugdes

. . ~ n . ~ -2 -3
linearmente independentes da equagdo homogénea associadaséo y, =e e y, =e .

. ~ . 2 y . . o
Vamos determinar uma solugéo particular da forma Y, = Ke™* jonde K éum coeficiente a ser determinado. Substituindo
Y, esuas derivadas na equacéo diferencial,

((Key') +5(Ke™ )+6Ke™ =5¢™,
temos
4Ke* +10Ke™ + 6Ke™ =5¢* .

1 1
Assim, K = Z € uma solugéo particular da EDO é Yy, = Zez" ; a solugdo geral é

1
y=Ce ™ +Ce™ +Ze2x.

> eq1:=diff(y(x),x,x)+5*diff(y(x),x)+6*y(x)=5*exp(2*x);
(& d o (2x)
eql = [cixz y(x)] +5 (dx y(x)) +6y(x)=5e

> dsolve(eq1,y(x));

3x) (-2 x) 1 @0
e

yx)=e " 2+ Cl+ye

Exemplo 3.6.1.2: Determinar uma solug&o particular para a equagéo diferencial "' — y'=2y = 2e’ —3.

. _ t _ . X
Agora , devemos encontrar: y, tal que L(y,)=2e e y, talque L(y, )=-3; depois fazemos
Y, =y, *t¥, - Pelalinearidade temos:

Ly,)=Ly, +y,)=L(y,)+L(y,)= 2e' -3.
Quando procuramos y,, daforma y, = Ke' . Substituindo na equagéo L(y pl) =2¢', temos
K—K—2K:2:>k:—1:>ypl =—¢'.

NaEDO L(y) = -3, q(t)édaforma q(z) = Ke” , a = 0 . Assim, devemos procuramos uma solug&o particular
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3 3
daforma y, = K . Substituindo na equagéo L(y, ) =—3,temos —2K = -3, ouseja, k = 5 ey, = 5

Finalmente, uma solucéo particular da EDO ¢

> eq2:=diff(y(t),t,t)-diff(y(t) t)-2"y(t)=2"exp(t)-3;
(& d o
eq2 = [dtz y(t)} - (dt y(t)) -2y(t)=2e-3

> dsolve(eq2,y(t));

0) a3
_Cl e+2

21)

y(r)=e?" c24e"

Exemplo 3.6.1.3: Achar a solugo da equagio diferencial »"" —10y'+25y =3¢’ .

Aequagao caracteristica é A* —10A +25 =0, que tem raizdupla A, = A, = 5. Devemos determinar uma solugao
particular tal que y, (x) = Kx*e™ . Temos:

y',(x)= 2Kxe™ +5Kx’e” = y(x)= (2K +20Kx +25Kx" )esx .
3
Substituindo na equagéo dada, encontramos K = E; portanto, obtemos:
3 2 5x 5x 5x
y=5x e’ +Ce" +Cxe™.

> eq3:=diff(y(x),x,x)-10*diff(y(x),x)+25*y(x)=3*exp(5*x);

d* d x
eq3 = {dxz y(x)] ~10 (dx y(x)] +25y(x)=3e""

> dsolve(eq3,y(x));

D vy ci +;x

5 5
¥ = e

Exemplo 3.6.1.4: Resolver a equagéo diferencial "' —4y'+3y =te’ +4.

Aequago caracteristica &> —4A +3 = 0 temraizes A, =3 e A, = 1. Duas solugdes linearmente independentes

~ A . ~ 3 . . ~ .
da equag&o homogénea associada sdo ), = e ‘e Y, = e' . Inicialmente, vamos determinar uma solucdo particular
3
Y, para y'—4y'+3y=te":

v, =(Ki+K, ye' = (Kt + K, t)e’ .
Derivando y,, obtemos:

¥, =GKt* + (2K, +3K,)t + K, )e”
122
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Y =(9K,t* + (12K, +9K,)t + (2K, + 6K,))e™ .
41 1 1 2 1 2

L ) . 1 1
Substituindo na equagéo determinamos K, = 1 e K, = 1 Portanto:

_ (t2 _t)e3t

yPl - 4
Agora, devemos achar uma solugao particular y p, Paraa equagao
y'—4y'+3y =4.

4
Tomando y, = K ,com K constante, encontramos Vo, =g.

Desta forma, uma solug&o particular para a equagédo dada, inicialmente, é:

2 3
(@t -ne” 4

yP:yP1+yP2= 4 3

Finalmente, a solugdo geral sera:
2 3t
1" —t)e
o0 4 et
4 3

> eqd:=diff(y(t) t,t)-4*diff(y(t),)+3*y (t)=t'exp(3*)+4;

d d ‘
eqd == [dtzy(z)J 4 (dty(t)j W3y =te’ 14

> dsolve(eqd,y(t));
4 1
y(t):e’_C2+e(3t)_C1+§+ﬁ(—6t+3+6t2)e(3t)
> simplify(%);
o (30 4 1 6o 1 6o 1, 6o
y(t)=e C2+e _C1+3 4te +8e 4t e

Exemplo 3.6.1.5: Encontrar uma solugo particular para a equagao diferencial y'' —3y'+2y = e

A equagdo caracteristica 6 A° — 3\ +2 =0, cujas raizes sdo A, =2 e A, = 1. Afungdo complementar é dada
por y =C,e” +C,e'.

Pela observagao 3.6.1.2, teremos y, =y, +», com Y =K1te2t +K2e2’ ey, = K3ef,

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA




> eqb:=diff(y(t),t,t)-3*diff(y(t),t)+2*y(t)=exp(2*t);
eq5 = L‘;; y(t)j _3 (jt y(t)j v2y(y=e"
> dsolve(eq5,y(t));
y(t)y=(e'(-1+ CI+t)+ C2)e
Exemplo 3.6.1.6: Resolver a equagao diferencial "+ 2y'+2y = 3e "senx.
Temos ¢(x) = e *senx . Também sabemos que g(x) € a parte imaginaria de uma exponencial complexa:
e = @™ = e cos x +ie “senx.
Assim, é conveniente considerarmos uma nova equagao:
2"+ 2242z =317,
a fim de tornarmos os calculos mais praticos.
A equacédo caracteristica tanto da equagéo dada, quanto dessa nova equagao, € a mesma ;
A +20+2=0,
comraizes A = —1=%i.
Araiz 7»1 = —1+1i éumraiz simples da equag&o caracteristica, portanto, podemos procurar uma solugéo particular da
forma
z,= KxeM™ .
Calculando as derivadas de z »€ substituindo na nova equagéo, obtemos:
e (22 + 27 )+ 2 (14 Ayx)+ 2x )= 3¢
KO +28 +2)x+22,+2)=3.

Como A, € raiz da equaco caracteristica, o coeficiente de x acima € nulo, resultando:

K@\ +2)=3.
Substituindo A, =—1+1,
k=2--2
2i 2
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Logo,

3 R .
z, =——xe """ = ——xe™* (cos x +isenx ).

P 2

Considerando o operador linear L = D* + 2D + 2, associado a EDO, temos:

3xe 'senx . 3xe “cosx _ L
L( 5 —1 5 =3xe " cos x+ 3ixe “senx,

pois, pela propriedade de linearidade:
3xe“senx | . [ 3xe *cosx Ty .y
L T —iL # =3xe " cos x + 3ixe “senx.

Como a igualdade acima é uma igualdade entre nimeros complexos, obtemos:

L (@j =3xe " cosx,

L (——3)66 2COS x] =3xe “senx.

Dessa segunda igualdade,

_ 3xe"cosx
I
; ) 3xe “cosx  _,
e, portanto, a solugdo geral é y = R — +e " (C, cosx+C,senx).

Exemplo 3.6.1.7: Determinar a solugéo geral de "' — y'= 2.

Nesse caso, ¢(t) = t*e" , mas zero é raiz simples da equago caracteristica A° — A = 0 . Entfio, Y, serada

forma

y,0)=(K > +K,t+ Kt =K’ + K,t* + Kt ,

substituindo suas derivadas na equagéo e agrupando os termos obtemos:
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6K t+2K, — (3Kt +2K,t+K,) =t

e
~3K, =1
6K, —2K, =0.
2K, - K, =0

1
A solugdo desse sistema algébrico é K, = —5, K,=-1K,=-2.

Uma solug&o particular da EDO ¢

1 3 2
Yo —Et -t =2,
e a solucéo geral:

y=—3lt3—t2 —2t+Ce' +C,.

> eqT:=diff(y(t)t.1)-diff(y (), =tA2;
o d d 2
eq7 (dtz y(r)] (0=

l‘3
y(t)z—tz—?+ e Cl-2t+ C2

> dsolve(eq7,y(t));

y'+3y+2y =35
Exemplo 3.6.1.8: Resolver o problema de valor inicial § y(0) = —1

y'(0)=3
> eq8:=diff(y(t)t,t)+3*diff(y ()t} +2*y(t)=5;

8= iz t 3 1 t 2y(t)=5
eqs = v |43 ( o 2500 =
> ci:=y(0)=-1,D(y)(0)=-3;

ci=y(0)=-1,D(y)(0)="-3
> dsolve({eqg8,ci});

13 20

5 (1)
y(t)—2+ 5 e 10 e
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ATIVIDADES
Lista 3.6.1 ’

Determinar uma solugéo particular para as seguintes equagdes, usando do método dos coeficientes a determinar:

1. y"—4y'+5y = te* cost.

_ t7esent

Resp: y, = 1

2. y"+2y+5y =5e ' cos2t — 2e 'sen2t .

Ste”'sen2t N te”' cos2t
4 2

Resp: y, =

3. y"+4y'=tcos2t.

t’sen2t + ¢ cos 2t
4

Resp: y, =

4. 9" +9y =x"e" +6.

. 2 1 1 ? (3x)
Resp: y(x)=sin(3x) C2+cos(3x) CIl+ 3 + =¥ 3 e
5 9"+ y"=3sen(2x) + xcos(2x).

Resp:

17 1 1 (=)
y(x)— sm(2x)— 100 cos(2x)+10 sm(2x)x—5xcos(2x)—e Cl+ _C2
Resolver os problemas de valor inicial a seguir:
1. y"+4y=t>+3e', y(0)=0, y'(0)=2.
13 19 £ 13
Resp: Y(1) =1, sm(2 t)— cos(2 D+ §+§et

2. y"+2y+5y =4e"'cos2t, y(0)=1, y'(0)=0.

I - 1 1
Resp: y(t)=§e( & sin( 2 t)+§e( " cos(2 t)+fe (cos(2 t)+2sin(21¢)¢t)
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3.6.2 Determinacao de Solucoes Particulares de Equacoes nao Homogéneas pelo Método de

Variacao dos Parametros

Este método pode ser aplicado a qualquer equagao linear de segunda ordem
V' f(0)y+g(x)y = q(x)

para a qual se conhega a solugéo geral da equagdo homogénea correspondente:
y(x)=Cy (%) + C,p, (%),

com W[y,,»,](x)# 0, para x nointervalo de validade de y,(x) e y,(x).

O método consiste em determinar uma solugao particular da equagéo ndo homogénea que tenha a forma da solugéo geral
da equagdo homogénea associada; para tal, substituimos os parametros (constantes C, e C, ) por fungdes a serem
determinadas C, (x) e C, (x) .Assim, vamos procurar uma solug&o particular da forma

y(x)=C (), (x)+ C,(x)y,(x)

com a condicao

Y'(x) = Ci(x)yi(x) + Cy(x)yy (%)

ou equivalentemente

Cip () + C3(x)y,(x) =0

Entéo,
Y"(x) = Cl(@)](0) + G, (0)y](x) + C3 (2) s () + C, (25 ().
Substituindo y(x) , ¥'(x) ¢ »"(x) naequagdo, temos:
C(x)¥{ () + C, (D)1 () + C3 (05 (x) + Co ()30 + £ (), ()] (x) + C, (x) 5 () +
+2(0(C ()2, () +C, (1), (0)=g(x).
que podemos escrever
C ()Y () + Cy ()3 (1) +C ()00 + £(0)y] () + g (0)y] () +

+ G0 @) + [y () + ()2 (0)=4(x).

portanto, C, (x) e C,(x) também satisfazem a equagéo
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Ci(x)y;(x)+ C3(x) 3 (x) = q(x)
Assim, obtemos o sistema de equagdes lineares para C|(x) e C,(x):

{yl (X)C)(x)+ ,(x)C3(x) =0
V()] (x) + y3(x)C] (x) = g(x)°

Esse sistema pode ser escrito, matricialmente, na forma

{yl(x) y2<x)}{cl'<x)}:[ 0 }
O] [0 PN

com solugéo:

[C{(x)}z 1 [yé(X) _yz(x):H: 0 }z 1 |:_y2(x)Q(x)}
G| WiyuynI®[-n®  »n@® @] Wiy,»lx)[ »n(xq) |

€@, C,)

Desta forma, obtemos duas equagdes diferenciais de 12 ordem, com solugdes , respectivamente, que

substituidas em

y(x) = C (), (x) + C, () y, (%)

nos permitem escrever uma solugéo particular:

Y, (x)=C (x)y,(x)+C,(x)y,(x) _

X

Exemplo 3.6.2.1: Resolver a EDO (D> —2D +1)y = °.
X

A equagio caracteristica ¢ A* —2A +1 =0, cujas raizes sdo A, = A, = 1. Entdo, a fungio complementar pode
ser escrita como:

_ X X
y=Ce +C,xe".
Assim, vamos procurar uma solugéo particular da forma:
Y, =C(x)e" +C,(x)xe" .

Nesse caso é obtido o sistema de equagdes:

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA




C/(x).e" +Cy(x).xe" =0

X

C/(x).e" +Cy(x)(e" +xe) = €
X

com solucéo:
’ ! l
Cl=-1 e C,=—.
X
Integrando as igualdades acima, obtemos:
C =jC1’dx = —Idx =—x e C,= .[C;dx = j% =In|x],
deonde y, =—xe" +xe" In |x| . Asolugao da equagéo pode ser escrita como

y(x)=Cie" +Cyxe* —xe* +xe* In|x|=e"(C, + C,x —x + xIn|x|) .

Exemplo 3.6.2.2: Resolver "' —4y'+3y = (1 +e” )l :

> edo:=diff(y(x),x,x)-4*diff(y(x),x)+3*y(x)=(1+exp(-x))*(-1);

d2 d 1
edo = [dxz y(x)} -4 (a’x Y(X)j +3y(x)= m
> dsolve(edo,y(x));

x) Gon 1 . 1 @eon 1 (3x)

3 X 1 X - X
y(x)=e =~ C2+e _C1—21n(e +1)e 1€ tHe +21n(e)e

)

1 —x
+§ex In((e* + l)e(

ATIVIDADES '

Lista 3.6.2
Determinar uma solug&o particular para as seguintes equacoes, através do método de variagao dos parédmetros:
1. y"+ y=secx.

Resp: y, = (cos x)(ln|cos x|) + xsenx

2. (D’ + D)y =csct.
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Resp: y, = (cost)(In |sen t|) —tsent —In|csct+cott
3. y"=2y" =e"senx.

1.
Resp: y, = —Ee senx

3t

4. (D*—6D+9)y="—.
t

Resp: , =—¢"In |t|

5.4)"—4y' +y=16e".

Resp: y, = 2x’e

D=

OBSERVAGOES IMPORTANTES |

+ Os métodos estudados acima podem ser generalizados para EDO ndo homogéneas com ordem maior do que dois.

* A EDO (D2 +2D+35)y =17sen (\/Et ) , que representa oscilagbes forgadas num sistema massa-mola,
tem solugdo y= ~24/2 cos (\/Et)-k 3sen (\/Et))wt (Cle_t cos 2t + Cze_’senZt) ; essa solugéo

é a resposta do sistema a forga externa 17sen (\/Et) ; as constantes C, e C, dependem das condigbes

iniciais; o termo (Cle_’f cos2t + Cze"tsenZt) € chamado de parte transiente da solugdo; devido a presenga

da exponencial, a parte transiente tende a zero quando ¢ — 400 ; assim, ap6s certo tempo, podemos afirmar

que y~ —2\/5 cos (\/Et)+ 3sen (\/Et) ; por esta razdo esse termo € chamado de parte estacionaria da

resposta.
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Apéndice |




Integrais Improprias

Em diversas situacdes, é preciso calcular integrais multiplas de fungdes néo limitadas ou definidas sobre regides de area
ou volume infinitos.

Devemos observar que esta situagéo, no calculo de fungdes de uma variavel, era resolvida mediante a existéncia ou ndo
dos seguintes limites:

+ No caso de fungdes definidas sobre dominios de comprimento infinito:
+o0 b b b +0 a
j F(x)dx = lim j F(x)dx, j f(x)dx = lim j F(x)dx e j f(x)dx = lim j £ (x)dx
b—+x b a—>—o ’ b a—>+0o e
* No caso de fungdes ndo limitadas sobre o intervalo (a,b) mas integraveis nos intervalos (a +¢€,b), Ve >0:

b b
j f(x)dx = lim j F(x)dx
e >0+
a a+e
Estas idéias podem ser estendidas facilmente para o caso de integragdo multipla:
b
Exemplo 1: Calcular a integral ﬂ S(x,y)dA sendo f(x,y)=— e R=[0,1]x[],+00).
R Y

Resolugao:

Temos que

1 2 1
= | —dy=1lim | —dy=lim| —
j 2y3 Y 1H+oo.1[2y3 Y b»m( 4)’21
Exemplo 2: Calcular a integral ﬂ f(x,y)dA sendo R oplano xy.
R

Resolugao:

Aqui, utilizaremos uma conversao para coordenadas polares:

b—+0 b—+0
0 0

b
_p?
“om lim | L-¢ | =
b—>+o| D 2 .

BN
jR j e CTIAA = ! [zj e’zrde}dr =21 lim b e rdr =2m lim [— e-2’ jo
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ATIVIDADES '
1. Calcular a integral ﬁ f(x,y)dA sendo f(x,y)= 13 e R=[1,+0)x[1,2).
o X

1

2\5/2

2. Caleular a integral H 3
(x"+y7)

R

dA sendo R oplano xy.
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Integrais de Superficie

Suponhamos uma ldmina curva que pode ser representada mediante uma superficie no espaco tridimensional G .
Suponhamos que para cada ponto (X, y,z) de tal superficie, a fungdo f'(x, ¥, z) represente a densidade por area.
Se desejarmos calcular a massa da lamina, podemos proceder como segue:

1. Dividimos a superficie em pequenas por¢ées G ,,0 ,,-++,0 , de dreas AS|,AS,,---,AS, respectivamente,
como mostra a figura:

2. Seja (x,t 5 yZ 5 ZZ ) umponto da k -ésima porgéo e AM « amassa dessa porgao.
3. Se as dimensdes de O, forem muito pequenas, entéo a massa da lamina pode ser calculada mediante:
M=) AM, = f(x;,,2;)AS,
k=1 k=1
4. Para certas condigdes teremos:
M = nlirgto('xkﬂyk’Zk)ASk
k=1

Definigao 1:
Se G ¢ uma superficie paramétrica lisa, entdo a integral de superficiede f(x,y,z) emG &

[[£Cey.2)ds = lim Y £(x;, 37,28,
c k=1
desde que tal limite exista.
OBSERVACOES IMPORTANTES‘
Podemos mostrar que se f(x, y,z) é continuaem G , entdo tal limite existe.

Teorema 1:
Seja G ¢é uma superficie paramétrica lisa, cuja equagéo vetorial &

y= x(u,v);' + y(u, v)}' + Z(u,v)%,
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onde (u#,v) € R.Se f(x,y,z) écontinuaem G , entdo
or _or
R— X _—

jc [ /@, p,2)ds = j [ £ Cxtat ),y ), 20, v)) | —

}JA_

O teorema anterior, cuja demonstragéo sera omitida, pode ser utilizado para calcular as integrais de superficie de maneira
pratica.

Exemplo 1: Calcular a integral ”de sendo G aesfera x° +y2 +z2 =1.
(o}
Resolugéo: Podemos verificar que G tem equagao vetorial

;(u,v) = sen(u)cos(v);' + sen(u)sen(v);' + cos(u)l; ,05u<m,0<v<2n e
or or
— X —_

Foarw = sen(u)

Utilizando o teorema anterior, temos que:

ﬁ f(x,y,2)dS = ” sen(u)cos(v)sen(u)dA = T Usen2 (u) cos(v)du} dv

0 0

2m
= J‘Ecos(v)dv =0
0 2

Teorema 2: Seja G € uma superficie paramétrica lisa com equagéo z = g(x, y) e R sua projedo sobre o plano

Xy .Se g tiver derivadas parciais de primeira ordem continuasem R e f'(x, y,z) for continuaem G , entdo

[[ £y, 2)ds =[] £x,3,8(x, y))\/(g_i) {f—;] +1 dd

c R

Similarmente, se a superficie for y = g(x, z) , temos que

x) \oz

JJ rs.p.20ds = [] f g2, z)\/(ayj +(2—yj 41 dd

9

e se a superficie for x = g(y,z), entdo

([ £ery.2ds = [[ £(er2).p, )\/(2—;} +(Z—’Cj 1 dd.

Exemplo 2: Calcular a integral H xyd A sendo G aparte do plano x + y + z =1 que fica no primeiro octante.
(¢}
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Resolugéo: A equagdo do plano é z =1—x— . Logo,

1

{jxydsszj Xy (%j2+(2—;j2+1 dA = jRj X3 dd= ! E:xydy}dx

1

:Ide=i
24

0

Teorema 3: (Teorema da Divergéncia)
Seja G' um solido cuja superficie G & orientada para fora. Se
F= f(x,y,z);' + g(x,y,z)}' +h(x,y, Z)ié ,

onde f, g e h tém derivadas parciais de primeira ordem continuas em algum conjunto aberto contendo G , e se n
for o vetor normal unitério para fora de G , entéo

Hﬁ-ﬁdS:deiv(F)dV.

c G
Este teorema € Util para calcularmos o fluxo passando através de uma superficie fechada.
Exemplo 3: Calcular o fluxo de saida do campo vetorial F'(x, y,z) = zk através da esfera x4 y2 +z2=1.
Resolugéo: Seja G a superficie orientada paraforae G o solido esférico envolvido por ela. Observemos que a divergéncia

—— N 04 : o ,
do campo vetorial esta dado por div(F) = 6_ =1, e assim, pelo teorema da divergéncia temos que o fluxo é
z

fhuco= [ - - jgdvz%’“,

pois a integral tripla ¢ igual ao volume da esfera.

ATIVIDADES '
2 e 2 2
1. Calcular ﬂz d A sendo G a esfera unitaria. Calcule Hx dA e _”y d A . Comparar estes valores e tentar
9 9 9
encontrar uma explicagéo para este fato.
2. Calcular ﬁ (xy—z)d A sendo G aparte doplano x + 2y +3z = 6 no primeiro octante.
9

3. Veerificar o teorema da divergéncia, calculando a integral de superficie e a integral tripla sendo

F =xyi+yzj+xzk e 6 éocubodelado 1 localizado no primeiro octante e com um dos vértices coincidindo
com a origem do sistema de coordenadas.
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Resolucao de Sistemas de Equacoes Diferenciais Lineares

O processo basico para resolugéo de um sistema de equagdes diferenciais ordinarias de ordem 7, consiste na determinagao,
através da derivacao das equagdes dadas, de outro conjunto onde todas as variaveis, exceto uma, possam ser eliminadas.
Com a resolugao da equagéo resultante obtemos o valor da variavel ndo eliminada. As demais varidveis sao obtidas de
modo anélogo.

Por exemplo, para o sistema

dx
—+2x+3y=0
dt Y

3x+ﬂ+2y=2ez’
dt

podemos apresentar as alternativas de resolugéo a seguir.
Resolugio 1:

Podemos observar que a solugéo geral {x =x(t),y = y(t)} também ira satisfazer & equago

d’x _dx _d
—+2—+3 ) :
dt dt dt
obtida com a derivagédo da primeira equagao do sistema em relagdo a variavel livre £. Temos ainda, que multiplicando a
primeira equagao do sistema por 2, a segunda por -3 e adicionando esses resultados a equagao obtida, inicialmente, por
derivagéo, obtemos:
d’x  dx
—+4—-5x=—6¢",
dt dt

que também sera satisfeita por {x =x(1),y = y(t)}. A solugéo dessa equagao linear de segunda ordem,

5 6
independente de y e suas derivadas, é x(¢) = C,e' + C,e = 7€2t . Essa solugéo pode ser obtida através do
Maple:

> eqe=diff(x(t).t,t) +4*diff(x(t),t)-5*x(t)=-6*exp(2*1);

d’ d t
eq = [dtZX(z)JM(th(t)]—5X(t)=—6 e

> dsolve(eq,x(t));
W' €24 e(—s 0 CI- S e(zz)
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Para determinarmos ) = y(¢) podemos proceder de forma analoga: derivamos a segunda equag&o do sistema e somamos
com a primeira equagéo multiplicada por -3 e a segunda por 2. Entdo, y = y(¢) sera solugdo da equagéo:

2
d—y+4d—y—5y=8e2’.
dt dt

> eq:=diff(y(t),tt)+4*diff(y(t)1)-5y (t)=8*exp(2*);

- d2 d B (21¢)
eq = (dtz y(t)j +4 [th(t)j -3 y(t) =8e
> dsolve(eq,y(t));

-51) 8 (21

y(t)=e C2+e " cI e

5 6 5 8
Assim, x(t) = C.e' +C,e™ ——=e*, y(t)=C,e' +C,e>" +—e” &asolugao geral do sistema.
1 2 7 Y 1 2 7
Resolugao 2:

d
Quando adotamos a notagéo D = ? , podemos observar a semelhanga com a resolucéo de sistemas algébricos. Assim,
t

o sistema considerado por ser escrito na forma:

(D+2)x+3y=0

3x+(D+2)y=2e"

Procedendo como no caso de sistemas a duas varidveis x e y, determinamos ao somarmos os resultados das
multiplicagdes da primeira equagéo por (D + 2) e da segunda por -3, respectivamente, a seguinte equagéo:

(D+2)*x—9x =—6e”,

s 6
cujasoluggo & x(t)=C,e' +C,e™ —762t.

Substituindo esse resultado numa das equagdes do sistema e resolvendo a equag&o agora obtida, temos:
_ t -5t 8 2t
y(t)=Ce +C,e +7e :

OBSERVAGOES IMPORTANTES‘

Ao multiplicarmos a primeira equago por (D + 2), estamos somando a derivada da primeira equagao do sistema ao
resultado da multiplicagéo dessa equag&o por 2; equivalentemente ao que foi feito na resolugéo anterior, esse resultado
ainda foi adicionado a segunda equagéo do sistema multiplicada por -3.
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Resolugao 3:
(D+2)x+3y=0

Também podemos fazer uso de determinantes para a resolugéo do sistema :
3x+(D+2)y=2e"

(D+2) 3 0 3
X =

3 (D+2) 2" (D+2)
e

(D+2) 3 | [+ 0

3 o+ | 3 2

OBSERVACOES IMPORTANTES |

Todas essas alternativas determinam a mesma solucéo geral.

ATIVIDADES |

Resolver os seguintes sistemas:

(D+3)x+y=0

2(D-2)x+(D-1y=¢'
Resp:
> sys1:={diff(x(t),t)+3*x(t)+y(t)=0,2*diff(x(t),t)-4*x(t)+diff(y(t),t)-y(t)=exp(t)};

1= i 3 =0,2 ﬁ 4 ﬂ =e'
st = (g0 |+ 3300+ 30 =0.2 x| = x(+ Gy )=yt = e’

> dsolve(sys1);

{y(t)=sin(t) C2+cos(t) CI+2ée

x(t) = —130 sin(t) _C2 - 130 cos(t) CI - ; e’ + 110 cos(t) C2— 110 sin(t) CI}
2Dx+(2D+1)y =t
Dx+(D-1)y=2t+1

Resp:

> sys2:=(2*diff(x(t),t)+2*diff(y (t).t)+y (t)=t, diff(x(t) ) +diff(y (t)t)-y ()=2t+1);
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d d d d
sys2 =42 (dt X(t)j +2 (dty(t)j +y(t)=t, (dt x(t)j + (dty(t)j -y(t)=2t+1}
> dsolve(sys2);

1, 4 _ 2
{x(t)—2t+3t+_Cl,y(t)— t 3}

x+(D-1)y=e"
Dx—(D+1)y=—¢
Resp:
> sys3:={x(t)+diff(y(t),t)-y(t)}=exp(2*t), diff(x(t),t)-diff(y(t),t)}-y(t)}=-exp(t)};

d d
(0] (o)==

sd = (x(0)+ g0 |- () =

> dsolve(sys3);

(x(1)=sin(¢) C2+cos(t) CI + :; e,

(21)

1 1 . 2 1 . 1 1,
y(t)—zcos(t) _C2—2 sin(t) ClI +5 e +2 sin(?) _C2+2 cos(t) ClI +2e }
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Aspectos Historicos
Calculo Integral

As principais idéias que norteiam o célculo se desenvolveram, sem ddvida, ao longo de um vasto periodo de tempo. Os
primeiros passos foram dados pelos matematicos gregos, cuja principal contribuigdo € o método axiomatico-dedutivo
como método cientifico. O primeiro problema envolvendo calculo integral é o problema de quadratura, isto €, o problema
de encontrar um quadrado com a mesma area que qualquer figura cuja area quisesse determinar. Este problema foi
resolvido para alguns casos especificos pelos gregos. Cabe mencionar que o problema da quadratura do circulo, cuja
impossibilidade depende do fato que o nimero Tt é transcendente, teve inimeras tentativas de resolugéo por parte de
dezenas de geragdes de matematicos, desde a época dos gregos até o aparecimento de ferramentas algébricas na época
de Evariste Galois (1811 - 1832).

O Renascimento, no século XVI, possibilitou o ressurgimento da metodologia axiomatico-dedutiva inventada pelos gregos.
Luca Valerio (1552-1618) publicou De quadratura parabolae em Roma (1606) que continuava os métodos gregos para
abordar este tipo de problemas de calcular areas. Johannes Kepler (1571 - 1630), no seu trabalho sobre movimentos
planetarios, tinha que encontrar a area de setores de uma elipse e seu método consistia em pensar nas areas como somas
de linhas, uma forma rudimentar de integrago.

Posteriormente, Pierre de Fermat (1601 — 1665), Gilles Personne de Roberval (1602 — 1675) e Bonaventura Francesco
Cavalieri (1598 — 1647) foram os proximos a fazer contribuigdes principais. Cavalieri chegou ao ‘método dos indivisiveis’
partindo das tentativas de integracéo de Kepler. Ele ndo foi rigoroso na sua abordagem e néo ficou claro como criou esse
método. Pelo que parece, Cavalieri imaginou uma area como sendo formada por componentes que eram linhas e somou

seu nimero infinito de ‘indivisiveis’. Mediante este método, mostrou que a area abaixo do gréfico de x” e acima o eixo x
n+l

entre0e a era verificando o resultado para alguns valores de 7 e inferindo o resultado geral. Roberval considerou

n+l1
problemas do mesmo tipo, mas foi muito mais rigoroso que Cavalieri. Roberval pensou na area entre uma curva e uma reta
como sendo formada por um numero infinito de retangulos infinitamente finos. Aplicou isto para determinar a area abaixo do
0" +1"+---+(m-1)"

n+l

m

grafico de x" e acima o eixo x entre 0 e 1, mostrando que tinha um valor aproximado de

e afirmou que quando m tende a infinito.

Fermat também foi mais rigoroso na sua abordagem mas no forneceu demonstragdes. Generalizou o problema descrito

n
anteriormente para os casos da parabola e a hipérbole. Fermat calculou a soma Z i? . Fermat também pesquisou sobre
i=l

maximos y minimos considerando onde a tangente a curva ¢ paralela ao eixo x . Este ultimo resultado foi comunicado
a René Descartes (1596 - 1650). Devido a este fato, Joseph Louis Lagrange (1736 -1813) afirmou que ele considerava
Fermat como o inventor do célculo.

Descartes inventou um importante método para determinar normais em La Géometrie, em 1637 Johann van Waveren
Hudde (1628 - 1704) inventou um método mais simples, denominado a ‘Regra de Hudde’. O método de Descartes € a
Regra de Hudde tiveram uma influéncia importante sobre Isaac Newton (1643 — 1727).

Newton escreveu um tratado sobre “fluxdes’ em outubro de 1666. Esta obra nao foi publicada nesse momento mas foi
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lida por muitos matematicos e teve grande influéncia no rumo que tomaria o célculo. Newton imaginou que uma particula
que percorre una curva com duas retas moveis que eram as coordenadas. A velocidade horizontal x' e a velocidade

vertical ' eram os fluxdes’ de x e y associados com o fluxo do tempo. Os ‘fluentes’ eram os mesmos x e . Com
'

esta notacéo de ‘fluxao’, Z' eraatangentea f(x,y)=0.Neste mesmo tratado, Newton discute o problema inverso:
X

dada a relagéo entre x e l' , encontrar ) . Este problema foi resolvido por antiderivagéo. Este método lhe permitiu o
X

célculo de areas e também foi enunciado de maneira clara o Teorema Fundamental do Calculo.

Newton teve problemas para publicar sua obra matematica. A obra de Newton sobre Analysis with infinite series foi escrita
em 1669 e circulou como manuscrito. Nao foi publicada até 1711. De modo similar, a obra Method of fluxions and infinite
series foi escrito em 1671 e publicado em inglés em 1736. O original em latim foi publicado muito depois. Nestas duas
obras, Newton calculou a expansé&o em séries de sen(x) e cos(x) e a expanséo do que &, na verdade, a fungéo exponencial,
mas esta fungéo nao ficaria estabelecida como tal até que Leonhard Euler (1707 — 1783) apresentou a notago atual e .
Também, a obra Tractatus de Quadrarura Curvarum escrita em 1693, so foi publicada em 1704.

Gottfried von Leibniz (1646 - 1716) aprendeu muito numa viagem pela Europa em que conheceu Christiaan Huygens
(1629 - 1695), em Paris, em 1672. Também conheceu Robert Hooke (1635 - 1703) e Robert Boyle (1627 — 1691), em
Londres, em 1673 onde comprou varios livros de matematica, incluindo as obras de Isaac Barrow (1630 - 1677). Leibniz
manteria correspondéncia por um longo periodo com Barrow. Na sua volta a Paris, Leibniz fez um trabalho muito bom
sobre calculo, pensando nos fundamentos de maneira bem diferente a Newton.

Newton considerava que as variaveis mudam ao longo do tempo. Leibniz imaginava que as variaveis x e ) variavam
sobre seqUéncias de valores infinitamente proximos. Denotou por dx e dy as diferengas entre valores consecutivos de

essas seqliéncias. Leibniz sabia que Z—y dava a tangente mas n&o a usou como propriedade de definigao.
X
Para Newton, a integragéo consistia em encontrar fluxos para um “fluxons”, de maneira que tem-se que a integracéo e a
diferenciacéo sao inversas. Leibniz usava a integral como uma suma, de forma muito similar & de Cavalieri e também as
‘infinitesimais’ dx e dy , enquanto Newton usava x' e ' que eram velocidades finitas. E claro que nem Leibniz nem
Newton pensavam em termos de fungdes, mas em termos de graficos. Para Newton, o calculo era geométrico enquanto
Leibniz estava mais orientado a anélise.

Leibniz sabia que encontrar uma boa notagao era muito importante e pensou nela por muito tempo. Newton, por outro lado,

escreveu mais para ele mesmo e como conseqtiéncia, tendia a usar qualquer notagéo que se lhe ocorria no momento. A

notagéo d e _[ de Leibniz destacavam o aspecto de operadores que provaria se importante mais adiante. Em, Leibniz
2

usava j ydy = 2 como se faz hoje. Seus resultados sobre calculo integral foram publicados em 1864 y 1686 sob 0 nome

Calculus Summatorius; o termo ‘calculo integral’ foi sugerido por Jacob Jacques Bernoulli (1654 - 1705) em 1690.

Apds Newton e Leibniz, o desenvolvimento do calculo foi continuado por Jacob Bernoulli y Johann Bernoulli. Porém,
quando Berkeley publicou seu Analyst em 1734 atacando a falta de rigor no calculo e disputando a légica usada como
base, passaram-se a fazer grandes esforgos para fechar o raciocinio. Colin Maclaurin (1698 - 1746) intentou colocar o
calculo sobre uma base geométrica rigorosa mas os fundamentos realmente satisfatérios teriam que esperar pelo trabalho
de Agustin Louis Cauchy (1789 - 1857).
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Equacoes Diferenciais

As equagdes diferenciais sdo um ramo principal das matematicas pura e aplicada desde sua apresentagdo na metade
do século XVII Aqui, consideram-se as partes mais importantes de sua histéria, desde seu inicio com Newton e Leibniz
até agora.

As equagcoes diferenciais comegaram com Leibniz, os irm&os Bernoulli brothers e outros desde a década de 1680, néo
muito depois das equagdes fluxonais de Newton. Foram feitas muitas aplicagdes a problemas geométricos e mecanicos.

O problema de determinar uma curva dada uma propriedade das tangentes a dita curva foi proposto na segunda metade
do século XVII. Descartes descreveu como podem ser construidas curvas algébricas satisfazendo tais propriedades.
Mas logo os problemas perderam seu contexto cartesiano e comegaram a aparecer métodos para construgédo de curvas
transcendentes.

Em 1707, Gabriele Manfredi publicou um livro sobre equagdes diferenciais de primeiro grau seguindo as diretrizes dos
irm&os Bernoulli e Leibniz. Aqui, se ddo os inicios aos estudos das equagdes de varidveis separaveis e homogéneas.

Em 1752, Vincenzo Riccati publicou um tratado em latim sob o titulo De usu motus tractorii in constructione aequationum
differentialium, sobre movimento de tragdo na geometria. Aimportancia desta publicagéo explica-se porque resumia idéias
importantes sobre esta geometria vindas de Euler e Clairaut.

D’Alembert publicou duas obras importantes: Traité da dynamique (1743) e Rechercher sur Le Calcul Intégral (1745 1752).
A primeira destas obras versa sobre a resolugéo do problema de um péndulo mltiplo, e, a segunda, sobre a resolugéo de
sistemas diferenciais lineares, utilizando a redugdo de equagdes a sistemas diferenciais de primeira ordem. Estas obras
tiveram boa acolhida entre os contemporaneos tais como Lacroix e Euler. Porém, deve-se a Cauchy a sistematizagéo e
organizagéo do conhecimento de calculo e equagdes diferenciais no periodo de 1817 a 1824.

A matematica do século XVIII caracterizou-se por considerar as fungdes sob dois aspectos importantes: s&o objetos que
podem ser tabelados e calculados, e, surgem da extensdo de propriedades algébricas e da transi¢&o do finito para o
infinito. Esta concepgéo fez surgir as fungdes transcendentes (Legendre e Euler) e seu tratamento analitico. Aqui, cabe
mencionar o trabalho de Joseph Fourier.

A visdo matematica do século XVIII foi enormemente ampliada com os trabalhos de Gauss € a introdugdo de fungdes
especiais como solugdes de equagdes diferenciais especificas e o surgimento de operadores funcionais. Em 1824, Abel
apresentou as fungdes elipticas como sendo a inversa de uma integral eliptica.

As séries de Lagrange, pouco conhecidas hoje, tiveram um papel fundamental nos trabalhos de Kepler e Laplace.

Jano século XIX, a transformagao de variaveis permitiu resolver diversos tipos de equagdes diferenciais. Foi estabelecida
uma teoria geral sobre as transformagdes. Nesta época aparece o estudo sistematico das equagdes diferenciais parciais
por Hamilton, Jacobi e posteriormente por Hertz e Maxwell. Este século foi fechado com broche do ouro pelas idéias de
Poincaré sobre a equacdo de Hamilton-Jacobi. Desse século, vale a pena mencionar os trabalhos de Riemann, Fredholm
e Hilbert.
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O século XX é marcado, de maneira geral, por dois fatos importantes: a sistematizagéo da teoria matematica e a apari¢éo
dos computadores, que possibilitou a analise numérica como uma ferramenta fundamental para a resolugdo de equagdes
diferenciais.
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Apéendice V




Exemplo E1: O volume do sdlido que esta acima do quadrado R = [-2,2] x [-2,2] e abaixo do paraboldide z = X2+ y2 ,
pode ser aproximado pela subdiviséo de R em nove quadrados iguais; a area de cada quadrado é igual a 16/9.

Aproximando o volume pela soma de Riemann abaixo, com m = n = 3, temos:
3

3
VaY D f(x,,y,)A =
Jj=1

i=1

= f(-1,-1)AA + f-1,0)AA + f(-1,1) AA + f(0,-1) AA + {0,0) AA + £(0,1) AA + f(1,-1)AA
+f{1,0)AA + f(1,-1) AA =

= 12x16/9 = 21,333u.v.

Afigura abaixo mostra a diferenca entre o volume do sélido e a soma dos volumes das caixas que foi calculado:

Podemos melhorar a aproximagdo do volume aumentando o numero de subdivisdes em R. As ilustragdes
ahaixo mostram aproximagoes de 100 e 400 quadrados, respectivamente.

Yo~ “a
VS -, -~
.P)V >, ..‘..' -y

SN
Vel
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Exemplo E2: O valor da integral ” x? ydA , onde R = [0,3] x [1,2], pode ser obtido através do calculo:
R

O valor obtido corresponde ao volume do sélido acima de R e abaixo do grafico da fungao f(x,y) = X%y, conforme a ilustragéo
abaixo.

Exemplo E3: Aintegral ” ysen(xy)dA , quando R = [1,2] x [0,m], é nula. De fato:
R

J I ysen(xy)dA = Ti ysen(xy)dxdy = Tj[— cos xy]lZ dy =

Y 1 s
J(—cos2y+cosy)dy:—Esen2y+seny} =

0 0

—%senﬂ: +senT +%sen0—sen0 =0

O valor obtido nesta integral representa a diferenga de volume da parte do sélido que esta acima do retangulo R e da parte
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do sdlido que esté abaixo de R. Como o resultado é zero, estes volumes s&o iguais.
Se mudarmos a ordem de integragao, invertendo as integrais iteradas, a resolugdo das mesmas ira requerer a aplicagéo

de técnicas de integragéo, tornando o trabalho mais demorado. Portanto, também é importante observar o tipo de funcéo

que iremos integrar e fazer uma boa escolha da ordem de integrago.

J'.l- 1"
AN
.
b & '\'#‘*
i\###

%
ALY
t\:\tﬁ bl

Wy
SRS
AT
‘WM 3
g B

Exemplo E4: O volume do sélido S que é delimitado pelo paraboléide eliptico x? + 2y?+ z = 16, os planos x=2e y = 2e 0s
trés planos coordenados, é igual ao volume do sélido que esté abaixo da superficie z = 16 — x? — 22 e acima do retangulo
R =[0,2] x [0,2], como mostra a figura abaixo. Assim, o calculo do volume deste sdlido, usando integral dupla, é dado

V=[[(16-x ~2y*)da=

por:
R
22
=“-(16—x2—2y2)dxdy=
00
2 e 2
=I 16x——-2x)° | dy=
Ak 0 3 0
ﬂ?{’." 2
R 8
S '
LI 2
bl 88
) (247
“H! 0 3
]
4 88 T 88.2-48
S LR P L TR
3 3 3

ey

I

[Qy_ﬂ_

Exemplo E5: Para a determinag&o do valor médio da fungdo f(x,y)=xy—Xx naregidgo R =[0,2]x[0,1],
2

1

2

XX
277

podemos usar integragao dupla; inicialmente, a integral de f'(x, ) sobre R é:
2
fy =
0 0

[] £ e, ey = jﬁ(xy —x)dx} dy =j[
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1 1

= [@y-2)dy = 2%—2y

0

=1 -2(1)-0+0=—1.

0

Como valor médio de uma fungdo f'(x, y) numa regido R é dado por:

— ( ol ———[[ £ G, y)dxdy

e a 4rea do retangulo R é Area(R) = 1 x 2 = 2u.a., temos que o valor médio da fungdo £'(x, y’) no retangulo R dado é

1 1
iguala —-(=1)=——.
g 2( ) 5

Exemplo E6: Se a densidade por unidade de area de uma populagéo de organismos sobre a regido R =[0,3]x[0,1]

e f(x,y)=xy+ y2 em cada ponto (x, y) € R, a populagéo total sobre essa regido sera:

I[ y+3y° —7y Oy jdy

LI(nyryz)dxdy:.(i;[j;(xy+y2)dx}dy:_(i;( j

1

9 2 9y LY
(1243 |ay =223
!(2y y]yzz 3,

milhares de bactérias ou 3250 bactérias.

+1I'-0- 0—2+1—E
4 4

l\)I\O
NI'—‘

Exemplo E7: Determinag&o da regido de integragao e troca da ordem de integrago para a integral J. j f(x,y)dydx : temos

que y € [x, 1]e x € [0, 1], assim, a seguir temos um esbogo desta regido e os limites de integragdo na nova ordem.

> plot({x,1},x=-1..2,color=red,scaling=constrained);
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Os novos limites de integragao seréo:

1y
x e [0,y]ey € [0, 1], logo, a integral pode ser escrita como J- I f(x,y)dxdy .
00

1 Jx

Exemplo E8: Para trocarmos a ordem de integragéo da integral I I f(x,y)dydx , temos, inicialmente, que
0 x3

ye [, «/;] e x € [0, 1], ent&o, fazendo com que x varie em fungéo de y, ou seja, y = \/; = y2 =X

1 1 1
y=x"=0) =) =2y’=x=>x=3y

= xe[y’ Ayl
obtemos: y € [0, 1]. LYy
Logo, a integral também pode ser escrita como: I J- f(x,y)dxdy .
0 y2

31
Exemplo E9: O valor da integral dupla Ij(l + 4xy)dxdy pode ser calculado através das seguintes integrais
0

iteradas: 1
3 2 2
de= (1+4%y—0—4%y}dy=

1

1

ij(l+4xy)dxdy = i£x+4x—2y
10 1 2

0

3

3 2
=j(1+2y)ary=y+2y7 =3+(3)* =1-(1)> =10
1

1

Exemplo E10: Calculando a integral dupla | | sin x cos 3 ydydx , temos

O o | A
S o | A

2

-sin3y

W |-

j.jsinxcos3ydydx=i sinx- x=j(sinx-l~sin3£—sinx-l-sin3-0jdx=
00 0 0 3 2 3

0
T

2
= —ljsin xdx = —l(— COS X)
3 3

P i 1 1
=—(cos—)——(cos0)=——
3( 2) 3( ) B

0

42
Exemplo E11: Calculando a integral I I (x+ ﬁ )dxdy , obtemos:
10

2

j.j'(x+\/;)dxdy = j[%2+x\/;

Jo( 2515 )

=j(2+2\/§)dy:2y+2%\/?

4
Y M PR Y01 S N R St S, i
. 3 3 3 3
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gy 7. 4 18428 d6
3 3 3

12
Exemplo E12: Resolvendo Ijxyey dxdy , determinamos:
00

512

iiweydxdy—i(yey% ]dy :_:[(yey%—yey g]dy :E(Zyey )dy;

0

agora, utilizando a técnica de integragéo por partes, temos

I(z ye' )a’y =2 yey|:) - 2i (ey )dy =2(1)e' —=2(0)e’ —2¢” |10 -

=2e—(2e1 —2e°)=2e—2e+2=2.

2

1+x
1+

P _11 1 P _1 X X 1 |1 B
e e e [ e i

2

11
Exemplo E13: O valor de I j[ jdxdy pode ser obtido como segue:
00

0

ooy 1 } IK 1) 1 }
= + —0-0|dy=|||1+= dy =
OJ._l+y2 3 1+y° '([ 3)1+y?
1

_Ar_E
, 34 3

Exemplo E14: A seguir, temos o calculo de H (x + 2y)dA , onde W é a regido limitada pelas parabolas

a¢f 1 4
= — dy =—arctan
3-([(1+y2]y 3 Y

y=2x"e y=1+x2 W
N Os pontos de interseccéo das duas parabolas tém abscissas -1
Y e 1 earegido W, do Tipo I, pode ser escrita como:
_ 2
y=1l+x W={(x, y) | ~1<x<1, 2¢<y<1+x)
y= %2 Assim, podemos calcular a integral dupla através
_ das seguintes integrais iteradas:
-1 1 X
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1+x

J.J-(x+2y)a’A I I(x+2y)dy dx = J[’Wﬂ’ ]1” dx =

-1 242

=j[x(1+x2)+(1+x2)2]—[2x3 +4x* |dx =
-1

= j(x+x3 +1+2x° +x*=2x° —4x4)dx=

= ‘1[(—3x4 —x* +2x* +x+1)dx=

5 4 3 2 !
) A ) S A :2.
5 4 3 2 L, 15

Exemplo E15: O volume do sélido que esta abaixo do paraboléide z = x2 + y2e acima da regido do plano xy, limitada
pela reta y = 2x e pela parabola y = x2, pode ser obtido considerando W uma regido do Tipo | como segue:

W={lxy)|0<x<2 x¥<y<2x]}.

Assim, o volume é aproximadamente;

X

V:jDJ‘(xz+y2)dA:HI(x2+y2)dy}dx:I{xy+—} j[z W 4_);_6}1)5:

2(14x o 6) {14):4 X xT 1416 32 128 216
I dx = —uw.
0 0

xZ

125 21 35

Também podemos descrever a regido W como do Tipo Il

160
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W={x,y)|0<y<4, % <x< \/§ }, onde, nas equagdes dadas inicialmente, isolamos a variavel x, ou seja:

y=x’osx=.,y e y=2x—>x=%.

Agora, o volume pode ser calculado como:

3

//yy

d_
2 2 |Y

N
0

B e

4 4
=J(1y%+y%_£ys)dy {2 %2 24 255,205 13 55 216
o\ 3 24 15 7 96 0o d 7 96 35

Exemplo E16: Determinagéo do volume do tetraedro limitado pelos planos x + 2y +z=2, x =2y, x=0ez= 0.

Em uma questdo como esta, é prudente desenhar dois diagramas: um do sélido tridimensional e outro da regido plana
W, base do sdlido.

Igualando as equagdes dos planos, duas a duas, obtemos as retas que contém as arestas do tetraedro:

©,1,0) 'y

v

Afigura acima, a esquerda, mostra o tetraedro T, limitado pelos planos coordenados x = 0 e z = 0, o plano vertical x = 2y
eoplanox+2y+z=2

Como x + 2y + z = 2 intercepta o plano xy (de equagéo z = 0) através da reta x + 2y = 2, vemos que T esta sobre a regido
triangular W, do plano xy, limitada pelas retas x= 2y, x+2y=2e x=0.

O plano x + 2y + z = 2 pode ser escrito como z = 2 - x — 2y e a regido W como:

W={xy)|0<x<1,x2<y<1-x/2}.

Portanto, o volume de T é:
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1 1-%

V= ”(2 xX— 2y)dA II(2 xX— 2y)dyd I[2y Xy — y]A

0 x/2

309

1

|

0

1 X x
-Xx- x+—— +x———-x+—+— |dx=
[l )
0 4 2 4
j)‘( —2x+x )dx—{x x? +?

1 %d

0

2 2
—xt =
2 4

=—uw.
3

Exemplo E17: Determinagéo da massa e do centro de massa de uma lamina triangular com vértices (0,0), (1,0) e (0,2),

sendo a fungéo densidade p(x,y) = 1+ 3x +y.

(0,2)

(0,0) (1,0)

Portanto:

2—

f(l+3x+y)dydx j
0

0

X

1
vl

Y

Aregido R esta limitada pelas retas x=0, y=0e
y = 2 - 2x. Podemos expressar R por:

R={xy)|0sx<1,0Sy<2-2x}

A massa da lamina, em unidades de massa, é:

M =”p(x,y)dA =jj(1+3x+y)dA.

2 2-2x
—} dx =
2

0

1 . 2 1
=j[2—2x+6x—6x2 +@de=j(2+4x—6x2 +2—dx+2x" )dx =
0 0

3

I4 4x° )dx{4x 43
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Os momentos s&o:

M, =”yp(x,y)dA:”(y+3xy+y2)dA:

e 2 2 3 22x
_([ _[ (y+3xy+y )dydx _ﬂ); +3xy7+y?} dx =

(2-2) |, (2-2x) +(2—2x)3]dx_
2

2 3

1
!
0 8 8x°
=I 2—4x+2x> +6x—12x* +6x° +§—8x+8x2 —Tjdx=
0
i
0

1
H—6x—2x2 +&x3)dx={ﬂx—3x2 —gx3 +§x4} =
3 3 3 6

0

M, =ﬂxp(x,y)dA =J-J‘(x+3x2 +xy)dA=

1

2-2x
Jg (x+3x2+xy)dydx=j|:xy+3x2y+xy72} dx =
0

0

2-2xY
(2x—2x2 +6x —6x° +x%}dx=

(2x+4x —6x° +2x—4x7 +2x° )dx—

(4x 4x’ )dx [Zx —x] =2-1=1.

|
|
I
|

Logo, o centro de massa da l&mina é o ponto (3/8, 11/16), indicado na figura:
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(0,2)

y=2-2x

(3/8,11/16)

(0,0)
Exemplo E18: Calculo de H (x> —y)dA , sendo R a regido delimitada pelas retas y =—x+1, y=x+1e
R
y=2.

Fazendo um esbogo de R é possivel observar uma simetria. Assim, podemos inicialmente, calcular a integral sobre uma
metade de R; o resultado procurado é o dobro desse resultado obtido.

> plot({1-x,x+1,2},x=-1..1);

0,54

Logo, considerando a regido y €[1—x,2] e x €[—1,0], a integral sobre essa regiéo sera:

dez j‘(sz —2—x2(1—x)+%}'x=

1-x -1

212

i j (x* = y)dydx = T[yxz _%

X -1

0

— 2 0
=I 2x2—2—x2+x3+12;+x dlej.(4x2—4—2x2+2x3+1—2x+x2)dx=
° 2 2

4 3 0

15 1] . x X X
=— | (2x +3x* =2x-3)dx=—| 2Z—+3——-2=—3x
2;[( )d 2 4 3 2
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1 1 4 0 N3 L 1\2 _ =l_l _ =l_§=_i
—5(—5(—1) =D +(=D"+3( 1)] 2( 2+1+1 3) 2( 2) 4

2
Agora, multiplicando o resultado por 2, temos o valor de [ = H (x -y )dA sobre a regi@o compreendida pelas retas
R

y==—x+1,y=x+1ley=2:

[=-2.2=-2
4 2

y-1

Também é conveniente resolver a integral _[ j(x — y)dxdy ¢ comparar os resultados.
1 1-y

2
Exemplo E19: Aintegral H (2x - 3y )dA , se R é aregido que consiste de todos os pontos (x,y), tais que,
R

—1<x<2e—-1<y<3,édadapor:

” € 3y)dA_f f (@x* 3y Yixdy= j[Z—— &,{de—

e TN

ool

: =(6-3—9(3)2J—[6~1—9@J:
1 2 2

_(18-9.2)-[6-2)=18-8L _6:+2 _12_36=—24
2 2 2 2

Exemplo E20: A &rea da regi&o no plano xy, limitada pelas curvas y = x’e y=4x— x?, esta determinada, a sequir,
por integragéo dupla:

> plots[implicitplot]({y=x"2,y=4*x-x"2},x=-1..3,y=-1..5);
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Os pontos de intersecgao das curvas y = x’e y=4x—- x* sdo (0,0) e (2,4).

dydxzi(yif_xz)d J-(y“x )d (4x X —x )dx—

eyt o] @50 08 O 16 16
0 3 2 3 2 3 2 3
48-32 16 8
= =—=—ua
6 6

Exemplo E21: O centro de massa de uma ldmina correspondente & regiéo parabdlica 0 < y < 4 — x?, com densidade

no ponto (x, y) proporcional a distancia entre (x, y) e o eixo dos x, ou seja, p(x, y) = ky (densidade variavel) é
16
0,—
7

De fato, primeiramente, pela simétrica em relagéo ao eixo dos x e como @ (x, y) = ky , 0 centro de massa esta no
eixo dos x. Logo, x =0.
Também,

2
2 4-2 4-x

massa = I I kydydx —kj

0

k X X ’
=—|16x—8—+—
2 3 5)

2

0 dxz%j;[@—xz)z —(O)Z}dngj;@—&cz +x4)dx=

=5(16(2)—8@+@—16(—2)+8ﬂ—@j=
2 35 3 5

2

k( 64 32 64 32)

39 0% 22 3, 0% 02 k 64 128 643 k(960-640+192 _
305 3 5 2

3 5 ) 2 15

=k 236 = 236 k |um.
15 15
0O momento em torno do eixo dos x é dado por:

r j (»Yhydydx =k j Y

47x2

=§j;[(4—x2)3—(0)3}dx=

_ 4096k
105

-2

2 3 5 7
=fj64 48x” +12x* —x )1x—— 64x—48 +125 1
3 375 7

Portanto,

4096 x
M 105 16

’~ Massa 256, "7

15
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E assim, o centro de massa é o ponto (0, 7} .
Exemplo E22: Carditide

Esta € a curva descrita por um ponto pertencente a um circulo de raio a que gira na parte externa de um outro circulo fixo
de raio a. E também um caso especial da Espiral de Pascal.

Sé&o equagdes de cardidides:
r(6)=a(1+cosb) e r(6)=a(1 +senb).
] ) 3,

Area abrangida pela curva = (Eﬂ: a’u.a.
Comprimento de arco da curva = (8 a) u.c.

Exemplo E23: Roséacea

Sao equagdes de rosaceas:

r=acos(n®) e r =asen(nd),paran=1,23..
E importante observar que:

* para n impar temos uma rosacea de “n” pétalas;

* para n par temos uma rosacea de “2n” pétalas;

T
* a metade de uma pétala se encontraentre 0 e 2—;
n
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*parar =a COS(nG ) a metade de uma das pétalas fica junto ao eixo polar;

X _ L
*parar = a Sen(ne) a metade de uma das pétalas fica junto areta O = 2— .
n

Exemplo E24: Lemniscata

Sé&o equagdes de lemniscatas:

r*=a’cos20 e r’=a’sen20, para a = distancia do centro ao ponto de interse¢ao de uma alga com o eixo
coordenado.

Area de uma alga = (a° )u.a.

Exemplo E25: Limagon ou Espiral de Pascal

Sé&o equagdes de limagons:
r=a+ b.cos6 e r=a+ b.senb, que possuem lagose a<b. Se a=b, acurva é uma cardioide.

Exemplo E26: Arosacea p = cos(30) de trés pétalas, mostrada na figura abaixo, tem area igual a trés vezes a area
de uma pétala.
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Assim, mediante integracdo dupla, a &rea compreendida pela rosacea é:

cos(39)

Area(R) = ﬂdA 3ji [ e:%jicosz(se)de

T
0=

sen(39)j © 1
4

=%ji(1+cos(6e))de =%(e =

Exemplo E27: Resolugéo de H B3x+4 yz)dA, onde R é a regido no semi-plano superior limitado pelos circulos
R
x4y’ =1 e x*+y*=4.

> plots[implicitplot]({x*2+y*2=1,x"2+y*2=4} x=-2..2,y=0..2);

R={(x,y)/y=0 e 1<x’+y><4}.

Em coordenadas polares R é dada por:
I<p<2, 050<m.

Portanto, substituindo x = pcos@ e y = p senO nafungdo de duas variaveis dada, temos:

_U(3x+4y )dA = JI(3pcosG +4p’sin G)pdpd =1jj‘ 3p cos8 +4p°’sin G)dpde =
01

o'—.:l

[3p cos0 +4p sin’0
3 4

Jde —j (2)° cosd +(2)* sin? @ — (1)’ cos® —(1)* sin O }#6 =

= ].(8cosﬂ +16sin’0 —cosO —sin26)d9 :].(70056 +15$in29)d9
0 0
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_ . 1-cos260
Agora, usando a identidade sin“ 0 = T podemos escrever:

}(7c0s6 +155in29)d9 =
0
=T(7cose-+——(l cos29)ja@-—j(7cos9)d9-k jde- j(cos26)d9::
0 0

= 7! (cos6 )db +1?5£ do —1?5 ! %(2 c0s20 )db = (mediante substituigdo de variaveis)

= (7sin9|’(§ +1—5

_0-0+2" _g_g_o=1T"
2 2

i

15

15 ]=((7sinn—7sin0)+(175- -——-0)- (—s' n2mw +$sin0))=

——sin20
4

0 0

Exemplo E28: Encontrar a area da regido delimitada pelo grafico de p =3cos(30).

Solugao: Temos que lembrar que as equagdes da rosacea podem ser:

p =acos(nb) e p =asen(n®) paran=1,2,3.., que possuem:

[’Pe]]

Para n impar, temos uma rosacea de “n” pétalas;
Para n par, temos uma rosacea de “2n” pétalas.

bo
A metade de uma das pétalas se encontraréd entre 0 e 2— .
n

Para p = a cos(#0) ametade de uma das pétalas ficara junto ao eixo polar.

. L T
Para p = asen(n®) ametade de uma das pétalas ficara junto a reta @ = 2—
n

Logo, na equagéo do raio, p =3c0s30 , n =3 e é impar, assim temos uma rosacea de 3 pétalas, a metade de uma
. . LU . T , ) —T T . .
das pétalas esta entre 0 e 2— , 0u seja, entre 0 e g onde uma pétala fica entre ? e + E , assim os limites
n

de integracdo séo dados por:

-7
—<0 < g limites de integragAo fixos para © .

0 < p <3co0s30 limites de integrago variavel para p .
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Portanto, a area de uma pétala da curva é:

_A HdA j [ pdpde = j{ 300839}9
0

_w(3cos3e)2 g} ® - [ —cosfse)de_9jncosz(3e)de

1+ cos2u
2

Utilizando identidades sobre medidas multiplas COS u =
Logo:

1+ cos 60

2_[‘; c0s?(30)db = 2_..61: (
27— 27— 2

jde =%J.6,6t(1+cos69)d9 =

9L 9.t
_ijzde +ZI_6,;COS6G de =
=2ﬁ do +2.lj_§n 6.cos 60 dO =Fe|§n }+{isen69|gn } _
47 465¢ 4 ] L4 0

=||—— +| —sent —=sen(—m) |=—T7
4 6 46 8 8 4

1
Exemplo E29: J-” xy2 z dxdydz = ﬁ ,quando R é aregido, no primeiro octante, limitada pela superficie z = xy
R

eosplanos x =y, x=1ez=0.

Pelo fato de R estar no primeiro octante, os seus limites inferiores s&o nulos, assim:
Limites paraz = 0 a xy
Limites paray = 0 a x
Limites parax=0a 1.
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S C—y —
O Sy
1
O 8
=
w
&
| — |
g
=
S SE———
S Sy ¢
=
<
o
© 8
w
&
| |
&

S C—y —
O C—y
=
<
o
VR
IR

B x13 |1 B (1)13 ~ (0)13 B 1
1328|364 364 364"

Exemplo E30: Resolvendo j I (x+y+z)dV ,se R=[0,1]x[0,2] x[0,3], temos:
R

2 1

(x+y+z)dV = i (x+ y+z)dxdydz =3 2 x—+(y+z)-x
2

0

] dydz =

3 2
S | ET
0 2 2 0 0 2

2
=[3z+22—
2

111
Exemplo E31: Calculando I I Ixz v z* dxdydz obtemos:
-1-1-1

}dydz—jj{() z? (1) }dydz—

-1-1

=H[ Yz - yz}dde—jJ‘{ yz}dydz _[[%ygzz

1-1 -1-1 -1

t 2 3 2 2 3 2 _1 2 2 g.zz Z—1 i-22
I EPRIE I W W

-1

j‘j{() +(y+2z2)-1- () -(y+2)- O}dyd j‘j{ +y+z}dydz—
sz:i l-2+%+2z—%-0+%+0jdz:j;(3+22)a?z:

3 0)2

2
=3-3+2%—3-0—2(—=9+9:18.

0

j-j-j-xzy z dxdde—Jj{ s
—1-1-1

-1-1

P4 4y 41,41 4 48
193 9 3 9393 '
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1 x
Exemplo E32: _[ I xdzdydx = —
00

O —_—yE

De fato:

Txdzdydx = ji[zxﬁy }dydx = j‘]‘.[x-xy—z . O]iydx = jj[xzy]dydx =
0 00 00 00

S C— —
O ey

1

:j‘ 2 y_x j ﬁ@_ﬁﬂ dxzj‘ x dx:l.i -
T2, A 2 2 25
ULl oo L
"0V 0@ ==

Exemplo E33: Para calcular ” _[ zdV , quando R é o tetraedro delimitado pelos planos
R

x=0,y=0,z=0 e x+ y+z =1, temos, inicialmente, que os planos z=0 ¢ x+y+z=1 se
interceptam na reta x + y = 1 ( pertencente ao plano xy). A projegao de R é uma regiéo triangular, e pode ser escrita

como:
R={(x,y,2)/0<x<1,0£y<1-x,0<z<1-x—y}.

Assim, a integral pode ser calculada através das integrais iteradas:

”J.zd ::[__([ )_(i;zdzdyd =j j[ i y]dydx =_(i;ll.x[(l_x_y)2 - (02)2 }dydx:

00 2

Essa integral obtida acima pode ser resolvida com a mudanga de variavel u =1—x—y = du = —dy ou
dy = —du , ou seja, como

temos:

1

M_—[O] tel- jdx I( (1- X)) =—j(1 x) dx_%_(l—;c)4
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4 4
=_l.(l_1) +l.(1_0) =_L.(0)4 +i.(1)4 _1
6 4 6 4 24 24 24

Exemplo E34: Calculo da integral tripla Iﬂxy sin(yz)dV , quando R um paralelepipedo retangular limitado pelos
R

T T
planos x =T,y = 3 z= ? e pelos planos coordenados:

xy sin(yz)dzdydx

S|
o — |

ﬂj xysin(yz)dV = j

n T %
{—x cos(yz)|? } dydx =J j {—x cos (y% + X 08 (O)} dydx =
00

ce—s(a

Iﬁxy sin(yz)dzdydsx =I
oo
n n
?(_XCO (?y
jy xysin(yz)dV =
- %I(—xsin(% %) +xsin(0)jdx+ :[(x-%— x-Ojdx .
- _;j(xsm( - j]dx+ j(x)dx =—% 7sm["; JO

—i-ﬂsin i +i-(ﬂ:)2 sin U +£-(ﬂ:)2 —E-(O)z =
T 2 6 ) nm 2 6 2 2 2 2

53
— xcos(% y)dydx + I I xdydx =
00

jdydx + j I xdydx =

O 0 [ 2

N—

I
alw
O ey A
S 0 | A

xy sin(yz)dzdydx

© ey A
S 10 [ A
O —y o | A

21!

T
+—.
2

x
2'0

3t . (m? n’ 3t . (n?) =®°
=———sin| — [+0+—-0=———sin| — [+ —.
2 6 4 2 6 4

111
Exemplo E35: Calculando I I _[xz y*z*dxdydz obtemos:

-1-1-1

jjijy z dxa’ydz—‘l“[{ yiz?
—1-1-1

-1-1

:j’j'[ V= yz}dydz “{ yZ}Jydz j’[%ygzz

1-1 -1-1 -1

:Idydz ”{(1;3 222_%))222}1)}‘12:

535
1
dz =
-1

14
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[i-22:|dz:
9

_1]4(1)3 4 _41 41 _4 4 8
1

1
|:E-ZZ+E-ZZ:|dz=J.
9 9

-1

2 0 2 2 oo |
= {5-(1) 2 =5 D) z}dz—[

Exemplo E36: jo ” J‘Ol szp dzdpd9 =nz

De fato:

2

[0 mpastoao <[ |1 z0afapan =] [ o5

0

dpdd =

0

=j02 jol {%((ﬁj—ozﬂc{pa@:ﬁn j; [%(l—pz)}dpa@:

!

11 ; m |1 2
[ 46wl | L2

)]d9=

0

[ l.(l—l—O)}d =" Ll
o 272 4 024

1 (on 1 o 1
=3, do =—.0| =§(2n—0):—
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Exemplo E37: Suponha que um arame semicircular tenha a equagéo y =/ a’—x*, para a > (. Sabe-se também
que a densidade linear de massa é 3a g /cm em y =0 e vai decrescendo linearmente em relagdoa y para um
valorde 2a g/cmem y=a.

Amassa M do arame pode ser calculada mediante a integral de linha:

M= jca(x, 1)dS = jc (a—y)dS

sendo C acurva r(t) =acos(?)i +asen(t)j, 0<t<m.

Assim H;'(t)H = \/azsen2 (t)+a’cos’(t) =a.
Logo,
M =] (Ba-y)dS = J;" Ba-asen(t)]adt = (3t -2)a g

Exemplo E38: Calcule a area da superficie cilindrica que se estende verticalmente desde o circulo x*+ y2 =4 no
plano xy até o cilindro parabdlico z = 4 — x?. Veja a figura.

Lk
T
LkYRKE]

LA A,
FFEE XY FY v XY FY Y
LR L E L EEE]
444

=
[LETNT]
L]

n.

k|

Aarea A da superficie em questdo é dada por:
_ 2
A= IC (4—x")dS

sendo C acurva 7(£) =2 cos(t)i +2sen(t)j, 0<¢<2m.

Assim H;_;‘(t)H = \/ 4sen’ (t) +4cos’ () =2.

116

CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA A DISTANCIA



2 2n 2
ntéo A = -X = —4 cos (¢ 1 =0T .
Entio A jc(z )dS jo (4—4 cos’(¢)) 2dt =8

Exemplo E39: Calcule o trabalho realizado pelo campo de forgas F(x, Y= -y’ );' +(sen(y) +x° )}' numa

y . A s 2 2 . . s .
particula que percorre uma volta na circunferéncia x~ + »~ =1 no sentido anti-horério.

O trabalho W realizado pelo campo esté dado por i = J'(e" —y)dx + (sen(y) + x7)dy -
C

Tal integral de linha pode ser calculada, mediante o teorema de Green, como

P 3 a(e" — , ,
W:g( (Sen(aj;)+x)_ (eayy)JdA:.g(g,x +397)dA

sendo R o circulo contido em x* + y* =1.

Agora, basta integrar em coordenadas polares:

W =[[Gx* +3y*)da =3[ [ rirdrde = %j:” o =%n .
R

2 2
Exemplo E40: Calcule a area envolvida pela elipse —+ Jb}—z =1.
a

Seja C a curva sobre a elipse orientada em sentido anti-horario e R a regido contida nela. Logo, a area A pode ser
calculada de duas formas:

A=_[!dA=lxdy eA=LjdA=l—ydx

1
ou ainda, como A4 = E j xdy — ydx . Pode-se usar a parametrizagao
C

r(t)=acos(t)i +bsen(t)j, 0<t<2m .
Utilizando a ultima férmula tem-se que

A= % l xdy — ydx = % I: (abcos™(¢)+absen®(t))dt =mab .
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Exemplo E41: A fungdo y(x) = e 46 solugdo da equacéo diferencial y'+3y =0, pois substituindo
y=e"" +ce y'=-3e" naequagiodiferencial, obtemos umaigualdade verdadeira: — 3e " + 3(e’3 T+ c% 0

—¢=0,logo, —3e" + 3(6_3" + O): 0= -3¢ +3¢ =0.

Exemplo E42: Afungdo y = sen(2x) é solugéo da equagéo diferencial y'"+ 4y = 0 ; com a substituigéo de
y =sen(2x), y'=2cos(2x) e y'"'= —4sen(2x) naequagdo dada, obtemos

—4sen(2x) +4sen(2x) =0, ou seja, 0=0.

Exemplo E43: Para mostrar que a fungdo (x) definida implicitamente por »° +3y — x* = 4 & solugio da equagio

2

(y2+1

diferencial ' = , primeiro precisamos derivar implicitamente y3 +3y— x' =4

2 2 2
3y2+3—3x2?=o:@=y+1 G S .

—= — = :
fy dy x dx  y +1 vy +1

A seguir, substituindo y’ = na equacéo diferencial temos:

2

(y~+1

x2 x2 xZ x2

2 -2 7 T2 =0
+D) O+ O +D O +D

0 que prova que a fungdo y(x) é solugdo da equagao diferencial dada.

Exemplo E44: Afuncdo y(¢) definida implicitamente por (1 + y3 ) =(1+¢%)* ésolugho da equagéo diferencial

dy _ 1(1+y’)

———— - Defato, procedendo a derivagéo, temos:
dt  y (1+t")

2(1+y3)3y2% =3(1+17)*2t

6y2(1+y3)%: 6t(1+1°)

dy _1(1+')"
i y'(1+y")
substituindo essa relacéo na equagéo dada, obtemos:
t(1+¢2)  t1+yY)
YA+ i)
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ou (1+¢%)° =(1+y’). Essaigualdade é uma identidade, pois satisfaz y(t) .

d x =y (s d (¢
Exemplo E45: Lembrando que a derivada 4 de V(@) é Y _ ¢—() , podemos verificar que a fungdo dada
dc - ly=0(0) dx ()
 |x=osent ., B*x
na forma paramétrica é solugdo da equagéo y’' = ——-—.
y =P cost o
i X =0 sent dy B sent . .
Entéo, como temos — = — ; substituindo na equagao dada, resulta:
y =P cost dx o cost
_ Bsent _ B* asent

ocost o Pcost

sent  sent

cost cost?

Exemplo E46: Resolugéo da equagéo y' + % y= x°.

a) Método de Bernoulli

Inicialmente consideramos y = u.v, com u e v fungdes incognitas:
y=uv=y'=uv+uy'.

2
Substituindo y e y' na equagdo ' +—y = x*, obtemos:
X

' 2 (] 2
Uuv+—uv+uv=Xx

X

' 2 1 .2
viu+—ul|t+tuv=x".
X

Considerando que u pode ser determinada arbitrariamente, temos:

u'+£u=0,
X
de onde ﬂ=—£u:> ﬂ=—2j‘@:>lnu =2Inx=lhu=hx"=u=x"
dx X u X

Agora, substituindo u na equagéo, resulta que u.v'= x* ecoma integragéo dessa EDO temos:
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5

X
-2 2 2 .2 4 4
xV=x"=v=x"xT=v=x :>V=J‘x dx:v=?+C.

Assim, a solugdo geral da equagdo dada é:
x’ 1
y=uv=y= ?+C .x_2:>y:§x3 +Cx7
b) Método de Lagrange (Método de variagéo de parametros)

A equacé&o linear homogénea correspondente a equacao dada é:

2
y'+=y=0,
X
cuja solugéo, obtida por integragao, sera
2
—|=dx -2
y=Ce 5 =Ce?™ =Ce™ =Cx7.
~ ~ i 2 2 .
Logo, a solugéo de Lagrange para a equagdo ¥y +—y = X~ sera da forma:
X
y=C(x)x.
Substituindo y = C(x)x™> e y'= C"(x)x > —2xC(x) na equagio dada, obtemos:
' -2 -3 2 -2 2
C'(x)x " =2x"C(x)+—C(x)x " =x
X
C'(x)x7? =2x7C(x)+2x°C(x) = x°

C'(x)x? =x"

5
X

cwm=x4:cxm=jfm:3cayr;+c.

5
X B
Finalmente, substituindo C(x) = 5 +C em y = C(x)x, determinamos a solugo geral:

x’ 1
y=|—+Cx7?>=>y==x+Cx".
5 5
c) Determinacéo de um Fator Integrante

. ~ Igdx 2Inx Inx? 2
Multiplicando a equagdo por (L(x)=e’* =e """ =e"" =Xx", obtemos
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2
Xy +Zxty =x"x*=xy + 2xp =x".
x

d
O primeiro membro da equacédo acima € a derivada — (x2 y), logo:
dx

5
X

%(xzy):x“:xzy:jx“dx:xzy =?+C.

1 _
Asolugéo geral é y = §x3 +Cx72.

E importante observar os resultados obtidos através dos trés métodos.

2 1
Exemplo E47: Podemos escrever a equagio x” V'+2xy=1naforma y'+ =y = — XF 0 ; apos identificada
X X

como uma equagdo linear, sera resolvida pelo Método de Variagdo dos Parametros.
A solugdo da equagao linear homogénea correspondente é:
-f 24 lnx Inx~2 )
y=Ce’ =Ce =Ce™ =Cx".
Logo, a solugo de Lagrange sera da forma y = C(x) x .
Derivando temos:
Y'=C"(x) x> +C(x).(-2x7)

Substituindo y = C(x) x> e y'=C'(x) x> + C(x).(—2x") na equagao dada, temos:

C'(x) x> +C(x).(-2x) + EC()c) X7 = Lz :
X X
C'(x) x> =2C(x) x> +2C(x)x = %
L1
C'(x) X = _2!
X
C'(x)= ! =1
x*x7 '
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Assim, C(x) = Idx = x+ C easolugdo geral é:
y=(x+C)x = x*=C+x.
Exemplo E48: Determinagéo da solugdo geral de '’ cos’ x+ y=1igx.
Inicialmente, pelo Método de Bernoulli, consideramos y = u.v, com u e v fungbes incognitas:
y=uv=y'=uv+uy'.

Substituindo y e y’ na equagéo )’ cos” x + Y =1tgXx , obtemos:

(u-v'+u"v)-cos’ x+u-v=_tgx

u-vhcos’ x+uv-cos’ x+u-v=tgx
v(u'-cos> x+u)+u-v'-cos’ x =tgx

Considerando que u pode ser determinada arbitrariamente, temos:

du du dx
u'cos x+u—0:>—cos X=—u= —=—j >

dx u cos” x

= Inu=-tgx

S u=e .

Agora, substituindo u na equag&o, resulta que 2 - v cos’ x = tgx eapos aintegragdo dessa EDO determinamos v
_ dv et 1gx
u-v-cos’x=tgx=e ¥ -v-cos’ x = tgx =>— = ——- Id I g
dx  cos’x cos’ x

e I; B tgxdx =v = I e -tgx-d(tgx)=v =e"" - (tgx — 1) + C (integral por partes).
cos® x

Como y =u.v, temos:

=e (e  (tex—1D)+C)=(tgx—1)+C-e ™

y+1l=tgx+Ce™

Exemplo E49: Resolugao da equagéo diferencial linear ' + x’ Y- x*=0.

Supondo que y = u.v, com u e v incognitas, derivando y e substituindo, juntamente com sua derivada, na equagéo,
resulta:

Y +xty—x>=0
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2 2
uv+u-v+x cu-v=x

2

vu'rx? u)+u-v'=x7

Considerando u'+x? -1 = 0 , obtemos:

du ) du ) X’ =
—=—Xx"u= —=—Ix ‘dx => hu=-— = u=e"
dx u 3

Levando u na equagéo:

2
., . dv  x
e

e 3

3 3 el 3
:>dv=x2-e%-dx:v:sz-eT-dx: v=_|‘e3 d(x—j
3

3

:>v:je’-dt:>v=et+C:>v:e7+C.

3 3

—x X — =3
Entdo, y=¢° (63 +C)=l+e P .C= y=1+Ce"* éasolugao geral.

y

d
Exemplo E50: A equacéo 7)/ + 7 =t +arcsent tem solucéo geral
t -t

y=Al-t’ [%(arcsent)2 —N1-1* + C}.

De fato:

dy v

A equacéo linear homogénea 7 + 7 =0, tem solugao
t —t

_I 4 't 1 ;tht L l
y=Ce ' =Ce¥ " =Ce" =C.(1-1)2.
Logo, a solugao de Lagrange para a equagao dada no exemplo sera da forma:

1
y=C(t).(1-1%)2.
1 L
Substituindoye y'= C'(¢).(1—¢*)2 —.C(t).(1—¢>) 2 naequagao, resulta:

L oC@).(- tZ)%

1 1
C'(t).(1-£2)2 —t.CH).(1-17) 2 + - =trarcsent,
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1

C'(1).1 —tz)% —t.C(t).(1-1%) 2 +1C().(1- rz)‘% = {+arcsent,

1
C'(t).(1-t%)? =t +arcsent .

De onde:
, t +arcsent t+arcsent
C'(t)=———=C(O =] Tgz
(- :
ou seja,

arcsent

C(t) = ‘[x/ltdt'[\/lt

O ()

23 g 23 g N P
de=[t(1-1") dt——EJ-—2t(1—t) dt——EI(l—t) d(1-1%)=

t
1)
=
1
=—%.2(l—t2)2 =—1-1* +C;

arcsent arcsen2 t
I +C

\/lt 2

Entéo,
2
arcsen’t
C(t)=—1-1* +——+C.
Finalmente, como a solugdo é da forma y = C(¢) V1 — t* | resulta:

y= l—t{%(arcsent)2 —N1-1? +C]

2
Exemplo E51: Determinagdo dos pontos criticos da solugdo y(x) da ED.O y'+—y —x =0 e célculo do limite
X

lim y(x).
x—0
Inicialmente, supondo que y = u.v, temos:

[ (] 2 _ ' 2 (I
uv+u-v+—-u-v-x=0=>vu+—u |[+u-v'=x.
X X

2 _
De u'+=-u=0 obtemos u =x°
X
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4

=x = Jdv=_|.x3dx = v:xT+C.

dv

o -2 ~ -2

Substituindo # = x~° naequagdo, resulta ¢ - V'=x = X -—
x

Logo, a solugdo geral, y = u.v,daEDO é:
4 2
X 1 x C
y =[7+Cj—2=7+—2-

X X

y BT o dy
Os pontos criticos da solug&o sdo obtidos a partirde — = 0.

dx
Como:
dy 2x 2C dy x 2C dy x'-4C
d 4 © dx 2 © dc 20
temos

o =0 = x-4C=0 = x==+%4C.
X

A seguir, temos o calculo de lin(} y(x):
X—>

x—0 4 x2 x—0 4 x—0 x2

2
para C = 0: lim[x—] =0;
4

2 2
) C . . C
para C > 0: hm(x—+—]=ae , pois hmx—=0 elim— =4 ;

x—0

2 2
. C . . C
para C<0: hm(x—+—2j =400, pois lim*-=0e lim—-= +o.
x>0\ 4 X =0 4 x>0 x

Exemplo E52: Determinag&o de intervalo de validade da solugéo do PVI

y#zy—x=0
X .
y(-2)=3

A solucéo geral da EDO (exemplo anterior) é da forma:

X, C
Y 4 x*

Com a substituigao da condigao inicial y(—2) = 3 na solugéo geral, & obtida a solugdo do PVI:

3= 2" <
4 (=2

=(C=12-4=cC=8.
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2
X 8
Logo, a solugdo do PVIé y = T +—-
X

dx
Agora, analisando quando a’_ = (0 podemos determinar onde a derivada de y ndo esta definida:

x> 8 dy 2x 8 dy x 16 dy x*'-32 dx 2x°
y=—+—FG>—=—-2-—Fo—=——-—o—-= —=>—=—
4 x° dx 4 x dx 2 x dx @ 2x dy x"-32

2x°

Z =0=2¢=0=x=0.
x =32

d
Entdo, o intervalo onde d—y esta definida & (-, 0) U (0, +<) e 0 maior intervalo que contém x, = = 2 & (-, 0).
x

Exemplo E53: A equagdo de Bemoulli yy'+xy° —x =0 = y'+xy—x-y~ =0 & transformada numa equagao

1=(-1) _ y1+1 2

linear de primeira ordem mediante a mudanga de variavel z = y =y
De fato:

A equacdo dada pode ser escrita na forma:

dy 2
—+xy"—-x=0,
y dx 3%
e com a substituigio z = y* = @ = 2y—dy :
dx dx

o 1ldz Iz ) o
obtemos a equagdo —— + xz = X =>—+ 2xz = 2x , que é uma equagao linear em z.
2 dx dx

2xdx
Multiplicando essa equagao obtida pelo fator integrante eI - e"2 , resulta

dZ 2 2 2 d 2 2
—e" +2xze' =2xe¢" =>—|(e" -z |=2xe"
dx dx( ):

X2

. < . R 2 2 2 e C .
cuja solugdo geral ¢ e* -z = I2xex dx = Ie" d(x’)=e" +C = z=——+——,ouseja,
X P

e e

z=1+Ce™ .

Como z = y2 , a solugéo da equagéo de Bernoulli dada é y2 —1-Ce™ =0.
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Exemplo E54: A equagdo diferencial y'+y* —2y +1= 0 tem a forma de uma equaco de Riccatti com coeficientes

constantes. Considerando que a equagdo quadrética y2 —2y+1=0 temraizes y, = y, =1, ouseja, é conhecida

1

uma solugao particular y = y, daequacéo diferencial de Riccatti, a mudanga de variavel y = y, +— reduz essa EDO
z

a uma equagao linear em z.

1 1
Entéo, substituindo y =1+ — e y'=——- na equagéo, obtemos:
z z

z' 1Y 1
——2+(1+—J —2(1+—j+1=0,
z z z

—%+1+£+L2—2—2+1:0,
z z z z

z , dz .
- +== 0=—-z+1=0=—=1 (equacio linear em z).
z° z dx

A solugéo da equagio resultante ¢ z = x + C'.

Portanto, a solugéo geral da equacao de Riccatti dada é :

1 1 N _x+C+1
4 x+C 4 x+C

Exemplo E55: Para a equagao de Riccatti y'+4 y2 —9 =0, diferentemente do exemplo anterior, s&o conhecidas duas

3 3
solugdes particulares distintas y, = _5 ey, = 5 , que s&o as raizes da equagao quadratica 4 y2 -9=0.

-V Cejp(x)(yz—yl)dx

Neste caso, a solugédo geral sera da forma Y

Y=V
Entao,
y 7 _c I4[E+E)dx . 2 _ J.12dx 2y -3 C 12x
yao 2y+3 2y+3
2 2

=2y-3= (2y+3)C.e12":>2y =2yC.e™ +3Ce”" +3

=2y-2yC.e™ =3Ce™* +3.
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Logo. 3= 3 (C.elz" + 1)

2 (C.em —1)'
y2
Exemplo E56: A solugéo geral da equacgéo de Riccatti 2 y'——2 =1, que tem y = x como uma solugéo particular, &
by
2x
y=——+x.
In x

1 1
Através da mudanca de variavel y = x +— (com derivada y'=1-— — z"), é possivel obter uma equacao linear

z z

na variavel z. Assim, substituindo ) e sua derivada na equagao dada, temos:

1,1 1Y 11
1——2 Z=—|X+—| -— =7,
z 2 z X 2
ELINES NS T S
z° 2 xz 2% 2
1 1 1 1
5zt —t—5=——+—-+I,
z xz 2z°x 2 2
Z+—=-— >~ (EDO linear de primeira ordem).
X X
. . ' z 1 , J.ldx Inx
Um fator integrante para essa equagéo z'+— = — s ee’ =e =x.
X 2x
Portanto, multiplicando a equacéo linear pelo fator integrante, obtemos:
1 d 1 11 1
z'-x+z:——:>—(Z-x)=——:z-x:——I—dx:——lnx:z=——1nx.
2x  dx 2x 29 x 2x
2x 2x
Como z = temos y—x=—-—-=y=—-—+x.
y—Xx In x Inx

Exemplo E57: Se ¥, (x) = x° e y,(x) = x|x|, temos que W(x) = 0.
B2 Y2

) x*, x>0
Considerando que y, (x) = x|x| = y,(x)= ) ,
—-x7, x<0

temos para x = 0:

2 2
X X

W(x)= =x*2x—x>-2x=0;

2x 2x
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agora, quando x <0:

2 2
X —X

W(x)= =x(2x)—(-x?) - 2x =—x? - 2x+x* - 2x =0.

2x —2x

Exemplo E58: As fungbes y, = e e V, = e"* so linearmente independentes sempre que 7»1 e 7»2 s&0 numeros
reais distintos, pois nessa situagao ( 7»1 # 7‘2 ) 0 Wronskiano é nao nulo:
Mx

e Mx Ayx Ayx AMx
W(x)= =e" A, e —eM A e
A e, e ? :

W()C) — — ex2x+x1x ()\12 _ 7\’1 )

}\’1 ‘eklx 7\'2 .ekzx

Exemplo E59: As fungdes y,(x) = x- eMe y,(x) = e™ sdo solugdes linearmente independentes da equagéo

P20+ Yy =0

Primeiramente, substituindo y, (x) = x - e™ e suas derivadas ( y'(x)= xAe™ +e™ e

P, (x) = he™ + x 2™ + he™ =2h.e™ + x A\ .e™) na equagio y"-2Ay'+A’y =0, podemos

verificar 7, € solugao dessa equagéo.
De fato:

2h.e™ + x e — 27\.(‘.7\..6“ +e )+ AMxe™ =0

2h.e™ + 207 x.e™ —2x0\2.e™ —2e™ =0 = 0=0.

Ax

De modo analogo podemos mostrar que », (x) = e™* é solugdo da equagdo dada.

Agora, para mostrar que ¥, e ¥, séo linearmente independentes, calculamos W(x):

xe?ux e?ux

Wix) =
) &+ hxe™  Aett

= xe™* e — (e“ (e"x +Axe™ ))=

=xA (e}”‘ )2 - (e“ )2 —Ax (e"x )2 =
=— (e“ )2 #0.

Portanto, como W(x) # 0, as solugbes y, e y, s&o linearmente independentes.
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senx

CcOs X
Exemplo E60: As fungdes y, = ey, = s8o solugdes, linearmente independentes, da equagéo
b

xy"+2y'+xy=0.

) senx . ,
Afuncdo y, = e suas derivadas abaixo,

, XCOSX—senx
yl = 2
X

€

2
" — x’senx —2x* cos x — 2x - senx
= 4 )
X

verificam xy"+2y'+xy =0:

X

—x’senx —2x% cos x — 2x - senx X COS X — senx senx
- 42— |+ x- =

X X X

3 2 2 3
—x’senx —2x° cosx—2x-senx+2x° cosx —2xsenx + x’senx

3
X

COS X _ —Xsenx —COSXx

O mesmo acontece com y, = L Y,'= 2
X X

=0.

. — X cosx+2x” - senx+2x-cosx
yz - x4 '

X 4 2

— x> cosx+2x? - senx+ 2x-Cosx — XSenx — cos x CoS X
+2 + Xx- =
X

X X

—x’cosx+2x? - senx + 2x-cosx —2x’senx —2xCcoSx + X° COS X

=0.
x3
Além disso, o Wronskiano dessas fungdes € dado por:
senx X - COS X — senx
x X2 _ senx —(x-senx+COSX) COSX X-COSX~—sSenx _
cosx —(x-senx+cosx) X x2 x %2

X x’ |
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_ —(x-sen’x+senx-cosx) (x-cos’x—senx-cosx)

3 3
X X

. —x~sen2x—x~0032 X+ senx-CoSXx —senx-Ccosx . —x~(sen2x+0032 X) . 1 0
X3 x3 )Cz

Como W(x) #0, y, e y, s&o linearmente independentes.
Exemplo E61: Dada a EDOLH de segunda ordem 3)"+2y'= 0, as raizes da equac&o caracteristica 3V 420 =0

2
sdo A, =0eA, = —3 logo a solugéo geral é:
y=Ce" +Ce" = y=C, +C,e .

Exemplo E62: Para a equagdo y"+4)'+8y = 0, temos raizes caracteristicas

= —2%2i, e portanto,

z _—4£\16-4(1)@8)  —4+V-16 —4x\16-7 —4+4i
= - - -
: 2 2 2 2

y=e " (C, cos2x + C,sen2x) éa solugio geral.

Exemplo E63: A equago caracteristica da EDOLH y"+3'—2y =0 é A’ +A —2 =0, com raizes

" 1+ I-4=211) -1+3
1,2 —

5 = > :>7\,1 =1; Xz = —2 . Assim, a solugao geral dessa equagao diferencial

. _ x —2-x
¢ y=Ce +Cre .

Exemplo E64: Dada a equagdo »"+4y'=0, a equagéo caracteristica é A2 +4A =0, que tem raizes distintas
A =0¢e A, =—4. Entdo y, = e =1le Y= e~ sdo duas solugdes linearmente independentes dessa

equagdo. Portanto, solugdogeralé y = C, + Cze"“"‘ .

Exemplo E65: Aequacio )"—21'+2y =0 tem A> =24 +2=0 e

_ 2+.J4—4Q2) 1) C2E44-7 2426
2 2

2

1.2 =121 como equagio e raizes caracteristicas,

respectivamente; assim a solugéo geral ¢ y = e”* (C, cos x + C,senx).
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Exemplo E66: A solugio geral da EDOLH y"+2y'+4y =0 ¢ y =e *(C, cos V3x+ Czsenx/gx) , pois as
raizes da equaco caracteristica A> + 2\ + 4 = 0 séo

2+ J4—4@)(D) _2+12:7 2423 =143

2 2 2

}\’1,2 =

Exemplo E67: Dadaa EDOLH 9)"+6)'+y = 0, a equacdo caracteristica tem raizes repetidas:

. —6+36-49)) 6 1

2.9 18 3

. i Ly Ly
Portanto, a solugéo geral ¢ y =Cie *~ +C,xe .

i

ﬁx X . ,
Exemplo E68: A equacio 2y”—2«/§y'+y =0 tem solugdo geral y=Ce? " +C,xe? ", pois as raizes da
equacéo caracteristica séo:

222 8-42)() _2v2 _2

2-2 4 2

M

Exemplo E69: Determinando a solugdo geral de 4y"—4y'+3y = 0, obtemos

y= e;[C1 cos(@x] + Czsen[g xﬂ , pois a equacio 4A> —4A +3 =0 temraizes

_44J16-4(#)(3) 42327 _4x4V2i 1242

M 2.2 4 8 2

Exemplo E70: AEDOLH 2 y"—S\/g y'+6y = 0 tem raizes da equagéo caracteristica

5\3x75-48  53+33
4

2 2.2

S = 243 A, = g , e portanto, soluco geral

¥
243 X
y=Ce™""" +C,he?
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Respostas de listas dos capitulos 1 e 2

Respostas Lista 1.2.5

4 o Vx 121
4. Resp: .‘-1 L/z (x+y)dydx = 20

) 2 py-1 2 _ _E
5. Resp: L .[_y+1 (x* —y)dxdy = 5
1 px 4
6. Resp: —y)dxdy =—
esp: | [, (x—y)ddy 105
7.Resp: IOI ij e dydx =e—1
8. Resp: J-Ol ij cos(x*)dydx = sen(1)
6 r3x
9. Resp: J-O j ” dydx =18
10. Resp: 4_[ I (x +y*)dydx =8n
02 3 1
11. Resp: IO IO cos(y”)dydx = 3 sen()

5 252 X'+ 25m
4, [ (1— Jo v 455
12. Resp: = =—

w4 [ [ (e o [ )7 (0 Yo

1y’ 8
14. Resp: L j L dxdy = 3
L opdx? 625
15.Resp: L‘ Lx (x+4)dxdy = Ty
o —y+12 dvd 1 0 px+12 vd 1 p—x+12 dvd 1
16. Resp: J-OJ;_I (x+y) xy—g LL (x+y)yx+LIo (x+y)yx—§

17. Resp: 8j I \/r -X dydx——

Respostas Lista 2.1

2) I;t11\/1+4t2 49 dr ~ 0,277
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3.Resp: | —¢°
4.a)Resp: —1.

b) Resp: — 4
6.a) Resp: 0

7

b) Resp: ——

) Resp 3
7.Resp:se f(x,y)=01/x> + > com o constante de proporcionalidade, M =% e’ — 1).
8. a) Resp: E

' 15
b) Resp: 5

= AT 1 )\~

9.Resp: F(x,y,2)=0i+0/— 90—§z k,

;(t) =5 cos(t);’ + 5sen(t)}' + 2itl; 0<¢r<8rm.
7

W= 8”(L—9ojart=—1760Nm
21 Y0 \ 21t

Respostas Lista 2.2
1.a) Resp: Sim, @(x, y)=xy+c¢

b) Resp: Sim, ¢ (x, y) = e*sen(y)+c
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c) Resp: Nao

d) Resp: Sim @ (x, ¥) = cos(x))
2.b) Resp: 0

c) Resp: 0

3. Resp: 45
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