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1.1 Areos e dusfancios
O PROBLEMA DA AREA

Achar a area de uma regiao S que esta sob a curva y=f(x) de a até
b. Isto significa que S esta limitada pelo grafico de uma funcao
continuaf (onde f(x)>0 ), as retas verticais x=a e x=b e 0 eixo x.
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No entanto, ndo é tdo facil encontrar a area de uma regidao com

lados curvos.

Uma ideia similar a que usamos para definir uma tangente,
aproximando a inclinacao da reta tangente por inclinagdes de retas
secantes e entdo tomamos o limite dessas aproximacoes. Aqui
aproximaremos a regiao S por retangulos e entao tomamos o limite
das areas desses retangulos a medida que aumentamos o numero

de retangulos.

EXEMPLO 1

Use retangulos para estimar a area sob a
parabola abaixo:
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Suponha que S seja dividida em quatro
faixas S;,S,,5; €S,

Podemos aproximar cada faixa por um
retangulo de base igual a largura da faixa
e altura igual ao lado direito da faixa.
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Alturas sdao valores da funcdo nas extremidades direitas dos
subintervalos:
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n Ln Rn
10 0.2850000 0.3850000
20 0.3087500 0.3587500
30 0.3168519 0.3501852
50 0.3234000 0.3434000
100 0.3283500 0.3383500
1000 0.3328335 0.3338335
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Dos valores da tabela parece que R, aproxima-se de 1/3 3
medida que aumentamos n. Vamos confirmar isso:

EXEMPLO 2.

Para a regido S do Exemplo 1, mostre que a soma das areas dos
retangulos aproximantes superiores tende a 1/ 3, isto é:
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Utilizamos aqui a férmula para a soma dos quadrados dos n
primeiros numeros inteiros positivos (demonstrada no Apéndice E
do Stewart):

P+2°+3%+..+n° = n(n+1)(2n+1)
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Vamos

usar

regioes

S mais

gerais

Comecamos por subdividir S em n faixas como na figura abaixo:
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que a do Exemplo le 2.
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A largura do intervalo [a,b] é b-a; assim, a largura de cada uma das
faixasé: , _b-a

n
Essas faixas dividem o intervalo [a,b] em n subintervalos:
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Onde x,=aex,=b. As extremidades direitas dos subintervalos sao:

fix;)
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DEFINICAO:

A area A daregiao S que esta sob o grafico de uma funcao continua f
é o limite da soma das areas dos retangulos aproximantes:

A=IimR =lim| f(x)Ax+ f (%) Ax+...+ f (X, )AX]

nN—o0 N—o0

A=limL, =lim| f(%)Ax+f(%)Ax+..+ f (X, )AX]
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Podemos tomar a altura do i-ésimo retangulo como o valor de f em qualquer
numero X no i-ésimo subintervalo [X_;,X].
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Pontos amostrais

A=lim| f(x)Ax+ f (5)Ax+...+ f (X)) Ax |



Usando a notagao de somatdria (sigma):

Zn: f(x )Ax=f(x )Ax+f (%, )AX+...+ f(X,)Ax

A= I|me(xl)
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O PROBLEMA DA DISTANCIA

Estimar a distancia percorrida por um carro durante um intervalo

de tempo de 30 segundos.
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Distancia = velocidade x tempo

(7,5x5) +(9,4x5) + (10,6 x5) + (12,8 %x5) + (14, 2x5) + (13,9x5) = 342m

(9,4x5)+(10,6x5)+ (12,8%x5) + (14,2x5) + (12,5x5) =367m
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1.2 A integral definida

A= |imzn1: f(¢)ax=lim[ £ () Ax+ (5 ) Ax+...+ F (x;) Ax|

nN—o0 i nN—o0

DEFINICAO:

Se f é uma funcao continua definida em a<x<b, dividimos o intervalo
[a,b] em n subintervalos de comprimentos iguais Ax=({0-a)/n,
Sejam X, (=), %,%,..X,(=b) as extremidades desses

subintervalos, escolhemos os pontos amostrais X %.--%, nesses
subintervalos, de forma que % esteja no i-ésimo subintervalo [X 1 %]
Entdo a integral definidadefdeaab e

[ f(x)dx = imy (x)Ax

n—o0 4
=1

desde que este limite exista. Se ele existir, dizemos que f é integravel
em [a,b]




'[ |]|:> Sinal de integral introduzido por Leibniz

F(x) |[|:> Integrando

n

> f(x)Ax ||]|:> Soma de Riemann

i=1

a,b |]:> Limites de integracdo, inferior e superior 1876-1866

J‘: f (X)dX _ Lb f ('[)dt _ J‘: f (r)dr “Uma mente criativa,

ativa e
verdadeiramente
matematica, e de uma
originalidade
gloriosamente fértil”
Gauss



YA YA

N\ o R y=fx) _—
\\ _ ,—j 1 \\ \ /

=¥

0 a X b 0 a b x

A soma de Riemann € a soma de A integral € a area sob a curva y=f£(x)
areas de retangulos deaateb

> 1 () ox [ £ (x)ax



Se f(x)assumir valores positivos e negativos:
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CALCULO DE INTEGRAIS

Para trabalhar com somas precisamos de trés formulas para as somas de
poténcias de inteiros positivos:
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EXEMPLO 3:

A. Calcule a soma de Riemann para f(X)=X —6X tomando como
pontos amostrais as extremidades direitas e a=0, b=3 e n=6

B. Calcule [ (-6xx

RESOLUCAO:
A. Com n=6, o comprimento de intervalo é |
o b-a_3-0_1 - /
n 6 2 /
As extremidades direitas sao: o /'
X =0,9% =1%X=15X,=2,X=2,5€eX,=3. = !

Logo a soma de Riemann é:

R6:_Zﬁlf(xi)Ax
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Rs = f(0,5)Ax+ f (1L,0)Ax+ f (1,5)Ax+ f (2,0) Ax+ f (2,5) Ax+ f (3,0) Ax

1 (2,875-5-5,625-4+0,625+9)

, 9375
Com n subintervalos, temos:
AX — B — é
n n

Assim, X, =0, X, =3/n, X, =6/n, X, =9/Nn eem gera] X =3i/n
Utilizando as extremidades direitas, podemos usar a equacao:

[, (0 ~sx)ax=tim 3 1 (x) Ax—anf(?ﬂjS
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n Rn

51 40 | —6.3998
i 100 —6.6130

500 | —6.7229

ST y=x3—6x 1000 | —6.7365

5000 | —6.7473




PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA:
Se b<a:

[ £ dx=—[" f (x)alx
Se a=b:

[ fedx=0

. b cdx = c(b—a)

2. b[ f(x)+9(x)]dx = jb F (X)dx + jb g(x)dx
5 [Tef (odx=c|_ f (x)dx

4 [T (0-g00Jdx= [ f(0dx— [ g(x)aix
S [T (odx o+ jcb f (X)X = jb F (x)dx




PROPRIEDADE 1.
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PROPRIEDADE 2:

T
a

¥

J': cdx =c(b—a)

I:[ f(x)+g(x)fox= I: f (x)dx + .[: g (x)dx



PROPRIEDADE s:

[ eoax+ [ f (= (xelx

0] ¢




PROPRIEDADES COMPARATIVAS DA INTEGRAL:
.. Se f(x)=0 para a<x<b, entdo Ia f(x)dx >0

b b
2. Se f(x)=>g(x) para a<x<b, entdo I f (x)dx = _[ g(x)dx

8.

Se m<f(x)<M para a<x<b, entao

mpb-a)< | f(x)ix<M(b-a)

PROPRIEDADE 38:
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