EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS - Lista I

1. Desenhe um campo de direcoes para a equacao diferencial dada. Determine o comportamento
de y quando t — +4o00. Se esse comportamento depender do valor inicial de y em ¢t = 0,
descreva essa dependéncia.

a)y =3—2y R.:y—>%quandot—>—i—oo

b)y =2y—3 R.: y se afasta de 2 quando t — 400

c)y =342y R.: y se afasta de —% quando t — 400

d)y =—-1-2y R.:y—>—%quandot—>+oo

e)y =142y R.: y se afasta de —= quando t — +o00

Yy =y+2 R.: y se afasta de —2 quando ¢t — 400

gy =-2+t—y R.: y é assintotico a (t — 3) quando t — 400

h) ¢/ =te " — 2y R.: y — 0 quando t — +o0

)y =et+y R.: y — +00, 0 ou —oo, dependendo do valor inicial de y

By =t+2y R.: y — 400 ou —oo, dependendo do valor inicial de y

k) ¢y = 3sent+1+y R.: y — +00 ou —oo ou y oscila, dependendo do valor inicial de y
)y =2t—1—y? R.: y — —o0 ou é assintético a /2t — 1, dependendo do valor inicial
de y.

2. Resolva cada um dos problemas de valor inicial e desenhe os graficos das solucoes para
diversos valores de yp.

a)y =—y+5,y(0) =y R.:y=5+ (yo—5)e!
b)y' = —2y+5, y(0) = R.:y=24(yo—3)e ™
c)y =—2y+10, y(0) =yo R.:y=5+(yo—5)e ™
d) y'=y—5,y(0) =w R.: y =5+ (yo—5)e

e)y =2y—5,y0)=uwo R.:y =24 (yo—3)e*

f) y' =2y — 10, y(0) = yo R.: y =5+ (yo — 5)e*

3. Considere a equacao diferencial
y = —ay+b

onde a e b sao nimeros positivos.
a) Resolva a equacao diferencial
b) Esboce a solu¢ao para diversas condi¢oes iniciais diferentes

¢) Descreva como a solugdo muda sob cada uma das condigdes: (i) a aumenta; (ii) b aumenta;
(iii) @ e b aumentam, mas a razao 2 permanece constante.

R.: a) y = ce ™ +2; ¢) (i) 0 equilibrio ¢ mais baixo e é aproximado mais rapidamente, (i) o
equilibrio é mais alto, (iii) o equilibrio permanece o0 mesmo e é aproximado mais rapidamente.



4. Determine a ordem da equagdo diferencial e diga se ela é linear ou nao-linear (derivadas
parciais sao denotadas por indices).

a) t? ‘fltzy + t% + 2y = sent R.: Segunda ordem, linear
b) (1 + )dt2 Ftl oy =t R.: Segunda ordem, nao linear
c) szf + dt3 -+ dt2 —|— Sy =1 R.: Quarta ordem, linear
d) i ty> =0 R.: Primeira ordem, nao linear
e) 5 Ly 4 sen(t + y) = sent R.: Segunda ordem, nao linear
f) Y+ t% 4 (cos?t)y =t R.: Terceira ordem, linear
g) Uy + Uyy + Uy, =0 R.: Segunda ordem, linear
h) uge + uyy + uuy +vuy +u=0  R.:Segunda ordem, nao linear
1) Upgas + 2Uppyy + Uyyyy = 0 R.: Quarta ordem, linear
i) ur +uuy =14 Uy, R.: Segunda ordem, nao linear

5. Verifique que a funcao (ou fungoes) dada(s) é (sao) solugao (solugoes) da equacao diferencial.
a) y' —y=0;y(t) =
b) y" +2y — 3y = 0; yi(t) = e, pa(t) = ¢!

¢) ty' —y = 1% y(t) = 3t + 7

d) " +4y" + 3y =t; 1 (t) = £, 1a(t) = e +
) 22" 4+ 3ty —y=0,t>0; yi(t) = t2, yo(t) =t~

£) £y + 5ty + 4y =0, ¢ > 0; yu(t) = 72, yo(t) = t > Int
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y' +y=sect, 0 <t < T;y(t) = (cost)Incost + tsent
Usy + Uy = 05 u(z,y) = In(z? + y?)
OéQUa:x = Uy, ’LL({L‘, t) = 6_a2tsenaj

a*Uyy = Uy u(z,t) = sen(x — at)

6. Encontre a solucao geral das equacoes diferenciais abaixo e use-as para determinar o com-
portamento das solugoes quando t — +o00.

a)y +3y=t+e R y=ce®+L—%+e? yéassintoticoa & — 3
b) v — 2y = t%e* R.: y:ce%—l—%; Yy — 400

o)y +y=tet+1 R:y:ce*t+1+t2€—7t;y—>1

d) ' + ty =3cos2t, t >0 R.: y= ¢4 3082t 4 352l ) ¢ agsintotico a 292
e) y —2y =3¢ R.:y:ce —3e'; y — 400 ou —oo

f) ty + 2y = sent, t >0 R.: y = cteospbsent. ()

g) o + 2ty = 2e R.:y=t2%"+ce; y—0

h) (L +8)y +dty=(1+1)2  Ray={E7y—0



i) 2y +y=3t R.: y= ce™? + 3t — 6; y é assintotico a 3t — 6

j)ty —y =1t R.: y=—te '+ ct; y — 400 ou —00
k) v +y = 5sen2t R.: y = ce ' +sen2t — 2 cos 2t; y é assintotico a sen2t — 2 cos 2t
1) 2y 4y = 3t2 R.: y = ce 2 + 3t — 12t + 24; y é assintotico a 3t> — 12¢ + 24

. Nos Encontre a solucao do problema de valor inicial dado.

a) vy —y = 2te*, y(0) =1 sy =3e +2(t — 1)e?t
b) y +2y=te ™, y(1) =0 gy = B

)ty +2y=t"—t+1,y1)=1¢t>0 Ly = 3t4—4£2;6t2+1
d)y' + By =% y(m) =0, >0 Dy = s

e
f

:y:(t+2) x
ty=1" [( ) 1 —tcost + sent|

)y =2y = e, y(0)=2
)ty + 2y = sent, y(%)
3y + 4t?y = e, y(—

1) =

ty +(t+1y=t, y(In2) =1

g
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)
. Nos problemas:

e Desenhe um campo de direcoes para a equacao diferencial dada. Como as solucoes
parecem se comportar quando ¢ fica grande? O comportamento depende da escolha do
valor inicial a?

Seja ag o valor de a para o qual ocorre a transicao de um tipo de comportamento para
outro (valor critico)

e Resolva o problema de valor inicial e encontre o valor critico ag

e Descreva o comportamento da solucao correspondente ao valor inicial aq.

a) Y — 3y = 2cost, y(0) =

R.:y= —%cost + %sent + (a + %)eé; ag = —%; ao = —é; y oscila para a = ag
b) 2y —y =et, y(0) =a

R.: y = =315 + (a+ 3)e2; ag = —3; y — —00 para a = ag

c) ty' + (t+ 1y =2te™), y(0) = a

(ea—1)e~*

R.:y=te !+ ;aozé;y—>0quandot—>0paraa:ao

~+

Ro:y=-—-9t 4 T8 qp=25 y—>§quandot—>0paraa—a0



10.

11.

12.

13.

14.

Considere o problema de valor inicial
, 1
Y+ Sy = 2cost, y(0)=-1

Encontre as coordenadas do primeiro ponto de maximo local da solucao para ¢t > 0. R.:
(t,y) = (1,364312;0,820082)

Considere o problema de valor inicial

2 1

Ty =1— ¢ 0) =
y+3y 5t y(0) = wo

Encontre o valor de ¥y, para o qual a solucao encosta no eixo dos ¢, mas nao atravessa. R.:
Yo = —1, 642876

Considere o problema de valor inicial

, 1
Yy —|—Zy:3—|—20052t, y(0)=0

Encontre a solucao desse problema de valor inicial e descreva seu comportamento para val-
t .
ores grandes de t. R.: a) y = 12 + % cos 2t + %seth — 18,-1; y oscila em torno de 12

65
quando t — +o0

Encontre o valor de y, para o qual a solucao do problema de valor inicial
Yy —y=1+3sent, y(0)=yo

permanece finita quando t — 4+00. R.: yy = —g

Considere o problema de valor inicial

3
y — JY =3t + 2¢', y(0) =yo

Encontre o valor de yy que separa as solucoes que crescem positivamente quando t — 400
das que crescem em modulo com sinal negativo. Como a solucao correspondente a esse valor
critico de yg se comporta quando ¢t — +o00? R.: yg = —%; y — —oo quando t — +o00 para

_ _16
Yo = —73-

Mostre que, se a e A sao constantes positivas e se b é qualquer ntimero real, entao toda
solucao da equacao
Y + ay = be M

tem a propriedade que y — 0 quando t — 4o0.



15. Resolva a equacao diferencial dada.

16.

17.

a)y == R 3y — 2% — ¢, y £ 0

b) y' m R.: 3y —2ln[14+ 2% =cax# -1,y #0

)y +y 2senz = 0 R.: y '+ cosxz = cse y # 0; também y = 0 em toda parte
d)y_3§”+;y R:3y+y’ -2 +ao=cy#3

e) vy = (1—|—y2)% R.: y =sen[ln|z|+ ¢ se z #0e |y| < 1; também y = £1
0 & =W Rt y? a2 420 —c ) = ey + e £ 0

g)%:% R.:3y+y’—a’=c

Nos problemas:

e Determine o problema de valor inicial em forma explicita.

e Desenhe o gréfico da solucao.

e Determine, pelo menos aproximadamente, o intervalo no qual a solucao esta definida.

a) y' = (1—2x)y% y(0) = —5 Ri:y=——— —2<2<3
b) y’zljm,y(l):—Q R:y=—V2r—222+4, -1<zx<?2
¢) zdx +ye *dy =0, y(0) =1 R.: y=[2(1—xz)e” — 1]%, —1,68 < x < 0,77 aprox.
d) =", (1) =2 Rir= 22 0<0<e
e)y yf;”Qy,y(O)—Q R.: y = —[2In(1 + 22) 4+ 42, —0c0 < & < 400
)y =a’(1+2%)77,y(0) =1  Ray=[3-2VI+2777 |2] < V5
g) Y =135, ¥(2) =0 R.:y=-1+1V/422-15 2> 115
h)y’:%,y(()):—\%5 R.:y=— %,—oo<x<+oo
)y =3=y(0) =1 R.y=2— /a3 —er+ 1 1 4445 < z < 4,6297 aprox.
)y = ﬁ, y(0) =1 R.: y=—3+ 165 —8e® — 8¢~ 7, |x| < 2,0794 aprox.
k) sen2z da + cos3y dy = 0, y(Z) = = R.: y = Taeen@eos) 1, 1) 06155
1) (1 — 22)2 dy = arcsenz dz, y(0) =0 R.: y= [%(arcsenx)Q]%, —l<z<l1
Resolva o problema de valor inicial

y' = %, y(0) =1

e determine o intervalo de validade da solucao. Sugestao: Para encontrar o intervalo de

definicdo, procure por pontos onde a curva integral tem uma tangente vertical. R.: 3% —
3Yr—x—2*+2=0, x| <1



18.

19.

20.

21.

22.

Resolva o problema de valor inicial

y =2y +ay’, y(0)=1

e determine onde a solucao atinge o seu valor minimo. R.: y = ﬁ, r=-2
o Ter—

Resolva o problema de valor inicial

2—e"

3+ 2y

/

y:

, y(0)=0

e determine onde a solucao atinge o seu valor maximo. R.: y = % +4/2x —e* + %; xr=1In2

Considere o problema de valor inicial

ty(4 —vy
ylz%a Z/(O) = %Yo

a) Determine como o comportamento da solu¢do quando ¢ aumenta depende do valor inicial
Yo-

b) Suponha que yy = % Encontre i instante 7" no qual a solucao atinge, pela primeira vez, o
valor 3, 98.

R.:a)y—4sey>0,y=0sey=0;y — —ocoseyy <0.b) T =3,29527
Considere o problema de valor inicial

)

0)=9yy>0
1 + t ) Z/( ) Yo

a) Determine o comportamento da solugao quando t — +o0.
b) Se yo = 2, encontre o instante 7" no qual a solugao atinge, pela primeira vez, o valor 3,99

R.: a) y — 4 quando t — +oo; b) T' = 2,84367.

Resolva as equacoes diferenciais:

) dy __ 22 —3y2

|2 *|a? — 5y*| = ¢

o

dz 2xy

h) @ o 3y271.2

= 2 |
dx 2xy

et = |y —a

a) & = Tyt R.: arctg(¥) — In|z| = ¢
b)%:% R.: 22 +y*—cx® =0
c) j—g = % R.: |y — x| = cly + 3z|%; também y = —3x
d) ¢ = -5 R.: |y +2|ly +4z)* = ¢
e)j—g:ﬁj—_‘”’yy R.:ijy—i-ln\x—l—y\:c;tambémy:—a:
f) (2 + 3zy + y*)dr — 2%dy =0 R.: ;3 +Infz[ = ¢; também y = —x

R.:

R.

R.

) (2e+3)+(2y—2)y =0 s+ 3r 4yt —2y=c



23.

24.

25.

26.

j) (3z? — 2xy +2) dox + (6y* —2* +3) dy =0 R.: 22 — 2%y + 22+ 23+ 3y =c

k) (2zy* + 2y) + (22%y +22)y’ =0 R.: 2%y* + 22y = ¢
dy ax+b . 2 2 __

l)d—g——ﬁ R.: az® + 2bxy + cy* = k
m) (e*seny — 2ysenx) dx + (e” cosy + 2cosx) dy = 0 R.: e’seny + 2ycosz = ¢;
também y =0
n) (ye™ cos 2x—2e"sen2x+2x) dr+(ze®™ cos 20 —3) dy = 0 R.: e cos2z+2°—3y =c¢
0) (£+6x)dr+ (Inz—2)dy=0,2>0 R.: ylnz + 322 -2y =c¢

z dx ydy . 2 2 _
D) i) i) R.: 2"ty =c
q) 32y + 22y +y3) dr + (22 +y?) dy =0 R.: 322y +¢y3)e¥* =c
r)y =e* +y—1 R.: y=ce® +1+e*
s) da?+(§—seny) dy =0 R.: 2y + ycosy —seny = ¢
t) y doe+ (2zy —e ) dy =0 R.: ze? —1Iny| = ¢, também y = 0
u)(4’5—§+§)dm+(3y%+4y)dy:0 R.: '+ 3zy +y* = ¢
v) (2zy) dx + (y* — 32%) dy =0 R.: 2%y 3 —y ! =cetambém y =0
w) (z* —z+y)de —xdy=0 R.:y= “”—;—$ln|x|+c:vetambémx:0
x) (y? + 2zy) dr + (32%y? —y~ 1) dy =0 R.: 22y '+ 2 =ce também y =0

1

y) Y + 2ty —y* =0, >0 R.: y:i(2+55tct5)2
2) Z—Z + 4 =a’y’ R.:y= —szx;; e também y = 0
aa) g—g = %y — x%y? R.: y = x%zjc e também y =0
ab) % 4+ ta3 4+ 2 =0 R.: 272 =2 Int| + ct? e também z = 0
ac) & — —ngf"a R.: r = % e também r = 0
ad) % + 2y = y? R.:y= —2x

Use a substituicao y = va? para resolver

@ = 2y + cos (£>
de x 22
Resolva o problema de valor inicial
dy 2y 4
— - — == 1) =3
T y o y(1)
e f19z41
R.:y= /L=
Mostre que y? + 2 — 3 = 0 é uma solucao implicita para Z—z = —% no intervalo (—oo, 3).

3 _ 3 _ 1 4 X s dy _ (zcosztsenz—1)y
Mostre que xy” — ry°senxr = 1 ¢ uma solugao implicita para 3% = T S(e—msenz)

(0,%)-

no intervalo



27.

28.

29.

30.

31.

Mostre que y = ¢;senz + ¢ cos x é uma solucao para < + y = 0 para qualquer escolha das
d

constantes ¢; e co. Assim, cisenx + ¢o cosx é uma familia de solugoes em dois parametros

para a equacao diferencial.

Mostre que y = ce>* + 1 é uma solucao para % — 3y = —3 para qualquer escolha de c.

Determine para quais valores de m a fungio ¢(x) = 2™ é uma solugio para a equagao dada.
a) 3024 4 112% — 3y =0 R.:ite-3

b) 2L — 2% 5y = R.:1+6

Determine para quais valores de m a funcao ¢ = €™ é uma solucao para a equacao dada.
a) - Ly 4 6% +5y =0
b) dz‘3 +3dx2 +2% =0

Determine se o Teorema 1 implica que dado problema de valor inicial tem uma solucao tnica.

a) jg:y —xt y(0) =7 R.: Sim
b) 3z + 4t =0, 2(2) = -7 R.: Sim
) y& =z, y(1) =0 R.: Nio



