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11.1 CONICAS

Pierre de Fermat (1601-1665) estabeleceu o principio
fundamental da Geometria Analitica, segundo o qual, uma
equacao do 12 grau, no plano, representa uma reta, e uma
equacao do 22 grau, no plano, representa uma conica.

Portanto chamamos de coOnicas ao lugar geométrico dos
pontos do R? cujas coordenadas (X,y), em relacdo a base
canonica, satisfazem a equacao do 22 grau:

ax’ + by’ +2cxy+ dx+ey+ f =0




Conicas sao curvas originadas de cortes de cones.
Dependendo do corte podemos ter:

parébéla H?:M

hipérbole




11.1.1 PARABOLA

Consideramos um ponto F e uma reta d que nao contém F.
Denominamos parabola de foco F e diretriz d ao lugar
geométrico dos pontos do plano que equidistam ded e F.

d(R,F)=d(R.d)




11.1.1.1 ELEMENTOS DA PARABOLA

Denominamos:

d
F:foco

d: diretriz

\/: vértice

[+] V X F =
- 3 g p: parametro, que repre-
i eixo de senta a distédncia do
focoadiretriz(p=0).

simetria
reta VF: eixo de simetria
daparabola.

N | T

A'S
LATUS RECTUM: é acorda AA'que passa pelo foco e € perpendi-
cular ao eixo de simetria. Também chamada de corda focal minima.




11.1.1.2EQUACOES CANONICAS DA
PARABOLA

11.1.1.2.1 EIXO DE SIMETRIA COINCIDE
COM O EIXO X

Na figura tem-se uma parabola de
concavidade voltada para a direita
representada no sistema
cartesiano xOy. A diretriz tem

equacao x = _P

P(x,y) € um ponto genérico da
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parabola.
F B,O é o foco. P (_

da perpendicular baixada do
ponto P sobre a diretriz.




Por definicao:
d(P,F)=d(P,P)
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Elevando ambos lados ao quadrado e
desenvolvendo os produtos notaveis,

temos:
)<[—px+7iz+y2=x{+px+%
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equacao canonica (reduzida ou padrao) da
parabola com vértice na origem e cujo eixo de
simetria é o eixo X. .




Se p > 0, a parabola tem concavi- Se p <0, a parabola tem con-
dade voltada para a direita (volta- cavidade voltada para a es-
da para a parte positiva do eixo x)li querda.




11.1.1.2.2 EIXO DE SIMETRIA COINCIDE

COM O EIXO Y

(XY

(XNje

Na figura tem-se uma parabola de
concavidade voltada para a direita
representada no sistema
cartesiano xOy. A diretriz tem

equacdoy —_P .
P(x,y) é um poznto genérico da
parabola. 0
p 7 PI - )4 7
F O’E é o foco. ( 2) é 0 pé

da perpendicular baixada do

ponto P sobre a diretriz.




Por definicao:
d(P,F)=d(P,P)

NT N

\/<x—0>2+<y—§)2 =\/<x—x>2+(y+§)2

Ha Elevando ambos lados ao quadrado e

o

temos:
x2+/y1—py+7p4z=/y1+py+%

\ 4

equacao canonica (reduzida ou padrao) da
parabola com vértice na origem e cujo eixo de
simetria € o eixoy.

desenvolvendo os produtos notaveis,




Se p > 0, o parabola tem con- Se p <0, a parabola tem con-
cavidade voltada para cima cavidade voltada para baixo.
(voltada para a parte positiva

do eixoy).




11.1.1.3 IDENTIFICACAO DE UMA PARABOLA

a) Uma equacio do tipo Ax?+By=0 representa uma
parabola de vértice na origem e eixo de simetria
coincidente com o eixo .

b) Similarmente uma equacao do tipo Ay?+Bx=0
representa uma parabola de veértice na origem e eixo de
simetria coincidente com o eixo Xx.

c) O eixo de simetria da parabola ¢ homo6nimo a variavel do
12 grau. Por exemplo:

1) A equacio y?=-5x (ou y*+5x=0) representa uma
parabola com eixo de simetria coincidente com o eixo x e
concavidade voltada para a esquerda.

2) A equacao x?=3/2y (ou 2x*-3y=0) representa u
parabola com eixo de simetria coincidente com o eixo y em‘
concavidade voltada para cima.




11.1.1.4 APLICACOES PRATICAS DA
PARABOLA

a) A secao de um farol de automovel tem o formato de uma
parabola (a superficie espelhada é um paraboldide). A
lampada situada no foco, quando acesa, emite raios luminosos
que apos incidirem sobre a parabola serao refletidos numa
mesma direcao segundo retas paralelas ao eixo da parabola.

/(/‘Lb Sup. espelhada
»

Farol de um automovel Seccao de um farol .




b) Se um espelho parabdlico é apontado para o sol, os
raios de luz (paralelos ao eixo da parabola) serao
refletidos para o mesmo ponto (foco). Aplica-se o
mesmo principio em telescopios, antenas de radar e
antenas parabodlicas (as ondas paralelas ao eixo da
parabola, se refletem na antena e confluem para o
retransmissor.

(espelho parabdlico) (antena parabdlica)




c) Em Resisténcia dos Materiais, o diagrama do Momento
Fletor de uma viga submetida a uma carga uniforme é
uma parabola.

‘“"“-..__‘ |

d)Em balistica, quando se lanca um projétil sobre o qual
atua somente a forca da gravidade, a trajetdria € uma
parabola. o T TR

A
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11.1.1.5 EQUACOES DA PARABOLA
O'=(Xp,Yp)

11.1.1.5.1 EIXO DE SIMETRIA E PARALELO
AO EIXO DOS X

VA di  y'A Atraves de uma translagao de
eixos, obtemos um novo sistema
x 0'y’, cuja origem O’ coincide

: com o vértice V=(x :
vob—o— 28 & > ( oiyo)~
p P X Face o exposto, a equacao da
2 2
parabola
o ¢ X <_ X Referida ao novo sistema é:

y*=2px' (1) .




Contudo, pelas formulas de translacao:

X'=X—X,

y'= Y=Y

(2)

11.1.1.5.2 EIXO DE SIMETRIA E PARALELO

AO EIXO
Y A

y

\

DOS Y
W \

>
X

>
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Analogamente, a parabola
de cujo eixo de simetria é
paralelo ao eixo dos y tem
a forma:

(X=%)" =2p(y—V,) .




11.1.1.5.3 EQUACAO DA PARABOLA NA
FORMA EXPLICITA

Sabemos que a equacao de uma parabola de vertice

V(%,y,) € eixo paralelo ao eixo dos y tem a forma padrao:

(X=%;)" =2p(y = Y,)

Conhecendo x,, y,, p e explicitando y nessa equacao
teremos uma equacao apresentada sob a forma:

y=ax’+bx+c = forma explitica da equac¢io da parabola




11.1.2 ELIPSE

E o lugar geométrico dos pontos de um plano cuja soma das
distancias a dois pontos fixos F1 e F2 (focos) do mesmo
plano € uma constante (2a), onde 2a>d(F,F,).

a d(P,F)+d(P,F,)=2ae
T d(Q,R)+d(Q,F,)=2a




11.12.2.1 ELEMENTOS DA ELIPSE

F,, F,. focos. A distan-
ciaentreosfocos F, e F,,
igual a 2c, denomina-se
distanciafocal.

O: centro da elipse; € o
ponto médio do segmen-
toF,F..

A,, A,, B,, B, vertices
daelipse.

Eixo maior: € 0 seg-
mento AA, € cujo com-
primento € 2a.

Eixo menor: € segmen-
to B.B, e cujo compri-
mento € 2b.




Do triangulo retangulo B,0F, hachurado na figura,
obtemos a relacao:

a’=b’+c’=>b°=a’-c* (3)
Excentricidade : € o numero dado por:
£=—

a

como c<a, O<e<l




11.1.2.2EQUACOES CANONICAS DA ELIPSE

11.12.2.2.1 O EIXO MAIOR COINCIDE
COM O EIXO X

YA

Sejam:

P(x,y) um ponto genérico da
elipse.

F,(-c,0)

F,(c,0)

F ol ./ x Por definicio:
d(PF,)+d(PF,)=2a

\/(x+c)2 +(y—=0)? +\/(x—c)2 +(y-0)* =2a




\/(x+c)2 +y° = 2a—\/(x—c)2 +y°

Elevando ao quadrado e desenvolvendo os produtos
notaveis:

(\/(x+c)2 +y° )2 =(2a—\/(x—c)2 +y° )2

(X+C)* +y? =(2a)2 —2x Za\/(x—c)2 +y° +(\/(x—c)2 +y° )2
(m)2+)/2/=4a2—4a\/(x—c)2+y2 +(@)2+y{
4a\/(x—c)2+y2 =422 + (X = 2cx+ 22) = (& +2cx+ 27)
AayJ(x—c)? +y? = Aa> — fcx

(a\/(x—c)2 +y° )2 = (a2 —cx)2

a’ ((x—c)2 + yz) =a’ —2cxa® +c*x’




az(x2 —2cX+C° + y2)= a’ —2?<a2 +C°X°

V

a’x? =2exa’ +a’c’ +a’y? +2exa’ —c2x% = a’

2000 22 202 4 220
a‘’x“+a‘y —cx"=a"-a‘c
X2 (a2 _C2)+ a2y2 — a2 (aZ _CZ)
De (3):

b2X2 + aZyZ — a2b2
Dividindo ambos os membros da equacao por a’b’:

\ 4

equacdo canonica (reduzida ou padrao) da elipse
de centro na origem e focos sobre o eixo x.




11.12.2.2.2 O EIXO MAIOR COINCIDE
COM O EIXO Y

YA Na figura tem-se:

F,(0,0)

F,(0,-c)

De forma analoga demonstra-se

que para um ponto P(x,y)
pertencente a elipse tem-se a
equacao canonica:

equacado canonica (reduzida ou padrao) da elipse’
de centro na origem e focos sobre o eixoYy.

<y




Aqui cabe um destaque: na equacao canonica a é
a medida do semieixo maior e a® representa o

maior dos denominadores. Se o nimero a?de
denominador de:

x? =) focos estio sobre o eixo x;
y> =» focos estdo sobre o eixo y;




11.1.2.3 CONSTRUCAO DE UMA ELIPSE

Segundo o Método do Carpinteiro ou do Jardineiro (para
dar forma aos canteiros), sobre uma tabua crava-se dois
pregos e fixa-se os extremos de um barbante de
comprimento 2a, nos dois pregos (focos). Estira-se o
barbante com o lapis e se move ate uma volta completa,
sempre com o barbante esticado.




11.1.2.4 APLICACOES PRATICAS DA ELIPSE

a) A trajetoria dos planetas ao redor do Sol nao € circular

e sim eliptica. No caso da Terra, os semieixos sao
a=153.493.000km e b=153.454.000km.

fundo do ceu

b) Arcos em forma de semielipse sao muito empregado
nas construcoes de pontes de concreto e de pedras
(desde os antigos romanos).




¢c)O monumento arquitetonico mais portentoso da Roma
Antiga foi o Coliseu. A planta baixa possuia a forma
eliptica, cujo eixo maior tinha 188m e o menor 156m.

'
J
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A

regiao de baixa
audibilidade

d)Sob uma aboboda eliptica os sons emitidos em um
foco tém melhor audibilidade nos pontos proximos ao
outro foco, nao obstante serdo praticamente
inaudiveis na regidao intermediaria aos dois focos. .




11.1.2.5 EQUACOES DA ELIPSE CUJO CENTRO
E O'=(Xp,Yo)

11.1.2.5.1 EIXO MAIOR E PARALELO AO EIXO
X

" Atraveés de uma translacao de

VA eixos, obtemos um novo sistema
x'0'y’, cuja origem O’ coincide
com o centro da elipse.

Yoo F': - . .
¥ A equacao da elipse referida ao
L P novo sistema é:
P P 12 12
T XLyt @)
o ' ' Xa : I —
i X >+ =1

gooeeae 2c e - a’ b’

X'=X=X, (2)
y'=Y-Y, .




Levando (2) e (4):

2 2
=%) , (V=¥ )
2 + 2 -
a b
que representa a equacio canonica da elipse cujo centro
e 0'(x,,y,) € cujos focos estao sobre uma paralela ao eixo
X

11.1.2.5.2 EIXO MAIOR E PARALELO
AO EIXO DOS Y L R

Adotando um raciocinio similar Fg N\
ao caso anterior, se tera a equacao S

Yo ! >
da elipse: (ji -
_ 2 _ 2 F,e---- ----);"
(o) =% ) | N\ .

b a




que representa a equacao canonica da elipse cujo centro
e 0'(x,,y,) € cujos focos estao sobre uma paralela ao eixo

y.




11.1.3 HIPERBOLE

E o lugar geométrico dos pontos de um plano tais que o
valor de suas distancias a dois pontos fixos F, e F,
(focos), do mesmo plano, € uma constante (2a), onde
2a<d(F,,F,). A hipérbole € uma curva com dois ramos e
o valor absoluto pode ser desconsiderado desde que
adotemos a diferenca entre a maior e a menor distancia.

[d(P,F)—d(P,F,)|=2a




11.1.3.1 ELEMENTOS DA HIPERBOLE

F,, F,: focos. A distancia
entre os focos F, e F.,, igual
a 2c, denomina-se distan-
ciafocal.

O: Centro da hipérbole; &
o ponto médio do segmento
F.F..

A,, A,: vértices da hipér-
bole.

Eixo real ou transver-
so: € 0 segmento AA, €
cujo comprimento & 2a.

Eixo imaginario ou
conjugado: € o segmento
B.B, e cujo comprimento &
2b.




Do triangulo retangulo A,0B, hachurado na figura,
obtemos a relacao:

c’=a’+b’

Excentricidade : € o numero dado por:

£=—
a

COMmo C e a sao positivose c>a, €>1

Ha uma proporcionalidade entre a excentricidade e a
abertura da hipérbole, quanto maior a excentricidade,
maior a abertura.




11.1.3.2EQUACOES CANONICAS DA ELIPSE

11.1.3.2.1 O EIXO REAL COINCIDE coM

O EIXO' X , Seiam:

P(x,y) um ponto genérico da

P hipérbole.
F,(-c,0)
4 : > F2 (C,O)

Por definicao:
|[d(PF,)-d(PF,)|=2a

= 2a

Jx+0)2 +(y=0)? —/(x=c)* + (y—0)?




Agora, empregando as mesmas operacoes para deduzir
a equacao da elipse, chegamos a equacao:

equacao canodnica (reduzida ou padrao) da
hipérbole de centro na origem e eixo real
coincidente com o eixo X.




11.1.3.2.2 O EIXO REAL COINCIDE coM
O EIXO Y

O posicionamento da hipérbole
no sistema cartesiano fornece:

F,(0,-c)
F,(0,c)

De forma analoga demonstra-se
que para um ponto P(x,y)

pertencente a elipse tem-se a
F ~
/ equacio:

equacado canonica (reduzida ou padrao) da .
hipérbole de centro na origem e eixo real
coincidente com o eixoYy.

<Y




Vale enfatizar que na elipse sempre a>b. Na hipérbole, no
entanto, pode-se ter a>b, a=b ou a<b.

Numa hipérbole o eixo real, bem como o eixo focal, coincide
com o eixo da coordenada correspondente a variavel de

coeficiente positivo (se a equacao estiver na forma

canonica).
2 2
X . . . .
E_% =1 =) eixofocal coincide com o eixo X;

2 2
Y _X _4 =) eixofocal coincide com o eixo y;
12 8




11.1.3.3 ASSINTOTAS DA HIPERBOLE

As assintotas s&ao exce-
lentes guias para se tracar o
grafico da hiperbole: o esboco
adequado de uma hipeéerbole
pode ser feito tracando-se
inicialmente o retangulo e as
retas que contém as diagonais
(assintotas). O ramo de cada
hiperbole tem vértice tangente
ao lado do retangulo e "abre-se”
a curva tendendo para as
assintotas.




11.1.3.3.1 CALCULO DAS EQUACOES DAS
ASSINTOTAS

Como as duas assintotas acima figuradas passam pela
origem, sao retas do tipo:

y =£mx




11.1.3.4 APLICACOES PRATICAS DA
HIPERBOLE

a) A hipérbole também tem uma propriedade reflexiva
interessante, semelhante a da elipse: se uma fonte de luz
ou som esta em um dos focos, entao as ondas de luz ou
sonoras incidirao no outro ramo da hipérbole, refletindo
no seu foco.

Raios que saem de um dos focos e incidem no outro ramo
da hipérbole convergem no outro foco.

b) O estrondo de um avidao supersonico é um cone que
segue o avido. A interseccao deste cone com a superficie .
do solo € uma hipérbole. Pessoas situadas ao longo da




hipérbole ouvem o barulho ao mesmo tempo.

c)O sistema de navegacao LORAN (Long Range Navegation -
Navegacao de longo curso) utiliza as propriedades da
hipérbole, o radar e os sinais de pares de estacoes de radio
para localizar a posicao de um navio. As ondas concéntricas
dos sinais das estacoes se interceptam em hipérboles.

d)O sistema DECCA de navegacao aérea usam a hipérbole. Da
Terra, concomitantemente sao transmitidos sinais de radio de
dois pontos fixos F1 e F2 que sao captados pelo aeroplano em
P, ao longo de t1 e t2 segundos, respectivamente. A diferenca
entre t1 e t2 determina 2a e assim obtém a caracteristica da
hipérbole na qual esta P.

e)lgualmente na navegacao maritima utilizam-se sistemas
hiperbolicos: O sistema RADUX (de baixissima frequéncia) e o
sistema LORAC (de ondas continuas para observacoes de
grande precisao).




f)O planetario St. Louis € um exemplo de construcao em
forma de hiperboldide.




11.1.3.5 EQUACOES DA HIPERBOLE CcUJO
CENTRO E O’=(X,,Y,)

11.1.3.5.1 EIXO REAL E PARALELO AO
EIXO X

va VA A equacao da hipérbole referida
N a0 novo sistema x’0’y’ é:
X|2 y|2
3 22 p? =1
yu._T : OI. E'l
-/ Como ha translacao de eixos:
o | > X'=X—X,
Xo X 1
Y =YY
o =x-=+2a :
KRR 2€- -~ * A equacao fica:




(X=%)" (Y=Yo) _
a’ b2

que representa a equacao canonica da elipse cujo centro
e 0'(x,,y,) € cujos focos estao sobre uma paralela ao eixo
X

11.1.3.5.2 EIXO REAL E PARALELO
AO EIXO DOS Y VA YA

Adotando um raciocinio similar N
ao caso anterior, se tera a equacao

da hipérbole:

) (x=

(y_yo
? b

%)
a 2




que representa a equacao canodnica da hipérbole cujo
centro € 0’(x,,Y,) € cujo eixo real é paralelo ao eixo y.




11.2. TRANSFORMACOES DE COORDENADAS
NO R?

Uma vez conhecidas as coordenadas de um ponto ou a
equacao de uma curva em relacao a um certo sistema de
referéncia, trataremos neste item das novas coordenadas
do ponto ou da nova equacao da curva em relacao a um
novo sistema de referéncia.
f(x,y)—=>F(x'\y)
X0y —» x'0'y’

Este novo sistema é obtido através de uma translacao de
eixos. Essa transformacoes de coordenadas nao afeta a
forma da curva ou do grafico, e sim ha alteracao na
equacao da curva.




11.2.1 TRANSLACAO DOS EIXOS

YA No plano cartesiano xOy
considere um ponto O' = (X, Y,,).
Introduza um novo sistema
x'0O'y' tal que O' seja a nova ori-
geme oeixo O'x' tenhaa mesma
direcao e sentido de Ox e Q'
tenha a mesma direcéao e senti-
dode Oy.

Dizemos que 0 novo siste-
ma x'O'y' foi obtido por uma
translacao do antigo sistema
XxOy. Em ambos os sistemas se
conservam as unidades demedi-
da.

&
=Y

Yo o}




YA
YA
L SULIEDF] SERELLE oP
y' §
—t——— >
YU D x| E x
o7 1% X

Um ponto P do plano tem
coordenadas:

* X e y em relacao ao siste-
ma xQOy.

*X' ey emrelacao ao siste-
max'O'y".

Obtemos faciimente da figu-
raas formulas de translacao:




11.2.2 EXEMPLO

A principal finalidade de transformacao de coordenadas
é modificar a forma das equacoes. Por exemplo, seja a
parabola de equacao x” =4y referida ao sistema x’Oy".

Se tivermos X,=3 e y,=2,isto é, 0'(3,2), e sabendo que:
X=X, +X' X'= X=X, X'=¥X—3

y=Yo+Yy » y'=Y-Y, » y'=y—2

a equacao desta parabola em relacao ao sistema xOy é:
(x—3)% = 4(y—2) vy
X°—6X+9=4y—8
X° —6x—4y+17=0

X|2=4y| . A :




