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Sobre a série Investigacao
Filosofica

A Série Investigagdo Filosofica € uma série de livros de tradugbes de
verbetes da Enciclopédia de Filosofia da Stanford (Stanford Encyclopedia of
Philosophy), que intenciona servir tanto como material didatico para os
professores das diferentes subareas e niveis da Filosofia quanto como material de
estudo para a pesquisa e para concursos da area. Nos, professores, sabemos o
quao dificil € encontrar bom material em portugués para indicarmos. E ha uma
certa deficiéncia na graduagdo brasileira de filosofia, principalmente em
localizagdes menos favorecidas, com relagdo ao conhecimento de outras linguas,
como o inglés e o francés. Tentamos, entdo, suprir essa deficiéncia, ao
introduzirmos essas tradugdes ao publico de lingua portuguesa, sem nenhuma
finalidade comercial e meramente pela gloria da filosofia.

Essas tradugdes foram todas realizadas por filésofos ou por estudantes
de filosofia supervisionados e revisadas por especialistas na area. Todas as
tradugbes de verbetes da Stanford foram autorizadas pelo querido Prof. Dr.
Edward Zalta, editor da Enciclopédia de Filosofia da Stanford; por isso o
agradecemos imensamente. Sua disposi¢do para ajudar brinda os paises de
lingua portuguesa com um material filoséfico de exceléncia, que seré para sempre
disponibilizado gratuitamente no site da Editora da Universidade Federal de
Pelotas (Editora UFPel), dado o nosso maior principio se fundar na ideia de
conhecimento livre € a nossa maior inten¢do ser o desenvolvimento da filosofia
em lingua portuguesa e do seu ensino. Aproveitamos 0 ensejo para agradecer
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também ao editor da Editora UFPel, na figura do Prof. Dr. Juliano do Carmo, que
apoiou nosso projeto desde o inicio. Agradecemos também a todos os
organizadores, tradutores e revisores, que participam de nosso projeto. Sem sua
dedicagéo voluntéria, nosso trabalho n&o teria sido possivel. Esperamos, com o
inicio desta colegao, abrir as portas para o crescimento desse projeto de tradugéo
e trabalharmos em conjunto pelo crescimento da filosofia em portugués.

Prof. Dr. Rodrigo Reis Lastra Cid
Prof. Dr. Juliano Santos do Carmo (NEFIL/UFPEL)
Editores da Série Investigagdo Filosofica



Introducao

A atividade filosofica sempre foi marcada pelo uso do vocabulario,
conceitos e teorias de outras areas do conhecimento. Devido a sofisticagéo
técnica e ao alto grau de especializagdo da producgéo intelectual e cientifica dos
dias atuais, tornou-se fundamental ter a disposi¢do bons textos introdutérios que
oferecam panoramas de diferentes areas nas quais sdo desenvolvidas
ferramentas Uteis para o trabalho filoséfico. Os textos publicados neste volume
cumprem essa fungdo, apresentando areas do conhecimento nas quais foram
desenvolvidas ferramentas que s&o efetivamente utilizadas por autores
contemporaneos para tratar de problemas filoséficos. O uso dessas ferramentas é
bastante amplo, como se pode facilmente observar consultando a producéo
filoséfica atual em disciplinas como a epistemologia, metafisica, logica, filosofia da
matematica, filosofia da religido, ética e politica, entre outras. Além disso, as
teorias aqui apresentadas tém enorme apelo intelectual intrinseco e muitas
possuem profundas questdes conceituais em aberto, o que as tornam ainda mais
atrativas para o filosofo.

O primeiro texto do volume é A Teoria dos Conjuntos. Escrito pelo
légico e matematico catalédo Joan Bagaria, o verbete vai desde o inicio da teoria
com Cantor até as apresentagdes da técnica de forcing, utilizada para estabelecer
a independéncia da hipétese do continuo em relagdo a teoria dos conjuntos
padréo (chamada de ZFC), e do desenvolvimento do programa de Gddel de
construir teorias fortes o bastante para estabelecer hipoteses que néo séo
decidiveis em ZFC. Entre esses extremos, Bagaria apresenta a hierarquia
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cumulativa de conjuntos, as teorias dos ordinais e cardinais transfinitos, a questéo
da fundamentagdo da matematica e o fendmeno da incompletude, o universo
construtivo de Gddel e a propria hipbtese do continuo. Da sua metade em diante,
o texto de Bagaria é muito exigente. Para o leitor iniciante, recomendamos, antes
de mais nada, a leitura dos dois complementos publicados na sequéncia do texto
principal: o primeiro é A Teoria Basica dos Conjuntos, no qual Bagaria
apresenta as nogbes elementares da teoria, como as de conjunto, relagdes,
funcdo, nimeros cardinal e ordinal, entre outras; o segundo é A Teoria dos
Conjuntos de Zermelo e Frankel (ZF), no qual sdo apresentadas as versoes
formalizadas dos axiomas dessa teoria. A leitura desses dois complementos é
suficiente para o estudante de cursos introdutorios de logica e para acompanhar
boa parte das discussdes filoséficas nas quais aparecem nogbes da teoria de
conjuntos.

O segundo texto trata dos dois Teoremas de Gédel, os mais famosos e
importantes resultados da légica no século XX. O primeiro teorema diz que ha
afirmagbes em qualquer sistema formal consistente, no qual uma certa
quantidade de aritmética elementar possa ser executada, que ndo podem ser nem
demonstradas e nem refutadas nesse sistema. O segundo afirma que um sistema
formal consistente, no qual uma certa quantidade de aritmética elementar possa
ser executada, ndo pode demonstrar a sua prépria consisténcia. Primeiramente, o
filésofo finlandés Panu Raatikainen explica no seu artigo os conceitos basicos
para a compreensdo desses teoremas, como “sistema formal’, “consisténcia” e
“completude”, e apresenta as teorias aritméticas de Robinson e de Peano.
Desenvolve, entdo, os elementos basicos para a prova do primeiro teorema, entre
0S quais a numeragdo de Gddel e o lema da diagonalizagdo. O mesmo
procedimento € adotado na apresentacdo da prova do segundo teorema,
destacando-se, na preparagdo da prova, a discussdo sobre as condi¢des de
derivabilidade de Lb. Alguns resultados relacionados as provas dos teoremas de
Gddel sdo discutidos na sequéncia, entre os quais vale a pena destacar o
teorema de Tarski sobre a indefinibilidade da verdade. Raatikainen descreve,
ainda, a historia da recepgéo dos teoremas de Gddel e discute na ultima se¢éo
algumas das implicagdes filoséficas desses teoremas. A tradugdo é publicada
com dois complementos muito Uteis, versando o primeiro deles sobre uma técnica
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engenhosa conhecida como Numeragdo de Godel, e o segundo sobre um
importante lema utilizado nas provas dos teoremas de Godel, O Lema da
Diagonalizagao.

O terceiro texto deste volume foi escrito pela filosofa da computagdo
Liesbeth De Mol e trata das Maquinas de Turing. Inicialmente, De Mol apresenta
o Entscheidungsproblem, o problema de decidir para toda sentenga da linguagem
da légica de primeira ordem se ela é derivavel nessa légica ou nao, e detalha os
instrumentos para lidar com esse problema, as maquinas de Turing, nas versdes
de Turing e de Post. O Entscheidungsproblem é retomado na se¢do seguinte,
juntamente com a discussdo do Problema da Parada e de variagbes das
maquinas de Turing. De Mol apresenta entdo algumas questbes filosoficas
relacionadas as maquinas de Turing e discute modelos alternativos de
computabilidade. O texto finaliza com a apresentacdo da relevancia das
maquinas de Turing em discussdes relacionadas a filosofia da computacéo e da
relevancia da Turing para o desenvolvimento do computador moderno e para
teorias da computagéo.

O verbete seguinte trata de Diagramas. Escrito pela filésofa Sun-Joo
Shin, pelo filésofo John Mumma e pelo cientista da computagéo Oliver Lemmon, o
texto apresenta, na sua primeira se¢do, 0s diagramas como sistemas
representacionais, em que os autores discutem os diagramas de Euler, Venn e
Peirce. Segue-se a se¢do na qual ha a apresentacdo dos diagramas enquanto
sistemas formais, em que é mostrado o desenvolvimento da elaboragéo de Peirce
dos diagramas a partir da perspectiva elaborada por Shin. A se¢éo seguinte trata
das limitagdes da representacdo e do pensamento diagramatico e da sua eficacia.
Os autores discutem, entéo, o papel dos diagramas na geometria, particularmente
na geometria euclidiana, e apresentam dois sistemas diagramaticos formais. O
texto termina com reflexdes sobre a relagdo entre diagramas e cognigao,
diferentes sistemas diagramaticos, diagramas e representages mentais.

O Teorema de Bayes ¢ o teorema matematico mais importante para os
filésofos que trabalham em é&reas nas quais as nogdes de “evidéncia’,
“confirmagéo” e “probabilidade” tém um papel central (areas como ldgica indutiva,
epistemologia, filosofia da ciéncia, filosofia da estatistica e filosofia da religido,
entre outras). Escrito pelo filosofo e estatistico James Joyce, o texto apresenta na
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primeira se¢éo a definicdo de probabilidade condicional e duas formulagdes do
teorema de Bayes, explicando os termos envolvidos em ambas as formulagdes e
oferecendo exemplos de féacil compreensdo. Em seguida, Joyce oferece
formulagdes especiais do teorema, inicialmente na forma de razdes, mas também
na forma de diferengas. A primeira é em termos de Razdo de Probabilidade,
formulagéo que envolve o grau com que uma hipétese ultrapassa uma tautologia
como previséo da evidéncia dada, a segunda em termos de Razédo de Chances,
formulag&o que envolve o grau com que uma hipétese ultrapassa a sua negagéo
como previsora da evidéncia dada, e a terceira em termos do Fator de Bayes,
formulag&o que envolve o grau com que uma hipétese ultrapassa outra hipotese
concorrente como previsora da evidéncia dada. Segue-se uma discussao das
ideias centrais ocorrentes nas teorias bayesianas da confirmacao: a relatividade
da confirmagao, o proporcionalismo da evidéncia e a confirmagéo incremental. O
texto termina com uma discussdo sobre o papel do teorema de Bayes nos
modelos de revisdo de crenga por meio de condicionaliza¢do. O texto de Joyce é
publicado com um complemento essencial para a leitura do texto principal:
Exemplos, Tabelas e Eshogos de Provas apresenta os exemplos mencionados
no texto principal, ilustracdes da diferenga entre a razéo de probabilidade e a
razéo de chance, entre a razéo de probabilidade e a diferenca de probabilidade,
entre razdo de chances e diferenga de probabilidade, além de introduzir alguns
esbogos de provas.

Finalmente, o Ultimo texto deste volume trata da Teoria dos Jogos. O
texto escrito pelo filésofo da economia Don Ross € amplo e muito instrutivo para
quem se dedica a investigar questdes filosdficas envolvendo as interagdes
humanas. Inicialmente, hd uma boa exposi¢do da motivagéo inicial da teoria e
uma exposicdo detalhada de alguns dos seus elementos principais. Ross
apresenta matrizes e arvores de jogos, o famoso dilema do prisioneiro e 0s
conceitos de solucao e equilibrio. A secao seguinte trata de incerteza e risco em
jogos, seguidas por se¢des sobre jogos de lance Unico, jogos repetidos, jogos de
coordenagao, raciocinio em equipe, jogos condicionais e comprometimento. Uma
secdo de enorme interesse para o filosofo discute a teoria evolutiva dos jogos,
usada para estabelecer condicdes sob as quais a linguagem humana e conceitos
como “justica” e “propriedade privada” poderiam emergir. O texto termina com



uma apreciacao sobre as questdes ainda em aberto e as dire¢des de investigagao
mais promissoras na teoria dos jogos. Esse texto é especialmente indicado para
aqueles que desejam realizar trabalhos técnicos em areas como a filosofia da
economia, filosofia social e filosofia politica, entre outras.

Certamente, ha varios outros verbetes da Stanford Encyclopedia of
Philosophy que deveriam ser traduzidos e figurar neste volume sobre
ferramentas formais para a filosofia. Infelizmente, ndo houve espacgo para todos
eles, porém acreditamos ter realizado uma boa selecdo de textos, que
apresentam resultados e teorias interessantes e instrutivas que efetivamente
servem para discutir filosofia e ampliar a reflexdo filoséfica em varias areas
importantes, sendo, portanto, indispensaveis para o estudante com a intengéo de
aprofundar seu conhecimento e trabalhar nessas areas. Também esperamos que
o estudo de teorias cientificas e matematicas (mesmo que de forma amadora)
possa promover a autonomia e a originalidade de pensamento, a exemplo de
muitos filésofos contemporaneos. Uma dltima observagdo: confiamos na
qualidade das tradugdes aqui publicadas, mas isso ndo impede a ocorréncia de
erros. Portanto, ficaremos gratos com criticas e sugestdes que possam tornar o
trabalho ainda melhor. Os leitores devem se sentir a vontade para enviar essas
criicas e  sugestbes aos editores, nos  seguintes  e-mails:
guilherme.cardoso@ufop.edu.br e sergiornmiranda@ufop.edu.br.

Agradecemos a todos que contribuiram para esse volume, em especial ao
colega Prof. Dr. Rodrigo Cid, coordenador do projeto, e aos estudantes Arthur de
Castro Machado (UFMG), Débora Oliveira (UNICAMP) e Hulian Ferreira de Aradjo
(UFMG), que participaram das tradugdes. Reconhecemos também o valioso apoio
da Fundagéao John Templeton, que financiou este trabalho.

Prof. Dr. Guilherme A. Cardoso e Prof. Dr. Sérgio R. N. Miranda
Organizadores



Teoria dos Conjuntosﬁ

Autoria; Joan Bagaria
Traducéo: Sérgio R. N. Miranda
Revisdo: Guilherme A. Cardoso

A teoria dos conjuntos é uma teoria matematica sobre cole¢des bem
definidas, denominadas conjuntos, de objetos, denominados membros ou
elementos do conjunto. A teoria dos conjuntos pura lida exclusivamente com
conjuntos, portanto 0s Unicos conjuntos sob consideragdo s&o aqueles cujos
membros sao também conjuntos. A teoria dos conjuntos finitos hereditarios, que
s8o0 conjuntos finitos cujos elementos s&o conjuntos finitos, os elementos dos
quais sdo também finitos e assim sucessivamente, é formalmente equivalente a
aritmética. Desse modo, a esséncia da teoria dos conjuntos é o estudo dos
conjuntos infinitos e ela pode, portanto, ser definida como uma teoria matematica
do infinito atual - em oposi¢éo ao infinito potencial.

“BAGARIA, J. Set Theory, In: ZALTA, E. N. (ed.) Stanford Encyclopedia of Philosophy.
Winter Edition.  Stanford, CA: The Metaphysics Research Lab, 2021.  Disponivel em:
nttps://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/set-theory). Acesso em: 20 jan. 2022.

The following is the translation of the entry on Set Theory by Joan Bagaria in the Stanford
Encyclopedia of Philosophy. The translation follows the version of the entry in the SEP’s archives
at https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/set-theory). This translated version may differ
from the current version of the entry, which may have been updated since the time of this translation.
We'd like to thank the Editors of the Stanford Encyclopedia of Philosophy, mainly Prof. Dr. Edward
Zalta, for granting permission to translate and to publish this entry. Finally, we would like to thank to
John Templeton Foundation for financially supporting this project.
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A nocéo de conjunto é tio simples que ela é comumente introduzida de
modo informal e encarada como auto-evidente. No entanto, na teoria dos
conjuntos, como €é comum na matematica, conjuntos sdo definidos
axiomaticamente, portanto a existéncia dos conjuntos e das suas propriedades
basicas sdo postuladas por axiomas formais apropriados. Os axiomas da teoria
dos conjuntos implicam a existéncia de um universo tedrico de conjuntos tao rico
que todos os objetos matematicos podem ser construidos como conjuntos. Além
disso, a linguagem formal da teoria dos conjuntos permite a formalizagao de todas
as nogdes e argumentos matematicos. Desse modo, a teoria dos conjuntos se
tornou a fundamentagdo padrdo da matematica, & medida que todo objeto
matematico pode ser encarado como um conjunto e todo teorema da matematica
pode ser logicamente deduzido no Calculo de Predicados a partir dos axiomas da
teoria dos conjuntos.

Ambos os aspectos da teoria dos conjuntos, como ciéncia matematica do
infinito € como a fundamentagao da matematica, tém grande importancia filosofica.

1. As Origens

A teoria dos conjuntos, como uma disciplina matematica independente,
comega com a obra de Georg Cantor. Podemos dizer que a teoria dos conjuntos
nasceu no final de 1873, quando Cantor fez a descoberta surpreendente de que o
continuo, isto €, a reta numérica dos numeros reais, nao € contavel, o que quer dizer
que os seus pontos ndo podem ser contados por meio dos numeros naturais. Desse
modo, mesmo que o conjunto dos numeros naturais e o conjunto dos numeros reais
sejam ambos infinitos, hd mais numeros reais do que ha nimeros naturais, o que
abre a porta para a investigacdo sobre os diferentes tamanhos do infinito. Consulte
o verbete Early Development of Set theoryﬂ] na SEP para uma discussao sobre a
origem das ideias tedricas sobre conjuntos e 0 uso dessas ideias por diferentes
matematicos e filésofos anteriores e contemporaneos de Cantor.

De acordo com Cantor, dois conjuntos A e B tém o0 mesmo tamanho, ou
a mesma cardinalidade, se sao bijetaveis, isto €, se os elementos de A podem
ser colocados em correspondéncia um-para-um com os elementos de B. Desse

'N. T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/entries/settheory-earlyl. Acesso em 20 jan. 2022.
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modo, o conjunto N de nimeros naturais e o conjunto R dos numeros reais tém
cardinalidades diferentes. Em 1878, Cantor formulou a famosa Hipédtese do
Continuo (HC), que afirma que todo conjunto infinito de nimeros reais é ou
contavel, isto é, tem a mesma cardinalidade de N, ou tem a mesma cardinalidade
de R. Em outros termos, ha somente dois tamanhos possiveis de conjuntos
infinitos de nimeros reais. HC é o problema mais famoso da teoria dos conjuntos.
O proprio Cantor dedicou muito tempo a essa hipotese, como o fizeram muitos
outros matematicos de destaque na primeira metade do século XX, entre os quais
Hilbert, que listou HC como o primeiro problema em sua celebrada lista dos 23
problemas matematicos nao resolvidos apresentada em 1900 no Segundo
Congresso Internacional de Matematica, realizado em Paris. As tentativas de
provar HC levaram as maiores descobertas na teoria dos conjuntos, como a teoria
dos conjuntos construtiveis e a técnica de forcing, que mostrou que HC nao pode
ser provada e nem refutada a partir dos axiomas usuais da teoria dos conjuntos.
Até hoje HC permanece em aberto.

Logo no comego, algumas inconsisténcias, ou paradoxos, surgiram do
uso ingénuo da nogao de conjunto. Tais inconsisténcias surgem especificamente
da suposigdo natural enganadora de que qualquer propriedade define um
conjunto, que seria justamente o conjunto dos objetos que tém a propriedade em
questdo. Um exemplo disso é o famoso Paradoxo de Russell, também
conhecido de Zermelo:

considere a propriedade de conjuntos de ndo ser membro de si mesmo.
Se essa propriedade define um conjunto, chame-o de A, entdo A é um
membro de si mesmo se e somente se ndo € um membro de si mesmo.

Assim, algumas colegdes, como a colegéo de todos os conjuntos, a colegéo de
todos os numeros ordinais, ou a colegéo de todos os numeros cardinais, ndo séo
conjuntos. Tais cole¢Oes séo chamadas de classes proéprias.

Para evitar os paradoxos e coloca-la sobre bases firmes, a teoria dos
conjuntos tinha de ser axiomatizada. A primeira axiomatizagao foi devida a
Zermelo (1908) e resultou da necessidade de esclarecer os principios da teoria
dos conjuntos subjacentes a sua prova do Principio da Boa Ordenagao de Cantor.
A axiomatizagdo de Zermelo evita o paradoxo de Russell por meio do axioma da
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Separagao, que é formulado como quantificando sobre propriedades de conjuntos
e, portanto, & uma assercao de segunda ordem. Trabalhos complementares de
Skolem e Fraenkel levaram a formalizagdo do axioma da Separa¢éo em termos
de formulas de primeira ordem, em vez da nog&o informal de propriedade, como
também a introducéo do axioma da Substitui¢do, que é também formulado como
um esquema de axiomas para férmulas de primeira ordem (vide a préxima sec&o).
O axioma da Substituicdo é necessario para um desenvolvimento adequado da
teoria dos ordinais e cardinais transfinitos usando a recurs&o transfinita (vide
Secdo 3). Esse axioma é também necessario para provar a existéncia de
conjuntos simples, como o conjunto de conjuntos finitos hereditarios, isto é,
conjuntos finitos cujos elementos sao finitos, os elementos dos quais sao finitos e
assim por diante; ou para provar fatos basicos da teoria dos conjuntos, como o
fato de que todo conjunto € contido em um conjunto transitivo, isto &, um conjunto
que contém todos os elementos de seus elementos (para uma discussdo dos
pontos fracos da teoria de Zermelo, vide MATHIAS, 2001). Uma adi¢do a mais,
devida a von Neumann, do axioma da Fundagéo, levou ao sistema axiomatico
padréo da teoria dos conjuntos, conhecido como axiomas de Zermelo-Fraenkel
mais 0 axioma da Escolha [Choice], ou ZFC.

Axiomatizagdes da teoria dos conjuntos como as de Neumann-Bernays-
Godel (NBG) ou de Morse-Kelley (MK) permitem também um tratamento formal das
classes proprias.

2. Os Axiomas da Teoria dos Conjuntos

ZFC é um sistema de axiomas formulado na Idgica de primeira ordem com
identidade e com s6 um simbolo de relagdo bindria € para a pertinéncia. Assim,
escrevemos A € B para exprimir que A ¢ um membro do conjunto B. Para mais
detalhes, vide o0 complemento A Teoria Basica dos Conjuntos. Para uma verséo
formalizada dos axiomas e comentarios adicionais, vide o complemento A Teoria
dos Conjuntos de Zermelo- Fraenkel. Os axiomas de ZFC s&o informalmente
apresentados abaixo.



2.1.

26

Os Axiomas de ZFC

Extensionalidade: Se dois conjuntos A e B tém os mesmos elementos,
entdo eles sdo iguais.

Conjunto Vazio: Ha um conjunto, denotado por () e chamado de conjunto
vazio, que ndo tem elementos.

Paridade: Dados quaisquer conjuntos A e B, ha um conjunto, denotado por
{A, B}, que contém A e B como o0s seus Unicos elementos. Em particular,
existe o conjunto { A} que tem A como o seu Unico elemento.

Conjunto Poténcia: Para todo conjunto A, existe um conjunto, denotado por
P(A) e chamado de conjunto poténcia de A, cujos elementos s&o todos
0s subconjuntos de A.

Unido: Para todo conjunto A, existe um conjunto, denotado por | J A e
chamado de unido de A, cujos elementos sdo todos os elementos dos
elementos de A.

Infinito: Existe um conjunto infinito. Em particular, existe um conjunto Z que
contém () e tal que se A € Z, entdo [ J{A, {A}} € Z.

Separagao: Para todo conjunto A e toda propriedade dada, ha um conjunto
que contém exatamente os elementos de A com essa propriedade. Uma
propriedade é dada por uma férmula ¢ da linguagem de primeira ordem da
teoria dos conjuntos.

Assim, Separag¢do ndo & um Unico axioma, mas um esquema de axiomas,
ou seja, uma lista infinita de axiomas, um para cada férmula (.
Substitui¢do: Para toda fungdo definida dada que tem como dominio um
conjunto A, ha um conjunto cujos elementos sao todos os valores da fungao.
Substituicdo é também um esquema de axiomas, a medida que fungdes
definiveis sdo dadas por férmulas.

Fundagao: Todo conjunto néo vazio A contém um elemento €-minimal, isto
é, um elemento tal que nenhum elemento de A pertence a ele.

Esses s@o os axiomas da teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel, ou ZF. Os
axiomas do Conjunto Vazio e Paridade se seguem dos outros axiomas de ZF e,
portanto, podem ser omitidos. Da mesma forma, Substituigdo implica Separagéo.

Finalmente, ha o Axioma da Escolha (AE):
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+ Escolha: Para todo conjunto A de conjuntos ndo vazios e disjuntos entre si,
ha um conjunto que contém exatamente um elemento de cada conjunto em
A.

O AE foi durante muito tempo um axioma controverso. Por um lado, ele é muito
util e de uso amplo na matematica. Por outro, ele tem consequéncias bastante
contra-intuitivas, tais como o paradoxo de Banach-Tarski, que afirma que uma
unidade esférica pode ser dividida finitamente em muitas partes que podem entéo
ser rearranjadas para formar duas unidades esféricas. As objecdes ao axioma
surgem do fato de que ele afirma a existéncia de conjuntos que no podem ser
explicitamente definidos. Mas a prova da sua consisténcia oferecida por Godel
em 1938, relativa a consisténcia de ZF, afastou qualquer suspeita a respeito
desse axioma.

O Axioma da Escolha € equivalente, com referéncia a ZF, ao Principio da
Boa Ordenagao, que afirma que todo conjunto pode ser bem ordenado, isto é, ele
pode ser linearmente ordenado de tal forma que todo subconjunto néo vazio tenha
um elemento minimal.

Embora ndo seja formalmente necessario, ao lado do simbolo (),
normalmente se usa por conveniéncia outros simbolos auxiliares definidos. Por
exemplo, A C B exprime que A é um subconjunto de B, isto &, todo membro de
A é um membro de B. Outros simbolos s&o usados para denotar conjuntos
obtidos pela realizagdo de operagdes basicas, tais como A U B, que denota a
uniao de A e B, isto é, o conjunto cujos elementos séo aqueles de A e de B; ou
A N B, que denota a interse¢do de A e de B, isto é, o conjunto cujos elementos
sdo comuns a A e a B. O par ordenado (A, B) ¢ definido como o conjunto
{{A},{A, B}}. Assim, dois pares ordenados (A, B) e (C, D) séo iguais se e
somente se A = C'e B = D. E o produto cartesiano A x B é definido como o
conjunto dos pares ordenados (C, D) tais que C € Ae D € B. Dadaa
formula ©(z,y1,...,yn), € 0s conjuntos A, By, ..., B,, pode-se formar o
conjunto de todos aqueles elementos de A que satisfazem a férmula
¢(x, By, ..., By,). Esse conjunto é denotado por {a € A|y¢(a, Bi,..., Bn)}.
Em ZF, pode-se facilmente provar que todos esses conjuntos existem. Para mais
discussdes, vide o complemento A Teoria Basica dos Conjuntos.
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3. A Teoria dos ordinais e cardinais transfinitos

Em ZFC, podemos desenvolver a teoria cantoriana dos nimeros ordinais
e cardinais transfinitos (isto é, infinitos). Seguindo a definicdo dada por Von
Neumann no inicio da década de 1920, os nimeros ordinais, ou ordinais, para
abreviar, sao obtidos a partir do conjunto vazio e a realizagéo de duas operagdes:
tomar o sucessor imediato e passar ao limite. Assim, o primeiro nimero ordinal &
(). Dado um ordinal , 0 seu sucessor imediato, denotado por o + 1, é 0
conjunto o U {«r}. E dado um conjunto ndo vazio X de ordinais tais que para
todo o« € X o sucessor o + 1 esta também em X, pode-se obter o ordinal
limite | X. Pode-se mostrar que todo ordinal ¢ (estritamente) bem ordenado por
€, ou seja, ele é linearmente ordenado por € e ndo ha uma sequéncia infinita
e-descendente. Além disso, todo conjunto bem ordenado é isomérfico a um Unico
ordinal, chamado de tipo de ordem.

Todo ordinal é o conjunto dos seus predecessores. No entanto, a classe
ON de todos os ordinais ndo é um conjunto. Do contrario, ON seria um ordinal
maior do que todos os ordinais, o que € impossivel. O primeiro ordinal infinito, que é
0 conjunto de todos os ordinais finitos, € denotado pela letra grega émega (w). Em
ZFC, os ordinais finitos s&o identificados com os nimeros naturais. Desse modo,
0 =0,{0} = 1,{0,{0}} = 2 e assim sucessivamente, e w é justamente o
conjunto N dos nimeros naturais.

Pode-se estender as operagdes de adicdo e multiplicagdo dos numeros
naturais a todos os ordinais. Por exemplo, o ordinal o + /3 é o tipo de ordem da
boa ordenagao obtida pela concatenagdo de um conjunto bem ordenado do tipo
de ordem « € um conjunto bem ordenado do tipo de ordem 5. A sequéncia de
ordinais, bem ordenada por €, comega como se segue:

0,1,2, ..., e, W, WH+1, w0+2, e, WHW, oy W Ny e, W W,y ey W o WY
Os ordinais satisfazem o principio de indugéo transfinita: suponha que C é a
classe dos ordinais tais que sempre que C contiver todos os ordinais 3 menores
do que algum ordinal «, entdo « estara também em C. Assim, a classe C contém
todos os ordinais. Usando a indugao transfinita, pode-se provar em ZFC (e aqui
0 axioma da Substitui¢do se faz necessario) o importante principio de recursao



29

transfinita, segundo o qual dada qualquer fungéo de classe definivel G : V' —
V', pode-se definir a fungéo de classe F' : ON — V tal que F'(«) é o valor
da fungdo G aplicada a fungéo F restrita a . Usa-se a recurséo transfinita, por
exemplo, para definir apropriadamente as operagdes aritméticas de adigao, produto
e exponenciagao nos ordinais.

Lembre-se de que um conjunto infinito & contavel se ele é bijetavel com
w, isto &, se ele pode ser colocado em uma correspondéncia um-para-um com .
Todos os ordinais apresentados acima s&o ou finitos ou contaveis. Mas o conjunto
de todos os ordinais finitos e contaveis € também um ordinal, chamado de wq, e
nao ¢ contavel. Similarmente, o conjunto de todos os ordinais que s&o bijetaveis
com algum ordinal menor ou igual a wy é também um ordinal, chamado de ws, e
nao é bijetavel com w1, e assim por diante.

3.1. Cardinais

Um cardinal é um ordinal que néo € bijetavel com qualquer ordinal menor.
Assim, todo ordinal finito € um cardinal e w, w1, wo, etc. sdo também cardinais. Os
cardinais infinitos s@o representados pela letra aleph (X) do alfabeto hebraico, e a
sua sequéncia é indexada por ordinais. Ela comega assim:

o, X1, Ra, eors Ry Nesit ooy Rty Rz ooy R cony Ry s 02N oo

Assim, w = Ng,w1 = Ny,ws = No, etc. Para cada cardinal ha um maior € 0
limite de uma sequéncia crescente de cardinais é também um cardinal. Portanto,
a classe de todos os cardinais ndo é um conjunto, mas uma classe propria.

Um cardinal infinito « & chamado de regular se ndo é a unido de
cardinais menores do que . Assim, Ng é regular, e também o sao todos os
cardinais infinitos sucessores, tais como X;. Cardinais infinitos néo regulares séo
chamados de singulares. O primeiro cardinal singular é X, visto que € a unido
de muitos cardinais menores contaveis, isto €, 8, = |J,, ., Nn.

A cofinalidade de um cardinal , denotada por ¢ f (), € o menor cardinal
A tal que « € a unido de A-muitos ordinais menores. Assim, cf(R,,) = No.

Pelo AE (na forma do Principio da Boa Ordenago), todo conjunto A pode
ser bem ordenado, por isso ele é bijetdvel com um Unico cardinal, chamado de
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cardinalidade de A. Dados dois cardinais e A, a adigdo « + A é definida como
a cardinalidade do conjunto que consiste na unido de quaisquer dois conjuntos
disjuntos, um da cardinalidade ~ e o outro de cardinalidade A. E a multiplicag&o
k- A € definido como a cardinalidade do produto cartesiano « x A. As operagdes de
adicao e multiplicagao de cardinais infinitos séo triviais, pois se ~ e A sdo cardinais
infinitos, entéo x + A\ = k- A = maximum{x, \}.

Contrariamente, a exponenciagdo cardinal é altamente néo trivial, pois
mesmo o valor do mais simples exponencial infinito ndo trivial 2%° nio é
conhecida e ndo se pode determinar em ZFC (vide abaixo). O cardinal x* é
definido como a cardinalidade do produto cartesiano de A cdpias de «; de forma
equivalente, como a cardinalidade do conjunto de todas as fungdes de A em . O
teorema de Kénig assevera que /() > k, o que implica que a cofinalidde do
cardinal 2%, seja qual for esse cardinal, tem de ser incontavel. Mas isso &
essencialmente tudo o que ZFC pode provar sobre o valor do exponencial 2%,

No caso da exponenciagao de cardinais singulares, ZFC tem muito mais
a dizer. Em 1989, Shelah provou o resultado notavel que se R, € um limite forte,
ou seja, 2% < N, paratodo n < w, entdo 2% < N, (vide SHELAH, 1994).
A técnica desenvolvida por Shelah para provar esse teorema e outros teoremas
similares em ZFC é chamada de teoria pcf (de possiveis cofinalidades) e teve
muitas aplicagdes em outras areas da matematica.

4. 0 Universo V de Todos os Conjuntos

Os axiomas de ZF além do axioma da Extensionalidade - que ndo
precisa de justificagdo porque apenas declara uma propriedade definidora de
conjuntos - podem ser justificados a posteriori pelo uso na construgdo de uma
hierarquia cumulativa de conjuntos. De fato, em ZF definimos, por meio de
recursdo transfinita, a funcéo de classe que atribui a cada ordinal « 0 conjunto
V4, dado do seguinte modo:

. ‘/b — @
* Va4l = P(Va)
* Vo = Ug<q Vs, Sempre que o € um ordinal limite.
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O axioma do Conjunto Poténcia é usado para se obter V.1 de V.
Substituicdo e Unido permitem formar V,, para um ordinal limite o« . De fato,
considere a fungéo que atribui a cada 3 < « 0 conjunto V3. Por Substitui¢io, a
colegéo de todos os V3, para 5 < «, € um conjunto, por isso o axioma da Unido
aplicado a esse conjunto gera V,,. O axioma do Infinito é necessério para provar
a existéncia de w e, portanto, da sequéncia transfinita de ordinais. Finalmente, o
axioma da Fundacg&o € equivalente, assumindo os demais axiomas, a afirmagéo
de que todo conjunto pertence a algum V,,, para algum ordinal «. Assim, ZF
prova que o universo da teoria dos conjuntos, denotado por V/, é a unido de todos
0s Vi, o sendo um ordinal.

A classe propria V, junto com a relagéo €, satisfaz todos os axiomas de
ZFC e ¢ assim um modelo de ZFC. Ela é um modelo pretendido de ZFC e pode-se
pensar em ZFC como oferecendo uma descri¢do de 1/, uma descrigao, no entanto,
que é altamente incompleta, como veremos adiante.

Uma propriedade importante de V' é o assim chamado Principio de
Reflexdo: para cada féormula ¢ (1, ..., x,,), ZFC prova que ha algum V,, que a
reflete, ou seja, para todo a1, ..., a, € Vi,

v(ai,...,a,) vale em V se e somente se p(aq, ..., a, ) vale em V.

Assim, V' ndo pode ser caracterizado por uma sentenga, visto que qualquer
sentenga que é verdadeira em V' tem também de ser verdadeira em algum
segmento inicial V. Em particular, ZFC nao é finitamente axiomatizavel, pois de
outro modo ZFC provaria que, para ilimitadamente muitos ordinais «, V,, é um
modelo de ZFC, contradizendo o segundo teorema da incompletude de Gédel
(vide Segdo 5.2).

O Principio de reflexdo encapsula a esséncia da teoria ZF de conjuntos,
pois, como mostrado por Levy (1960), os axiomas da Extensionalidade,
Separagao e Fundag&o, juntamente com o Principio de Reflexéo, formulado como
um esquema de axiomas asseverando que toda férmula é refletida por algum
conjunto que contém todos os elementos e todos os subconjuntos dos seus
elementos (note que V,, é assim), é equivaente a ZF.
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5. A Teoria dos Conjuntos como Fundamento da Matematica

Todo objeto matemético pode ser encarado como um conjunto. Por
exemplo, os numeros naturais sao identificados com os ordinais finitos, portanto
N = w. O conjunto de inteiros Z pode ser definido como o conjunto de classes
equivalentes de pares de numeros naturais sob a relagdo de equivaléncia
(n,m) = (n/,m’) se e somente se n + m’ = m + n'. Identificando todo
numero natural n com a classe equivalente do par (n,0), pode-se estender
naturalmente as operagdes de adigdo e multiplicagdo dos nimeros naturais a Z
(para mais detalhes, vide ENDERTON, 1977, e para uma construgdo diferente,
vide LEVY, 1979). Além disso, pode-se definir os nimeros racionais Q como o
conjunto de classes equivalentes dos pares (n,m) de inteiros, em que m # 0,
sob a relagdo de equivaléncia (n,m) = (n/,m’) se e somente se
n-m’ = m - n’. Novamente, as operagdes + e - em Z podem ser naturalmente
estendidas a Q. Além disso, a ordenagéo <g nos racionais & dada por: r <g s
se, e somente se, existe t € Q tal que s = r + t. Os ndmeros reais podem ser
definidos como cortes de Dedekind de @, ou seja, um nimero real é dado pelo
par (A, B) de conjuntos n&o vazios disjuntos taisque AU B = Q,ea <g b
paratodoa € Aeb € B. Pode-se entdo estender novamente as operagdes + e
- em Q, como também a ordenagéo <g, ao conjunto dos numeros reais RR.

Vale enfatizar, que ndo se afirma aqui que, por exemplo, os nimeros
reais sao cortes de Dedekind de racionais, visto que eles poderiam também ser
definidos por sequéncias de Cauchy ou de modos diferentes. O que é importante,
de um ponto de vista fundacional, € que a versao conjuntista de IR, junto com as
operagdes algébricas usuais, satisfazem os axiomas categdricos que 0s nimeros
reais satisfazem, a saber, aqueles de um campo ordenado completo. A questéo
metafisica sobre o que sdo realmente os nimeros naturais é aqui irrelevante.

Estruturas algébricas podem ser igualmente encaradas como conjuntos, a
medida que qualquer relagéo n-aria entre os elementos de um conjunto A pode ser
encarada como um conjunto de n-uplas (a1, ..., a,,) de elementos de A. E qualquer
funcéo n-aria f em A, com valores em algum conjunto B, pode ser encarada como o
conjunto de n + 1-uplas ((aq, ..., a,), b) talque b é o valor de f em (aq, ..., Gy,).
Assim, por exemplo, um grupo é uma tripla (A, +,0), em que A é um conjunto
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nao vazio, + € uma fungéo binaria em A que é associativa, 0 € um elemento de
Atalquea+0 = 0+ a = a,paratodoa € A, e paratodoa € A hdum
elemento de A, denotado por —a, tal que a + (—a) = (—a) +a = 0. Damesma
forma, um espago topoldgico é um conjunto X junto com uma topologia 7, isto &,
7 é um subconjunto do P (X') contendo X e (), e fechada sob unides arbitrarias e
interseces finitas. Qualquer objeto matematico pode sempre ser encarado como
um conjunto ou como uma classe prépria. As propriedades de um objeto podem
ser entdo exprimidas na linguagem da teorias dos conjuntos. Qualquer afirmagéo
matematica pode ser formalizada na linguagem da teoria dos conjuntos, e qualquer
teorema matematico pode ser derivado, usando o calculo da logica de primeira
ordem, a partir de axiomas de ZFC, ou de alguma extenséo de ZFC. E nesse sentido
que a teoria dos conjuntos fornece uma fundamentagéo para a matematica.

O papel fundacional da teoria dos conjuntos para a matematica, embora
significativo, ndo € a unica justificativa para o seu estudo. As ideias e técnicas
desenvolvidas na teoria dos conjuntos, tais como combinatoria infinita, forcing ou
a teoria dos grandes cardinais, tornaram-na uma teoria matematica profunda e
interessante, digna de estudo em si mesma, e com aplicagdes importantes em
praticamente todas as areas da matematica.

5.1. Metamatematica

O fato notavel de que virtualmente toda a matematica pode ser
formalizada em ZFC torna possivel um estudo matematico da prépria matematica.
Desse modo, a qualquer questao sobre a existéncia de algum objeto matematico,
ou a qualquer questao sobre a demonstrabilidadede uma conjectura ou hipétese,
pode ser dada uma formulagdo matematicamente precisa. Isso torna a
metamatematica possivel, quer dizer, torna possivel o estudo matematico da
prépria matematica.  Portanto, a questdo sobre a demonstrabilidade ou
indemonstrabilidade de qualquer afirmagdo matematica torna-se uma questéo
matematica razoavel. Frente a um problema ou conjectura matematica em aberto,
faz sentido perguntar sobre a sua demonstrabilidade ou indemonstrabilidade no
sistema formal de ZFC. Infelizmente, a resposta pode ser nem demonstravel nem
indemonstravel, porque ZFC, se consistente, é incompleta.
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5.2. O Fendmeno da Incompletude

O teorema da completude de Godel para a légica de primeira ordem
implica que ZFC é consistente - isto é, nenhuma contradicdo pode ser ai
derivada - se e somente se ZFC tem um modelo. Um modelo de ZFC é um par
(M,E), em que M é um conjunto n&o vazio e E é uma relag&o binaria em M tal que
todos os axiomas de ZFC sao verdadeiros quando interpretados em (M,E), ou
seja, quando as varidveis que aparecem nos axiomas percorrem os elementos de
M e € é interpretado como E. Desse modo, se (¢ é uma sentenga da linguagem
da teoria dos conjuntos e é possivel encontrar um modelo de ZFC no qual ¢ é
verdadeira, entdo a sua negagdo —¢ néo pode ser demonstrada em ZFC. Por
essa razdo, se é possivel encontrar um modelo de ¢ e também um modelo de
=, entdo ¢ ndo é demonstravel e nem indemonstravel em ZFC, e nesse caso
diremos que ¢ é indecidivel em, ou independente de, ZFC.

Em 1931, GoOdel anunciou os seus impactantes teoremas da
incompletude, que afirmam que qualquer sistema formal razoavel para a
matematica é necessariamente incompleto. Em particular, se ZFC é consistente,
entdo ha proposicdes indecidiveis em ZFC. Além disso, 0 segundo teorema da
incompletude de Godel implica que a sentencga formal (aritmética) CON (Z FC),
que afirma que ZFC é consistente, mesmo que verdadeira, ndo pode ser
demonstrada em ZFC, assim como a sua negagdo ndo pode ser demonstrada.
Portanto, CON (ZFC) é indecidivel em ZFC.

Se ZFC é consistente, entdo ndo pode provar a existéncia de um modelo
de ZFC, pois, de outro modo, ZFC provaria a sua propria consisténcia. Assim, uma
prova de consisténcia ou de indecidibilidade de uma dada sentenga o é sempre
uma prova de consisténcia relativa. Quer dizer, assume-se em primeiro lugar que
ZFC é consistente e que portanto tem um modelo, e em seguida se constroi outro
modelo de ZFC em que a sentenga ¢ é verdadeira. Veremos muitos exemplos nas
préximas secoes.
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6. A Teoria do Continuo

Desde Cantor, até cerca de 1940, a teoria dos conjuntos se desenvolveu
principalmente em torno do estudo do continuo, isto ¢, da linha real R. O principal
tépico era o estudo das assim chamadas “propriedades de regularidade”, como
também de outras propriedades estruturais, de conjuntos simplesmente definiveis
de numeros reais, uma area da matematica que € conhecida como Teoria
Descritiva dos Conjuntos.

6.1. A Teoria Descritiva dos Conjuntos

A Teoria Descritiva dos Conjuntos é o estudo de propriedades e
estruturas de conjuntos de numeros reais definiveis, de modo mais geral, de
subconjuntos definiveis de R™ e outros Espagos Polonéses (i.e, espagos
topologicos que sdo homeomérficos a um espago métrico completo separavel),
tais como o espago de Baire ' de todas as fungdes f : N — N, 0 espago
dos numeros complexos, o espago de Hilbert e 0s espagos separaveis de
Banach. Os conjuntos mais simples de numeros reais sao 0s conjuntos abertos
basicos (isto €, os intervalos abertos com extremidades racionais), e seus
complementos. Os conjuntos que sao obtidos em um nimero contavel de passos
comegando com os conjuntos abertos basicos e entdo aplicando as operagdes de
tomar o complemento e formar uma unido contavel de conjuntos previamente
obtidos s@o chamados de conjuntos borelianos. Todos os conjuntos borelianos
sao regulares, isto €, eles gozam das propriedades de regularidade classicas.
Um exemplo de uma propriedade de regularidade é a medida de Lebesgue: um
conjunto de reais é Lebesgue mensuravel se difere de um conjunto boreliano por
um conjunto vazio, mais especificamente, por um conjunto que pode ser coberto
por conjutos de intervalos abertos basicos de comprimento total arbitrariamente
pequeno. Assim, trivialmente, todo conjunto boreliano é Lebesgue mensuravel,
porém conjuntos mais complicados do que os conjuntos borelianos podem nao o
ser. Outras propriedades de regularidade classicas séo a propriedade Baire (um
conjunto de reais tem a propriedade Baire se ele difere de um conjunto aberto por
um conjunto escasso, isto &, por um conjunto que € uma unido de conjuntos
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contaveis que ndo sdo densos em quaquer intervalo), e a propriedade de
conjunto perfeito (um conjunto de reais tem a propriedade de conjunto perfeito
se ele é ou contdvel ou contém um conjunto perfeito, qual seja, um conjunto
fechado nao vazio sem pontos isolados). Em ZFC, pode-se provar que existem
conjuntos ndo regulares de reais, mas o AE é necessario para essa prova
(SOLOVAY, 1970).

Os conjuntos analiticos, também denotados por X!, s&o as imagens
continuas dos conjuntos borelianos. E os conjuntos co-analiticos, ou 11}, sdo os
complementos dos conjuntos analiticos.

Comegando com os conjuntos analiticos (ou com os co-analiticos) e
aplicando as operagdes de projecao (do produto R x A a R) e complementagao,
obtemos os conjuntos projetivos. Os conjuntos projetivos formam uma
hierarquia de complexidade crescente. Por exemplo, se A C R x N ¢é
co-analitico, entdo a projecdo {z € R | 3y € N ((z,y) € A)} € um conjunto
projetivo no nivel seguinte de complexidade acima dos conjuntos co-analiticos.
Esses conjuntos s&o chamados Y.} e os seus complementos s&o chamados T1..

Os conjuntos projetivos surgem muito naturalmente na pratica
matematica, pois se constata que um conjunto A de reais é projetivo se e somente
se ele é definivel na estrutura:

R=(R,+,-,7Z).

Ou seja, ha uma formula de primeira ordem (x, y1, ..., y» ) Na linguagem para a
estrutura tal que para alguns r1, ..., 7, € R,

A={zeR|RE p(z,r1,....,70)}.

ZFC prova que todo conjutno analitico, e portanto todo conjunto
co-analitico, é Lebesgue mensuravel e tem a propriedade Baire. Ela também
prova que todo conjunto analitico tem a propriedade de conjunto perfeito. Mas a
propriedade de conjunto perfeito para conjuntos co-analiticos implica que o
primeiro cardinal incontavel, X, € um grande cardinal no universo construtivel L
(Segdo 7), precisamente um cardinal inacessivel (Segao 10), o que implica que
nao se pode provar em ZFC que todo conjunto co-analitico tem a propriedade de
conjunto perfeito.
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A teoria dos conjuntos projetivos de complexidade maior do que
co-analitica é completamente subdeterminada por ZFC. Por exemplo, em L ha um
conjunto 3 que n&o é Lebesgue mensuravel e n&o tem a propriedade Baire, ao
passo que se o axioma de Martin é valido (Segdo 11), todo conjunto assim tem
aquelas propriedades de regularidade. No entanto, ha um axioma, chamado de
“Proje¢éo de Determinag&o”, ou PD, que é consistente com ZFC, com referéncia
a consisténcia de alguns grandes cardinais (de fato, ele se segue da existéncia de
alguns grandes cardinais), e implica que todos os conjuntos projetivos s&o
regulares. Além disso, PD decide essencialmente todas as questdes sobre os
conjuntos projetivos. Consulte o verbete Large Cardnals and DeterminacyE da
SEP para mais detalhes.

6.2. Determinagéo

Uma propriedade de regularidade de conjuntos que inclui todas as outras
propriedades de regularidade & a propriedade de ser determinado. Para
simplificar, trabalhemos com o espaco de Baire A/. Lembre-se de que os
elementos de NV sdo fungbes f : N — N, ou seja, sequéncias de nimeros
naturais de comprimento w. O espago N é topologicamente equivalente (i.e,
homeomérfico) ao conjunto de pontos irracionais de R. Portanto, visto que
estamos interessados nas propriedades de regularidade de subconjuntos de R, e
visto que conjuntos contaveis, como o conjunto dos racionais, sdo insignificantes
em termos dessas propriedades, podemos muito bem trabalhar com A em vez
de R.

Dado A C N, o jogo associado a A, denotado por G4, tem dois
jogadores, | e II, que jogam alternativamente n; € N: | joga ng, entdo Il joga n1,
entdo | joga ns, e assim por diante. Desse modo, no estagio 2k, o jogador | joga
noy € No estagio 2k + 1, o jogador Il joga nory1. Podemos visualizar uma
sequéncia do jogo assim:

Depois de infinitamente muitos movimentos, os dois jogadores produzem
uma sequéncia infinita ng, n1, ns, - - - de nimeros naturais. O jogador | ganha o

N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/entries/large-cardinals-determinacyl. Acesso em: 20
jan. 2022.
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I no ) Ny e nok,
II nl n3 o« o e o« o o n2k+1

jogo se a sequéncia pertence a A. De outro modo, ganha o jogador II.

0 jogo G 4 € determinado se ha uma estratégia vencedora para um dos
jogadores. Uma estratégia vencedora para um dos jogadores, digamos, para o
jogador I, ¢ uma fungdo o do conjunto de sequéncias finitas dos nimeros
naturais em N, tal que se o jogador joga de acordo com a fungéo, isto &, se joga
o(ng, ..., nak) NO k-ésimo lance, ele sempre ganhara o jogo, ndo importa o que
faga o outro jogador.

Dizemos que um subconjunto A de V' é determinado se e somente se 0
jogo G 4 é determinado.

Pode-se provar em ZFC - e 0 uso de AE é necessario - que existem
conjuntos ndo determinados. Assim, o Axioma da Determinagdo (AD), que
afirma que todos os subconjuntos de N s&o determinados, é incompativel com
AE. Mas Donald Martin provou, em ZFC, que todo conjunto boreliano é
determinado.  Além disso, ele mostrou que se existe um grande cardinal
mensuravel (Segdo 10), entdo mesmo os conjuntos analiticos sdo determinados.
O axioma da Determinagao Projetiva (DP) assevera que todo conjunto projetivo
é determinado. Verificou-se que DP implica que todos os conjuntos projetivos de
reais sdo regulares, e Woodin mostrou que, em certo sentido, DP resolve
essencialmente todas as questdes sobre 0s conjuntos projetivos. Além disso, DP
parece ser necessario para tanto. Outro axioma, AD~(®) assevera que AD vale
em L(IR), que é a menor classe transitiva que contém todos os ordinais e todos
0s numeros reais, e satisfaz os axiomas de ZF (Segdo 7). Assim, ADL®)
implica que todo conjunto que pertence a L(IR) é regular. Portanto, visto que
L(RR) contém todos os conjuntos projetivos, ADX(®) implica DP.

6.3. A Hipétese do Continuo
A Hipotese do Continuo (HC), formulada por Cantor em 1878, assevera

que todo conjunto infinito de nimeros reais tem a cardinalidade de R ou tem a
mesma cardinalidade de R. Assim, HC é equivalente a 280 = .
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Cantor provou, em 1883, que conjuntos fechado de nimeros reais tém
a propriedade de conjunto perfeito, do que se segue que todo conjunto fechado
incontavel de nimeros reais tem a mesma cardinalidade de IR. Assim, HC vale
para conjuntos fechados. Mais de trinta anos depois, Pavel Aleksandrov estendeu
o resultado para todos os conjuntos borelianos, e Mikhail Suslin, para todos os
conjuntos analiticos. Portanto, todos os conjuntos analiticos satisfazem HC. No
entanto, os esforgos para provar que todos os conjuntos co-analiticos satisfazem
HC nao seriam bem sucedidos, a medida que tal coisa ndo é provavel em ZFC.

Em 1938, Gddel provou a consisténcia de HC em ZFC. Assumindo que
ZF é consistente, ele construiu um modelo de ZFC, conhecido como universo
construtivel, em que vale HC. Portanto, a prova mostra que se ZF é consistente,
entdo ZF junto com AE e HC é consistente. Por essa razéo, assumindo que ZF é
consistente, 0 AE ndo pode ser refutado em ZF e a HC n&o pode ser refutada em
ZFC.

Para o estado corrente do problema, incluindo os ultimos resultados de
Woodin, vide o verbete Continuum HypothesisE da SEP.

7. O Universo Construtivel de Godel

O universo construtivel de Godel, denotado por L, é definido por recursao
transfinita nos ordinais, similarmente a V, mas, em passos sucessivos, em vez de
tomar o conjunto poténcia de V, para obter V,.1, toma-se apenas aqueles
subconjuntos de L, que s&o definiveis em L, usando os elementos de L,
como parametros. Desse modo, sendo P4/ (X') a denotag&o do conjunto de
todos os subconjuntos de X que s&o definiveis na estrutura (X, €) por uma
formula da linguagem da teoria dos conjuntos, e usando os elementos de X como
parametros da defini¢do, supomos:

« Lo=10
* La+1 — PDef(La)
* Ly = Uy<r La, sempre que A € um ordinal limite.

3N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/entries/continuum-hypothesis/. Acesso em 20 jan.
2022.
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Entdo L € a uni&o de todo L,, sendo o um ordinal, isto €, L = |J,con La-
Godel mostrou que L satisfaz todos os axiomas de ZFC e também a HC. De fato,
ele satisfaz a Hipotese Generalizada do Continuo (HGC), qual seja, 28 = R, 1,
para todo ordinal c.

A afirmacédo de que V' = L, chamada de Axioma da Construtibilidade,
assevera que todo conjunto pertence a L. Ela vale em L, por isso é consistente
com ZFC, e implica tanto AE quanto HGC.

A classe propria L, junto com a relagdo € restrita a L, € um modelo
interno de ZFC, ou seja, € uma classe transitiva (isto é, contém todos os
elementos de seus elementos) que contém todos os ordinais e satisfaz todos os
axiomas de ZFC. Ela é de fato o menor modelo interno de ZFC, a medida que
esta contida em todos os outros modelos.

De modo mais geral, dado algum conjunto A, pode-se construir o0 menor
modelo transitivo de ZF que contenha A e todos os ordinais de maneira similar a
L, mas entdo comegando com o fechamento transitivo de { A}, isto €, 0 menor
conjunto transitivo que contém A, em vez de (). O modelo resultante, L(A), ndo
precisa ser, no entanto, um modelo do AE. Um modelo desses muito importante é
L(R), o menor modelo transitivo de ZF que contém todos os ordinais e todos os
numeros reais.

A teoria dos conjujntos construtiveis deve muito ao trabalho de Ronald
Jansen. Ele desenvolveu a teoria da estrutura fina de L e isolou alguns principios
combinatorios, tais como o diamante (») e o quadrado (CJ), que podem ser
usados para realizar construgdes complicadas de objetos matematicos
incontaveis. A teoria das estruturas finas tem também um papel importante na
andlise de modelos maiores similares a L, tais como L(R) ou os modelos
internos para grandes cardinais (Seg¢ao 10.1).

8. Forcing

Em 1963, vinte e cinco anos depois da prova de Godel da consisténcia de
HC e do AE, relativa a consisténcia de ZF, Paul Cohen (1966) provou a consisténcia
da negagéo da HC, e também da negacdo do AE, relativa a consisténcia de ZF.
Assim, se ZF é consistente, entdo HC é indecidivel em ZFC, e 0 AE é indecidivel em



41

ZF. Para chegar a isso, Cohen criou uma técnica nova e extremamente poderosa,
chamada de forcing, para expandir modelos transitivos contaveis de ZF.

Visto que o axioma V' = L implica AE e HC, qualquer modelo da
negacdo de AE ou de HC tem de violar V' = L. Desse modo, ilustremos a ideia
de forcing no caso da construcdo de um modelo para a nega¢édo de V. = L.
Comegamos com um modelo transitivo M de ZFC, que podemos assumir, sem
perda de generalidade, como sendo um modelo de V' = L. Para violar V = L,
temos de expandir M acrescentando um novo conjunto r tal que, no modelo
expandido, r serd néo construtivel. Visto que todos os conjuntos
herediatariamente finitos s&o construtiveis, visamos acrescentar um conjunto
infinito de nimeros naturais. O primeiro problema que encontramos € que M pode
ja conter todos os subconjuntos de w.  Felizmente, pelo teorema de
Léwenheim-Skolem para a logica de primeira ordem, M tem um submodelo
elementar contavel N. Desse modo, visto que estamos interessados apenas nas
afirmagdes que valem em M e ndo no proprio modelo M, podemos também
trabalhar com N em vez de M, e assim podemos assumir que o proprio M é
contavel. Portanto, visto que P(w) € incontavel, hd muitos subconjuntos de w
que nao pertencem a M. A razao é que r pode codificar um bocado de informagao,
de tal forma que quando acrescentado a M, M nao é mais um modelo de ZFC ou
¢ ainda um modelo de V' = L. Para evitar isso, temos de selecionar r com muito
cuidado. A ideia ¢ selecionar r genérico em relagdo a M, querendo dizer com isso
que r sera construido a partir de suas aproximagdes finitas de tal modo que ele
nao tenha qualquer propriedade que seja definivel em M e possa ser evitada. Por
exemplo, encarando r como uma sequéncia infinita de numeros naturais em
ordem crescente, a propriedade de r de sé conter finitamente muitos nimeros
pares pode ser evitada, porque dada qualquer aproximacao finita de r, isto &,
qualquer sequéncia crescente finita de numeros naturais, pode-se sempre
estendé-la pelo acréscimo de mais numeros pares, de tal modo que no final da
construgéo r contera infinitamente muitos nimeros pares; enquanto a propriedade
de conter o nimero 7 ndo pode ser evitada, porque quando uma aproximagao
finita de r contiver o nimero 7, entdo ele permanecera ai ndo importa como a
constru¢do de r siga adiante. Visto que M é contavel, existe um tal r genérico.
Assim, o modelo expandido M [r], que inclui M e contém o novo conjunto r, &
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chamado de extensao genérica de M. Visto que assumimos que M é um modelo
transtivo de V' = L, o modelo M|r] é exatamente L, (r), em que o é 0
supremo dos ordinais de M. Assim, pode-se mostrar, usando a relagéo de forcing
entre aproximagdes finitas de r e férmulas na linguagem da teoria dos conjuntos
expandida com os assim chamados nomes para conjuntos na extensao genérica,
que M[r] € um modelo de ZFC e r ndo ¢ construtivel em M]r], portanto o axioma
da construtibilidade V' = L falha.

De modo geral, uma extensédo forcing de um modelo M é obtida pelo
acréscimo a M de um subconjunto genérico G de algum conjunto parcialmente
ordenado P que pertence a M. No exemplo acima, [P seria o conjunto de todas as
sequéncia crescentes finitas dos nimeros naturais, vistas como aproximagdes
finitas da sequéncia infinita r, ordenadas por C; e G seria 0 conjunto de todos os
segmentos iniciais finitos de r.

No caso da prova de consisténcia da negacéo de HC, comegamos com o
modelo M e acrescentamos Ny novos subconjuntos de w, de tal modo que na
extensdo genérica a HC falha. Nesse caso, precisamos usar uma ordenagéo
parcial apropriada P de tal modo que Ny de M ndo seja colapsado, isto é, seja o
mesmo que N5 da extensao genérica, e assim a extensao genérica M[G] satisfara
a sentenca que afirma que ha Ry nimeros reais.

8.1. Outras Aplicagoes de Forcing

Além da HC, muitas outras conjecturas e problemas matematicos sobre
o continuo, e outros objetos matematicos infinitos, mostraram-se indecidiveis em
ZFC usando-se a técnica de forcing.

Um importante exemplo ¢ a Hipétese de Suslin (HS). Cantor mostrou
que todo conjunto linearmente ordenado S sem extremidades que seja denso (isto
é, entre dois elementos diferentes de S ha outro elemento), completo (isto €, todo
subconjunto de S que é limitado superiormente tem um supremo), € com um
subconjunto denso contavel é isomdrfico a reta real. Suslin conjecturou que isso é
verdadeiro ainda se a exigéncia de conter um subconjunto denso contavel para
ser ccc for relaxada, isto &, toda cole¢do de intervalos pares disjuntos é contavel.
No inicio da década de 1970, Thomas Jech produziu um contraexemplo
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consistente usando forcing, e Ronald Jensen mostrou que um contraexemplo
existe em L. Na mesma época, Robert Solovay e Stanley Tennenbaum (1971)
desenvolveram e usaram pela primeira vez a técnica iterada de forcing para
produzir um modelo em que vale HS, assim mostrando a sua independéncia de
ZFC. A fim de tornar seguro que HS vale na extenséo genérica, precisa-se
destruir todos os contraexemplos, mas ao destruir um contraexemplo particular
pode-se inadvertidamente criar novos contraexemplos, e assim precisa-se de
aplicar forcing mais uma vez e assim sucessivamente; de fato, precisa-se seguir
adiante ao menos wy vezes. Essa é a razdo por que uma iteragao de forcing é
requerida.

Entre os problemas matematicos famosos que se mostraram indecidiveis
em ZFC gragas a técnica de forcing, especialmente pelo uso da iteragdo de
forcing, algumas vezes combinada com os grandes cardinais, podemos
mencionar o Problema da Medida e a Conjectura de Borel na teoria da medida, a
Conjectura de Kaplansky sobre as algebras de Banach e o Problema de
Whitehead na teoria dos grupos.

9. A Busca por Novos Axiomas

Como resultado de 50 anos de desenvolvimento da técnica de forcing e
da sua aplicacdo a muitos problemas em aberto na matematica, hd agora
literalmente milhares de questbes, praticamente em todas as éareas da
matematica, que se mostraram independentes de ZFC. Entre elas estéo incluidas
quase todas as questdes sobre a estrutura dos conjuntos incontaveis. Pode-se
dizer que o fendmeno da indecidibilidade é impregnante, ao ponto da investigagéo
do incontavel ter se tornado quase impossivel apenas em ZFC (no entanto, para
excegdes notaveis, vide SHELAH, 1994).

Isso levanta a questéo sobre o valor de verdade das afirmagdes que sdo
indecidiveis por ZFC. Devemos nos contentar com a ideia de que elas séo
indecidiveis? Afinal, faz sentido perguntar sobre o valor de verdade dessas
afirmagbes? Ha muitas reagdes possiveis a tal questdo. Uma é a posigao cética:
as afirmagdes que sdo indecidiveis em ZFC n&do tém uma resposta definida; e
elas podem mesmo ser inerentemente vagas. Outra, a resposta comum entre 0s
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matematicos, é a posicdo de Gddel: a indecidibilidade s6 mostra que o sistema
ZFC ¢é muito fraco para responder a essas questdes e, portanto, deve-se buscar
novos axiomas que, uma vez acrescentados a ZFC, poderiam respondé-las. A
busca por novos axiomas é conhecida como Programa de Godel. Para uma
discusséo filoséfica minuciosa desse programa, vide HAUSER, 2006, e para
consideracdes filosdficas sobre a justificacdo de novos axiomas para a teoria dos
conjuntos, vide o verbete Large Cardinal and DeterminacyE da SEP.

Um tema central da teoria dos conjuntos é assim a busca e classificagéo
de novos axiomas. Esses axiomas caem atualmente em dois grandes tipos: 0s
axiomas dos grandes cardinais e os axiomas de forcing.

10. Grandes Cardinais

Em ZFC né&o se pode provar que existe um cardinal limite regular , pois
se x € um tal cardinal, entdo L, é um modelo de ZFC, e assim ZFC provaria a sua
prépria consisténcia, contradizendo o segundo teorema da incompletude de Godel.
Desse modo, a existéncia de um cardinal limite regular tem de ser postulada como
um novo axioma. Esse cardinal é chamado de fracamente inacessivel. Se, além
disso, « & um limite forte, isto &, 2* < k, para todo cardinal A < &, entdo « é
chamado de fortemente inacessivel. Um cardinal « é fortemente inacessivel se
e somente se ele é regular e V,; € um modelo de ZFC. Se HGC vale, ent&o todo
cardinal fracamente inacessivel é fortemente inacessivel.

Grandes cardinais sd@o cardinais incontéveis satisfazendo algumas
propriedades que os tornam muito grandes; a existéncia desses cardinais néo
pode ser provada em ZFC. O primeiro cardinal fracamente inacessivel é
exatamente o menor de todos os grandes cardinais. Além dos cardinais
inacessiveis ha uma variedade rica e complexa de grandes cardinais, que formam
uma hierarquia em termos de forga de consisténcia, e em muitos casos também
em termos de implicagdes dbvias. Para mais detalhes, vide o verbete

*N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/entries/large-cardinals-determinacy/. Acesso em 20
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Independence and Large Cardinalsfda SEP.

Para formular a préxima nogdo de grande cardinal mais forte, vamos
dizer que um subconjunto C de um cardinal infinito ~ é fechado se todo limite de
elementos de C esta também em C; e é ilimitado se para todo o < & existe
B € C maior do que «. Por exemplo, o conjunto de ordinais limite menores que
x € fechado e ilimitado. Assim, um subconjunto S de x é chamado de
estacionario se intersecta todo conjunto fechado ilimitado de . Se « é regular e
incontavel, entdo o conjunto de todos os ordinais menores do que ~ de
cofinalidade w é um exemplo de conjunto estacionario. Desse modo, o primeiro
cardinal Mahlo ¢ muito maior que o primeiro cardinal fortemente inacessivel, a
medida que ha muitos « cardinais fortemente inacessiveis menores que .

Nogbes de grandes cardinais mais fortes surgem de consideracoes
sobre as propriedades fortes de reflexdo. Relembre que o Principio de Reflexao
(Segao 4), que é provavel em ZFC, assevera que toda sentenca verdadeira (isto
é, toda sentenga que vale em V) é verdadeira em alguma V. Uma fortificagéo
desse principio para sentencas de segunda ordem gera grandes cardinais. Por
exemplo, « é fortemente inacessivel se e somente se toda sentenga X1 (isto &,
uma sentenga existéncial de segunda ordem na linguagem da teoria dos
conjuntos com um simbolo de predicado adicional) verdadeira em alguma
estrutura da forma (Vi, €, A), em que A C V,, é verdadeira em alguma
(Va, €, AN V,), coma < x. O mesmo tipo de raciocinio, mas agora para
sentengas II1 (isto €, sentengas universais de segunda ordem), gera uma
propriedade de « de grande cardinal mais forte, chamada de compacidade
fraca. Todo cardinal x fracamente compacto € Mahlo, e o conjunto de cardinais
Mahlo menores do que « é estacionario. Ao permitir a reflexdo para sentengas
mais complexas de segunda ordem, ou mesmo de ordens superiores, obtemos
nogdes de grande cardinal mais forte do que a compacidade fraca.

O mais famoso grande cardinal, chamado de mensuravel, foi
descoberto por Stanislaw Ulam em 1930 como um resultado da sua solugao do
Problema da Medida. Uma medida de dois valores, ou ultrafiltro, em um cardinal
k € um subconjunto U do P (k) que tem as seguintes propriedades: (i) a
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intersecdo de quaisquer dois elementos de U estaem U; (ijse X e UeY éum
subconjunto de « tal que X C Y, entdo Y € U; e {iii) para todo X C «, ou
X € Uouk — X € U, mas ndo ambos. Uma medida U é chamada de
k-completa se toda interse¢do de menos que « elementos de U esta também em
U. Uma medida é chamada de ndo principal se ndo ha o < k que pertence a
todos os elementos de U. Um cardinal « é chamado de mensuravel se existe
uma medida de « que é x-completa e n&o principal.

Cardinais mensuraveis podem ser caracterizados por imersdes
elementares do universo V em alguma classe transtiva M. Que uma tal imerséo
j : V. — M seja elementar significa que j preserva a verdade, ou seja, para
toda formula o(z1,...,z,) da linguagem da teoria dos conjuntos, e todo
ai,..,an, a sentenca ¢(ai,...,a,) vale em V se e somente se
©(j(ay)..., j(ay)) vale em M. Constatou-se que um cardinal € mensuravel se
e somente se existe uma imersao elementar j : V' — M, com M transitivo, de
tal modo que ~ € o primeiro ordinal movido por j, isto €, o primeiro ordinal tal que
j(k) # k. Dizemos que « € o ponto critico de j, e escrevemos crit(j) = . A
imerséo j € definivel de uma medida nao principal «-completa, usando a assim
chamada constru¢do ultrapower. Contrariamente, se j : V. — M é uma
imersdo elementar, com M ftransivo e x = crit(j), entdo o conjunto
U={X Ck|kejX)}éum ultrafiltro n&o principal ~-completo de ~. Uma
medida U obtida desse modo a partir de j é chamada normal.

Todo cardinal mensuravel  é fracamente compacto, e ha muitos cardinais
fracamente compactos menores que . De fato, abaixo de x ha muitos cardinais
que sdo totalmente indescritiveis, isto é, eles refletem todas as sentengas, de
qualquer complexidade, e em qualquer linguagem de ordem superior.

Se x é mensuravel e j : V. — M é dado pela construcéo ultrapower,
entdo V, C M, e toda sequéncia de comprimento menor ou igual a x de
elementos de M pertence a M. Assim, M ¢é bastante similar a V, mas n&o pode ser
o préprio V. De fato, um famoso teorema de Kenneth Kunen mostra que nao pode
haver qualquer imersao elementar j : V' — V/, outra que uma imersao trivial,
isto é, a identidade. Todas as provas conhecidas desse resultado usam o Axioma
da Escolha e é uma questéo excepcionalmente importante se o axioma é mesmo
necessario. O Teorema de Kunen abre a porta para formular nogbes de grande



47

cardinal mais fortes que a mensurabilidade por meio da exigéncia de que M seja
mais proximo de V.

Por exemplo,  é chamado de forte se para todo ordinal « existe uma
imers&o elementar j : V' — M, para algum M transitivo, tal que x = crit(j) e
Vo C M.

Outra nogéo de grande cardinal importante, € muito mais forte, é a
supercompactagao. Um cardinal « € supercompacto se para todo « existe uma
imersdo elementar: j = V' — M, com M transitivo e ponto critico «, de tal
modo que j(x) > « e toda sequéncia de elementos de M de comprimento «
pertence a M.

Os cardinais de Woodin ficam entre os fortes e os supercompactos. Todo
cardinal supercompacto é Woodin, e se ¢ € Woodin, entdo V5 é um modelo de ZFC
em que ha uma classe propria de cardinais fortes. Assim, enquanto um cardinal
Woodin ¢ néo precisa ser ele mesmo muito forte - o primeiro ndo é nem mesmo
compacto -, ele implica a existéncia de muitos grandes cardinais em V.

Além dos cardinais supercompactos, temos os cardinais extensiveis, os
enormes, 0S superenormes, etc.

O teorema de Kunen sobre a inexisténcia de uma imers&o elementar nao
trivial 7 : V' — V realmente mostra que ndo pode haver uma imers&o elementar
j : Vaao — Vi diferente da identidade, para qualquer A.

As nocdes de grandes cardinais mais fortes que ndo se sabe serem
inconsistentes, com referéncia a ZFC, s&o as seguintes:

+ Existe umaimerséo elementar j : V,1 — V)1 diferente da identidade.
* Existe uma imerséo elementar L(V\y1) — L(V)y1) diferente da
identidade.

Os grandes cardinais formam uma hierarquia de crescente forca de consisténcia.
De fato, eles séo o ponto de partida da hierarquia de interpretabilidade de teorias
matematicas. Para mais detalhes, vide o verbete Independence and Large
Cardinalsf da SEP. Dada qualquer sentenca ¢, ocorre exatamente uma de trés
possibilidades sobre a teoria ZFC mais :
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+ ZFC mais ¢ é inconsistente.

+ ZFC mais ¢ é equiconsistente com ZFC.

+ ZFC mais ¢ é equiconsistente com ZFC mais a existéncia de algum grande
cardinal.

Portanto, grandes cardinais podem ser usados para provar que uma dada
sentencga ¢ ndo implica outra sentenga ), com referéncia a ZFC, mostrando que
ZFC mais v implica a consisténcia de algum grande cardinal, enquanto ZFC mais
o é consistente com a suposi¢éo da existéncia de um grande cardinal menor, ou
s6 com a suposicdo da consisténcia de ZFC. Em outros termos, ¢ tem uma
consisténcia maior do que ¢, com referéncia a ZFC. Assim, pelo segundo
teorema da incompletude de Gddel, ZFC mais ¢ ndo pode provar v, assumindo
que ZFC mais ¢ é consistente.

Como ja foi observado, ndo se pode provar em ZFC que grandes cardinais
existem. Mas tudo indica que a existéncia desses cardinais ndo s6 nao pode ser
refutada, mas na verdade a suposi¢ao da existéncia desses cardinais € um axioma
muito razoavel da teoria dos conjuntos. A principio, hd muita evidéncia para as
suas consisténcias, especialmente para aqueles grandes cardinais para os quais é
possivel construir um modelo interno.

10.1. Modelos Internos dos Grandes Cardinais

Um modelo interno de ZFC é uma classe prépria transitiva que contém
todos os ordinais e satisfaz todos os axiomas de ZFC. Assim, L € o menor modelo
interno, enquanto V é o maior. Alguns grandes cardinais, como 0 inacessivel,
Mahlo, ou fracamente compacto, podem existir em L. Quer dizer, se « tem um
dessas propriedades de grandes cardinais, entdo também tem a propriedade em
L. Mas alguns grandes cardinais ndo podem existir em L. De fato, Scott (1961)
mostrou que, se existe um cardinal mensuravel < em L, entdo V' # L. E
importante notar que ~ pertence a L, visto que L contém todos os ordinais, mas
ele ndo é mensuravel em L, porque uma medida nao principal k-completa de x
nao pode ai existir.

Se « é um cardinal mensuravel, entdo & possivel construir um modelo
como de L em que x é mensurdvel assumindo uma medida ndo principal
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r-completa e normal U de x, e procedendo como na definigdo de L, mas agora
mostrando U como um predicado adicional. O modelo resultante, chamado de
L[U], ¢ um modelo interno de ZFC no qual x é mensuravel, e de fato  é o Unico
cardinal mensuravel. O modelo é candnico, no sentido de que qualquer outra
medida normal atestando a mensurabilidade de ~ produziria 0 mesmo modelo, e
tem muitas das propriedade de L. Por exemplo, ele tem uma boa ordenagao
projetiva dos reais, e satisfaz HGC.

Construindo modelos similares como de L para grandes cardinais, como
o forte, ou de Woodin, é bem mais dificil. Tais modelos s&o da forma L[E], em que
E é uma sequéncia de extensores, cada extensor sendo um sistema de medidas,
que codifica as imersdes elementares relevantes.

O maior modelo interno como L para grandes cardinais que se obteve até
agora pode conter os limites de Woodin de cardinais de Woodin (NEEMAN, 2002).
No entanto, construir um modelo como L para um cardinal supercompacto é ainda
um desafio. A barreira supercompacta parece ser crucial, pois Woodin mostrou
que para um tipo de modelo interno como L para um cardinal supercompacto, que
ele chama de Ultimate-L, todos os cardinais mais fortes que podem existir em V,
como extensivel, enorme, |1, etc., também existiriam no modelo. A construgéo do
Ultimate-L é ainda incompleta, e ndo € claro ainda que ela ocorrera, pois ela se
baseia sobre algumas hipdteses técnicas que precisam de ser confirmadas.

10.2. Consequéncias de Grandes Cardinais

A existéncia de grandes cardinais tem consequéncias dramaticas,
mesmo para 0s pequenos conjuntos definiveis de modo simples, como os
conjuntos projetivos de numeros reais. Por exemplo, Solovay (1970) provou,
assumindo que existe um cardinal mensuravel, que todos os conjuntos Y3 de
reais sao Legesgue mensuraveis e tém a propriedade Baire, 0 que nao pode ser
provado em ZFC apenas. Shelah e Woodin (1990) mostraram que a existéncia de
uma classe propria de cardinais de Woodin implica que a teoria de L(IR), mesmo
com numeros reais como parametros, ndo pode ser alterada por forcing, o que
implica que todos os conjuntos de nimeros reais que pertencem a L(R) s&o
regulares.  Além disso, sob a hipétese mais fraca de grandes cardinais,
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particularmente a existéncia de infinitamente muitos cardinais de Woodin, Martin e
Steel (1989) provaram que todo conjunto projetivo de nUmeros reais é
determinada, isto &, vale o exioma de DP, e por isso todos os conjuntos projetivos
sdo regulares. Além disso, Woodin mostrou que a existéncia de infinitamente
muitos cardinais de Woodin, mais o cardinal mensuravel acima de todos eles,
implica que todo conjunto de reais em L(R) é determinado, isto &, vale o axioma
ADL®) por isso todos os conjuntos de nimeros reais que pertencem a L(R),
e, portanto, todos os conjuntos projetivos, sdo regulares. Woodin mostrou,
também, que os cardinais de Woodin oferecem as pressuposi¢oes ideais dos
grandes cardinais provando que as duas seguintes afirmagoes:

1 Ha infinitamente muitos cardinais de Woodin.
2 ADL®),

sao equiconsistentes, isto é, ZFC mais 1 € consistente se e somente se ZFC mais 2
¢ consistente. Para mais detlhes e resultados relacionados, vide o verbete Large
Cardinals and Determinacy da SEP.

Outra area em que os grandes cardinais desempenham um papel
importante é a exponenciagao de cardinais singulares. A Hipotese do Cardinal
Singular (HCS) completamente determina o comportamento da exponenciagao
para cardinais singulares, com referéncia a exponenciacdo para cardinais
regulares. HCS se segue de HGC e, portanto, vale em L. Uma consequéncia de
HCS é que, se 28 < X, para todo n finito, entdo 2%~ = X ;. Portanto, se a
HCS vale para cardinais menores do que N, entdo também vale para ¥,,. HCS
vale acima do primeiro cardinal supercompacto (Solovay), mas Magiro (1977)
mostrou que, surpreendentemente, assumindo a existéncia de grandes cardinais,
é possivel construir um modelo de ZFC que em que HGC primeiramente falha em
N, e, por isso, HCS também falha. Grandes cardinais mais fortes que
mensuraveis sdo realmente necessarios para tanto. Contrariamente, no entanto,
ZFC sozinha é suficiente para provar que se HCS vale para todos os cardinais
menores que N1, entdo também vale para N,1. Além disso, se a HCS vale para
todos os cardinais singulares de cofinalidade contavel, entdo vale para todos os
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cardinais singulares (Silver).
11. Axiomas de Forcing

Os axiomas de forcing séo axiomas da teorias dos conjuntos que
asseveram que acertas afirmagdes existenciais séo absolutas entre o universo V
de todos os conjuntos e as suas extensdes forcing (ideais), ou seja, algumas
afirmagdes existenciais que valem em algumas extensdes forcing de V séo ja
verdadeiras em V. O primeiro axioma de forcing foi formulado por Donald Martin,
estimulado pela prova de Solovay-Tennenbaum da consisténcia da Hipdtese de
Suslim, e é bem conhecido como Axioma de Martin (AM). Antes de apresenta-lo,
notemos que uma ordem parcial é um conjunto ndo vazio P junto com uma
relagdo binaria < em P que é reflexiva e transitiva. Dois elementos, p e q, de P
s8o0 chamados de compativeis se existeumr € Ptalquer < per < ¢. Uma
anti-cadeia de P é um subconjunto de P cujos elementos s&o pareadamente
incompativeis. Uma ordem parcial P é chamada de ccc se toda anti-cadeia de P
é contavel. Um subconjunto ndo vazio G de P é chamado de filtro se (i) todo
pareamento de elementos de G séo compativeis, e (i) se p € G e p < ¢, entdo
também ¢ € G. Finalmente, um subconjunto D de P é chamado de denso se
para todo p € P existe ¢ € D talque ¢ < p.

AM assevera o0 seguinte:

Para toda ordem parcial ccc P e todo conjunto {D,, | a < wi} de
subconjuntos densos de P, existe um filiro G C P que é genérico para
o conjunto, ou seja, G N D, # (), para todo o < wy.

Martin e Solovay (1970) provaram que AM é consistente com ZFC usando a
iteragao de forcing com a propriedade ccc. A primeira vista, AM pode n&o parecer
um axioma, ou seja, uma assercao dbvia, ou a0 menos uma assergao razoavel,
sobre conjuntos, mas sim uma afirmagao técnica sobre as ordens parciais ccc.
No entanto, ele parece mais natural quando exprimido em termos topoldgicos,
pois & simplesmente uma generalizagio do bem conhecido Teorema da Categoria
de Baire, que afirma que em cada espago topolégico compacto Hausdorff a
interacdo de contavelmente muitos conjuntos abertos densos é néo vazia. De



52

fato, AM é equivalente a:

Em todo espago topolégico cce Hausdorf compacto, a intersegao de N -
muitos conjuntos abertos densos é nao vazia.

AM tem muitas formulag@es diferentes equivalentes e tem sido usado com muito
sucesso para decidir um grande numeros de problemas em aberto em outras
areas da matematica. Por exemplo, ele implica a Hipdtese de Suslin e que todo
conjunto de reais 33 é Leguesgue mensuravel e tem a propriedade Baire. Ele
também implica a negagéo da HC e que 2%° é um cardinal regular, mas néo
decide qual cardinal. Para muitas outras consequéncias de AM e outras
formulagbes equivalentes, vide FREMLIN, 1984. A despeito disso, o status de AM
como axioma da teoria dos conjuntos é ainda incerto. Talvez a formulagdo mais
natural de AM, de um ponto de vista fundacional, é em termos de reflexao.
Escrevendo Hec para o conjunto de conjuntos hereditariamente contaveis (isto é,
conjuntos contaveis cujos elementos sdo contaveis, os elementos dos quais séo
também contaveis e assim por diante), AM é equivalente a:

Para toda ordem parcial ccc P, se uma afirmagao existencial sobre Hec
vale em uma extensdo genérica (ideal) de V obtida por forcing com P,
entdo a afirmagéo é verdadeira, ou seja, ela vale em V. Em outros
termos, se um conjunto tendo uma propriedade que depende somente
dos conjuntos em Hec existe um alguma extens&o genérica (ideal) de V
obtida por forcing com uma ordem parcial cce, entdo um conjunto com
tal propriedade ja existe em V.

A nogéo de uma extens&o genérica ideal de V pode ser tornada precisa em termos
dos assim chamados modelos Boole-valorados, que fornece uma versao alternativa
de forcing.

Axiomas de forcing mais fortes foram introduzidos na década de 1980,
como o Axioma de Forcing Apropriado (AFA) de J. Baumgartner, e 0 mais forte
Méximo de Martin (MM) de Foreman, Magidor e Shelah (1988), que é o axioma de
forcing mais forte possivel. Tanto AFA quanto MM s&o consistentes reletivamente
a existéncia de um cardinal supercompacto. AFA assevera 0 mesmo que AM, mas
para ordens parciais que tém uma propriedade mais fraca do que ccc, chamada de
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adequatibilidade, introduzida por Shelah. E MM assevera 0 mesmo para a classe
ampla de ordens parciais que, quando forcing é aplicadas a elas, os subconjuntos
estacionarios de w ndo séo destruidos.

Axiomas de forcing fortes, como AFA e MM, implicam que todos os
conjuntos projetivos de reais sdo determinados (DP), e tém muitas outras
consequéncias fortes em combinatéria infinita. Notavelmente, eles implicam que a
cardinalidade do continuo é Ns.
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Conjuntos s@o colegdes bem definidas que s&o completamente
caracterizadas por seus elementos. Assim, dois conjuntos sdo iguais se e
somente se eles tém exatamente os mesmos elementos. A relagdo basica na
teoria dos conjuntos é a de pertinéncia ou pertencimento. Escrevemos ¢ € A
para indicar que o objeto a é um elemento ou um membro do conjunto A.
Também dizemos que a pertence a A. Assim, um conjunto A é igual ao conjunto
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B se e somente se para todo a, a € A se e somente se a € B. Em particular, ha
s6 um conjunto que nao tem elementos. Essa conjunto é chamado, obviamente,
de conjunto vazio, e ¢ representado pelo simbolo ().

Dizemos que A é um subconjunto de B, escrito A C B, se e somente se
todo elemento de A é também um elemento de B. Assim, A = B se e somente se
A C Be B C A. Noteque () C A, para qualquer A.

Dados os conjuntos A e B, pode-se realizar algumas operagdes basicas
com eles gerando 0s seguintes conjuntos:

+ O conjunto A U B, chamado de unido de A e B, cujos elementos s&o 0s
elementos de A e os elementos de B.

+ O conjunto A N B, chamado de intersegado de A e B, cujos elementos s&o
0s elementos comunsaAeaB.

+ O conjunto A — B, chamado de diferenga de A e B, cujos elementos s&o
todos os elementos de A que ndo sdo membros de B.

E rotina checar que essas operacées satisfazem as seguintes propriedades:

+ Associatividade
AU(BUC)=(AUB)UC
AN(BNC)=(AnB)NnC

+ Comutatividade

AUB=BUA

ANB=BnNA

+ Distributividade
AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQ)
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC)
* Idempoténcia

AUA=A

ANA=A

Auh=A

ANP =10

A—A=10

+ Se A C B, entdo
AUB=AU(B-A)=B
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ANB=A

Dado um objeto a, podemos formar o conjunto que tem a como o seu
unico elemento. Esse conjunto é denotado por {a}. De modo mais geral, dados
a,b,c, ..., podemos formar o conjunto que tem a, b, ¢, ... como seus elementos,
que denotamos por {a, b, c, ...}. Podemos realmente anotar todos os elementos
do conjunto quando eles ndo sdo em grande numero. No caso de conjuntos
infinitos, isso claramente ndo é possivel.

Se a = b, entdo {a,b} = {a}. Além disso, para qualquer a € b, o par
{a,b} é 0 mesmo que o par {b,a}. Portanto, se queremos levar em conta a
ordem na qual os dois elementos do par sdo dados, precisamos encontrar outro
modo de representar o par. Assim, definimos um par ordenado (a, b) como o
conjunto {{a},{a,b}}. Pode-se faciimente checar que dois pares ordenados
{a,b) e (c,d) séo iguais se e somente se a = ce b = d. A ordem é agora
importante, pois se a # b, entdo (a, by # (b, a).

O produto cartesiano A x B de dois conjuntos, A e B, é definido como
o conjunto de todos os pares ordenados (a, b) talque a € Aeb € B.

O produto cartesiano Ay x ... x A,, dos conjuntos A4,..., A,, € 0
conjunto de todas as n-uplas (a1, ..., a,) tal que a; € A; paratodo 1 < i < n.
Em particular, para n > 2, o produto cartesiano de um conjunto multiplicado n
vezes, denotado por A™, é a soma de todas as n-uplas de elementos de A.

Relagoes

Uma relagao binaria em um conjunto A é um conjunto de pares ordenados
dos elementos de A, quer dizer, um subconjunto de A x A. Em geral, uma relagéo
n-aria em um conjunto A € um subconjunto de A™.

Uma relagdo bindria R no conjunto A é chamada de reflexiva se
(a,a) € Rparatodoa € A. Elaé chamada de simétrica se (b, a) sempre que
{(a,b) € R. E é chamada de transitiva se (a, c) € R sempre que (a,b) € Re
(b,c) € R. Uma relagdo que é reflexiva, simétrica e transitiva é chamada de
relagao de equivaléncia. A relagdo de identidade em um conjunto A é o exemplo
paradigmatico de uma relagéo de equivaléncia. Outro exemplo é a relagdo no
conjunto de todos os conjuntos finitos de numeros naturais que consiste de todos
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os pares (a, b) tais que a e b tém 0 mesmo nimero de elementos.

Se R é uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A, e (a,b) € R,
entdo dizemos que a e b sdo R-equivalentes. Para todo ¢ € A, a classe de
equivaléncia de a, usualmente denotada por [a]r, é 0 conjunto de todos os
elementos de A que sdo R-equivalentes a a. O conjunto de todas as classes
R-equivalentes é chamado de conjunto quociente e é denotado por A/R.
Pode-se faciimente checar que A/R é uma partigdo de A, ou seja, nenhum
elemento de A/R é vazio, e quaisquer dois elementos de A/R sao disjuntos, e todo
a € A pertence a (examente) um elemento de A/R, exatamente a classe [a]g.

Se R é uma relagao binaria, entdo usualmente se escreve a Rb em vez de
(a,b) € R.

Uma relac&o binaria R em um conjunto A é chamada de antissimétrica se
a = b sempre que aRb e bRa. Uma relagdo R em um conjunto A que é reflexiva,
antissimétrica e transtiva é chamada de ordem parcial (reflexiva). Se removemos
de R todos os pares (a,a), para todo a € A, entdo temos uma ordem parcial
estrita. A relagdo C em algum conjunto de conjuntos é um exemplo de ordem
parcial. Uma ordem parcial em um dado conjunto A é usualmente representada
pelo simbolo <, e a ordengéo parcial estrita correspondente por <. Uma ordem
parcial < em um conjunto A com a propriedade adicional que oua < bou b < a,
para todos os elementos a e b de A, é chamada de ordem total ou ordem linear. As
ordenagdes usuais do conjunto N de nimeros naturais, do conjunto Z de inteiros,
do conjunto Q de numeros racionais, ou do conjunto IR e nimeros reais, séo ordens
lineares.

Note que se < é uma ordem linear no conjunto A, e B C A, entdo <
NBZ & também uma ordem linear de B. Se < é uma ordem linear do conjunto A,
entdo dizemos que a € A é o <-menor elemento de Asendohdumb € A
distinto de a tal que b < a. O nimero 0 é o menor elemento de N, mas Z néo tem
0 menor elemento.

Uma ordem linear < no conjunto A é uma boa ordem se todo subconjunto
nao vazio de A tem um <-menor elemento. De forma equivalente, se ndo ha uma
sequéncia estritamente descendente

L<ag < ar <a
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de elementos de A. Desse modo, a ordenagdo usual de N € uma boa ordem. Mas
a ordenagéo usual de Z ndo é uma boa ordem, porque ela ndo tem um menor
elemento.

2 Fungoes

Uma fungéo (1-aria) em um conjunto A é uma relagéo binaria F em A tal
que paratodo a € A ha exatamente um par (a, b) € F. O elemento b € chamado
de valor de F em a, e é denotado por F(a). E o conjunto A é chamado de dominio
de F. Anotagdo F' : A — Bindica que F € uma fungéo com domino A e valores
no conjunto B. Paran > 2, umafungio n-ariaemAéumafungdo F' : A — B
para algum B.

Uma fungdo ' : A — B ¢ injetora se para todos os elementos a e b
de A, se a # b, entdo F'(a) # F'(b). E ela é sobrejetora se paratodo b € B
hg algum a € A tal que F'(a) = b. Finalmente, F é bijetora se ela é injetora e
sobrejetora. Assim, uma bijecdo F' : A — B estabelece uma correspondéncia
um-para-um entre os elementos de A e aqueles de B, e A é bijetavel com B se ha
tal bijecao. A fungao de identidade no conjunto A, denotada por Id : A — A,
e que consiste nos pares (a, a), com a € A, é trivialmente uma bijegao.

Dadas as fungdes F' : A — Be G : B — (), a composigado de F
e G, escrita G o F', é umafungdo G o F : A — C cujos elementos s&o todos
os pares (a, G(F(a)),emque a € A. Se F e G séo bijecdes, entdo G o F' é
também uma bije¢&o.

3 Conjuntos e Formulas

A linguagem formal da teoria dos conjuntos € a linguagem de primeira
ordem cujo unico simbolo ndo légico é o simbolo da relagéo binéria €.

Dada qualquer féormula ¢(z,y1,...,y,) da linguagem da teoria dos
conjuntos, e os conjuntos A, By, ... B, pode-se formar o conjunto de todos os
elementos de A que satisfazem a formula ¢(z, By, ..., B,). Esse conjunto é
denotado por {a € A|¢(a, By, ..., Ba)}. Eis alguns exemplos:

* ) ={a€ Ala # a}
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* A={a € Ala=a}
* A—B={ac€ Ala ¢ B}.
* AnB={a€ Ala € B}.

E se A e C sdo subconjuntos de A, entdo

BuC={a€Alae BVaecC}.

Dado um subconjunto C' C A x B, a proje¢ao de C (sobre a primeira coordenada)
é 0 conjunto

* {a € A|3b € B((a,b) € C)}.

N&o é o caso, no entanto, que dada alguma formula ¢(z,y1,...,y2), € 0S
conjuntos By, ..., By, pode-se formar o conjunto de todos aqueles conjuntos que
satisfazem a formula ¢(z, By, ..., B2). A razdo é a seguinte. Seja ¢(x) a
formula =z ¢ x. Se A fosse o conjunto de todos os conjuntos que satisfazem a
formula, entdo A € A se e somente se A ¢ A. Uma contradicdo! Essa
contradi¢é@o é conhecida como Paradoxo de Russell, em homenagem a Bertrand
Russell, que o descobriu em 1901 (vide o verbete Russell’s Paradox £ da SEP).

4 Ordinais

O primeiro numero ordinal é (). Dado um ordinal «, 0 préximo ordinal
maior, chamado de sucessor (imediato) de «, é o conjunto a U {a}. Portanto, o
sucessor de « € 0 conjunto « junto com um elemento a mais, justamente o proprio
.

Na teoria dos conjuntos, os niimeros naturais s&o definidos como
ordinais finitos. Assim:

* 0
o1
2

0
Du{0} = {0}
{0y U {{0}} = {0,{0}}

®N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/entries/russell-paradox/. Acesso em: 20 jan. 2022
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* 3= {0, {03} U {{0,{0}}} = {0, {0}, {0, {0}}}

Note que 1 = {0},2 = {0,1},3 = {0,1,2}, e em geral temos
n = {0,1,2,...,n — 1}. Assim, todo nimero natural n é exatamente o
conjuntos de seus predecessores.

Um conjunto A é finito se ndo ha uma correspondéncia um-para-um entre
algum nimero natural n e os elementos de A, ou seja, uma bije¢do F' : n — A,
caso no qual dizemos que A tem n elementos. Um conjunto ¢ infinito se ele ndo é
finito.

O conjunto de todos os ordinais finitos é denotado pela letra grega dmega
(w). Assim, w é o conjunto N de nimeros naturais. w é também um ordinal, o
primeiro ordinal infinito. Note que w ndo é o sucessor de algum ordinal, e assim
é chamado de ordinal limite. Agora que temos w, podemos continuar gerando
mais ordinais produzindo o seu sucessor w U {w}, entdo o seu sucessor (w U
{w}) U{w U {w}}, e assim por diante. Todos os numeros ordinais maiores do
que 0 s&o produzidos deste modo: ou produzindo o sucessor do Ultimo ordinal
produzido ou, se ndo ha esse Ultimo ordinal, produzindo o conjunto de todos os
ordinais até entao produzidos, como no caso de w que gera um novo ordinal limite.
Note, no entanto, que nao se pode produzir o conjunto de todos os ordinais, pois,
entdo, esse conjunto seria um novo ordinal limite, 0 que é impossivel, visto que ja
teriamos todos eles.

Como no caso dos ordinais finitos, todo ordinal infinito é o conjunto dos
seus predecessores. Uma consequéncia disso é que a relagdo € é uma boa ordem
estrita em qualquer conjunto de ordinais. Portanto, para quaisquer ordinais « € 3,
definimos o < 3 se e somente se « € 3. Assim, a boa ordem reflexiva associada
é definida como o < /3 se e somente se o« < B ou oo = 3. Observe agora que
a C B seesomente se a < .

5 Conjuntos Contaveis e Incontaveis

Se A é um conjunto finito, ha uma bijegdo F : n — A entre um
numero natural n e A. Qualquer bijecdo dessas oferece uma contagem dos
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elementos de A, a saber, F(0) é o primeiro elemento de A, F(1) é o segundo, e
assim por diante. Portanto, todos os conjuntos finitos sdo contaveis. Um conjunto
infinito A é chamado de contavel se ha uma bijecdo F : w — Aentre 0
conjunto dos numeros naturais e A. O conjunto N dos numeros naturais é
(trivialmente) contavel. Se A é um subconjunto infinito de w, entdo A é também
contavel: pois seja F' : w — A tal que F(n) € o menor elemento de A que néo
esté no conjunto { F'(m) € A|m < n}. Entdo F é uma bijecéo.

Todo subconjunto infinito de uma conjunto contavel é também contavel:
pois suponha que F' : w — A é uma bijecdo e B C A é infinito. Entdo o
conjunto {n € w|F(n) € B} é um subconjunto infinito de w, por isso contavel,
e assim ha uma bije¢do G : w — {n € w|F(n) € B}. Entdo a fungéo
composta F' o G : w — B é uma bijeg&o.

A unido de um conjunto contavel e um conjunto finito é também contavel.
Pois dados os conjuntos A e B, que, sem perda de generalidade, podemos assumir
como disjuntos, e dadas as bijecbes F' : w — Ae G : n — B, para algum
n < w,seja H : w — A U B abije¢éo dada por: H(m) = G(m), para todo
m<n,e H(m) = F(m — n), paratodo n < m.

Além disso, a unido de dois conjuntos contaveis é também contavel:
visto que ja mostramos que a unido de um conjunto contavel e um conjujnto finito
é contavel, é suficiente ver que a unido de dois conjuntos contaveis disjuntos é
também contavel. Desse modo, suponha que A e B s&o conjuntos contaveis e
F:w— AeG:w — B saobijegdes, entdo a fungdo H : w — AU B,
consistindo de todos os pares (2n, F'(n)), mais todos os pares (2n + 1, G(n))
€ uma bijegao.

Assim, o conjunto Z, sendo a unido de dois conjuntos contaveis, qual seja,

NU{-1,-2,-3,-4,..}

é também contavel.

O produto cartesiano de dois conjuntos infinitos contaveis é também
contavel. Pois suponhaque F': w — Ae G : w — B sao bijecdes. Assim,
usando o fato de que a fungdo J : w X w —> w dada por
J((m,n)) = 2™(2n + 1) — 1 é uma bijecdo, temos a fungéo
H : w — A x Bdadapor H2™(2n + 1) — 1) = (F(m),G(n)) é
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também uma bije¢&o.

Visto que qualquer numero racional € dado por um par de inteiros, ou seja,
0 quociente ”*, em que m,n € Z e n # 0, 0 conjunto Q dos nimeros racionais
é também contavel.

No entanto, Georg Cantor descobriu que o conjunto R dos numeros reais
nao é contavel. Pois suponha, visando uma contradi¢do, que F' : w — R &
uma bijecdo. Seja agp = F'(0). Escolha o menor k tal que ag < F'(k) e coloque
bp = F(k). Dados a,, € by, escolha o menor / tal que a,, < F(l) < by, €
coloque a,+1 = F'(I). E escolha o menor m tal que a, 1 < F(m) < by, €
bn+1 = F(m). Desse modo, temos ap < a1 < az < ... < by < by < by.
Agora, seja a 0 limite de a,,. Entdo a € um nimero real diferente de F(n), para todo
n, 0 que é impossivel porque F é uma bijecao.

A existéncia de conjuntos incontaveis se segue de um fato muito mais
geral, também descoberto por Cantor. O fato € o seguinte: dado qualquer conjunto
A, o conjunto de todos os subconjuntos, chamado de conjunto poténcia de A, e
denotado por P(A), ndo é bijetavel com A: pois suponha que F' : A — P(A)
é uma bije¢do. Entdo o subconjunto {a € Ala ¢ F(a)} de A é o valor de F(a)
paraalguma € A. Masentéo a € F'(a) se e somente se a ¢ F'(a). Portanto,
se A é um conjunto infinito qualquer, entéo P (A) é incontavel.

Ha também ordinais incontaveis. O conjunto de todos os ordinais finitos
e contaveis é também um ordinal, chamado de wy, que é o primeiro ordinal
incontavel. Similarmente, o conjunto de todos os ordinais que s&o bijetaveis com
algum ordinal menor ou igual a w; é também um ordinal, chamado de w2, que
n&o € bijetavel com w1, e assim por diante.

5.1 Cardinais

A cardinalidade, ou tamanho, de um conjunto finito A € o Unico nimero
natural n tal que ha uma bije¢do F' : n — A.

No caso dos conjuntos finitos, a cardinalidade é dada, ndo por um
ndmero natural, mas por um ordinal infinito. No entanto, contrariamente aos
conjuntos finitos, um conjunto infinito A é bijetdvel com muitos numeros ordinais
diferentes. Por exemplo, o conjunto N é bijetavel com w, mas também com seu
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sucessor w U {w}: atribuindo 0 aw e n + 1 a n, para todo n € w, obtemos uma
bijecdo entre w U {w} e w. Mas visto que os ordinais sé@o bem ordenados,
podemos definir a cardinalidde de um conjunto infinito como o menor ordinal que é
bijetavel com ele.

Em particular, a cardinalidade de um nimero ordinal o € 0 menor ordinal
K que é bijetavel com ele. Note que « néo é bijetavel com qualquer ordinal menor,
pois, de outro modo, ele seria . Os numeros ordinais que néo sao bijetaveis
com algum ordinal menor s&o chamados de nimeros cardinais. Assim, todos 0s
numeros naturais sao cardinais, e da mesma forma w, w1, ws, € assim por diante.
Em geral, dado algum cardinal «, o conjunto de todos os ordinais que séo bijetaveis
com algum ordinal < « é também um cardinal; ele € o menor cardinal maior do que
K.

Os cardinais infinitos sdo representados pela letra grega aleph (X) do
alfabeto hebraico. Assim, o menor cardinal infinito é w = N, 0 préximo é
w1 = N4, que é o primeiro cardinal incontavel, entdo vem wy = Ny, etc.

A cardinalidade de qualquer conjunto, denotada por |A|, é o numero
cardinal Unico que é bijetavel com A. Vimos que |R| é incontavel, por isso maior
do que Ny, mas nao se sabe qual nimero cardinal ele €. A conjectura que |R| =
Ny, formulada por Cantor em 1878, é a famosa Hipétese do Continuo.
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Axiomas de ZF

Extensionalidade
VaVyVz(z € v <> z € y) — x = y]

Esse axioma assevera que quando os conjuntos x e y tém os mesmos
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membros, eles &0 0 mesmo conjunto.
O préximo axioma assevera a existéncia do conjunto vazio:

Conjunto Vazio
Jr—=TFy(y € x)

Visto que é demonstravel, a partir desse axioma e do anterior, que ha um
Unico conjunto vazio, podemos itnroduzir a notagdo () para denota-lo.

O préximo axioma assevera que se dados dois conjuntos quaisquer x e
y, existe um conjunto par de x e y, ou seja, um conjunto que tem apenas x e y
como membros:

Paridade:
VeVydzVw(w € z <> w =z Vw =y)

Visto que é provavel que ha apenas um conjunto par para cada x e y
dados, introduzimos a notagéo {x, v} para denota-lo.

O proximo axioma assevera que para qualquer conjunto x, ha um
conjunto y que contém como membros todos aqueles conjuntos cujos membros
sao também elementos de x, ou seja, y contém todos os subconjujntos de x:

Conjunto Poténcia:
VrIyVz[z € y «» Yw(w € z — w € )]

Visto que todo conjunto provavelmente tem um unico “conjunto poténcia”,
introduzimos a notagéo P (z) para denota-lo. Note também que podemos definir
a nogao de é um subconjunto de y (x < y) como: Vz(z € =z — z € y).
Assim, podemos simplificar a apresentagéo do conjunto poténcia deste modo:

VedyVz(z € y > 2z < )

O préximo axioma assevera que para um dado conjunto x, ha um
conjunto y que tem como membro todos 0s membros de todos 0os membros de x:
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Unides:
VedyVz[z € y < Jw(w € z A z € w)].

Visto que € provavel que ha uma unica “unido” de qualquer conjunto x,
introduzimos a notagdo | J = para denota-lo.

O proximo axioma assevera a existéncia de um conjunto infinito, ou seja,
um conjunto que tem um numero infinito de membros:

Infinitude:
Fz[d € x AVy(y € x — Wy, {y}} € 2)].

Podemos entendé-lo nestes termos. Vamos definir a unido de x e y
(z U y) como a unido do conjunto par de x e y, ou seja, como | J{x, y}. Entdo o
axioma da Infinitude assevera que ha um conjunto x que contém () como membro
e que é tal que sempre que um conjunto y € membro de x, entdo y U {y} é
membro de x. Consequentemente, esse axioma garante a existéncia de um
conjunto da seguinte forma:

{0,{0}, {0, {03}, {0, {0}, {0, {0}}}, ...}

Note que o segundo elemento, {()}, esta nesse conjunto porque (1) o fato
de que () esta no conjunto implica que () U {0} esta no conjunto e (2) ) U {0} é
examente {()}. Similarmente, o terceiro elemento, {0, {0} }, esta nesse conjunto
porque (1) o fato de que {(}} esté no conjunto implica que {0} U {{0}} esta no
conjunto e (2) {0} U {{0}} é examente {(, {#} }. E assim por diante.

O préximo axioma é o Esquema de Separagdo, que assevera que a
existéncia de um conjunto que contém os elementos de um dado conjunto w que
satisfaz uma certa condicéo . Quer dizer, suponha que (x, @) tenha x livre e
pode ou ndo ter w1, ..., uy, livre. Seja 1, 4[r, 4] o resultado de substituir r por x
em ¢ (x, ). Entdo o Esquema de Separagéo assevera:

Esquema de Separagéo



69

V.. Vug [Yw3ovr(r € v < 1 € w A1y 4[r, 4])]

Em outros termos, se dada uma férmula ) e um conjunto w, existe um conjunto v
que tem como membros exatamente os membros de w que satisfazem a férmula

.

O préximo axioma de ZF é o Esquema de Substituigdo. Suponha que
¢(x,y,u) é uma formula com x e y livres, e seja « a representacédo das variaveis
u1, ..., uk, que podem ou ndo ser livres em ¢. Além disso, seja ¢y, (s, r, 4] 0
resultado de substituir s e r por x e y, respectivamente, em ¢(x, y, @). Assim,
toda instancia do seguinte axioma é um axioma:

Esquema de Substitui¢io:
V.. Yug VeI lyd(z, y, ) — YwIoVr(r € v <> 3s(s € w A ¢y y.als, 7, 1]))]

Em outros termos, se sabemos que ¢ é uma férmula funcional (que relaciona cada
conjunto x a um unico conjunto y), entdo se nos é dado um conjunto w, podemos
formar um novo conjunto v do seguinte modo: junte todos os conjuntos aos quais
0s membros de w sdo exclusivamente relacionados por ¢.

Note que 0 Esquema de Substituicao pode levar vocé para fora do conjunto
w quando formar o conjunto v. Os elementos de v n&o precisam ser elementos
de w. Contrariamente, o Esquema de Separagdo de Zermele produz somente
conjunto de um dado conjunto w.

O Ultimo axioma assevera que todos conjunto é “bem-fundado”

Regularidade:
Velx #0 — Jy(y € x AVz(z € 2 — (2 € y)))]

Um membro de y de um conjunto x com essa propriedade é chamado
de elemento “minimo”. Essa axioma exclui a existéncia de cadeias circulares de
conjuntos (taiscomo x € yAy € zAz € x), como também cadeias infinitamente
descendentes de conjuntos (tais como ...x3 € x € x1 € ).
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Os dois teoremas da incompletude de Godel estdo entre os mais
importantes resultados da logica contemporanea e tém implicagdes profundas
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“RAATIKAINEN, P. "Godel's Incompleteness Theorems”, In: ZALTA, E. N. The Stanford
Encyclopedia of Philosophy, Spring Edition, Stanford, CA: The Metaphysics Research Lab,
2021. Disponivel em: nttps://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/goedel-incompleteness.
Acesso em: 20 jan. 2022.

The following is the translation of the entry on Gédel's Incompleteness Theorems by Panu
Raatikainen in the Stanford Encyclopedia of Philosophy. The ftranslation follows the
version of the entry in the SEP’s archives at https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/
goedel-incompleteness). This translated version may differ from the current version of the entry,
which may have been updated since the time of this translation. We'd like to thank the Editors of
the Stanford Encyclopedia of Philosophy, mainly Prof. Dr. Edward Zalta, for granting permission to
translate and to publish this entry. Finally, we would like to thank to John Templeton Foundation for
financially supporting this project.


https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/goedel-incompleteness/
https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/goedel-incompleteness/
https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/goedel-incompleteness/

"

que ndo podem ser demonstradas e nem refutadas em F. De acordo com o
segundo teorema da incompletude, tal sistema formal ndo pode demonstrar que
ele mesmo é consistente (assumindo que seja realmente consistente). Esses
resultados tiveram grande impacto na filosofia da matematica e na légica. Ha
tentativas de aplicar os resultados também em outras areas da filosofia, como a
filosofia da mente, mas essas tentativas sdo mais controversas. (Para uma
discusséo que contextualiza os teoremas da incompletude no trabalho
matematico e filosofico de Godel, vide o verbete Kurt Gédel® da SEP.)

1. Introdugao
1.1. Panorama

Os teoremas da incompletude de Gddel estao entre os mais importantes
resultados da légica contemporanea.Essas descobertas revolucionaram o
entendimento da matematica e da légica, e tiveram implicages dramaticas para a
filosofia da matematica. Ha também tentativas de aplica-las em outras areas da
filosofia, mas a legitimidade de muitas dessas aplicagbes é mais controversa.

Para entender os teoremas de Gddel, primeiramente temos de explicar
os conceitos-chave que I|hes s&o essenciais, como “sistema formal’,
“consisténcia” e “completude”. Grosso modo, uma sistema formal é um sistema
de axiomas equipado com regras de inferéncia, que permitem a geragéo de novos
teoremas. Ha a exigéncia de que o conjunto de axiomas seja finito ou ao menos
decidivel, isto €, tem de haver um algoritmo (um método efetivo) que permita
decidir mecanicamente se uma dada afirmagéo é ou ndo um axioma. Se essa
condicdo é satisfeita, a teoria é chamada de “recursivamente axiomatizavel”, ou,
simplesmente, “axiomatizavel’. As regras de inferéncia (de um sistema formal)
sdo também operacgdes efetivas, de tal modo que possamos sempre decidir
mecanicamente se temos em mé&os uma aplicagdo legitima de uma regra de
inferéncia. Portanto, é também possivel decidir para qualquer sequéncia finita de
férmulas se essa sequéncia € uma derivagdo genuina, ou uma prova, no sistema -
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dados os axiomas e as regras de inferéncia desse sistema.

Um sistema formal € completo se para toda afirmagao da linguagem do
sistema ou a afirmag&o ou a sua negacao pode ser derivada (isto é, demonstrada)
no sistema. Um sistema formal é consistente se ndo ha uma afirmacao tal que
tanto a afirmagéo ela mesma quanto a sua negacédo sejam derivaveis no sistema.
Somente sistemas consistentes s&o de algum interesse nesse contexto, pois € um
fato elementar da légica que em um sistema formal inconsistente qualquer
afirmagao é derivavel e, consequentemente, esse sistema é trivialmente completo.

Godel estabeleceu dois teoremas da incompletude diferentes, embora
relacionados, usualmente chamados de “primeiro teorema da incompletude” e
“segundo teorema da incompletude”. A expressdo “Teorema de Godel” é algumas
vezes usada para se referir a conjungdo desses dois teoremas, mas pode se
referir a cada um deles separadamente - usualmente ao primeiro. Com um
desenvolvimento devido a J. Barkley Rosser em 1936, o primeiro teorema pode
ser colocado, grosseiramente, nos seguintes termos:

Primeiro Teorema da Incompletude

Todo sistema formal consistente F no qual uma certa quantidade de
aritmética elementar possa ser executada é incompleto; ou seja, ha
afirmacgdes na linguagem de F que ndo podem ser demonstradas e nem
refutadas em F.

O teorema de Godel ndo s6 diz que tais afirmagdes existem: o método
da prova de Gddel explicitamente produz uma sentenca especial que ndo é
demonstrada e nem refutada em F; a afirmacgéo “indecidivel” pode ser produzida
mecanicamente a partir de uma especificagdo de F. A sentenga em questdo é
uma afirmacao relativamente simples da teoria dos nimeros, uma sentenga pura
da aritmética universal.

Um mal-entendido frequente & interpretar o primeiro teorema de Godel
como tendo mostrado que ha verdades que ndo podem ser demonstradas.
Contudo, isso € um erro, porque o teorema da incompletude ndo trata da
demonstrabilidade em um sentido absoluto, mas so6 diz respeito a derivabilidade
em algum sistema formal particular. Para qualquer afirmagao A que ndo pode ser
demonstrada em um sistema formal particular F, ha, trivialmente, outros sistemas
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formais em que A é provavel (considere A como axioma). Por outro lado, ha o
sistema axiomatico padrdo extremamente poderoso da teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel (denotado por ZF, ou, com o Axioma da Escolha [Choice], ZFC;
vide a se¢do sobre os axiomas de ZFC no verbete sobre a Teoria dos Conjuntos
publicado neste livro), que é mais do que suficiente para a derivagdo de toda a
matematica ordinaria. Pelo primeiro teorema de Godel, ha verdades aritméticas
que ndo sdo provaveis em ZFC. Portanto, seria necessario um sistema que
incorporasse métodos que fossem além de ZFC para prova-las. Ha assim um
sentido em que tais verdades nao sdo provaveis com o uso dos métodos
matematicos e axiomas “ordinarios” atuais e nem podem ser demonstradas de um
modo que os matematicos encarariam hoje como ndo problematico e conclusivo.

O segundo teorema de Godel diz respeito aos limites das provas de
consisténcia. Uma apresentagao grosseira € a seguinte:

Segundo Teorema da Incompletude

Para qualquer sistema consistente F no qual uma certa quantidade de
aritmética elementar possa ser executada, a consisténcia de F ndo pode
ser demonstrada em F mesmo.

No caso do segundo teorema, F tem de conter um pouco mais de aritmética do que
no caso do primeiro teorema, que vale em condi¢Bes muito fracas. E importante
notar que esse resultado, como o primeiro teorema da incompletude, € um teorema
sobre demonstrabilidade formal, ou derivabilidade (que é sempre relativa a algum
sistema formal; nesse caso, o proprio F). Ele ndo diz qualquer coisa sobre se,
para uma teoria particular T que satisfaz as condi¢des do teorema, a afirmagéo “T
¢ consistente” pode ser demonstrada, no sentido de ser mostrada verdadeira por
um argumento conclusivo ou por uma prova geralmente aceita pelos matematicos.
Para muitas teorias, isso é perfeitamente possivel.

1.2. Algumas Teorias Formalizadas
A existéncia de teorias incompletas é dificilmente surpreendente. Pegue

uma teoria, mesmo uma teoria completa (vide exemplos abaixo), e retire algum
axioma; a ndo ser que o axioma seja redundante, o sistema resultante sera
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incompleto. Os teoremas da incompletude, no entanto, lidam com um tipo de
fendmeno de incompletude muito mais radical. Diferentemente do tipo de teorias
trivialmente incompletas acima, que podem ser facilmente completadas, néo ha
como completar as teorias relevantes; todas as suas extensdes, enquanto forem
ainda sistemas formais e por isso axiomatizaveis, séo também incompletas. Elas
permanecem, por assim dizer, eternamente incompletas e jamais podem ser
completadas. Elas séo “essencialmente incompletas”.

Nas primeiras (e um tanto relaxadas) apresentagfes dos teoremas da
incompletude oferecidas acima, ocorre a exigéncia vaga de que “‘uma certa
quantidade de aritmética elementar possa ser executada’. Agora é 0 momento de
tornar isso mais preciso.

1.2.1. Teorias Aritméticas

O sistema de aritmética mais fraco que é usualmente considerado em
conexao com a incompletude e indecidibilidade é a assim chamada “Aritmética de
Robinson” (devida a Raphael M. Robinson; vide TARSKI; MOSTOWSKI;
ROBINSON, 1953), denotada de maneira padréo por Q. Como axiomas, ela tem
as sete seguintes suposicoes:

C (0= a)
e =y sx=y
* (2 =0) = Jy(z=1y)

cz4+0=0
vty = (@ +y)
cxzx0=0

crxy =(xxy)+a

A interpretagdo pretendida de “z’” é a fungéo de sucessor, e, obviamente,
de + e X, as fungdes de adi¢do e multiplicagdo, respectivamente. “0” é a Unica
constante e denota o numero zero.

Acrescentando a esses axiomas elementares o axioma esquema da
inducéo:

(IND) $(0) AVz[p(z) = ¢(z')] — Vad(x),
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obtemos como resultado a Aritmética de Peano [Peano Arithmetic (PA)] de
primeira ordem. Note que, diferentemente de Q, PA contém infinitamente muitos
axiomas, porque todas as instancias (infinitamente muitas) do esquema de
indugdo, uma correspondente a cada férmula ¢(x) (com ao menos uma variavel
livre) da linguagem, séo consideradas axiomas. Mas é uma tarefa mecénica e
rotineira checar se uma dada sentenca é uma instancia desse esquema. PA é
geralmente considerado o sistema padrdo de aritmética de primeira ordem.

Outro sistema de aritmética natural e muito estudado, cuja forga fica
entre Q e PA, é a Aritmética Primitiva Recursiva (APR). Ela contém ndo s6 os
axiomas de Q acima governando as fungdes de sucessor, adicdo e multiplicagao,
mas também axiomas definidores para todas as fungdes recursivas (vide o
verbete Recursive Functionsid da SEP), e a aplicagéo do esquema de indugao é
restrita a formulas ndo quantificadas (isto é, ndo se permite que ¢(z) contenha
quaisquer quantificadores (ilimitados)).

No entanto, essencialmente 0 mesmo sistema é obtido se consideramos
apenas os axiomas de Q e o esquema de inducdo restrito a, grosseiramente
falando, formulas puramente existenciais (em termos técnicos, :9-formulas; vide
abaixo) (isso foi primeiramente mostrado por PARSONS, 1970). Além disso,
pode-se mostrar que a X9-indugdo é equivalente ao esquema de indugao restrito
a (grosseiramente falando) formulas puramente universais (I19-formulas) (vide
PARIS; KIRBY, 1978). APR pode também ser formulada como um célculo
equacional de “logica livre”. APR é frequentemente considerada como a teoria de
fundo n&do problematica em que vérios outros sistemas, a legitimidade dos quais
pode ser mais controversa, séo estudados.

Um sistema muito mais forte do que PA, importante para os fundamentos
da matematica, que serd mencionado agora e na sequéncia, é a aritmética de
segunda ordem PA? (também frequentemente denotada por Z,). Ele é mais do
que suficiente para desenvolver toda a andlise e algebra ordinérias. A sua
linguagem é uma linguagem de primeira ordem duplamente sortida, ou seja, ela
contém dois tipos de varidveis, variaveis de numeros x1, xs, ... (OU z,y, z...) €
variaveis de propriedades X1, Xo, ... (ou X, Y, Z), em que propriedades sdo
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extensionalmente concebidas (vide o verbete Second-order and Higher-order
Logic da SEP). Como axiomas, ele inclui, além dos axiomas basicos de PA,
todas as instancias do esquema de compreensao de segunda ordem:

AXVz[ Xz <> ¢(x)]

em que ¢(z) pode ser qualquer formula da linguagem de PA? na qual X ndo
ocorra livre. (Deve-se mencionar que PA? pode também ser formulado com o
acréscimo a linguagem da nogdo primitiva de pertinéncia a conjuntos (€),
encarando as variaveis X, Y, Z... como percorrendo explicitamente conjuntos e
reformulando a compreensdo de segunda ordem nos seguintes termos: IXVx
@ € X ¢ ¢()].

PA? & uma teoria muito forte. Pelo método de interpretagdes (vide abaixo),
pode-se mostrar que ela &, do ponto de vista da teoria da prova, tao forte quanto a
teoria dos conjuntos de Zermelo-Fraenkel ZFC sem o axioma do conjunto poténcia
[Power-set], que podemos chamar de ZFC — Pow (enquanto a teoria padréo, PA
de primeira ordem, é similarmente equivalente, do ponto de vista da teoria da prova,
a ZFC sem o axioma da infinitude, ZFC — Inf). (vide a se¢&o sobre os axiomas de
ZFC no verbete sobre a Teoria dos Conjuntos publicado neste livro).

Obviamente, assume-se que 0S nossos sistemas formais sdo todos
equipados com um sistema de regras de inferéncia (e possivelmente de alguns
axiomas légicos), usualmente algum sistema padrao de légica classica (embora
os teoremas da incompletude nao pressuponham essencialmente a l6gica
classica, mas também se apliquem a sistemas como a légica intuicionista). Os
sistemas padrdes acima vém com a logica classica. A notagdo padrédo F'+ A é
usada para exprimir (no nivel metal6gico) que A é derivavel de F', ou seja, que ha
uma prova de A em F', ou, em outros termos, que A é um teorema de F'. De
acordo com isso, F' t/ A significa que A néo é derivavel em F.

Para resumir: quando se diz, no contexto dos teoremas da incompletude,
que “‘uma certa quantidade de arimética elementar possa ser executada” no
sistema, isso usualmente significa que o sistema contém ARP ou ao menos Q.

"IN.T. Disponivel em: https:/plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/logic-higher-order/.
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Para o primeiro teorema da incompletude, Q é suficiente; para as provas padrao
do segundo teorema, algo como ARP, no minimo, é necessario. Ha uma verséo
do segundo teorema da incompletude para Q (vide BEZBORUH,;
SHEPHERDSON, 1976), mas tem havido algum debate sobre se a afirmagéo
relevante em Q pode realmente ser entendida como exprimindo a consisténcia,
visto ser Q muito fraco (vide KREISEL, 1958; BEZBORUAH; SHEPHERDSON,
1976; PUDIAK, 1996; FRANKS, 2009).

1.2.2. Teorias ndo Formuladas na Linguagem da Aritmética

Obviamente, ha muitas teorias importantes e interessantes na
matematica que ndo séo formuladas na linguagem da aritmética. No entanto, a
aplicabilidade dos teoremas da incompletude podem ser dramaticamente
estendidas para fora da linguagem da aritmética de primeira ordem e suas
extensdes, quando se nota que tudo o que é preciso é que teorias fracas como Q
e ARP possam ser interpretadas no sistema em questao. Mais importante ainda,
isso envolve varios sistemas de teoria dos conjuntos. Por exemplo, os teoremas
da incompletude valem para ZFC — Inf (isto é, ZFC sem o axioma da infinitude) e
todas as suas extensbes, ndo importa qudo fortes (@ medida que sejam
axiomatizaveis).

Grosso modo, uma teoria T € interpretavel em outra teoria 75 se os
conceitos primitivos e o escopo das variaveis de 77 sao definiveis em T de tal
modo que é possivel traduzir todo teorema de 77 em um teorema de 75. Nao se
deve entender essas interpretagdes como oferecendo algo como a sinonimia
intuitiva. Duas teorias podem dizer respeito a assuntos radicalmente diferentes e,
ainda assim, como sistemas formais, uma pode ser interpretada na outra. (Como
ilustracdo: uma teoria simples de ancestrais pode ser, tomada como um sistema
formal, interpretada na aritmética; obviamente, isso ndo quer dizer que coisas
como avos sejam numeros). O que € importante é que a interpretabilidade
preserva certas propriedades formais de teorias, sendo a consisténcia a mais
importante: se T3 é interpretavel em 15 e 15 é consistente, 77 é também
consistente. E certo que qualquer sistema em que Q possa ser intepretada é
essencialmente incompleto.  Para qualquer teoria em que Q possa ser
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interpretada, a incompletude poderia ser demonstrada também diretamente; por
exemplo, em varias teorias da teoria dos conjuntos, pode-se codificar formulas e
derivagdes (em vez de numeros) por conjuntos, “Conjuntos de Godel”, e proceder
de modo usual (vide FITTING, 2007). No entanto, para a maioria dos propositos,
é muito mais simples estabelecer a interpretabilidade de Q na teoria em questao.

Em suma, quando se diz que “uma certa quantidade de aritmética
elementar pode ser executada no sistema”, o que se quer dizer € ou que o
sistema é uma extensdo axiomatizavel de Q ou que Q pode ser interpretada
nesse sistema. (No caso envolvendo (provas padrdo do) segundo teorema da
incompletude, substitua ARP por Q).

1.2.3. Algumas excecdes: Teorias Completas

Por outro lado, nem todas as teorias da aritmética sdo incompletas. A
teoria com apenas a adicdo de numeros naturais sem a multiplicagdo
(frequentemente chamada de “Aritmética de Presburger”), por exemplo, é
completa (e decidivel) (PRESBURGER, 1929), assim como é a teoria da
multiplicagao de inteiros positivos (SKOLEM, 1930). Essas teorias, no entanto,
sao muito fracas. E de qualquer modo, a0 menos uma teoria que trata tanto da
adicdo quanto da multiplicagéo é necessaria. Mais importante ainda, a teoria da
aritmética dos niimeros reais de primeira ordem mais natural (com tanto adig¢éo
quanto multiplicacdo), a assim chamada “teoria de campos fechados reais” (CFR),
é tanto completa quanto decidivel, como foi mostrado em TARSKI, 1948; ele
também demonstrou que a teoria de primeira ordem da geometria euclidiana &
completa e decidivel. Assim, deve-se ter em mente que h& algumas teorias néo
triviais e interessantes as quais os teoremas de Godel ndo se aplicam.

1.3. A Relevancia de Tese de Church-Turing
Godel originalmente estabeleceu apenas a incompletude de uma teoria P

particular, embora muito compreensiva, uma variante do sistema de Russell de
teoria dos tipos PM (de Principia Mathematica, vide as se¢bes sobre Paradoxos
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e Teorias dos Tipos de Russell nos verbetes Type Theory@ e Principia
Mathematicald da SEP), e toda extensdo de P com a mesma linguagem, cujo
conjunto de axiomas seja primitivo recursivo. Ele também sugeriu, embora néo
tenha demonstrado, que a prova poderia ser adaptada a fim de também ser
aplicada a sistemas de axiomas padrdo da teoria dos conjuntos, como ZFC.
Embora tenha sido mostrado que Gddel de fato ja tinha um resultado muito geral,
na época nao era claro quéo geral era esse resultado (vide Se¢ao 5.)

O que ento faltava era uma analise da nog&o intuitiva de decidibilidade,
necessaria na caracterizagdo da nogdo de um sistema formal arbitrario.
Lembre-se que o conjunto de axiomas e a relagdo de prova de um sistema
formalizado sdo necessarios para a decidibilidade. Os matematicos e logicos tém
implicitamente usado a nogao intuitiva de método de decis&o desde a antiguidade,
e quando se perguntava por uma solugdo positiva, era suficiente que se
apresentasse um método concreto que fosse intutivamente percebido por todos
como um meétodo mecanico. Para os resultados limitativos gerais, como 0s
teoremas gerais da incompletude, ou os resultados de indecidibilidade (vide
Secdo 4.2), no entanto, uma explicagdo matematica precisa da nogéo seria
necessaria. Em vez de conjuntos decidiveis ou propriedades, geralmente se
considera funcdes ou operagdes efetivas ou computaveis, mas de fato esses séo
apenas dois lados da mesma moeda - a conversa sobre um pode ser faciimente
transcrita na conversa sobre o outro.

Godel (1934), Alonzo Church (1936a,1936b) e Alan Turing (1936-1937)
chegaram independentemente a diferentes propostas para uma defini¢éo
matematica exata de fungbes computaveis, e, consequentemente, de conjuntos
decidiveis (de numeros). Essas propostas, no entanto, se mostraram
equivalentes. A cuidadosa anédlise conceitual de Turing que usa maquinas
ficcionais e abstratas (hoje em dia convencionalmente chamadas de “Maquinas
de Turing”; vide o capitulo sobre as Maquinas de Turing publicado neste livro) foi
particularmente importante, como o proprio Godel enfatizou (vide GODEL, 1963).

'2N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/type-theory/index.htmi#
ParaRussTypeThec. Acesso em: 20 jan. 2022.

BN.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/principia-mathematical.
Acesso em: 20 jan. 2022.


https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/type-theory/index.html#ParaRussTypeTheo
https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/type-theory/index.html#ParaRussTypeTheo
https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/principia-mathematica/
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A equacdo da nogado intuitiva com algumas dessas explicagbes matematica é
geralmente chamada de “A Tese de Church-Turing”. Por razdes historicas, o
rétulo  “fungdo recursiva’ tem sido dominante na literatura ldgica.
Consequentemente, conjuntos decidiveis so frequentemente chamado de
“conjuntos recursivos”.  (vide os verbetes Comﬁutablllty and ComplexnyE
Recursive Functions(® e Church-Turing Thesis™ da SEP).

Para uma compreensdo adequada dos resultados de incompletude e
indecidibilidade, é vital entender a diferenga entre duas nogdes centrais a respeito
de conjuntos. Em primeiro lugar, pode haver um método mecanico que decide se
algum numero dado pertence ou ndo ao conjunto em questdo (e nesse caso o
conjunto é chamado de “decidivel’ ou “recursivo’), e, em segundo lugar, pode
haver um método mecénico que gera ou lista os elementos do conjunto, niumero
por numero. Neste Ultimo caso, o conjunto é chamado de “recursivamente
enumeravel” (re.), quer dizer, ele pode ser efetivamente gerado ou é
“semi-decidivel”. E um resultado fundamental da teoria da computabilidade (ou
“Teoria das Fungdes Recursivas”) que ha conjuntos semi-decidiveis, conjuntos
que podem ser efetivamente gerados (isto €, sdo recursivamente enumeraveis),
mas nao sao decidiveis (isto &, ndo recursivos). De fato, essa é, em um nivel bem
abstrado, a esséncia do primeiro teorema da incompletude. No entanto, se tanto
um conjunto quanto o seu complemento sdo recursivamente enumeraveis, o
conjunto é recursivo, ou seja, decidivel.

2. O Primeiro Teorema da Incompletude

Nesta secdo, as linhas principais da prova do primeiro teorema da
incompletude s&o esbogadas. Para mais detalhes da prova, o leitor interessado
pode consultar os complementos deste capitulo: Numeragdo de Godel e O
Lema da Diagonalizagéo.

"“N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/computabilityl. Acesso
em: 20 jan. 2022.

N.T. Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/recursive-functions.
Acesso em: 20 jan. 2022.

'®N.T.: Disponivel em: https:/plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/church-turing/. Acesso
em: 20 jan. 2022.


https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/computability/
https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/recursive-functions/
https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/church-turing/
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2.1. Preliminares

O termo formal (“numeral”) que canonicamente denota o numero natural
n é abreviado como n. Na linguagem padrédo da aritmética usada neste verbete, o
nimero n é denotado pelo termo 0", em que o simbolo de sucessor “” é repetido
n vezes. Ou seja, numerais que nomeiam 1,2,3,... sdo 0’,0”,0",... e abreviados
porl,2,3,...

Em sua prova original, Godel usou a sua nogdo especifica de
w-consisténcia, e para alguns propdsitos é ainda conveniente seguir a abordagem
inicial de Godel. Uma teoria formalizada F € w-consistente se nao é o caso que
para alguma férmula A(x), tanto F + —A(n) para todo n quanto
F + 3z A(zx). Naturalmente, isso implica a consisténcia normal, e segue-se da
suposi¢ao de que 0s numeros naturais satisfazem os axiomas de F'.

Na verdade, um caso especial simples de w-consisténcia é aqui
suficiente: a suposigdo é apenas necessaria com respeito ao que os 16gicos
chamam de E?-férmulas; essas sdo, grosseiramente falando, as férmulas
existenciais puras; de modo mais preciso, férmulas da forma Jz13xs...32, A,
em que A néo contém qualquer quantificador livre (A pode conter quantificadores
universais ligados Va < t e existenciais ligados 3z < t). Essa w-consisténcia
restrita € chamada de 1-consisténcia.

A w-consisténcia e a 1-consisténcia sao nogdes puramente sintaticas. Se
o uso das nogdes de verdade e falsidade é permitido, a suposi¢do de 1-consisténcia
pode ser exprimida intuitivamente simplesmente como a exigéncia de que o sistema
formal em questdo ndo prove quaisquer X.9-sentengas falsas (isto é, o sistema
é correto a0 menos no caso de tais sentengas). De agora em diante, assume-
se que os sistemas formalizados sob consideragdo contém Q e sdo ao menos 1-
consistentes, a ndo ser que seja de outro modo especificado.

2.2. Representabilidade
A prova de Gddel também requer a nogdo de representabilidade de

conjuntos e relagdes no sistema formal F'. Mais precisamente, duas nogdes
relacionadas s&o necessarias.
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Um conjunto S de numeros naturais é fortemente representavel em F
se ha uma férmula A(z) da linguagem de F' com uma variavel livre z tal que para
todo nimero natural n:

neS = FF An);
n¢gsS = FF-An),

Um conjunto S de numeros naturais é fracamente representavel em F
se ha uma férmula A(x) na linguagem de F tal que para todo nimero natural n:

neS< FtAn).

E 6bvio como todas essas nogdes sdo generalizadas para relagdes de
muitos lugares. Ha também nogbes relacionadas de representabilidade para
fungdes. Como os resultados de incompletude em particular nos ensinam, ha
conjuntos que s@o apenas fracamente, mas ndo fortemente, representaveis (o
exemplo central sendo o conjunto de afirmagfes provaveis no sistema).

[Aviso: Aqui a terminologia na literatura varia um pouco: “fortemente
representa” € algumas vezes denominado por expressées como ‘representa”,
“‘exprime numericamente”, ‘bi-numera’, “define” ou “define fortemente”;
“fracamente representa” é por sua vez exprimido por expressdes como
‘representa”, “define”, “define fracamente” ou “numera”. Deve-se ter cuidado aqui,
focar nas definigbes relevantes e ndo se deixar enganar pelas palavras.

No caso de ambos os tipos de representabilidade (fraca e forte), ha
sempre uma X.9-formula existencial simples, que (fraca ou fortemente) representa
0 conjunto em quest&o, e usualmente tal férmula é usada para representar S.

Embora essas nogdes sejam relativas ao sistema formal, mostrou-se que
a representabilidade forte e fraca sdo extremamente estaveis. De modo bem
independente do sistema formal particular escolhido, exatamente os conjuntos
(relagdes) decidiveis, ou recursivos, séo fortemente representaveis, e exatamente
os conjuntos (relagbes) semi-decidiveis, ou recursivamente enumeraveis, sao
fracamente representaveis. Isso vale para todos os sistemas formalizados que
contém a aritmética de Robinson Q, da propria aritimética de Robinson até os
sistemas de axiomas mais fortes da teoria dos conjuntos como ZFC e além
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(enquanto forem (recursivamente) axiomatizaveis). Em vez de usar a nogdo de
‘representabilidade”, Gddel fez uma abordagem diferente falando de conjuntos
como sendo “decidiveis no sistema formal F” (“entscheidungsdefinit’). Se as
provas de F sdo sistematicamente geradas, serd eventualmente determinado,
para qualquer numero dado n, se ele pertence a S ou ndo - dado que S é
fortemente representavel em F.

Em suma, temos:

Teorema da Representabilidade:
Em qualgeur sistema formal consistente que contém Q:

1 Um conjunto (ou relagao) é fortemente representavel se, e somente
se, é recursivo;

2 Um conjunto (ou relagao) é fracamente representavel se, e somente
se, é recursivamente enumeravel.

Ambas as nogdes de representabilidade - forte e fraca - tém de ser
claramente distinguidas da mera definibilidade (no sentido padréo da palavra).
Um conjunto S é definivel na linguagem da aritmética se hd uma formula A(x)
na linguagem tal que A(n) é verdadeiro na estrutura padrédo dos nimeros
naturais (a interpretagdo pretendida) se, e somente se, n € S. Ha muitos
conjuntos que podem ser definidos na linguagem da aritmética, mas néo (mesmo
fracamente) representados em algum F, tal como o conjunto das férmulas
consistentes, o conjunto de sentengas que nao podem ser demonstradas no
sistema F’, ou o conjunto de equagdes Diofantinas sem solugdes (vide abaixo).

2.3. Aritmetizagao da Linguagem Formal

O préximo passo essencial na prova de Godel é tomar a linguagem de
um sistema formal, que é sempre precisamente definida (isso é parte de ser um
sistema formal), e fixar uma correspondéncia de um certo tipo entre as
expressdes dessa linguagem e o sistema de nimeros naturais - uma codificacao,
“aritmetizacdo”’, ou “numeracdo de Gddel’, da linguagem. Ha muitos modos
possiveis de realizar essa tarefa, e os detalhes néo importam realmente (para
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mais detalhes de uma abordagem bem padrdo, vide o complemento deste
capitulo sobre a Numeragéo de Gadel). O ponto essencial & que 0 mapeamento
escohido seja efetivo: é sempre possivel passar, de um modo puramente
mecanico, de uma expressdo ao seu numero de codificagdo, e do nimero a
expressdo correspondente. Hoje em dia, devido a familiaridade com
computadores e com o fato de que tantas coisas podem ser coficiadas com os
numeros 0 e 1, a possibilidade de tal aritmizagao dificimente é surpreendente.

Grosso modo, o procedimento é o seguinte. Em primeiro lugar, os
simbolos primitivos da linguagem sdo emparelhados com numeros naturais
distintos, “nimeros simbdlicos”. Um pouco de teoria dos numeros é entédo
suficiente para codificar sequéncias de ndmeros por numeros singulares.
Consequentemente, a cada uma das férmulas bem formadas, como sequéncias
de simbolos primitivos, é atribuido um Unico nimero. Finalmente, derivagdes, ou
provas, do sistema, sendo sequéncias de formulas, sdo aritmetizadas, e elas
recebem numeros especificos. Tal codigo, o “nimero de Gddel” de uma formula,
é denotado como " A, e similarmente para derivagdes.

Desse modo, propriedades sintdticas, relagbes e operacdes sdo
refletidas na aritmética: por exemplo, neg(x) é a fungéo aritmética que envia o
numero de Godel de uma férmula ao nimero de Gddel de sua negagéo; em
outros termos, neg("A™) = ("T—A"); similarmente, impl(x, y) € a fungéo que
mapeia 0s numeros de Gddel de um par de formulas ao nimero de Gddel da
implicagéo das formulas: impl("A™,"B7) = "A — BT, e assim por diante.
Ha uma férmula aritmética, chamada de F'mla(x), que é verdadeira para n sse
n é o numero de Gdodel de uma féormula bem formada do sistema. Ha também
uma férmula aritmética M (x, y, z) que é verdadeira exatamente se temos uma
aplicago valida da regra de inferéncia do modus ponens para algumas formulas
AeBcomz="A"y="A— B'ez="B"etc. Desse modo, todas as
propriedades e operagdes sintaticas podem ser simuladas ao nivel numérico, e,
além disso, elas sao fortemente representaveis em todas as teorias que contém
Q

Como ¢ decidivel (pela definicdo de sistemas formais) se uma dada
sequéncia de formulas constitui uma prova de uma dada sentenga, de acordo
com as regras do sistema formal F escolhido, a relagdo binaria “x € (0 nimero de
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Gdbdel de) uma prova da férmula (com o numero de Gédel) y” pode ser fortemente
representada em todos os sistemas que contém Q, e assim em F em particular.
Vamos denotar a férmula que fortemente representa essa relagdo em F mesmo
como Prfr(x,y). A propriedade de ser provavel em F pode entdo ser definida
como JzPrfr(x,y). Vamos abreviar esse predicado de demonstrabilidade
formalizado como Provp(x).  Segue-se que este Ultimo é fracamente
representavel (embora, como se verificou, ndo fortemente):

Fr A= Ft Provp("A").

Sempre é possivel escolher o predicado de demonstrabilidade Provg(x)
como sendo uma X9-formula.

2.4. Diagonalizagao ou “Auto-referéncia”

O préximo e talvez um tanto surpreendente ingrediente da prova de Godel
é 0 seguinte lema importante (ainda assumimos que F € um sistema formal que
contém Q):

Lema da Diagonalizagao

Seja A(x) uma formula arbitraria da linguagem de F com uma Unica
variavel livre. Entdo, uma sentenca D pode ser mecanicamente
construida, tal que:

F+ D+ A(TDY).

(para um eshoco da prova, vide 0 complemento deste capitulo sobre o
Lema da Diagonalizagao)

Na literatura, esse lema é algumas vezes chamado de ‘lema da
auto-referéncia” ou “lema do ponto fixo”. Ele tem muitas aplicagdes importantes
além dos teoremas da incompletude.

Diz-se com frequéncia que, dada uma propriedade denotada por A(z),
a sentenca D é uma sentenga auto-referencial que “diz acerca de si mesma” que
ela tem a propriedade A. Tais figuras de linguagem podem ser heuristicamente
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Uteis, mas elas sdo também facilmente enganadoras e sugerem em excesso. Por
exemplo, note que o lema s6 oferece uma equivaléncia material (provavel) entre
D e A("D™) (que afirma que ambos os lados tém de ter o mesmo valor de
verdade) e n&o afirma qualquer tipo de semelhanca de significado. Em particular,
D e A("D™) ndo sdo de forma alguma idénticas - e nem o sdo "D e
I—A(I_D—I)—I_

2.5. O Primeiro Teorema da Incompletude - Prova Completada

Para completar a prova, 0o Lema da Diagonalizagdo é aplicado ao
predicado de demonstrabilidade negada —Provp(x): isso nos d4 a sentenca
G tal que:

(G) F+ GF 4 ﬁPTOUF(rGFT).

Assim, pode-se mostrar, mesmo em F, que G é verdadeira se e somente
se n&o é provavel em F.

Né&o é dificil mostrar que G néo é nem provavel e nem refutavel em F,
se F é somente 1-consistente.

Para a primeira parte, assuma que G seja provavel. Entdo, pela
representabilidade fraca de demonstrabilidade-em-F por Provg(x), F provaria
também Provp("Gr™). No entanto, porque F de fato também prova a
equivaléncia (G), ou seja, F' = G <> = Provp("Gp™), F entdo demonstraria
-G também. Mas isso significaria que F é inconsistente. Em suma, se F ¢
consistente, entdo G ndo é provavel em F. Para essa primeira parte, a
suposigao da simples consisténcia é suficiente.

Para a segunda parte, tem-se de assumir que F é 1-consistente (se
Provp("Gp™) foi escolhido de tal modo que é uma Z?-sentenga; de outro
modo, a suposi¢do mais geral da w-consisténcia é exigida).

Assuma que F' = —Gp. Entdo F ndo pode demonstrar G, pois, de
outro modo, F seria simplesmente inconsistente. Por isso, nenhum numero
natural n é o nimero de Gédel de uma prova de G, € porque a relagao de prova
é fortemente representavel, para todo n, F' = = Prfr(n,"Gr™). Se também
F + 3xPrfr(z,"Gg"), F ndo é 1-consistente, contrariamente & suposigao.
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Portanto, F ndo prova 3z Pr fr(x," GFr™); em outros termos, pela definicdo de
Provg(zx), F ndo prova Provp("Gr™). Pela equivaléncia (G), F também ndo
prova =G .

O Primeiro Teorema da Incompletude de Godel

Assuma que F é um sistema formalizado que contém a aritmética de
Robinson Q. Entdo uma sentenga G da linguagem de F pode ser
mecanicamente construida de F, tal que:

i. Se F é consistente, entéo F' t/ G .
ii. Se F é 1-consistente, entdo F' t/ -G .

Uma tal afirmagéo independente ou “indecidivel” (ou seja, nem provavel e
nem refutdvel em F) G em F é geralmetne chamada de “sentenca de Godel de
F.

De fato, em circunstancias favoraveis, pode-se mostrar que Gp €
verdadeira, desde que F seja realmente consistente. Esse é 0 caso se, por
exemplo, o predicado de demonstrabilidade Provg(x) for escolhido como uma
y9-formula: a sentenga de Godel pode entdo ser provada como equivalente &
formula universal Vx—Profp(x,"Gg™). Tais formulas podem ser provadas
falsas sempre que forem de fato falsas: se falsa, haveria um numero n tal que
F + Profrp(n,"Gg™) (isso ja vale para Q). Isso, no entanto, contradiria o
teorema da incompletude. Portanto, Gr ndo pode ser falsa, e tem de ser
verdadeira. Por essa razéo, a sentenca de Godel é frequentemente chamada de
“verdadeira mas nao provavel”.

N&o se deve ficar confuso sobre este ponto: “O Teorema de Godel” é o
resultado geral de incompletude que diz respeito a uma grande classe de
sistemas formais, enquanto a “sentenga de Godel” € a sentenga construida,
formalmente indecidivel, que varia de um sistema formal para outro. Essa é a
razéo por que é importante incluir o subscrito F em G'r. Além disso, ndo se deve
confundir dois sentidos diferentes de “indecidivel’ nesse contexto. Por um lado,
uma sentenga particular, como a sentenga de Godel, pode ser indecidivel no
sentido de ser independente, ou seja, nem provavel e nem refutavel no sistema
escolhido. Por outro lado, uma teoria pode ser indecidivel (vide abaixo) no
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sentido de que ndo ha um método de decisdo para determinar, a respeito de uma
dada sentenga arbitraria da linguagem, se ela é derivavel na teoria (assim, este
Ultimo sentido de “indecidivel” diz respeito, por assim dizer, a uma classe infinita
de afirmacgdes).

Em explicagdes informais do primeiro teorema da incompletude,
frequentemente se diz que a sentenga de Godel G “diz de si mesma que ela
nao é provavel’. Essas afirmagdes imprecisas, no entanto, ndo deveriam ser
tomadas literalmente. Ha inumeras razbes para concluir que, ao menos em geral,
as sentencas de Godel ndo dizem realmente algo substancial acerca de si
mesmas (MILNE, 2007, é uma andlise cuidados dessas questdes); por exemplo,
como anteriormente notamos sobre o Lema da Diagonalizagdo, usualmente
trabalha-se aqui com equivaléncias materiais.

0O Desenvolvimento de Rosser - da w-consisténcia a Consisténcia

Em 1936, J. Barkley Rosser fez um avango importante que tornou
possivel nos livrarmos da suposigao desajeitada da w-consisténcia na prova do
primeiro teorema de Gddel. Para esse fim, Rosser introduziu um “predicado de
demonstrabilidade” novo, e em certa medida artificial, Prov*(z), que era
construido, informalmente, do seguinte modo:

Existe um y tal que y é o nimero de Gédel de uma prova da férmula com
0 nimero de Godel x, e nao existe um z menor do que y tal que z é o
numero de Gddel de uma prova da negagéo da férmula com o nimero de
Godel x.

Mais formalmente:

Prov*(x) =gey y[Prfr(y,x) ANVz < y(=Prfr(z,neg(x)))],

emque Prfr(y, x) é arelagdo de prova padrdo discutida anteriormente.
Se o sistema formal F sob consideragdo € realmente consistente, o
predicado de demonstrabilidade de Rosser é co-extensional com o predicado
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ordinario de demonstrabilidade. Aplicando o Lema da Diagonalizagdo & negagéo
do predicado de demonstrabilidade de Rosser Prov*(x), obtemos:

A Modificagao de Rosser do Primeiro Teorema (Rosser 1936)

Seja F um sistema consistente formalizado que contém Q. Entdo ha uma
sentenca Ry da linguagem de F tal que nem Ry nem —~Rp é provavel
em F.

2.6. Incompletude e Modelos nao-standard

E esclarecedor refletir sobre o primeiro teorema da incompletude
também de uma perspectiva da teoria de modelos - embora o teorema em Ssi
mesmo de modo nenhum exija tal coisa. E possivel concluir que qualquer teoria F
que satisfaz as condicdes que o teorema coloca deve possuir, além da
interpretagdo pretendida ou “modelo padréo” (no caso da teorias aritiméticas, a
estrutura dos nimeros naturais), interpretagdes néo pretendidas ou “modelos néo
standard” - que nenhuma dessas teorias pode excluir estes Ultimos e fixar
univocamente a interpretagéo pretendida. Se ha afirmagdes independentes tais
como G, F tem de ter modelos que satisfazem G e modelos que pelo
contrario satisfazem -G . Como -G - é equivalente a 3z Pr fr(z,"Gg™), 0s
Ultimos modelos tém de ter entidades que satisfazem a férmula
Prfp(z,"Gr™). E ainda sabemos (visto que Prfr(z,y) fortemente
representa a relagdo de prova) que para qualquer numeral n, F pode provar
—Prfr(n,"Gr™). Portanto, nenhum numero natural n pode servir de
testemunha para a formula. Segue-se que qualquer modelo ndo standard como
esse tem de conter, além dos nimeros naturais (denotagdes dos numerais n),
“infinitos” nimeros n&do naturais depois dos numeros naturais.

O estudo dos modelos néo standard ndo comegou com os resultados de
Gddel - Skolem, em particular, ja estava anteriormente ciente desses modelos em
um contexto diferente (ele descobriu que as teorias de primeira ordem da teoria
dos conjuntos tém modelos reduzidos nao naturais, que sdo os modelos
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contaveis, em SKOLEM, 1922; vide o verbete Skolem’s Paradox! da SEP) -
mas o primeiro teorema da incompletude esclarece a existéncia de modelos néo
standard no contexto da aritmética, enquanto os modelos ndo standard
esclarecem o primeiro teorema da incompletude. Modelos nao standard tém se
tornado desde entdo um area rica na logica matematica (vide BOOLOS;
JEFFREY, 1989: cap. 17; KAYE, 1991).

3. O Segundo Teorema da Incompletude
3.1. Preliminares

Informalmente, o raciocinio que conduz ao segundo teorema da
incompletude é relativamente simples. Dado o predicado da demonstrabilidade
aritmetizado, é também facil apresentar uma afirmagdo de consisténcia
aritmetizada: escolha alguma férmula manifestadamente inconsistente (nas
teorias aritméticas, uma escolha padréo € (0 = 1); vamos denota-la por L; (a
contraparte artimetizada de) a consisténcia do sistema pode ser entdo definida
como —Provg("_L™). Vamos abreviar essa formula por Cons(F'). A prova da
primeira parte do primeiro teorema da incompletude (isto é, o caso (i) acima) pode
ser presumivelmente formalizada em F (na pratica, isso certamente seria
intrincado). Obtemos ent&o:

F+ Cons(F) — Gp,

em que G é a sentenca de Godel para I oferecida pelo primeiro teorema. Se
Cons(F') fosse provavel em F, entdo G também seria provavel, por ldgica
simples. Isso contradiria o primeiro teorema de Godel. Consequentemente,
Cons(F") também n&o pode ser provavel em F.

O Segundo Teorema da Incompletude de Gédel
Assuma que F é um sistema consistente formalizado que contém a
aritmética elementar. Entéo F' I/ Cons(F).

'N.T.: Disponivel em: https:/plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/paradox-skolem/. Acesso
em: 20 jan. 2022.
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Ha uma questao filoséfica importante que deveria ser aqui mencionada:
como se encontra, o segundo teorema da incompletude de Gddel s6 estabelece a
nao demonstrabilidade de uma sentenga, Cons(F). Mas essa sentenca realmente
exprime que F é consistente? (Compare essa questdo com a observagdo acima
de que Gp ndo exprime, estritamente falando, a sua prépria néo
demonstrabilidade). Além disso, ndo poderia haver outras sentengas que s&o
provaveis e também exprimem a consisténcia de F?

Oferecer uma prova rigorosa do segundo teorema em uma forma mais
geral cobrindo todas essas sentengas, no entanto, mostrou-se muito complicado.
A raz&o bésica para isso € a seguinte: diferentemente do primeiro teorema, néo é
qualquer predicado de demonstrabilidade que seja meramente extensionalmente
adequado que funciona para a formalizacdo da afirmagao de consisténcia. O
modo de apresentagdo faz toda a diferenga. Por exemplo, o predicado de
demonstrabilidade de Rosser mencionado acima néo serviria; pode-se provar a
“consisténcia’ de F em F, se a consisténcia é exprimida nos termos do predicado
de demonstrabilidade de Rosser. Tem-se entdo de acrescentar algumas
condigbes para o predicado de demonstrabilidade para a prova do segundo
teorema da incompletude seguir em frente.  Seguindo Feferman (1960),
costuma-se dizer que enquanto o primeiro teorema e seus relativos sao
resultados extensionais, 0 segundo teorema é intensional: tem de ser possivel
pensar que Cons(F) em algum sentido exprime a consisténcia de F - que ele
realmente significa que F é consistente.

3.2. Condicdes de Derivabilidade

A prova do segundo teorema da incompletude requer que o predicado de
demonstrabilidade em F satisfaga algumas condigbes que sdo usadas nos
detalhes da prova. Ha varios conjuntos diferentes de condi¢des que servem a
esse proposito.

A primeira prova detalhada do segundo teorema da incompletude
apareceu em Hilbert e Bernays 1939 (principalmente redigido por Bernays),
embora para s6 uma teoria especifica, PA. Ela usa um complicado conjunto de
condigdes para o predicado de demonstrabilidade. Essas condigbes eram mais
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lemas técnicos requeridos para uma prova particular do que algum tipo de anélise
dos predicados de demonstrabilidade “naturais”. Uma lista mais elegante, e agora
padréo, de “condicbes de derivabilidade” foi apresentada por Léb (1955) - embora
0 seu uso pretendido fosse um pouco diferente (vide abaixo).

As Condigoes de Derivabilidade de Lob

O1) FFA= FF Provp("A").
(D2) FF Provp("A") — ("Provp("AM)7).
(D3) FF Provp("A™") A Provp("A — B™) — Provp("B7).

(D1) é simplesmente a reafirmagéo da exigéncia da prova do primeiro
teorema de que a demonstrabilidade seja fracamente representavel. Grosso
modo, (D2) exige que a totalidade da demonstragao de (D1) para o candidato ao
predicado de provabilidade Provg possa ser ela mesma formalizada em F.
Finalmente, (D3) exige que o predicado de demonstrabilidade seja fechado sob o
Modus Ponens.

Se a aritmetizagao do predicado de demonstrabilidade realmente satisfizer
essas condigdes, 0 segundo teorema pode ser provado. Seja G’ mais uma vez a
sentenga de Godel para F dada no primeiro teorema. Nao é dificil mostrar, usando
as condigbes de derivagéo, que:

F+ G < Cons(F).

Isso imediatamente produz a ndo demonstrabilidade de C'ons(F"), dado
0 primeiro teorema da incompletude.

Além disso, Jeroslow (1973) demonstrou, com um artificio engenhoso, que
é de fato possivel estabelecer o segundo teorema sem (D3). No entanto, em alguns
outros casos (como quando se prova o teorema de Lob; vide abaixo), e na Légica
da demonstrabilidade, todas as trés condigdes sao ainda requeridas.
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3.3. A Abordagem Alternativa de Feferman do Segundo Teorema

Sob a suposigao de que o predicado de demonstrabilidade para uma teoria
satisfaz as condigdes de derivabildiade (ou, pelo artificio de Jeroslow, ao menos
D1 e D2), é relativamente simples provar o caso relevante do segundo teorema
da incompletude. No entanto, na préatica temos de estabelecer caso a caso se
um predicado de demonstrabilidade aritmetizado proposto realmente satisfaz as
condicdes, e tipicamente esse procedimento é longo e tedioso.

Essa desvantagem, entre outras coisas (vide FEFERMAN, 1997), levou
Solomon Feferman no final da década de 1950 a buscar uma linha alternativa de
ataque ao segundo teorema (vide FEFERMAN, 1960). Feferman aborda a
questdo em dois passos. Primeiramente, ele isola a formula Provror () que
aritmetiza alguma nogao padrdo de derivabilidade na légica de primeira ordem a
fim de permitir-nos fixar uma férmula escolhida para a demonstrabilidade na
légica. Como o conjunto de axiomas ndo ldgicos do sistema em questdo sdo
apresentados é deixado em aberto nesse estagio. Em segundo lugar, Feferman
busca uma restricdo adequada para apresentar os axiomas. Entre as formulas da
linguagem da aritmética, ele isola 0 que ele chama de PR- e RE-formulas. As
primeiras correspondem as definicdes candnicas primitivas-recursivas (PR) na
aritmética, e as segundas as generalizagdes existenciais das primeiras. Todo
conjunto recursivamente enumeravel (RE) pode ser definido por uma féormula do
segundo tipo; essas sdo justamente as X:9-formulas. Essas duas classes s&o
facilmente discriminadas puramente por suas formas sintaticas. (De fato, pelo
Teorema MRDP (vide abaixo), pode-se - ao invés das RE-férmulas - focar em
casos mais simples de equagoes diofantinas existencialmente quantificadas).

Acima, notamos o fato importante de que, em todas as teorias
aritméticas F contendo Q, um conjunto é fortemente representavel em F se, e
somente se, ele é recursivo, e um conjunto é recursivamente enumeravel se, e
somente se, ele é fracamente representavel. Além disso, pode-se sempre tomar a
formula representando fraca ou fortemente o conjunto como sendo uma
RE-formula (isto é, uma E[l]-férmula; e, pelo teorema MRDP, mesmo uma
equacdo diofantiana existencialmente quantificada). E entdo natural exigir que o
conjunto de axiomas nao légicos do sistema em questéo seja representado por tal
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formula. Se a definigdo artimetizada do conjunto dos nimeros de Gddel de
axiomas refletir como os axiomas, se infinitos, sdo indutivamente definidos, a
formula resultante sera X29. (Para teorias que s&o axiomatizaveis com um niimero
finito de axiomas, ha uma Unica representagdo dos axiomas na forma de uma
lista, e, consequentemente, uma Unica afirmacdo de consisténcia relativa a
Provpor(x).) Em vez de determinar se as condigcbes de derivabilidade sé&o
satisfeitas, € uma tarefa relativamente rotineira determinar que uma dada férmula
que formaliza os axiomas é realmente da forma exigida (:9).

Agora a versdo do segundo teorema da incompletude apresentada em
Feferman 1960 é:

Uma Variante do Segundo Teorema da Incompletude (FEFERMAN,
1960)

Seja F uma extens3o consistente de PA, seja Az p(x) uma X¢-formula
que fracamente representa os axiomas F, e Cons(F) uma afirmagao de
consisténcia construida a partir de Az (z) € Provror(x). Entdo
Cons(F) ndo é provavel em F.

Para outras abordagens diferentes ao segundo teorema da
incompletude, vide Feferman, 1982, 1989a; Visser, 2011. Para algumas
complicagdes filoséficas a respeito do segundo teorema, vide DETLEFSEN, 1979,
1986, 1990, 2001; AUERBACH, 1985, 1992; ROEPER, 2003; FRANKS, 2009
(vide também a se¢@o sobre incompletude no verbete Hilbert’s ProgramIE da
SEP).

4. Resultados Relacionados aos Teoremas da Incompletude
4.1. O Teorema da Indefinibilidade de Tarski

Primeiramente, Gddel chegou nos resultados de incompletude (vide
Secao 5 abaixo) observando que a verdade (da linguagem de um sistema) deve

N.T: Disponivel em: https:/plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/hilbert-program/index.
ntmi#4. Acesso em: 20 jan. 2022.
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https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/hilbert-program/index.html#4
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ser indefinivel no sistema, um resultado convencionalmente atribuido a Tarski (ha
certas virtudes reais na maneira de Tarski de apresentar a quest&o; vide GOMEZ
TORRENTE, 2004). Vejamos agora o resultado no contexto da abordagem de
Tarski a verdade.

Tarski distinguiu claramente a linguagem objeto, ou seja, a linguagem
das sentengas cuja verdade estad em jogo e a metalinguagem na qual a primeira é
discutida. Ele também exigia que (vide o verbete Tarski’s Truth Definitions™ na
SEP) qualquer definicdo satisfatéria da verdade 7'(x) para a linguagem objeto
deveria satisfazer a sua “Convengao T”, ou seja, que a definicao deveria ter como
consequéncias todas as equivaléncias (“Equivaléncias T") da forma

(T) T(TA") « B,

emque " A é um nome da sentenca da linguagem objeto, e B é a sua tradugéo
na metalinguagem. Se a metalinguagem coincide com a linguagem objeto ou se
é uma extensdo dela, entdo B é simplesmente a sentenca A, ela mesma, e as
equivaléncias-T sao da forma:

T(TAT) ¢ A

O que o teorema da indefinibilidade nos mostra é que a linguagem objeto
e a metalinguagem n&o podem coincidir, que elas devem ser linguagens distintas.

O Teorema da Indefinibilidade de Tarski

Seja F' um sistema consistente formalizado que contém um fragmento
suficiente da aritmética. Entdo n&o existe uma formula 7°(z) na linguagem
de F, tal que, para toda sentenga A da linguagem de F:

'9N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/tarski-truth/. Acesso em:
20 jan. 2022.

2N.T.: Optamos por manter a letra “I”” como notacéo do predicado-verdade, ao invés da alternativa
evidente para o portugués, “V”. O uso da notagdo “T" neste contexto ja foi bastante difundido
também na lingua portuguesa. Em alguns trechos do original em inglés, o autor utiliza ainda
“True(x)” e “T'r(z)". Nestes casos, mantivemos a notagdo “T"(x)" para evitar confusdo com
a opgao de traducéo.
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FET(AY ¢ A

A ideia da prova: Se houvesse uma tal formula da linguagem de F', uma
simples aplica¢do do Lema da Diagonalizagéo a sua negagao resultaria na
sentenga paradoxal M (de “Mentiroso”; vide o verebete Liar Paradox2!
na SEP), tal que:

Fr-T(M") & M,

0 que, juntamente com as equivaléncias-T, assumidas como derivaveis,
levaria rapidamente a uma explicita contradi¢do, contradizendo assim a
suposicao de que F' é consistente

Similarmente, pode ser demonstrado que o conjunto das sentengas
verdadeiras de F' ndo é definivel na interpretagéo pretendida de £ - no sentido ja
padronizado de “definibilidade” (vide acima).

4.2. Os Resultados de Indecibilidade

As ferramentas utilizadas nas provas dos teoremas de Gddel também
fornecem varios e importantes resultados de indecidibilidade. Uma teoria ¢ dita
decidivel se o conjunto dos seus teoremas (sentengas derivaveis na teoria) é
decidivel, isto é (pela tese Church-Turing), recursivo. De outro modo, a teoria é
indecidivel.  Informalmente, que ela seja decidivel significa que existe um
procedimento mecénico que nos habilita a decidir se uma dada sentenca arbitraria
(da linguagem da teoria) € ou ndo um teorema.

Se uma teoria é completa, ela é decidivel (esbogo da prova: dada uma
sentenga A, produza sistematicamente os teoremas da teoria. Pela completude,
fatalmente, A ou — A sera produzida em um tempo finito). A conversa, entretanto,
néo vale sempre: existem teorias incompletas que séo decidiveis. Todavia, a

2IN.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/liar-paradox/. Acesso em:
20 jan. 2022.
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incompletude ao menos torna possivel a indecidibilidade. Ademais, todas as
teorias que contém a aritmética de Robinson Q (contém diretamente Q ou Q pode
ser interpretada nelas) séo tanto incompletas quanto indecidiveis. Portanto, para
uma classe muito ampla de teorias, a incompletude e a indecibilidade caminham
lado a lado.

Um modo elegante e simples de demonstrar a indecidibilidade das
extensdes de Q é o seguinte: seja £’ uma teoria consistente qualquer que contém
Q. Suponha que o conjunto dos seus teoremas é decidivel, ou seja (pela tese
Church-Turing), recursivo. Seguir-se-ia entdo que o conjunto (dos niimeros de
Godel) dos teoremas de F' seria fortemente representavel em £, ela mesma.
Lembre-se, isto significa que existe uma formula B(x) da linguagem de F, tal
que, ndo apenas F' = B("A™) quando F' - A (o que é garantido mesmo pela
representabilidade fraca), mas ainda que ' - —B("A™) quando F' I/ A. No
entanto, a técnica utilizada na prova do primeiro teorema da incompletude
também mostra que sempre existem sentencas para as quais esta Ultima
consequéncia nao vale: & possivel construir uma sentenca de Godel GZ relativa
a B(x) para F, tal que:

(D) FFGP < -B(FGBY).

Como antes, segue-se que F' I GB. Foi antes assumido que B(z) representa
fortemente o conjunto dos teoremas, isso entdo acarreta que F' - ﬂB(rGB 1), e
portanto, por (D), F' = G, uma contradigdo. Logo, F deve ser indecidivel.

Uma teoria F' é dita essencialmente indecidivel se toda extenséo
consistente dela na linguagem de F' é indecidivel. Em verdade, o esbogo de
prova acima estabelece que Q é essencialmente indecidivel. (Existem algumas
teorias muito fracas que sdo indecidiveis mas que ndo sdo essencialmente
indecidiveis.)

Lembre-se que Q tem apenas finitamente muitos axiomas e tome A por
uma unica sentenga consistindo em uma conjun¢&o dos axiomas de Q. Entéo, para
qualquer sentenga B da linguagem da aritmética,

Q- B se, e somente se, Ag — B é um teorema da logica de primeira
ordem.
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Mas entdo um procedimento de decisdo para a logica de primeira ordem
forneceria um método de decisdo para Q. Como j& foi mostrado, tal método é
impossivel. Portanto, pode-se concluir o seguinte:

Teorema de Church
A légica de primeira ordem € indecidivel.

(Este resultado de indecidibilidade foi primeiramente estabelecido por
CHURCH, 1936a,b; 0 método de deriva-lo pela indecidibilidade de Q deve-se a
TARSKI, MOSTOWSKI e ROBINSON, 1953).

Subsequentemente, varias teorias e problemas de diferentes areas da
matematica mostraram-se indecidiveis (vide, por exemplo, DAVIS, 1977,
MURAWSKI, 1999, Cap. 3).

4.3. Principios de Reflexdo e o Teorema de Lob

Heuristicamente, pode-se ver a sentenga de Gédel G'- como exprimindo
a sua propria indemonstrabilidade - como dizendo “eu néo sou provavel” -; no
entanto, como ja foi enfatizado, tais afirmacbes ndo deveriam ser interpretadas
literalmente. Leon Henkin levantou a questao de se a sentenga exprimindo a sua
prépria indemonstrabilidade (“eu ndo sou provavel’) é verdadeira ou falsa, e
provavel ou ndo (HENKIN, 1952). Georg Kreisel apontou em seguida que a
questdo depende vitaimente de como se exprime demonstrabilidade; diferentes
escolhas dao respostas opostas (KREISEL, 1953).

O artigo de Martin Léb (1955), ampliado pelos comentarios de um
parecerista, trouxe avangos substanciais em varias frentes. Em primeiro lugar, ele
introduz as, hoje padronizadas, condigdes de derivabilidade, anteriormente
discutidas no contexto do segundo teorema da incompletude. Em segundo lugar,
o artigo contém a solugdo de LOb para o problema de Henkin acerca das
sentengas que “exprimem a sua propria indemonstrabilidade”. Em terceiro lugar, o
artigo contém uma generalizagado hoje conhecida como “Teorema de L6b”, mas
que L6b creditava ao parecerista andnimo (este era niguém menos que o préprio
Henkin; a histéria completa é narrada em Smorynski (1991)).

No intuito de compreender adequadamente o Teorema de Léb, é util
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considerar os assim denominados “principios de reflexdo”. Acima, o foco tinha
sido em expressar, dentro de um sistema formal, que o sistema formal é
consistente, isto ¢, em Cons(F'). Naturalmente, a teoria ndo deveria ser
meramente consistente, mas também correta, isto €, provar apenas sentencas
verdadeiras. Como a corregdo de um sistema, isto €, a alegagéo de que tudo
aquilo que é derivavel no sistema é vedadeiro, deveria ser expressa? Se
queremos expressar tal coisa na propria linguagem do sistema, ndo podemos
fazé-lo por meio de uma Unica afirmac&o, pois, pela indefinibilidade da verdade,
nao existe um predicado-verdade adequado disponivel na linguagem. Entretanto,
varias alegacdes de corregao restritas e irrestritas podem ser expressas na forma
de um esquema, os assim denonimados Principios de Reflexao:

(Ref) Provp("A7) — A.

Substituindo A por _L no esquema e considerando que _L é refutavel em
I, é facil de ver que o Principio de Reflexédo acarreta a afirmagao de consisténcia
Con(F), isto & —Provg("L™); logo, ele ndo pode ser demonstrado de forma
generalizada no sistema.

O esquema também pode ser restrito. Equivalente a suposicdo de
1-consisténcia ou X:¢-corregao, por exemplo, o Principio de Reflexdo € restrito as
YV-sentengas (isto €, exige-se que a sentenga A no esquema seja uma
¥9-sentenca). Ou ele pode ser restrito as T1{-sentencas universais; e assim por
diante.

Exatamente quais instancias do Principio de Reflexdo séo de fato
provaveis no sistema? O Teorema de LOob da uma resposta precisa para esta
questdo (assumindo que Provr(x) satisfaga as condi¢des de derivabilidade):

Teorema de Lob
Seja A uma sentenca qualquer da linguagem de F.  Entdo:
FF Provp("A7) — Ase, e somente se, F' - A.

Portanto, as instancias da corre¢éo (principio de reflex&o) provaveis em
um sistema sdo exatamente aquelas que concernem as sentengas que séo, elas
mesmas, provaveis no sistema. Consequentemente, isso também resolve o
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problema original de Henkin: assumindo que o predicado de demonstrabilidade
aritmetizado seja “normal” (isto &, satisfaga as condi¢des de derivabilidade), todas
as sentencas “exprimindo a sua prépria demonstrabilidade” sdo provaveis.

Em verdade, o Teorema de Ldb pode ser provado rapidamente como uma
consequéncia do segundo teorema da incompletude. Kreisel também notou que, na
direcéo oposta, 0 segundo teorema da incompletude pode ser faciimente derivado
como uma consequéncia do teorema de Lob.

4.4. O Décimo Problema de Hilbert e o Teorema MRDP

O décimo item na famosa lista de Hilbert dos problemas em aberto na
matematica em 1900 pede por um método de decisdo para as assim denominadas
equacdes Diofantinas. Embora o termo “Diofantina” ndo seja familiar, o que esta
em jogo aqui é de fato elementar. Considere qualquer equagdo com uma ou mais
variaveis, coeficientes inteiros e que envolva apenas adi¢do e multiplicagao, tais
como 22 + y? = 2 e 322 + 5y + 22y = 0. Se solugdes com nimeros reais
sdo requisitadas, em geral fala-se simplesmente em uma “equacdo”. Entretanto,
na teoria dos nimeros ¢ tipicamente requisitado que uma solugdo consista apenas
de inteiros. Isto faz uma grande diferen¢a. A primeira das equagdes acima tem
infinitamente muitas solugbes entre 0s numeros reais, mas apenas quatro entre 0s
inteiros. A equagdo x> + y? = 3 também tem infinitas solugdes entre os reais,
mas nenhuma solug&o entre os inteiros. Quando o foco é nas solugdes com inteiros,
fala-se em “equagdes Diofantinas” (em homenagem ao antigo tedrico dos nimeros
Diofanto de Alexandria).

Para uma solugéo positiva do décimo problema de Hilbert, bastaria
apresentar um método concreto particular que teria sido intuitivamente um método
de decisdo “mecanico”. No entanto, a analise pioneira de Turing da nogédo de
método de deciséo colocou em foco a possibilidade de uma solugéo negativa. A
partir do inicio dos anos 1950, Julia Robinson e Martin Davis trabalharam nesse
problema, mais tarde acompanhados por Hilary Putnam. Como resultado de sua
colaboragéo, o primeiro resultado importante nesse sentido foi alcangado. Chame
uma equacdo de “equacdo diofantina exponencial” se ela envolver também
exponenciagdo, bem como adicdo e multiplicagdo (ou seja, pode-se ter
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constantes e varidveis como expoentes); naturalmente, o foco ainda esta nas
solugdes inteiras. Davis, Putnam e Robinson (1961), mostraram que o problema
da solubilidade de equagdes diofantinas exponenciais é indecidivel. Em 1970,
Yuri Matiyasevich acrescentou a Ultima pega que faltava e demonstrou que o
problema da solubilidade das equagbes diofantinas é indecidivel. Portanto, o
resultado geral é frequentemente chamado de Teorema MRDP (para uma
exposigao, vide, por exemplo, DAVIS, 1973; MATIYASEVICH, 1993).

A esséncia dessa faganha técnica € que a todo conjunto semidecidivel
(recursivamente enumeravel) pode se dada uma representacdo Diofantina, ou
seja, eles podem ser representados por uma formula simples da forma
Jz1,...,zn(s = t), em que (s = t) é uma equagdo Diofantina. Mais
exatamente, dado um conjunto recursivamente enumeravel qualquer .S, existe
uma equacéo Diofantina (s(y, x1, ..., zn) = t(y,x1,...,2y)), tal que,n € S
se, e somente se, Iz1... 3z, (s(n, 21, ..., Tpn) = t(n, 21, ..., Ty)).

Na medida em que existem conjuntos semidecidiveis (recursivamente
enumeraveis) que ndo sao decidiveis (recursivos), a conclusdo geral segue-se
imediatamente:

Teorema MRDP
Né&o existe um método geral para decidir se uma dada equagéo Diofantina
tem solugao ou nao.

Isso também fornece uma variante elegante dos teoremas da
incompletude em termos de equagdes Diofantinas:

Corolario

Para qualquer sistema formal axiomatizavel 1-consistente F', existem
equacdes Diofantinas insollveis, mas cuja insolubilidade néo pode ser
provada em F'.

(A questao de evitar a exigéncia da 1-consisténcia aqui é intrincada; vide DYSON,
JONES; SHEPHERDSON, 1982).
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4.5. Casos Concretos de Sentengas Indemonstraveis

As sentencas indecidiveis fornecidas pelas provas de Gddel sdo (tal
como escritas) formulas extremamente complicadas e sem qualquer significado
intuitivo, construidas apenas para os propésitos das provas de incompletude.
Levanta-se entdo a questdo de se existem quaisquer afirmagdes matematicas
simples e naturais igualmente indecidiveis nas teorias basicas escolhidas, por
exemplo, em PA. Existem hoje vérias afirmagdes matematicas especificas, de
contelido claro e que sdo reconhecidamente indecidiveis em algumas teorias
padrdo (no entanto, tem sido disputado o quéo naturais s&o essas afirmagdes;
vide FEFERMAN, 1989b). Alguns exemplos naturais e bem conhecidos sdo
listados abaixo, comegando com algumas afirmagbes matematicas bastante
naturais que séo independentes de PA e prosseguindo para teorias cada vez mais
poderosas. Ocasionalmente, tais resultados s&o designados como variantes dos
teoremas de Godel; ou suas provas de independéncia como provas alternativas
dos teoremas de Godel, mas isso € um erro: por mais interessante que sejam,
esses resultados ndo tém a generalidade dos teoremas de Gddel propriamente
ditos, eles apenas fornecem afirmagdes independentes de uma teoria particular.

Tem sido frequentemente afirmado que, antes do celebrado teorema de
Paris-Harrington (vide abaixo), n3o eram conhecidas afirmages matematicas
naturais independentes. Estritamente falando, contudo, isso é incorreto. Muito
antes, por volta de 1935, Gerhard Gentzen (vide o verbete The Development of
Proof Theory@ da SEP) havia fornecido uma tal afirmagdo. E muito natural
generalizar a ideia de indugdo do dominio dos numeros naturais para o dominio
dos numeros ordinais. Na teoria de conjuntos, tais generalizagbes s&o
denominadas principios de indugdo transfinita. Muito embora alguns
construtivistas possam ser céticos acerca da legitimidade da teoria de conjuntos
plena, existem casos mais concretos e limitados de indugéo transfinita (nos quais
lida-se apenas com alguma classe bem definida de ordinais contaveis)
perfeitamente aceitaveis do ponto de vista construtivista ou intuicionista. Um caso
importante é o principio da inducéo transfinita até o ordinal 9. Gentzen mostrou

22N.T.:Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/proof-theory-development.
Acesso em: 20 jan. 2022.
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que a consisténcia de PA pode ser demonstrada se este principio de indugéo
transfinita for assumido. Logo, em virtude do segundo teorema da incompletude,
0 principio ele mesmo n&o pode ser demonstravel em PA (GENTZEN, 1936).

O teorema de Ramsey é um resultado em combinatéria infinitaria,
estabelecido por Frank Ramsey (1930), e lida com possibilidades de “coloragéo”
para certos grafos. Jeff Paris e Leo Harrington formularam uma variante finitaria
do teorema de Ramsey e mostraram que ela ndo era demonstravel em PA
(PARIS; HARRINGTON, 1977). Isso nos da uma afirmagéo bastante natural de
combinatorial finita que é independente de PA. Um exemplo talvez ainda mais
limpo é o teorema de Goldstein, devido a Reuben Goldstein (1944), cuja natureza
é pura teoria dos nimeros. Primeiro define-se uma certa classe de sequéncias de
numeros naturais, agora conhecidas como “sequéncias de Goodstein”. O teorema
afirma que toda sequéncia de Goodstein cedo ou tarde termina em 0. O teorema
de Goodstein é certamente uma afirmagdo mateméatica natural, pois foi formulada
e demonstrada (obviamente por métodos de prova que vdo além de PA) por
Goodstein muito antes (isto é, em 1944) de ser mostrado, em 1982, que o
teorema né@o é demonstravel em PA (KIRBY; PARIS, 1982).

Em se tratando de teorias mais fortes, para além de PA, pode-se
mencionar, por exemplo, o Teorema de Kruskal. Esse é um teorema que diz
respeito a certas ordenagdes de arvores finitas (KRUSKAL, 1960). Harvey
Friedman demonstrou que este teorema é indemonstravel mesmo em
subsistemas de aritméticas de segunda ordem muito mais fortes que PA (vide
SIMPSON, 1985). Em particular, o teorema néo é demonstravel em qualquer
teoria que seja predicativamente justificavel (sob uma explicagdo de “predicativo”
amplamente aceita; vide se¢do sobre predicativismo no verbete Philosophy of
Mathematics2 da SEP).

Existem alguns exemplos concretos de afirmagbes matematicas
indecididas mesmo em teorias mais fortes advindas da assim denominada teoria
descritiva dos conjuntos. Esta area da matematica estd relacionada com a
topologia e foi iniciada pelos semi-intuicionistas franceses (Lebesque, Baire,
Borel; vide a se¢éo sobre teoria descritiva dos conjuntos, etc., no verbete sobre o

BN.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/philosophy-mathematics/
Index.html#Pre. Acesso em: 20 jan. 2022.
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Intuitionism in the Philosophy of Mathematics da SEP). Nessa érea,
estudam-se conjuntos que possuem definicdes relativamente simples (em
constradistingdo as ideias de conjuntos arbitrérios e de varios conjuntos poténcia
superiores), denominados conjuntos projetivos ou conjuntos analiticos.
Classicamente, esses conjuntos foram definidos como conjuntos que podem ser
construidos de uma intersegdo contdvel de conjuntos abertos tomando-se,
finitamente muitas vezes, imagens continuas e complementos; eles coincidem
com os conjuntos que s&o definiveis na linguagem de P2. Em particular, os assim
denominados conjuntos de Borel podem ser definidos tanto por uma formula da
forma 3X A(x), quanto por uma formula da forma VX B(z), em que A e B ndo
possuem quaisquer variaveis de conjuntos (na terminologia dos légicos, conjuntos
de Borel sdo conjuntos A1}). Uma fungao de Borel é definida de modo analogo
(vide, por exemplo, MARTIN, 1977).

Harvey Friedman estabeleceu o seguinte teorema: grosso modo, se S é
um conjunto de Borel, entdo existe uma fungao de Borel f tal que ou o grafo de f
esta incluido em .S ou é disjunto de .S. Muito embora esse teorema soe tao simples,
Friedman mostrou que ele nao é demonstravel, mesmo na aritmética de segunda
ordem plena P2, mas que a sua prova requer necessariamente toda a forca de ZFC
(vide SIMPSON, 1999: 23).

Mais além, uma questéo tradicional da teoria descritiva de conjuntos
(uma questdo que pode ser formulada na linguagem da aritmética de segunda
ordem) era se todos os conjuntos projetivos (vide acima) sdo Lebesque
mensuraveis. 1sso permaneceu como um problema aberto por muitas décadas, e
por uma boa razao: acontece que a afirmagdo ¢é independente mesmo da teoria
de conjuntos plena ZFC (vide SOLOVAY 1970). Apenas pela postulacdo da
existéncia de cardinais extremamente grandes (os assim denominados cardinais
de Woodin), a hipbtese de que todos os conjuntos projetivos sdo Lebesque
mensuraveis pode ser demonstrada (isso foi estabelecido como uma
consequéncia do seu trabalho na assim denominada determinagao projetiva, por
Woodin, Martin e Steel; vide WOODIN, 1988; MARTIN; STEEL,1988,1989).

Eventualmente, inclui-se ainda nessa lista o celebrado resultado de Paul
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Cohen de que a Hipétese do Continuo (CH) é independente de ZFC (COHEN,
1963, 1964); vide o verbete Independence and Large CardinalsZ da SEP). No
entanto, esse caso é muito diferente. Em todos os resultados de independéncia
acima, as afirmagdes relevantes s&o ainda teoremas da matematica, tomadas
como afirmagdes cujas verdades se demonstrou (o Ultimo caso, que requer
axiomas de grandes cardinais que vé@o além de ZFC é mais controverso; ainda
assim, ao menos muitos especialistas da teoria de conjuntos consideram tais
axiomas plausiveis). E mesmo com o primeiro teorema da incompletude, a
verdade da afirmagéo indemonstravel faciimente se segue, dado que a suposig¢ao
de consisténcia do sistema &, de fato, correta. Todavia, no caso do resultado de
Cohen, ndo existe absolutamente nenhuma indicagdo de se CH deveria ser
considerada como verdadeira, falsa, ou mesmo como carente de valor-verdade.

5. A Histéria e a Recepgao Inicial dos Teoremas da Incompletude

Os resultados de Godel foram certamente surpreendentes, mas algum
tipo de fendbmeno de incompletude ndo era completamente inesperado. A
possibilidade de incompletude no contexto da teoria de conjuntos havia sido
discutida por Bernays e Tarski em 1928, e von Neumann, em contraste com o
espirito dominante do programa de Hilbert, considerava possivel que a légica e a
matematica ndo fossem decidiveis. O prdprio Godel havia mencionado a
possibilidade de um problema indecidivel acerca dos numeros reais na sua tese
em 1929 (vide DAWSON, 1985). Hilbert (1928), por outro lado, assumiu que a
Aritmética de Peano e outras teorias padrao eram completas. Aparentemente,
Gbdel também se impressionou com Brouwer, que em sua palestra de 1928 em
Viena sugeriu que a matematica ndo seria exaustivel e que néo poderia ser
completamente formalizada (vide WANG, 1987, 84); e a se¢éo sobre a viséo de
Brouwer do programa formalista no verbete The Development of Intuitionistic
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Logic® da SEP).

Seja como for, parece que Godel realmente chegou as primeiras
observagbes exatas sobre a incompletude por uma rota diferente, durante suas
tentativas de contribuir para o programa de Hilbert, € ndo de mina-lo (vide
DAWSON, 1997: Cap. IV). Ou seja, em 1930, G6del fez um esforgo para avangar
o programa de Hilbert, tentando provar a consisténcia da analise (ou aritmética de
segunda ordem) com os recursos da aritmética e, assim, reduzir a consisténcia da
primeira a consisténcia da segunda. Em sua tentativa de prova, ele precisava da
nocdo de verdade. Gddel logo se deparou com varios paradoxos (como 0
paradoxo do Mentiroso), e teve que concluir que a verdade aritmética ndo pode
ser definida na aritmética. Assim, Godel chegou pela primeira vez a uma versao
do teorema da indefinibilidade da verdade, geralmente associada a Tarski (vide
MURAWSKI, 1998). Isso também produz facimente uma versdo fraca do
resultado de incompletude: o conjunto de sentengas demonstraveis na aritmética
pode ser definido na linguagem da aritmética, mas o conjunto de sentencgas
aritméticas verdadeiras nédo pode, portanto os dois ndo podem coincidir. Além
disso, sob a suposicdo de que todas as sentencas demonstraveis séo
verdadeiras, segue-se que deve haver sentencas verdadeiras que ndo podem ser
demonstradas. Essa abordagem, contudo, ndo exibe uma sentenca especifica.

No entanto, o ambiente intelectual de Gddel era aquele do Circulo de
Viena, com sua atitude radicalmente antimetafisica. Em particular, a propria
nogdo de verdade era considerada como suspeita ou mesmo sem sentido a
época, ao menos por alguns positivistas l6gicos (por exemplo, Neurath, Hempel).
Portanto, Gédel trabalhou duro para eliminar qualquer apelo a nogdo de verdade
e na tentativa de dispensé-la. Ele entdo introduziu a nog¢do de w-consisténcia,
que pode ser definida rigorosamente e em termos puramente sintaticos. Isso
levou aos teoremas da incompletuda na forma que eles s&o hoje conhecidos.

Quanto ao Lema da Diagonalizagdo, o préprio Godel, de fato,
demonstrou apenas um caso especial do lema, ou seja, apenas para o predicado
de demonstrabilidade. Aparentemente, o lema geral foi primeiramente descoberto
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por Camap 1934 (vide GODEL, 1934, 1935). Versdes ainda mais gerais, para
formulas com variaveis livres, foram apresentadas em Ehrenfeucht e Feferman
(1960) e Montague (1962) (vide SMORYNSKI, 1981).

A recepcdo dos resultados de Godel foi mista.  Algumas figuras
importantes no campo da légica e dos fundamentos da matematica assimilaram
rapidamente os resultados e entenderam sua relevancia, mas também houve
muitos mal-entendidos e resisténcias (para relatos detalhados da recepcao, vide
DAWSON, 1985; MANCOSU, 1999).

Godel revelou seus resultados para Carnap em Viena no dia 26 de
agosto de 1930 e os anunciou (0 primeiro teorema) em um comentério de
discusséo casual na famosa Conferéncia de Kénigsberg, no dia 7 de setembro de
1930. John von Neumann, que estava na audiéncia e trabalhava a época no
contexto do programa de Hilbert, compreendeu imediatamente a grande
importancia do resultado. No dia 20 de novembro, ele escreveu uma carta para
Godel sobre um ‘“notavel” corolario do resultado de Gddel que ele teria
descoberto: a indemonstrabilidade da consisténcia (0 segundo teorema).
Enquanto isso, entretanto, o préprio Godel tinha ja chegado a mesma ideia e
enviado a versao final do seu artigo para publicagao, o qual incluia também agora
uma versdo do segundo teorema da incompletude. O artigo foi publicado em
janeiro de 1931 (GODEL, 1931; introdugdes Uteis ao artigo original de Godel sdo
KLEENE, 1986, e ZACH, 2005). A noticia desses resultados de importancia
aparentemente grande para os fundamentos da matematica rapidamente
comegou a espalhar - embora as opinides variassem sobre a moral de tais
resultados. Paul Bernays, que talvez fosse o mais importante colaborador de
Hilbert, mostrou grande interesse nos resultados, embora ele tivesse,
primeiramente, dificuldades em compreedé-los apropriadamente. A sua
correspondéncia com Godel também mostra que Godel ja estava a época
completamente ciente da indefinibilidade da verdade.

Na medida em que a abordagem original de Gddel estava focada no seu
especifico, embora muito abrangente, sistema P e em suas (primitivo recursivas)
extensdes, duvidou-se da generalidade de seus resultados. Alonzo Church, por
exemplo, em uma carta enderecada a Godel em julho de 1932, sugeriu que 0s
resultados de Gddel nao se aplicariam ao seu sistema de A-conversdo (Kleene
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e Rosser provaram mais tarde que esse sistema é inconsistente). Gddel estava
ansioso para generalizar as suas descobertas e estendeu os resultados para uma
classe mais ampla de sistemas nos artigos de 1932 e 1934. Ele também sugeriu
que esses métodos seriam aplicaveis a sistemas padrao da teoria de conjuntos (no
entanto, foi apenas depois da caracterizagio satisfatéria de decidibilidade e da tese
Church-Turing, alguns anos depois, que se tornou possivel dar uma formulagéo
geral dos teoremas da incompletude (vide acima); isso foi feito primeiramente em
KLEENE, 1936). O eminente especialista em teoria dos conjuntos, Emnst Zermelo,
dirigiu algumas criticas bastante duras ao trabalho de Gddel, mas os dois também
se corresponderam sobre o assunto. Zermelo parece ter tido sérias dificuldades
em compreender os conceitos e resultados relevantes.

Em margo de 1933, Gddel recebeu uma carta de Paul Finsler, de
Zurique, que sugeria que ele ja havia feito antes (em FINSLER, 1926) um trabalho
intimamente relacionado, mas com uma relevancia mais geral. Gddel respondeu
que o sistema de Finsler ndo estava realmente definido. Em sua resposta
acalorada, Finsler afirmou que nao era necessario que um sistema fosse definido
com precisao para que para que se pudesse estuda-lo, e que nao havia diferenga
de principio entre suas ideias e as de Gddel. Retrospectivamente, fica bastante
claro que as abordagens de Finsler ¢ Gddel eram muito diferentes: para o
trabalho de Go6del, a nogdo de sistema formalizado era essencial, enquanto
Finsler rejeitou a propria no¢do como artificialmente restritiva. Na verdade, esta
longe de ser claro que as ideias de Finsler fagam algum sentido — quaisquer que
sejam as analogias vagas que possam existir entre elas e a prova de Gddel.

E justo dizer, por outro lado, que Emil Post antecipou em alguns
aspectos as descobertas de Gddel. Ele obteve, aparentemente ja em 1922,
versOes abstratas dos resultados de incompletude. Em particular, ele observou
que seus métodos forneceriam afirmagbes indecidiveis nos Principia
Mathematica. Esses resultados eram, entretanto, baseados na vers&o propria de
Post da “tese Church-Turing”, com a qual ele estava insatisfeito, e seu trabalho
nao foi publicado. Isso foi relatado muito mais tarde em POST, 1941.

A correcdo dos teoremas de Godel permaneceu um debate vivido ao
longo da década de 1930 (vide DAWSON, 1985). Em 1939, veio a tona 0 segundo
volume de Die Grundlagen der Mathematik de Hilbert e Bernay, incluindo uma
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prova detalhada do segundo teorema da incompletude. Depois disso, oposicdes
sérias as conclusdes de Godel desapareceram, ao menos entre aqueles que
estavam trabalhando ativamente em logica matematica e nos fundamentos da
matematica. No entanto, em circulos mais filoséficos, permaneceu alguma
resisténcia. Em um famoso exemplo, Wittgenstein fez alguns comentarios criticos
em relagdo ao toerema de Godel em sua obra publicada pdstumamente,
Observagbes sobre a Filosofia da Matematica. A reagéo inicial predominante foi a
de que Wittgenstein teria simplesmente falhado em compreender o resultado.
Interpretagbes mais caridosas emergiram e esse debate permanece ainda muito
vivo (vide a se¢do sobre GoOdel e as proposi¢des indecidiveis no verbete
Wittgenstein’s Philosophy of Mathematics2! da SEP).

6. Implicacdes Filosdficas - Reais e Alegadas
6.1. Filosofia da Matematica

De todos os campos da filosofia, os teoremas de Godel sdo, obviamente,
mais imediatamente relevantes para a filosofia da matematica. Para comegar,
eles colocam sérios problemas para o programa de Hilbert, ao menos prima facie
(essa questdo é discutida em algum detalhe na segdo sobre o impacto da
incompletude no verbete Hibert’s Program da SEP). Mais uma vez, os
resultados de Gddel tem também importantes consequéncias para o intuicionismo
(vide o verbete Intuitionism in the Philosophy of Mathematics2 da SEP) (vide
também GODEL, 1933, 1941; RAATIKAINEN, 2005).

Houve alguma disputa sobre se os teoremas de Godel refutam
conclusivamente o logicismo (vide o verbete Logicism and Neologicism da
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SEP). Henkin (1962) e Musgrave (1977), por exemplo, argumentam que sim;
Sternfield (1976) e Rodriguez-Consuegra (1993) discordam (vide também
HELLMAN, 1981; RAATIKAINEN, 2005).

O proprio Godel desenvolveu um argumento, baseado nos resultados de
incompletude, contra a filosofia convencionalista da matematica do positivismo
logico e a de Carnap em particular (GODEL, 1953/59). Esse argumento é
discutido em GOLDFARB; RICKETTS, 1992; RICKETTS, 1995; GOLDFARB,
1995; CROCCO, 2003; AWODEY; CARUS, 2003, 2004; TENNANT, 2008.

6.2. Verdades analiticas e autoevidentes

Pode-se dar ainda interpretacbes epistemologicas mais gerais dos
teoremas de Godel. Quine e Ullian (1978), por exemplo, consideram a imagem
filoséfica tradicional segundo a qual todas as verdades poderiam ser
demonstradas por passos autoevidentes a partir de verdades autoevidentes e da
observagdo. Eles entdo apontam que mesmo as verdades da teoria elementar
dos numeros presumivelmente ndo s@o em geral derivaveis por passos
autoevidentes a partir de verdades autoevidentes (QUINE; ULLIAN 1978: 64-65.)
Hilary Putnam (1975), por sua vez, sustenta que, sob uma certa compreenséo
natural de “analitico”, deve haver, pelos teoremas de Gddel, verdades sintéticas
na matematica. De fato, o proprio Godel fez observagbes semelhantes em
espirito, segundo as quais mesmo a teoria dos inteiros é demonstravelmente
ndo-analitica (GODEL, 1944).

6.3. Argumentos Gddelianos contra o0 mecanicismo

Houve repetidas tentativas de se aplicar os teoremas de Gddel para
demonstrar que os poderes da mente humana superam qualguer mecanismo ou
sistema formal. Um destes argumentos Godelianos contra o mecanicismo foi ja
considerado, apenas no intuito de refuta-lo, por Turing no final da década de 1940
(vide PICCININI, 2003). Uma conclusdo antimecanicista ndo qualificada foi
retirada dos teoremas da incompletude em uma exposig&o popular amplamente
lida, A Prova de Godel de Nagel e Newman (1958). Pouco depois, J.R. Lucas
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famosamente proclamou que o teorema da incompletude de Gédel

prova que o Mecanicismo é falso, ou seja, que mentes ndo podem ser
explicadas como maquinas.

Ele afirma que

dada uma maquina qualquer que seja consistente e capaz de executar
aritmética simples, existe uma férmula que ela é incapaz de produzir como
verdadeira... mas cuja verdade nos somos capazes de ver.

Mais recentemente, alegagfes muito semelhantes foram apresentadas
por Roger Penrose (1989, 1994). John Searle (1997) juntou-se a discusséo e
parcialmente defendeu Penrose contra seus criticos. Crispin Wright (1994, 1995)
endossou ideias relacionadas de um ponto de vista intuicionista (para criticas,
vide DETLEFSEN, 1995). Todos eles insistem que os teoremas de Godel
implicam que a mente humana supera infinitamente o poder de qualquer maquina
finita ou sistema formal.

Esses argumentos Goddelianos antimecanicistas s&o, no entanto,
problematicos, e ha um amplo consenso de que eles falham. A resposta padrdo a
este argumento segue as seguintes linhas (esta objegcdo remonta a PUTNAM,
1960; vide também BOOLOS, 1968, SHAPIRO, 1998): o argumento assume que
para qualquer sistema formalizado, ou uma maquina finita, existe a sentenga de
Godel que é indemonstravel naquele sistema, mas que a mente humana pode ver
como verdadeira. No entanto, o teorema de Gddel tem na realidade uma forma
condicional, e a suposta verdade da sentenga de Gddel de um sistema depende
da suposigdo da consisténcia do sistema. O argumento do antimecanicista,
portanto, também requer que a mente humana sempre possa ver se uma
determinada teoria formalizada € consistente ou ndo. No entanto, isso €
altamente implausivel (cf. DAVIS, 1990). Lucas, Penrose e outros tentaram
responder a essas criticas (vide, por exemplo, LUCAS, 1996; PENROSE, 1995,
1997). Para criticas detalhadas de Penrose, vide BOOLOS, 1990; DAVIS, 1990,
1993; FEFERMAN, 1995; LINDSTROM,2001; PUDLAK, 1999; SHAPIRO, 2003;
muitas dessas consideragdes também séo relevantes para o que diz Lucas.
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6.4. Godel e Benacerraf sobre Platonismo e Mecanicismo

Curiosamente, o proprio Godel apresentou um  argumento
antimecanicista, embora mais cauteloso e publicado apenas postumamente (em
seu Collected Works, Vol. lll, em 1995). Assim, em sua Gibbs lecture de 1951,
Godel tirou a seguinte conclus&o disjuntiva dos teoremas da incompletude:

ou ... a mente humana (mesmo dentro do reino da matematica) supera
infinitamente os poderes de qualquer maquina finita, ou existem
problemas diofantinos absolutamente insoldveis.

Gé_qel fala sobre esta afirmacdo como um “fato matematicamente estabelecido”
(GODEL, 1951); para mais discussdo sobre a disjungdo de Gddel, vide, por
exemplo, SHAPIRO, 1998). De acordo com Gddel, a segunda alternativa

parece refutar a visdo de que a matematica é apenas nossa propria
criagdo ... que objetos e fatos matematicos ... existem objetivamente e
independentemente de nossos atos e decisdes mentais.

Gddel, no entanto, estava inclinado a negar a possibilidade de problemas
absolutamente insolUveis e, embora acreditasse no Platonismo matematico, suas
razdes para essa convicgdo eram diferentes, e ele ndo sustentou que os teoremas
da incompletude sozinhos estabelecem o Platonismo. Assim Godel acreditava na
primeira disjunc&o, que a mente humana supera infinitamente o poder de qualquer
maquina finita. Ainda assim, essa concluséo de Godel se sustenta, como o proprio
Gobdel explica claramente, apenas se alguém negar, como Gddel, a possibilidade
de problemas humanamente insoluveis. Isso ndo é uma consequéncia necessaria
dos teoremas da incompletude.

Goddel era, ao contrario dos defensores posteriores do assim chamado
argumento antimecanicista Gddeliano, razoavel o suficiente para admitir que tanto
0 mecanicismo quanto a alternativa de que existem problemas humanamente
absolutamente insolUveis s&o consistentes com seus teoremas da incompletude.
Suas razbes fundamentais para ndo gostar da Ultima alternativa sdo muito mais
filosoficas. Gddel pensava, de uma maneira um tanto kantiana, que a razéo
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humana seria fatalmente irracional se fizesse perguntas que ndo pudesse
responder (para uma discussao critica, vide KREISEL, 1967; BOOLOS, 1995;
RAATIKAINEN, 2005).

Como reacdo ao argumento de Lucas, mas antes da publicagdo da
Gibbs lecture de Godel, Paul Benacerraf (1967) apresentou conclusdes mais
qualificadas que curiosamente se assemelham a algumas das ideias de Godel.
Ele argumentou que é consistente com todos os fatos que eu sou de fato uma
maquina de Turing, mas que ndo posso determinar qual. Para alguma discussao
critica, vide CHIHARA, 1972, e HANSON, 1971.

6.5. Misticismo e a existéncia de Deus?

As vezes, conclusdes bastante fantasticas sao tiradas dos teoremas de
Godel. Foi até sugerido que os teoremas de Gddel, se ndo provam exatamente,
pelo menos dao um forte apoio ao misticismo ou a existéncia de Deus. Essas
interpretagbes parecem assumir um ou mais mal-entendidos que ja foram
discutidos acima: ou é assumido que Godel forneceu uma sentenca
absolutamente indemonstravel, ou que os teoremas de Gddel implicam o
Platonismo, ou 0 antimecanicismo, ou ambos.

Para mais discussdo sobre os aspectos filosoficos dos teoremas da
incompletude, vide RAATIKAINEN, 2005, e FRANZEN, 2005.

Leitura adicional

Uma referéncia padrao para os teoremas da incompletude é:

SMORYNSKI, C. “The incompleteness theorems”, in Handbook of Mathematical
Logic, BARWISE, J. (ed.), Amsterdam: North-Holland, 1977, pp. 821-866
[https:/iwww?2.karlin.mff.cuni.cz/~krajicek/smorynski.pd]

Existem varios livros introdutérios em logica matematica que ddo uma boa
exposi¢ao dos teoremas da incompletude e tépicos relacionados; por exemplo:

BOOLOS, G.; JEFFREY, R. Computability and Logic, 3a Edicdo Revisada,
Cambridge: Cambridge University Press, 1989.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~krajicek/smorynski.pdf

14

ENDERTON, H. A Mathematical Introduction to Logic, New York: Academic
Press, 1972.
VAN DALEN, D. Logic and Structure, 4th edition, Berlin: Springer, 2004.

Dois livros que séo dedicados aos teoremas da incompletude séo:

SMULLYAN, R. Gédel’s Incompleteness Theorems, Oxford: Oxford University
Press, 1991.

SMITH, P. An Introduction to Godel’s Theorems, Cambridge: Cambridge
University Press, 2007.

Outro livro util sobre os teoremas da incompletude e topicos relacionados é:

MURAWSKI, R. Recursive Functions and Metamathematics: Problems of
Completeness and Decidability, Godel’s Theorems. Dordrecht: Kluwer,
1999.

Um livro abrangente e mais avangado sobre esses temas é:

HAJEK, P.; PUDLAK, P. Metamathematics of First-Order Arithmetic, Berlin:
Springer, 1993.

Outro livro util, incluindo também alguns tépicos avangados é:

FRANZEN, T. Inexhaustibility: A Non-Exhaustive Treatment, Lecture Notes in
Logic 16, ASL, Wellesley: A.K. Peters, 2004.

Os aspectos mais filosoficos em torno dos teoremas da incompletude sdo
examinados nas duas fontes a seguir (Franzén é uma explicagdo acessivel,
informal e ainda confiavel dos teoremas da incompletude):

RAATIKAINEN, P. “On the Philosophical Relevance of Godel's Incompleteness
Theorems”, Revue Internationale de Philosophie, 59: 513-534, 2005
[https://www.cairn.info/
revue-internationale-de-philosophie-2005-4-page-513.htm]


https://www.cairn.info/revue-internationale-de-philosophie-2005-4-page-513.htm
https://www.cairn.info/revue-internationale-de-philosophie-2005-4-page-513.htm
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FRANZEN, T. Godel’s Theorem: An Incomplete Guide to its Use and Abuse,
Wellesley: A.K. Peters, 2005.

Os dois artigos a seguir examinam varias questdes em torno do primeiro teorema
da incompletude:

BEKLEMISHEV, L. D. “Godel incompleteness theorems and the limits of their
applicability. I”, Russian Mathematical Surveys, 65: 857-898, 2010.
BULDT, B. “The scope of Godel's first incompleteness theorem”, Logica

Universalis, 8: 499-552, 2004.

Por fim, hd um e-book de cddigo aberto que contém uma apresentagdo dos
teoremas da incompletude:

ZACH, R. Incompleteness and Computability, e-Book publicado pelo Open
Logic Project. [https://ic.openlogicproject.org/], 2019.
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Complemento 1 - A Numeracgao
de Godel?

Autoria: Panu Raatikainen
Tradugdo: Guilherme A. Cardoso
Revisdo: Sérgio R. N. Miranda

Um método central nas provas usuais do primeiro teorema da
incompletude é a aritmetizagao da linguagem formal, ou numeragao de Goédel:
certos numeros naturais sdo atribuidos para termos, formulas e provas da teoria
formal F'. Ha diferentes modos de realizar isso; uma abordagem padrao &
esbocada aqui (para um método bem diferente de codificagdo, vide, por exemplo,
BOOLOS; JEFFREY, 1989). Uma exigéncia essencial é que o método seja
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efetivo, ou seja, uma rotina puramente mecanica.
O método procede em dois passos:

1. Numeros Simbolos

Para comegar, a cada simbolo primitivo s da linguagem do sistema formal
F em questdo, um nimero natural #(s), chamado de numero simbolo de s, é
associado. Nao importa como e em que ordem o procedimento é feito - isso é
arbitrario -, mas, uma vez feito, ele & obviamente mantido fixo.

Por exemplo, no caso da linguagem padréo da aritmética, com os simbolos
0,,+,x,=,(,),,—,V (para simplificar, vamos assumir que —, — e V séo
0s Unicos simbolos primitivos, e que A, V, <+ e 3 sdo definidos com a ajuda dos
simbolos primitivos), podemos proceder, e.g., cOmo se segue:

BHO) = 1 #('=) = 5 #=) = 9
B = 2 B(() = 6 #V) = 10
#H) = 3 #0)) = T #(z) = 11+
Bx) = 4 #(—) = 9

2. Sequéncias Codificadoras

Algum modo de codificar sequéncias finitas de nimeros por nimeros
simples é também fixado. Ha indefinidamente muitos modos de fazer isso; uma
abordagem comum (usada também pelo préprio Gddel) é baseada nos produtos
de poténcias de nimeros primos.

Lembre que um nimero primo é um nimero natural que é maior que 1 e
pode ser dividido somente por 1 e pelo préprio nimero (todos os outros nimeros
maiores que 1 sdo chamados de “compostos”). Ha infinitamente muitos nimeros
primos; o comego da sequéncia é 2, 3, 5,7, 11,13, 17 ...

O Teorema Fundamental da Aritmética (ou o teorema da fatorizagdo
Unica em primos) afirma que qualquer nimero natural maior que 1 pode ser escrito
como o produto Unico (até a ordenagdo dos fatores) de nimeros primos.

Seja ent@o p; 0 primeiro nimero primo, po 0 segundo numero primo, e



129
assim por diante. Em geral, p,, € 0 n-ésimo numero primo, e

P1,P2,---3Pn

é a sequéncia dos primeiros n numeros primos em ordem crescente.

Dada uma sequéncia finita arbitraria de numeros positivos (0 causaria
complicacbes) com comprimento de k£ + 1, (ng,n1,...,nx), €la pode ser
univocamente condificada como um produto de poténcias de numeros primos
P1,P2, .-, Pr4+1 COMO S€ Segue:

_ 9no ni n9 U
c=2"0 x 3™ x 5" x X pria

Por exemplo, a sequéncia (3,1,2) é codificada como 22 x 3! x 52, ou seja,
8 x 3 x 25, que é igual a 600.

Combinando os dois passos:

Dados esses dois métodos, é possivel codificar uma expressao arbitraria
da linguagem por um nimero simples: primeiramente, substitua cada simbolo s por
um niimero simbolo #(s). Desse modo, uma sequéncia de simbolos se torna uma
sequéncia de numeros. Em segundo lugar, usando a codificagdo por poténcias de
numeros primos acima, associe a cada sequéncia de nimeros um Unico nimero
simples como o0 seu c6digo - 0 seu “nimero de Godel”.

Por exemplo, considere a expressdo simples: ‘0+ 0. Como foi
estipulado acima que os numeros simbolos dos simbolos ‘0’ e ‘=" sdo 1 e 5,
respectivamente, a sequéncia correspondente de nimeros simbolos é (1,5, 1).
0O codigo (ou seja, 0 numero de Gddel) de ‘0 + 0’ é entao:

21 % 35 x5l =2 % 243 x 5 = 2430

De modo geral, o nimero de Godel de uma férmula (sentenca, derivagdo) A é
denotado por " A™. Por exemplo, "0 = 07" refere, sob a codificagdo que fixamos,
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a 2430.

Desse modo, podemos atribuir nimeros de Gddel a formulas, sequéncias
de férmulas (desde que um método para distinguir quando uma férmula termina e
outra comega tenha sido adotado), e, mais notavelmente, a provas e derivagdes.

Podemos também ir na outra dire¢do: é uma parte essencial do método
que, se um numero de cddigo é dado (muitos nimeros simplesmente néo
codificam qualquer coisa, mas pode-se decidir quais o fazem), é também possivel
decodifica-lo de uma maneira Unica, ou seja, reconstruir a expressao geral Unica
(ou a derivagdo) que ele codifica.

Por exemplo, seja 18 o nimero de Gddel dado. A sua fatorizagéo em
primos, que é Unica (pelo teorema fundamental da aritmética; vide acima), pode
ser determinada. Ela é:

ol « 32

Focando nas poténcias, vemos que ela representa a sequéncia (1, 2), e
relembrando os nimeros simbolos relevantes:

1=#(0)
2 =#")

pode-se ver que a sequéncia codificada de simbolos € (0,” ), ou seja, a
expressdo que é codificada por 18 € ‘0"

3. Definindo propriedades sintaticas e operagoes

E entéo possivel desenvolver as nogdes centrais da sintaxe exata na forma
aritmetizada, imitando as suas definigdes ordinarias, embora defini¢des rigorosas
tendam a se tornar um pouco complicadas. Ou seja, é possivel definir, em uma
linguagem artimética, propriedades como:
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Const(x) = é (um numero de Godel de) uma constante.
Var(z) x é (um nimero de Gddel de) uma variavel.

Term(x) x é (um nimero de Godel de) um termo.

Form(x) x € (um nimero de Godel de) uma formula.

As seguinte operagbes sobre (nimeros de Gddel de) formulas podem
também ser facilmente definidas na linguagem da aritmética:

neg(x)  a funcgdo aritmética que leva do nimero de Gddel de uma formula ao
numero de Gddel de sua negagéo:

neg("A7) = (TA7);

impl(x,y) afungo que mapeia os nimeros de Godel de um par de formulas
no niimero de Godel da implicacdo de tais férmulas:

impl("TA","B) ="A — B,

Dado que y(z) é (um nimero de Gédel de) uma formula, as seguintes
relagdes sintaticas podem ser também definidas na aritmética:

Free(z,y) x évariavellivre [free] em y.
FreeFor(z,y,z) x élivre para [free for] y em z.

A seguinte operagdo sobre os numeros de Godel tem um papel
particularmente importante:

subst(z,y) = z € aoperagdo que mapeia o par com o nimero de Godel de
um férmula com um variavel livre € o nimero de um numeral ao numero de Godel



132

de uma férmula fechada que resulta na férmula original quando o dado numeral é
substituido pela variavel livre:

subst(TA(z)7),"™n") ="A(n)"”

Uma vez fixada a légica de fundo, os seus axiomas e regras de
inferéncia, o seguinte pode ser definido:

LogAz(xz) x éonlimero de Godel de um axioma légico.

Regras de inferéncia podem também ser expressas na forma aritmetizada.
Por exemplo, ha uma férmula aritmética M (z, y, z) que é verdadeira exatamente
quando se tem em m&os uma aplicagao de uma regra de inferéncia padrao “Modus
Ponens”; ou seja, para algumas formulas Ae B,z = "A",y ="A — B7e
z="B"

Quando o sistema formal especifico ' em questéo tenha sido fixado, as
seguintes propriedades e relagdes podem também ser definidas:

Aziomp(xz) & onlimerode Godel de um axioma ndo logico de F'.
Prfp(x,y) « é o nimero de Godel de uma derivagéo (em F’) da
formula com o numero de Gddel .

Provp(y) JxPrfr(xz,y), ou seja, a formula (com o ndmero de
Gddel) y é demonstravel (derivavel) em F'.

Todas as propriedades e relagbes acima, exceto a Ultima,
demonstrabilidade, sdo decidiveis e podem ser, ndo sé definidas, mas fortemente
representadas em qualquer sistema suficientemente forte F'.



Complemento 2 - O Lema da
Diagonalizagéoﬁ

Autoria: Panu Raatikainen
Tradugdo: Guilherme A. Cardoso
Revisdo: Sérgio R. N. Miranda

A prova do Lema da Diagonalizacdo centra-se na operagdo de
substitui¢ao (de um numeral por uma variavel na férmula): se uma férmula com
uma variavel livre A(x) € um nimero n s&o dados, a operagéo de construir uma
férmula em que o numeral para n substitui a (livre ocorrénica da) variavel x, ou
seja, A(n), é puramente mecanica. Assim, ela é o analogo da operag&o
aritmética que produz, dado o numero de Godel de uma férmula (com uma
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variavel livre) " A(z) ™ e um numero n, o nimero de Godel da formula em que o
numeral n substitui a variavel na férmula original, ou seja, "A(n)™. Esta ultima
operagéo pode ser expressa na linguagem da aritmética. Note, em particular, que
nada impede n de ser o proprio nimero de Godel de A(x), ou seja, "A(z)™
(contudo, no esquema de codificacdo usual n ndo pode ser "A(n)”). Essa
operacao de substituicao é aplicada aqui repetidamente.

Vamos nos referir & funcdo de substituicdo aritmetizada com
substn("A(z)7,n) = TA(n)", e seja S(x,y, z) uma férmula que fortemente
representa essa operagdo, como uma relacdo, na linguagem da teoria F'. Em
outros termos, S é verdadeira de x, i e z se, e somente se:

xr="TA(x),y=nez="A(n)".

Novamente, nada impede-nos de considerar substn(™A(x)™," A(x)7),
ou, analogamente, S(x, z,y).

Dada qualquer formula A(z), podemos agora construir outra férmula
Jy[A(y) A S(x,z,y)] com uma variavel z. Vamos abrevig-la com B(z).

Essa formula tem um numero de Godel, digamos, k = "B(x)". Ao
substituirmos = em B(x) pelo numeral k£ que a denota, obtemos B(k); vamos
chamar essa sentenga de D. Olhando em retrospecto para a cadeia de
defini¢des, constatamos que:

D := B(k) := Jy[A(y) A S(k, k, y)]

Sem =" B(k)™, entdo substn(k, k) = m, e (assumindo que £ contém
uma quantidade suficiente de aritmética; F' pode entdo provar que o resultado da
fungéo de substitui¢ao aritmetizada é Unico)

F EVy[S(k, k,y) <>y =m)]

Como k era o numero de Gddel da férmula B(x) e m € o nimero de Gédel
da sentenga que resulta quando k substitui z em B(x), ou seja, m = "B(k)™,
podemos escrever isso assim:
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FEVy[S(k, k,y) <>y ="B(k)"]

Com um pouco de légica, temos:

F+ D+ Jy[A(y) Ny ="B(k)],edisso
FE D+ A("B(k"),ie.,
FF D« A("D7).

E isso completa a prova.

Para as relagbes do Lema de Diagonalizagao Gédeliano com o método de
diagonalizagéo de Cantor na Teoria dos Conjuntos, vide GAIFMAN, 2006.



Maquinas de Turingﬂ

Autoria; Liesbeth de Mol
Tradugdo: Guilherme A. Cardoso
Revisao: Sérgio R. N. Miranda

As maquinas de Turing, primeiramente descritas por Alan Turing em
Turing 1936-1937, sdo simples dispositivos computacionais abstratos destinados
a ajudar na investigagdo da extenséo e dos limites do que pode ser computado.
As “maquinas automaticas” de Turing, como ele mesmo as denominou em 1936,
foram especificamente projetadas para a computagdo de nimeros reais. Elas
foram denominadas como “maquinas de Turing” pela primeira vez por Alonzo
Church em um parecer dado ao artigo de Turing (CHURCH, 1937). Hoje se
considera que elas sejam um dos modelos fundacionais da computabilidade e da
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ciéncia da computacéo (teérica).

A atualizagdo desse verbete, publicada em setembro de 2018, foi iniciada em 2015 por S. Barry
Cooper, que faleceu inesperadamente logo depois de comecar o trabalho. A época, as suas
mudangas mais importantes consistiram em esbocar alguns dos pontos que ele estava planejando
discutir na atualizacéo do verbete. N6s utilizamos esses pontos como diretrizes para dar forma a
vers&o atualizada de 2018. Em seguida, listamos um sumario desses pontos:

A descri¢do da atividade algoritmica é explicitamente direcionada para a maquina, e ndo
para um assistente humano. E esta atividade é reduzida por Turing aos seus elementos
mais simples, tornando mais honesto o trabalho adequado de medi¢éo da complexidade
computacional ou permitindo computagdes mais gerais de comprimento infinito.

ii. O papel dos dados a serem manipulados é claro e relativamente flexivel dentro da estrutura

l6gica do algoritmo, um destaque adequado ao mundo informacional de hoje.

O foco em uma ‘méquina’, baseado nos modelos que Turing oferece para elas a partir
do computador humano seguindo instrugdes, torna mais claro que a implementacéo de
computacéo abstrata depende do fornecimento de um hospedeiro fisico. Conversamente,
a descrigdo clara de Turing dos modelos e o fato de estes modelos incorporarem todas as
possibilidades persuadiu Godel e outros da validade da tese Church-Turing.

A predilecéo de Turing por programas engenhosos surgiu de uma consciéncia precoce da
flexibilidade do equilibrio entre hardware e software. Mas foi sua descricdo do programa
usando uma linguagem representavel como dados legiveis pela maquina que antecipou
o0 paradigma de programa como dado [program-as-data paradigm.] E este Gltimo levou
a maquina Universal de Turing (vide abaixo) e a base tedrica da arquitetura légica de
John von Neumann, t&o importante na historia do computador com programa armazenado
de hoje.

Em Turing 1936-1937, a insolubilidade do Entscheidungsproblem de Hilbert torna-se mais
claramente associada & amostragem de dados computaveis agrupados — esclarecendo a
associagdo de incomputabilidade com descri¢des envolvendo o uso de quantificadores. A
relagdo de descrigdes usando linguagem natural com a computabilidade subjacente, ou a
falta dela, é uma area continua de pesquisa e especulagao.

Observamos aqui que a Segao 5 foi baseada no ponto iv.
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1. Definigoes da Maquina de Turing
1.1. A Defini¢ao de Turing

Turing introduziu as maquinas de Turing no contexto da investigagéo
acerca dos fundamentos da matematica. Mais particularmente, ele utilizou estes
dispositivos abstratos para provar que ndo ha um método geral efetivo ou
procedimento para resolver, calcular ou computar todas as instancias do seguinte
problema:

Entscheidungsproblem O problema de decidir, para toda afirmac&o na
légica de primeira ordem (o assim denominado calculo funcional restrito,
consulte o verbete Classical Logic@ da SEP para uma introdug@o), se
ela é derivavel nesta logica ou néo.

Note que na sua forma original (HILBERT, ACKERMANN, 1928), o
problema foi formulado em termos de validade, ao invés de derivabilidade. Dado o
teorema da completude de Gédel (GODEL, 1929), provar que existe um
procedimento efetivo (ou ndo) para a derivabilidade é também uma solugéo para
o problema na forma da validade. Para lidar com esse problema, € preciso uma
nogédo formalizada de “procedimento efetivo” e as méquinas de Turing foram
destinadas a fazer exatamente isso.

Uma maquina de Turing, ou maquina de computagao como Turing a
denominava, na definigéo original de Turing € uma maquina capaz de um conjunto
finito de configuragdes ¢i,...,q, (0s estados da maquina, denominados
m-configuragdes por Turing). A maquina é suprida com uma fita, unidimensional
e unidirecionalmente infinita, dividida em quadrados, cada um dos quais capaz de
carregar exatamente um simbolo. Em qualquer momento, a maquina esta
escaneando o contelido de um quadrado r que é em branco (simbolizado por
Sp) ou contém um simbolo Sy, ..., Si, cOM S =0e 5o = 1.

A maquina é uma maquina automatica (maquina-a), 0 que significa que

$2N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/logic-classicall. Acesso
em: 20 jan. 2022.


https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/logic-classical/
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em qualquer momento dado, o comportamento da maquina € completamente
determinado pelo seu estado corrente e pelo simbolo que estd sendo escaneado
(a isso denomina-se a configuragéo). Isto é conhecido como a condigéo de
determinagdo (Segdo 3). Tais maquinas-a sdo contrastadas com as, assim
denominadas, maquinas de escolha, para as quais o proximo estado depende da
decisdo de um dispositivo externo ou operador (TURING, 1936-1937: 232). Uma
maquina de Turing é capaz de trés tipos de agao:

1. Imprimir S;, mover um quadrado para a esquerda (L) e ir para o estado ¢;
2. Imprimir S;, mover um quadrado para a direita (R) e ir para o estado g;
3. Imprimir S;, n&o se mover (V) e ir para o estado ¢;

O ‘programa’ de uma maquina de Turing pode ser escrito como um
conjunto de quintuplas da forma:

4i555i,iMi 3G

Em que ¢; € o estado corrente, S; é o contelido do quadrado que esta
sendo escaneado, .S; ; é 0 novo conteldo do quadrado; MM; ; especifica se a
maquina deve se mover um quadrado para a esquerda, para a direita ou
permanecer no mesmo quadrado, e ¢; ; € 0 novo estado da maquina. Tais
quintuplas sdo também denominadas de regras de transicdo de uma dada
maquina. A maquina de Turing Ts;mpies que, quando iniciada com uma fita em
branco, computa a sequéncia SyS1.5¢51 ... é entdo dada pela Tabela 1.

Tabela 1: Representagéo em quintuplas de T 's;pies

;15050 Rqo
;15150 Rqo
;25051 Ry
; 425151 Ry

Observe que Ts;mpres NUNCa vai entrar em uma configuragdo na qual
esteja escaneando S; e duas das quatro quintuplas sejam redundantes. Outro
formato tipico para representar maquinas de Turing e que foi também utilizado por
Turing é a tabela de transicao. A Tabela 2 da uma tabela de transic&o de 7' pies-
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Tabela 2: Tabela de transic&o para T's;mpies

S S
q1 | SoRq2  SoRqo
a2 | SiRqg1 Si1Rqi

Nessa tabela, as definices correntes das maquinas de Turing
usualmente tem apenas um tipo de simbolos (usualmente, apenas 0 e 1; foi
demonstrado por Shannon que qualquer maquina de Turing pode ser reduzida a
uma maquina de Turing binéria (SHANNON, 1956)). Em sua definigéo original
das, assim denominadas, maquinas de computagao, Turing utilizou dois tipos de
simbolos: as figuras, que consistiam inteiramente de 0's e 1's, e 0s, assim
denominados, simbolos do segundo tipo. Estes sdo diferenciados na fita da
maquina de Turing utilizando-se um sistema de alternancia entre quadrados de
figuras e simbolos do segundo tipo. Uma sequéncia de quadrados alternados
contém as figuras e é denominada a sequéncia de quadrados-F'. Ela contém a
sequéncia computada pela maquina; a outra é denominada a sequéncia de
quadrados-E. As Ultimas sao utilizadas para marcar quadrados-£' e estdo ali
para “auxiliar a memaria” (Turing 1936-1937: 232). O conteudo dos quadrados-E
é passivel de alteragdo. Os quadrados-F’, entretanto, ndo podem ser alterados, o
que significa que ndo se pode implementar algoritmos pelos quais digitos
previamente computados precisem ser alterados. Além disso, a maquina nunca
vai imprimir um simbolo em um quadrado-£", se o quadrado-F' precedente a este
nao foi ainda computado. Este uso de quadrados-F' e quadrados-E pode ser
muito Uil (vide Segao 2.3), mas, como foi demonstrado por Emil L. Post, isto
produz muitas complicagdes (vide Segao 1.2).

Ha duas coisas importantes a serem observadas sobre a configuragéo
da maquina de Turing. A primeira diz respeito a propria definigdo da maquina,
ou seja, que a fita da maquina é potencialmente infinita. Isso corresponde a uma
suposi¢do de que a memoéria da maquina é (potencialmente) infinita. A segunda
diz respeito a defini¢do de Turing computavel, ou seja, que uma fungéo sera Turing
computavel se existir um conjunto de instrucdes que resultara em uma maquina de
Turing computando a fungdo, independentemente da quantidade de tempo. Pode-
se pensar nisso como assumindo a disponibilidade de tempo potencialmente infinito
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para completar a computag&o.

Com estas duas suposicdes pretende-se garantir que a definigdo de
computacdo resultante ndo seja demasiado estreita. Isto é, garante que nenhuma
fungdo computavel deixe de ser Turing computavel apenas por nao haver tempo
ou memoria suficientes para completar a computagdo. Segue-se que podem
haver algumas fungdes Turing computaveis que ndo podem ser executadas pelos
computadores existentes, talvez porque nao exista uma maquina com meméria
suficiente para realizar a tarefa. Algumas fungbes Turing computaveis podem
nunca ser computaveis na pratica, pois elas podem requerer mais memoria do
que se pode construir utilizando todos os (em numero finito) atomos no universo.
Entretanto, se assumirmos que um computador fisico € uma realizagao finita da
maquina de Turing, e assim que a maquina de Turing funciona como um bom
modelo formal para o computador, entdo um resultado que mostre que uma
fungdo ndo é Turing computével é muito forte, pois ele implica que nenhum
computador que pudéssemos construir poderia realizar a computagao. Na se¢éo
2.4, é mostrado que existem fungdes que nao sao Turing computaveis.

1.2. A Defini¢ao de Post

A definicdo de Turing foi padronizada por meio de (algumas das)
modificagdes feitas por Post em (POST, 1947). Nesse artigo, Post demonstra que
um certo problema da matematica conhecido como problema de Thue ou
problema da palavra para semigrupos ndo é Turing computavel (ou, nas palavras
de Post, recursivamente insollvel). A estratégia principal de Post foi mostrar que
se fosse decidivel, entdo o seguinte problema de decisdo de Turing 1936-1937
seria também decidivel:

PRINT? O problema de decidir, para qualquer maquina de Turing M, se
ela vai, em algum momento, imprimir um determinado simbolo (por
exemplo, 0) ou ndo.

Entretanto, foi demonstrado por Turing que PRINT? ndo é Turing
computavel, assim 0 mesmo é verdadeiro do problema de Thue.
Enquanto a incomputabilidade de PRINT? desempenha um papel central
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na prova de Post, Post acreditava que a prova de Turing fora afetada pela
“expuria convengao de Turing” (POST, 1947: 9), viz. o sistema de quadrados-F' e
quadrados-FE. Assim, Post introduziu uma versdo modificada da maquina de
Turing. As diferengas mais importantes entre as definicdes de Post e Turing séo
as seguintes:

1. A maquina de Turing de Post, quando em um dado estado, ou imprime ou
se move, e assim suas regras de transigdo sdo mais ‘atdmicas’ (ela ndo
contém a operagdo composta de mover e imprimir). Isto resulta em uma
notacdo quadrupla das maquinas de Turing, em que cada quadrupla tem
uma das trés formas da Tabela 3:

Tabela 3: A notagdo Quédrupla de Post

14i555:,54,5
14iSjLa;
1 qiSjRq;

2. A maquina de Turing de Post tem apenas um tipo de simbolo e, assim, nao
depende do sistema de quadrados-F' e quadrados-E de Turing.

3. A maquina de Turing de Post tem uma fita bidirecionalmente infinita.

4. A maquina de Turing de Post para quando atinge um estado para o qual
nenhuma ac&o é definida.

Observe que a reformulagdo de Post da maquina de Turing esta muito
enraizada em seu artigo (POST, 1936). (Algumas das) modificagdes de Post da
definicdo de Turing tornaram-se parte da definicdo de maquina de Turing nos
trabalhos padronizados, tais como Kleene (1952) e Davis (1958). Desde esta
época, varias definicdes (logicamente equivalentes) foram introduzidas. Hoje, as
definicdes padrédo das maquinas de Turing s@o, em alguns aspectos, mais
préximas das maquinas de Turing de Post do que das méaquinas de Turing. No
que segue, iremos utilizar uma variante da definigdo padrao de Minsky (1967),
que usa a nota¢do quintupla, mas ndo tem quadrados-E, quadrados-F' € inclui
um estado especial de parada H. Ainda, teremos apenas duas operagdes de
movimento, quais sejam, L e R, e assim a agdo por meio da qual a maquina
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meramente imprime n&o é utilizada. Quando a méaquina ¢ iniciada, a fita esta
completamente em branco, excepto por uma porgdo finita da fita. Note que o
quadrado em branco pode também ser representado como um quadrado
contendo o simbolo Sy ou simplesmente 0. O conteudo finito da finita sera
também denominado o texto da fita.

1.3. A Definicao Formalizada

Toda essa conversa sobre “fita” e um “cabegote de leitura-escrita”
destina-se a auxiliar as intuigdes (e revela algo da época em que Turing estava
escrevendo), mas ndo desempenha nenhum papel importante na definicdo das
maquinas de Turing. Nas situacdes em que uma anélise formal das maquinas de
Turing é exigida, é apropriado exprimir as definicdes do maquinario e do programa
em termos mais matematicos. Em termos puramente formais, uma méaquina de
Turing pode ser especificada como uma quédrupla 7’ = (Q, X, s, d), na qual:

* () é um conjunto finito de estados q.

* 32 é um conjunto finito de simbolos.

* s éoestado inicial s € Q.

* ¢ é uma funcdo de transicdo determinando o préximo movimento:

0:(QxX)— (Ex{L,R} xQ)

A fungao de transigdo da maquina 7" € uma fungao que leva de estados de
computaco para estados de computag&o. Se 6(g;, S;) = (Si;, D, ¢;,5), entdo,
quando a maquina esta no estado g;, lendo o simbolo S;;, T" substituiS; por S; ;,
ela se move na dire¢do D € {L, R} e vai para o estado g; ;.

1.4. Descrevendo o Comportamento de uma Maquina de Turing

Introduzimos uma representagdo que nos permite descrever o
comportamento ou dindmica de uma maquina de Turing T, fiando-nos na notag&o
da configuragao completa (TURING, 1936-1937: 232), também conhecida hoje
como descrigdo instantanea (DI) (DAVIS, 1982: 6). Em qualquer estagio da
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computacéo de T3, a sua DI é dada por:

(1) o conteudo da fita, ou seja, seu texto.
(2) alocalizagao do cabegote de leitura.
(3) o estado interno da maquina.

Assim, dada uma maquina de Turing 7" no estado ¢; escaneando o simbolo .S,
sua DI € dada por Pg;S;Q, em que P e (Q s&o textos finitos & esquerda e a direita
do quadrado contendo o simbolo .S;. A Figura 1 da uma representagéo visual de
uma DI de uma maquina de Turing 7" no estado ¢; escaneando a fita.

¢ Jolofofof e [afofoofofofofafofofofo]ofo]o] §

Figura 1: uma configuragdo completa de alguma maquina de Turing T°

Assim, a notagdo nos permite capturar o desenvolvimento do comportamento da
méquina de Turing e sua fita através de suas DI's consecutivas. A Figura 2 nos da
algumas das primeiras DI's consecuticas de 7Tlg;ppes Utilizando uma
representacao grafica.

g [ofofofofofofofofofofofofofofofufo]ofo]o] }

@10 : ORq

Figura 2: representacéo grafica da dindmica de T's;y,pies

A animagdo pode ser iniciada clicando-se na imagem@. Pode-se ainda
explicitamente imprimir as DI's consecutivas, utilizando as suas representacdes

3N.T.: o leitor pode conferir a animag&o no endereco online do arquivo.
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simbélicas. Esse procedimento resulta em um diagrama de estado espacial de
uma maquina de Turing. Assim, para T's;mpies Obtemos (note que O significa a
repeticdo infinita de 0s):

6(]1 06
60(]206
601(]1 06
00104200
00101¢,00
0010104200

2. Computando com Maquinas de Turing

Como foi explicado na Seg¢dao 1.1, as maquinas de Turing foram
originalmente destinadas a formalizar a no¢&o de computabilidade para enfrentar
um problema fundamental da matematica. Independentemente de Turing, Alonzo
Church deu uma formulagao diferente, mas logicamente equivalente (consulte a
Secao 4). Hoje, os cientistas da computagdo, em sua grande maioria, concordam
que a nogao formal de Turing, ou qualquer outra nogéo logicamente equivalente,
captura todos os problemas computaveis, ouseja, para qualquer problema
computavel, existe uma méaquina de Turing que o computa. Isso é conhecido
como a tese Church-Turing, tese de Turing (quando a referéncia é apenas ao
trabalho de Turing) ou tese de Church (quando a referéncia € apenas ao trabalho
de Church).

Esta tese, se aceita, implica que qualquer problema ndo computavel por
maquinas de Turing ndo é computavel por nenhum meio finito. De fato, como era
uma ambigdo de Turing capturar “[todos] os possiveis processos que podem ser
realizados na computacdo de um nimero” (TURING, 1936-1937: 249), segue-se
que, se aceitamos a analise de Turing:

* Qualquer problema que n&do seja computavel por uma maquina de Turing
nao é “computavel’ em sentido absoluto (ao menos, absoluto relativamente
aos humanos, consulte a Segéo 3).
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+ Para qualquer problema que acreditamos que seja computavel, deveriamos
ser capazes de construir uma maquina de Turing que o computa. Colocando
nas palavras de Turing:

O que estou pontuando é que [as] operagdes [de
uma maquina de computagdo] incluem todas
aquelas que séo utilizadas na computagdo de um
numero. (TURING, 1936-1937: 231)

Na secdo a seguir serdo dados exemplos que ilustram o poder computacional e
os limites do modelo das maquinas de Turing. A Secao 3 entéo discute algumas
questdes filosoficas relacionadas a tese de Turing.

2.1. Alguns Exemplos (Simples)

Para falar sobre maquinas de Turing que fazem algo de util da perspectiva
humana, teremos de fornecer uma interpretagao dos simbolos registrados na fita.
Por exemplo, se queremos designar uma maquina que compute alguma fung¢éo
matematica, digamos a adigéo, entdo precisamos descrever como interpretar os
uns e zeros que aparecem na fita como nimeros.

Nos exemplos que se seguem, vamos representar 0 nimero n Como um
bloco de n + 1 cdpias do simbolo ‘1’ na fita. Assim, representamos o nimero 0
como um Unico ‘1’ € 0 numero 3 como um bloco de quatro ‘1’s. Isto € denominado
como notagao unaria.

Precisamos também fazer algumas suposigdes acerca da configuragéo
da fita quando a maquina € iniciada e quando ela termina, de modo a interpretar a
computacdo. Vamos assumir que se a fungdo a ser computada requer n
argumentos, entdo a maquina de Turing vai iniciar com seu cabegote escaneando
0 ‘1" mais a esquerda de uma sequéncia de n blocos de “1’s. Os blocos de ‘1's
representando os argumentos devem ser separados por uma Unica ocorréncia do
simbolo ‘0". Por exemplo, para computar a soma 3 + 4, a maquina de Turing vai
iniciar na configuragdo mostrada na Figura 3.
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oo o [ofofuufofufofofofo]ofofofofo]}

Figura 3: Configuracao inicial para uma computagéo sobre dois nimeros n e m

Aqui a suposta maquina da adi¢do toma dois argumentos representando
0S numeros a serem adicionados, iniciando no 1 mais a esquerda do primeiro
argumento. Os argumentos sdo separados por um Unico 0 como requerido, o
primeiro bloco contém quatro ‘1’s, representando o numero 3, e o0 segundo bloco
contém cinco ‘1's, representando o nimero 4.

Uma maquina deve terminar em uma configuragao padréo também. Deve
haver um Unico bloco de simbolos (uma sequéncia de 1s representando algum
numero ou um simbolo representando outro tipo de output) e a maquina deve estar
escaneando o simbolo mais a esquerda da sequéncia. Se a maquina computa
corretamente a fung&o, entéo esse bloco deve representar a resposta correta.

Adotar esta convengao para a configuragéo de término de uma maquina
de Turing significa que podemos compor maquinas, indetinficando o estado final de
uma maquina com o estado inicial da préxima maquina.

A adicao de dois niimeros n e m.

A Tabela 4 nos d4 a tabela de transicdo de uma maquina de Turing 7°44,,
a qual adiciona dois nimeros naturais n e m. Assumimos que as maquinas sao
iniciadas no estado ¢1, escaneando 0 1 mais a esquerda de n + 1.

Tabela 4: Tabela de transi¢éo para 7’44,

| 0 1
T / 0Rgo
q2 | 1Lgs  1Rq
q3 | ORqs  1Lg3
| | ORgpay
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A ideia de fazer uma adi¢cdo com maquinas de Turing por representacao
unaria consiste em deslocar 0 numero n mais @ esquerda um quadrado para a
direita. Isto é feito apagando-se o 1 mais & esquerda de n + 1 (isso é feito no
estado ¢;) e ento alterando 0 0 entre n 4+ 1 e m + 1 para 1 (estado g2). Assim,
obtemos n+m -2 e ainda precisamos apagar o 1 adicional. Isto é feito apagando-
se 0 1 mais a esquerda (estados g3 € ¢4). A Figura 4 mostra essa computacéo para
3+ 4.

olol [l e oo [efefefefofofoofofofofo] ¢

Figura 4: A computagéo de 3 + 4 por T4,

Adicao de n nimeros

Podemos generalizar 7’44, para uma maquina de Turing 744, para a
adicdo de um numero arbitrario ¢ de inteiros ni,ne,...,n;.  Assumimos
novamente que a maquina se inicia no estado ¢; escaneando o 1 mais a
esquerda de n + 1. A tabela de transicdo para uma tal maquina 7'44, € dada na
Tabela 5.

Tabela 5: Tabela de transigéo para 7’44,

0 1

a1 / 0Rgo
q2 | 1Rqs 1Rq
q3 | OLgs 1Lqy
q1 | ORgs 1Lq4
s / ORq
g6 | ORqnat  1Lgs
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A maquina T 44, utiliza aquele principio de deslocamento dos adendos
para a direita que foi também utilizado por T'44,. Mais particularmente, 744,
computa a somade ny + 1,n2 + 1,...,n; + 1, da esquerda para a direita, ou
seja, ela computa esta soma da seguinte maneira:

Ni=ni+na+1
Ny = N1 +ng3
N3y = Ny +ny

Ni=Ni-1+n;+1

A diferenca mais importante entre T'aq, € Taq, € que Taq, precisa
verificar se 0 adendo mais a esquerda V; é iguala N; (com 1 < j < i). Isto é
realizado checando se o primeiro 0 a direita de /V; € seguido por outro 0 ou ndo
(estados ¢ € ¢3). Se este ndo é o caso, entdo existe a0 menos mais um adendo
n;+1 a ser adicionado. Observe que, assim como foi 0 caso com T'44,, @
maquina precisa apagar um 1 adicional do adendo 71, 0 que é feito no estado
gs. Ela entdo retorna ao estado estado ¢;. Se, por outro lado, N; = N;, a
magquina se desloca para 0 1 mais a esquerdade N; = ny +ng + ... +n; +1
e para.

2.2. Numeros e Problemas Computaveis

O artigo original de Turing se ocupa dos nimeros (reais) computaveis.
Um nimero (real) é Turing computavel se existe uma maquina de Turing que
computa uma aproximagao arbitrariamente precisa desse numero. Todos 0s
numeros algébricos (raizes de polindbmios com coeficientes algébricos) e muitas
constantes mateméticas transcendentais, tais como e e m, s@o
Turing-computaveis. Turing forneceu varios exemplos de classes de nimeros
computaveis por maquinas de Turing (vide a segdo 10 de Turing (1936-1937),
“Exemplos de Grandes Classes de nimeros computaveis”), como um argumento
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heuristico mostrando que uma ampla diversidade de classes de nimeros podem
ser computados por maquinas de Turing.

Podemos nos perguntar, entretanto, em que sentido a computa¢do com
numeros, ou seja, calculo, captura os problemas computaveis ndo numéricos, e
assim, como as maquinas de Turing capturam todos os procedimentos gerais e
efetivos que determinam se algo € o caso ou ndo. Exemplos de tais problemas
séo:

* “decidir, para um x qualquer, se x denota um primo ou nao”.
* “decidir, para um x qualquer, se = descreve uma maquina de Turing ou néo”.

Em geral, esses problemas sao da forma:
* “decidir, para um z qualquer, se = tem a propriedade X ou n&do”.

Um importante desafio tanto nos avangos teéricos quanto concretos da
computagdo (muitas vezes na interface com outras disciplinas) tornou-se o
problema de fornecer uma interpretagédo de X, tal que, X possa ser abordado
computacionalmente. Para dar apenas um exemplo concreto, nas praticas
computacionais diarias pode ser importante ter um método para decidir, para
qualquer “fonte” digital, se ela é confiavel ou ndo. Portanto, & preciso uma
interpretacdo computacional da confianga.

A “funcdo caracteristica” de um predicado € uma fungdo que da os
valores VERDADEIRO ou FALSO quando recebe argumentos apropriados. Para
que tais fungdes fossem computéveis, Turing se baseou na ideia de Gédel de que
problemas desse tipo podem ser codificados como problemas sobre nimeros
(vide Os teoremas da Incompletude de Gédel e a proxima Segao 2.3). Nas
palavras de Turing:

A expressdo “existe um processo geral para
determinar...” foi usada [aqui] [...] como sendo
equivalente a “existe uma maquina que
determina...”. Este uso pode ser justificado se, e
somente se, pudermos justificar a nossa definigao
de “computavel’. Pois cada um desses problemas
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de “processo geral” pode ser expresso como um
problema relacionado ao processo geral de
determinar se um dado inteiro n tem uma
propriedade G(n) [por exemplo, G(n) pode
significar “n ¢ satisfatorio” ou “n € a representagao
de Godel de uma férmula demonstravel’], e isto é
equivalente a computar um nimero cuja n-ésima
figura € 1 se G(n) é verdadeira e 0 se é falsa.
(TURING, 1936-1937: 248)

A possibilidade de codificar os problemas de “processo geral” como
problemas numéricos é essencial para a construgdo de Turing da maquina de
Turing universal. Ademais, 0 seu uso dentro de uma prova mostra que existem
problemas que ndo podem ser computados por uma maquina de Turing.

2.3. A Maquina de Turing Universal

A maquina de Turing universal, que foi construida para provar a
incomputabilidade de certos problemas, €, grosso modo, uma maquina de Turing
capaz de computar o que qualquer outra maquina de Turing computa. Assumindo
que a nogao de maquina de Turing captura completamente a computabilidade (e
assim que a tese de Turing é valida), isto implica que qualquer coisa que possa
ser “computada’, pode também ser computada por aquela maquina universal.
Conversamente, qualquer problema que nao seja computavel pela maquina
universal deve ser considerado incomputavel.

Este é o poder retorico e tedrico do conceito de maquina universal: que um
dispositivo formal relativamente simples captura todos “os processos possiveis que
podem ser realizados na computagdo de um nimero” (TURING, 1936-1937). Esta é
também uma das principais razdes pelas quais Turing tem sido retrospectivamente
identificado como um dos fundadores da ciéncia da computagéo (vide a Se¢ao 5).

Mas como construir uma maquina universal U a partir do conjunto de
operagdes basicas que dispomos? A abordagem de Turing é a de construir uma
méaquina U que é capaz de (1) ‘entender’ o programa de qualquer outra maquina
T,, e, baseado nesse ‘entendimento’, (2) ‘imitar’ 0 comportamento de T,,. Para
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esta finalidade, é necessario um método que nos permita tratar o programa e o
comportamento de T, de forma intercambiavel, ja que ambos os aspectos séo
manipulados na mesma fita e pela mesma maquina. Isto é feito por Turing em
dois passos basicos: o desenvolvimento de (1) um método notacional e de (2) um
conjunto de fungdes elementares que tratam esta notagéo - independente de se
ela esta formalizando o programa ou o comportamento de T;, - como texto a ser
comparado, copiado, apagado, etc. Em outras palavras, Turing desenvolve uma
técnica que permite tratar programa e comportamento no mesmo nivel.

Intercambialidade de programa e comportamento: uma notagao

Dada uma maquina T,,, a ideia basica de Turing consiste em construir uma
maquina 7}, que, ao invés de imprimir diretamente o resultado de 7, imprime a
sucesséo de configuracdes completas ou descri¢des instantaneas de 7,,. Para tal
feito, 77/

[...] poderia ser feita de modo a depender que as
regras de operac&o[...] de [T},] estejam escritas em
algum lugar dela mesma [...] cada passo poderia
ser realizado por referéncia a tais regras. (TURING,
1936-7: 242)

Em outras palavras, pelo fato de ter o programa de 7,, escrito na sua
propria fita, 77, imprime a sucessdo de configuragdes completas de 7,,. Assim,
Turing precisa de um método notacional que torne possivel ‘capturar’ dois aspectos
distintos de uma maquina de Turing em uma mesma fita, de tal modo que ambos
possam ser tratados pela mesma maquina, quais sejam:

(1) sua descricdo em termos do que ela deveria fazer - a notagao quintupla f
(2) sua descricdo em termos do que ela esta fazendo - a notacdo da
configuragdo completa.

Assim, um passo inicial € possivelmente mais essencial na construgao de
U sé&o as notagdes quintupla e de configuragdo completa, juntamente com a ideia
de coloca-los na mesma fita. Mais particularmente, a fita é dividida em duas regi6es
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que denominaremos aqui por regides A e B. A regi@o A contém uma notagao do
‘programa’ de T,,; e a regido B, uma notagao para a sucessao de configuracdes
completas de T,. No artigo de Turing, elas eram separadas pelo simbolo adicional

Para simplificar a construgdo de U e de modo a codificar qualquer
maquina de Turing com um Unico numero, Turing desenvolve uma terceira
notagdo que permite expressar as quintuplas a as configuragbes completas
apenas com letras. Isto é determinado pelo seguinte [Note que nds estamos
utilizando a codificagdo original de Turing. Claro, existe uma ampla variedade de
codificagdes possives, incluindo a codificagéo binaria]:

+ Substitua cada estado ¢; em uma quintupla de T, por

DA.. A,
H(_/
Assim, por exemplo, g3 torna-se DAAA.
+ Substitua cada simbolo .S;; em uma quintupla de 77, por

DC...C,
—
J
Assim, por exemplo, S; torna-se DC'.

Utilizando este método, cada quintupla de alguma maquina de Turing 7},
pode ser expressa em termos de uma sequéncia de letras mailsculas e, assim, o
‘programa’ de qualquer maquina 7, pode ser expresso pelo conjunto de simbolos
A,C,D,R,L,N e ;. Estaé a, assim denominada, Descricdo Padrao (D.P.) de
uma maquina de Turing. Assim, por exemplo, a D.P. de T's;pies €:

: DADDRDAA; DADCDRDAA; DAADDCRDA; DAADCDCRDA

Isto é, essencialmente, a versdo de Turing da numeragao de Gédel. De
fato, como mostra Turing, pode-se facilmente obter uma representacdo por
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descrigdo numérica ou Nimero de Descrigdo (N.D.) de uma méquina de Turing
T,, substituindo-se:

* “A” por “1”
* “C” por 2"
* “D” por “3”
* “L” por “4”
* “R" por “5”
* “N" por “6”
47 por “7”

Assim, 0 N.D. de Tsimpies €:

7313353117313135311731133153173113131531

Note que toda maquina 77, tem um unico N.D.; um N.D. representa uma,
€ apenas uma, maquina.

Claramente, o método utilizado para determinar a D.P. de alguma
maquina T, pode ser também utilizado para escrever a sucessdo de
configuragdes completas de T;,. Utilizando “” como um separador entre as
sucessivas configuragbes completas, as primeiras configuragdes completas de

TSimples s&o:

: DAD : DDAAD : DDCDAD : DDCDDAAD : DDCDDCDAD

Intercambialidade de programa e comportamento:
um conjunto basico de fungdes

O primeiro passo na construgdo de Turing de U consiste em encontrar
um método notacional para escrever o programa e as sucesivas configuracdes
completas de alguma maquina 7;, na mesma fita de alguma outra maquina 77..
Entretanto, U também deveria ser capaz de “emular” o programa de 7}, como
escrito na regido A, de tal modo que possa realmente escrever as suas
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sucessivas configuragbes completas na regido B. Além disso, deveria ser
possivel “retirar e trocar [...] [as regras de operagbes de alguma méaquina de
Turing] por outras” (TURING, 1936-1937: 242). Ou seja, U deveria ser capaz néo
apenas de calcular, mas também de computar. Essa é uma questao com a qual
outros, com seus préprios dispositivos formais, também lidaram, como Church,
Godel e Post. Por exemplo, U deveria ser capaz de “reconhecer” se esta na
regido A ou B, e deveria ser capaz de determinar se uma certa sequéncia de
simbolos € o proximo estado ¢; a ser executado ou néo.

Isto é realizado por Turing através da construgdo de uma sequéncia de
problemas Turing computaveis, tais como:

* encontrar a ocorréncia mais a esquerda ou mais a direita de uma sequéncia
de simbolos.

* marcar uma sequéncia de simbolos por meio de algum simbolo a (lembre-se
que Turing utiliza dois tipos de quadrados alternantes).

+ comparar duas sequéncias de simbolos.

* copiar uma sequéncia de simbolos.

Turing desenvolve uma técnica notacional, denominada tabelas
esqueleto, para estas fungbes que servem como uma espécie de notagéo
abreviativa para uma tabela completa de maquinas de Turing. Mas essas funcdes
podem ser faciimente utilizadas para construir maquinas mais complicadas a
partir das anteriores. A técnica é orl%nada da técnica recursiva de composicao
(vide o verbete Recursive Functions™ da SEP).

Para ilustrar como tais fungbes sdo Turing computéveis, vamos discutir
uma delas em mais detalhes, precisamente a fungdo de comparagdo. Ela é
construida com base em varias outras fungdes Turing computaveis, que séo
construidas umas sobre as outras. Para entender como essas funcdes
funcionam, lembre-se que Turing utilizava um sistema de alternancia de
quadrados-FE e quadrados-F', em que os quadrados-F' contém as quintuplas e
as configuragdes completas, enquanto os quadrados-E sdo usados para marcar
certas partes da fita da maquina. Para a comparagéo de duas sequéncias S; e

%N.T: Disponivel em: https:/plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/recursive-functionsi.
Acesso em: 20 jan. 2022


https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/recursive-functions/
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S, cada simbolo de .Sy sera marcado por algum simbolo a e cada simbolo de Sy
sera marcado por algum simbolo b.

Turing definiu nove fungdes distintas para mostrar como a funcdo de
comparagao pode ser computada por maquinas de Turing:

FIND(q;,qj,a): essa funcdo de maquina procura a ocorréncia mais &
esquerda de a. Se a é encontrado, a maquina se desloca para o estado ;.
De outro modo, se desloca para o estado g;. Isso é feito da seguinte
maneira: primeiro a maquina se desloca para o inicio da fita (indicado por
uma marca especial). Entdo ela se desloca para a direita até encontrar a
ou alcancgar o simbolo mais a direita da fita.

FINDL(g;,q;,a): 0 mesmo que FIND, mas depois de ter encontrado a,
a maquina se desloca um quadrado para a esquerda. Isso € utilizado em
funcdes que precisam computar sobre os simbolos nos quadrados-F' que
estdo marcados por simbolos a nos quadrados-E.

ERASE(q;,qj,a): amaquinacomputa /N D. Se a é encontrado, ela apaga
a € vai para 0 estado ¢;. De outro modo, ela vai para o estado g;.

ERASE_ALL(qj,a) = ERASE(ERASE_ALL,qj,a): a maquina
computa ERASE sobre a repetidamente, até que todas as ocorréncias
de a tenham sido apagadas. Entéo, ela se desloca para g;.

EQUAL(q;,qj,a): a maquina checa se o simbolo ocorrente é a ou ndo. Se
sim, ela se desloca para o estado ¢;. Caso contrario, ela se desloca para
qj-

CMP_XY(g;,q5,b) = FINDL(EQU AL(q;, q;,x),q;,b): qualquer que
seja 0 simbolo x ocorrente, a maquina computa FIN DL sobre b (e
assim procura pelo simbolo marcado por b). Se ha um simbolo 3 marcado
com b, a maquina computa EQU AL sobre x e y; de outro modo, ela vai
para o estado ¢;. Em outras palavras, CM P_XY (g;, gj, b) compara se
0 simbolo ocorrente € 0 mesmo que o simbolo mais a esquerda marcado
com b.

COMPARE_MARKED(g;,qj,qn,a,b): @ maquina checa se 0s
simbolos mais a esquerda marcados por a € b respectivamente sdo o
mesmo. Se ndo ha simbolos marcado por a nem por b, a maquina vai para
o0 estado ¢,,: se ha um simbolo marcado por a € um simbolo marcado por b
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e eles sdo 0 mesmo, a maquina vai para o estado ¢;, de outro modo, a
maquina vai para o estado ¢;. A fungdo € computada como
FINDL(CMP_XY (¢i,q;,b), FIND(q;, qn, ), a).

COMPARE_ERASE(q;,qj,qn,a,b): 0 mesmo que
COMPARE_MARKUED, mas quando os simbolos marcados por a
e b sd0 0 mesmo, as marcas a e b sdo apagadas. Isto é realizado
computando £ RAS E primeiramente em a depois em b.

COMPARE_ALL(qj,qn,a,b): a maquina compara as sequéncias A e B
marcadas com a e b, respectivamente. Isto é feito repetindo-se a
computacdo de COMPARE_ERASE sobre a e b. Se A e B séo
iguais, todos os a’s € b’s terdo sido apagados e a méaquina vai para o
estado ¢;; de outro modo, a maquina vai para o estado ¢,,. Esta maquina é
computada por

COMPARE_ERASE(COMPARE_ALL(qj,qn,a,b),q;,qn,a,b)

Assim, por invocagao recursiva, COM PARE_ALL.

De modo semelhante, Turing define as seguintes fungdes:

COPY (q;,a): copie a sequéncia de simbolos marcada com a’s a direita da
ultima configuragdo completa e apague as marcas.

COPY + n(q;,a1,as,...,a,) copie as sequéncias marcadas de a; a a, a
direita da Ultima configuragdo completa e apague as marcas.

REPLACE(q;,a,b): substitua todas as letras a por b.

MARK _NEXT (g;,a): marque a primeia configuragéo ¢;Sj a direita do
cabegote da maquina com a letra a.

FIND_RIGHT (g, a): encontre o simbolo a mais a direita.

Utilizando as fungbes basicas COPY, REPLACEe COMPARE,
Turing constréi a maquina de Turing universal.

Abaixo esta um esbogo da maquina de Turing universal, indicando como
essas fungdes basicas de fato tornam possivel a computagao universal. Supde-se
que na inicializagdo, U tem na sua fita a D.P. de alguma méaquina de Turing 7,.
Lembre-se que Turing utiliza o principio de alternancia de quadrados-E e
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quadrados-F" e, assim, por exemplo, a D.P. de T'g;y, s Seré escrita na fita de U
como:

“ o»

em que “_" indica um quadrado-E' ndo marcado.

« INIT: Adireita da quintupla mais & direita de 7},, U imprime
:_:_D_A_,emque _indica um quadrado-E ndo marcado.

* FIND_NEXT_STATE: A maquina primeiramente marca (1) com
um y a configuragéo qcc i Scc,; da configuragdo completa mais a direita
(portanto, a ultima) computada por U na parte B da fita e (2) com um x a
configuragéo g, m:Sy,» da quintupla mais & esquerda que n&o é precedida
por um ponto e virgula marcado (com a letra z) na parte A da fita. As duas
coonfiguragdes sdo comparadas. Se elas séo idénticas a maquina vai para
MARK_OPERATION S, se ndo, ela marca o ponto e virgula que
precede qq,mSqn COM UM 2z e vai para FIND_NEXT_STATE.
Isso é facilmente realizado utilizando-se a funggo COM PARE — ALL,
0 que significa que, qualquer que seja o resultado da comparagdo, as
marcas x € y serdo apagadas. Por exemplo, suponha que 75, = T'simpies
e que a ultima configuragéo completa de 7's;y,pies coOnforme computada
por U é:

(1) ._D_DC_D_
S
So S1 So

Entdo, U move-se para a regido A e determina que a quintupla
correspondente é:

(2) DC_ R_DA_
S1 q
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s MARK_OPERATIONS: Amaquina U marca as operagdes que ela
precisa executar para computar a proxima configuragdo completa de 7;,. As
operagdes de imprimir e mover-se (L, R, N) sdo marcadas com v € 0 préximo
estado com y. Todas as marcas z séo apagadas. Continuando com 0 nosso
exemplo, U ird marcar (2) da seguinte maneira:

D A A D DuCuRu

* MARK_COMPCONFIG: A ultima configuragdo completa de 7;,
conforme computada por U é marcada em quatro regides: a configuracéo
qcciScc,; ela mesma fica ndo marcada; o simbolo que a precede é
marcado com um x e 0s simbolos restantes a esquerda sao marcados com
v. Finalmente, todos os simbolos a direita, se houver, sdo marcados com
w e um“” é impresso a direita do simbolo mais a direita para indicar o
comego da préxima configuragdo completa de 7T;, a ser computada por U.
Continuando com o nosso exemplo, (1) sera marcada por U da seguinte

maneira;

Dv DvCvDx D A A D :_
N AR O
So S So q2 So

U entdo vaipara PRINT

« PRINT: E determinado se, nas instrugdes que foram marcadas em
MARK_OPERATION S, existe uma operacéo Print 0 ou Print 1. Se
este for o caso, 0: ou respectivamente 1: & impresso a direita da Ultima
configuracdo completa. Isso ndo é uma fungdo necessaria, mas Turing
insistia que U imprimisse n&o apenas a configura¢do completa (codificada)
computada por T}, mas também o atual nimero real (binario) computado
por 7T5,.

* PRINT COMPLETE CONFIGURATIONL U imprime a
proxima configuragdo completa e apaga todas as marcas u, v, w, z, ¥.
Elaentdoretornaa FIND_NEXT_STATUE. Primeiramente, U pela
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letra » mais a direita, para checar qual movimento (R, L, V) é necessario,
e apaga a marca v para R, L, N. Dependendo do valor L, R ou N, vai
entdo escrever a préxima configuracdo completa, aplicando COPY5 a
u,v,w,x,y. A operacdo de movimento (L, R, N) é descrita pela
combinagao particular de u, v, w, x, y:

Quando ~ L : COPY5(FIND_NEXT_STATE, v, y,z,u,w)
Quando ~ R : COPYs(FIND_NEXT_STATE, v, x, u, )
Quando ~ N : COPY5(FIND_NEXT STATE,v,xz,y,u,w)

Seguindo 0 nosso exemplo, comMo T's;y,pies Precisa se mover para a direita,
a nova configuragéo completa mais a direita de T's;,,p1c €Scrita na fita de
U é:

D_D C_D_D_C_
T — AN —
So S1 So S1

Como, para essa configuracdo completa, o quadrado a ser escaneado por
Tsimples € UM que ndo fora incluido em configuragbes completas
anteriores (Viz.  T'gimpics foi além do ponto prévio mais a direita), a
configuragdo completa como descrita por U é incompleta. Esse pequeno
defeito foi corrigido por Post (POST 1947) pela inclusdo de uma instrugdo
adicional na fungdo utilizada para marcar a configuragdo completa na
proxima rodada.

Como ¢ claro, a maquina de Turing universal requer, de fato, que o

programa e ‘dados’ produzidos por este programa sejam manipulados de maneira
intercambiavel, ou seja, o programa e seus produtos sdo pareados e tratado da
mesma maneira, como sequéncias de letras a serem copiadas, marcadas,
apagadas e comparadas.

A construgdo particular de Turing é muito intrincada, com sua
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dependéncia nos quadrados-E e quardados-F', 0 uso de uma enorme quantidade
de simbolos e 0 uso de uma notag&o arcana para descrever as diferentes funcdes
discutidas acima. Desde 1936, varias modificacbes e simplificacbes foram
implementadas. A remogao da diferenga entre quadrados-F e quadrados-F' ja foi
discutida na Se¢ao 1.2 e foi demonstrado por Shannon que qualquer maquina de
Turing, incluindo a maquina universal, pode ser reduzida a uma maquina de
Turing binaria (SHANNON 1956). Desde os anos de 1950, tem havido alguma
procura por qual seria 0 menor dispositivo universal possivel (com relagdo ao
numero de estados e simbolos) e algumas maquinas de Turing universais bem
“pequenas” foram encontradas. Esses resultados sdo usualmente alcangados
apelando-se a outros modelos equivalentes de computabilidade, tais como, por
exemplo, as maquinas de Post. Para um panorama sobre a pesquisa de
pequenos dispositivos universais, vide MARGENSTERN, 2000; WOODS;
NEARY, 2009.

2.4. O Problema da Parada e o Entscheindungsproblem

Conforme explicado, o proposito do artigo de Turing era mostrar que o
Entscheidungsproblem para a légica de primeira ordem é incomputavel. O mesmo
resultado foi estabelecido independentemente por Church (1936a, 1936b),
utilizando um tipo diferente de dispositivo formal que é logicamente equivalente a
uma maquina de Turing (vide Segdo 4). O resultado foi muito contra o que Hilbert
esperava alcangar com o seu programa finitario e formalista. De fato, ao lado dos
resultados de incompletude de Gddel, eles quebraram muito do sonho de Hilbert
em esvaziar a matematica de todo Ignorabimus, o que foi explicitamente expresso
nas seguintes palavras de Hilbert :

A verdadeira razdo pela qual Comte ndo
conseguiu encontrar um problema insoluvel esta,
na minha opinido, na afirmagdo de que nao existe
problema insoluvel. Em vez do estlpido
Ignorabimus, nossa solugdo deveria ser: nds
devemos conhecer. Nos conheceremos. (1930:
963) [traduzido pelo autor]
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Observe que a solucionabilidade a qual Hilbert esta se referindo aqui diz
respeito a solucionabilidade de problemas matematicos em geral, ndo apenas 0s
mecanicamente solucionaveis. Entretanto, mostra-se em Mancosu et al. (2009,
p.94) que esse objetivo geral de resolver todos os problemas matematicos sustenta-
se em duas convigdes particulares de Hilbert, quais sejam, (1) que os axiomas da
teoria dos numeros séo completos e (2) que n&o existem problemas indecidiveis
na matematica.

Provas diretas e indiretas de problemas de decisido incomputaveis

Como se pode demonstrar, para um problema de decisdo particular D;,
que ele ndo é computavel? Existem dois métodos principais:

Prova Indireta: tome algum problema Diomp ja reconhecido como sendo
incomputavel e mostre que o problema inicial se “reduz” @ Dincomp-

Prova Direta: demonstre diretamente a incomputabilidade de D; assumindo
alguma versao da tese Church-Turing.

Hoje, o primeiro método é usualmente confiavel, mas evidentemente na
auséncia de um problema Djneom, Turing mas também Church e Post (vide Seg¢ao
4) tiveram de se apoiar em uma abordagem direta.

A nocdo de redutibilidade teve a sua origem nos trabalhos de Turing e
Post, que consideravam muitas variantes da computabilidade (POST, 1946;
TURING, 1939). O conceito foi posteriormente apropriado na contexto da teoria
da complexidade computacional e hoje € um dos conceitos basicos tanto da
computabilidade quanto da teoria da complexidade computacional (ODIFREDDI,
1989; SIPSER, 1996). Grosso modo, uma reducdo de um problema D; a um
problema D; consiste em fornecer um procedimento efetivo para traduzir toda
instancia d; ,, do problema D; para uma instancia d; ,, de D, de um tal modo
que um procedimento efetivo para resolver d;, também forneca um
procedimento para resolver d; ,,,. Em outras palavras, se D; se reduz a D,
entdo se D; € incomputavel, D; também o é. Note que a redugdo de um
problema a outro também pode ser utilizada em provas de decidibilidade: se D;
sereduza D; e D; é reconhecidamente computavel, entdo D; também o é.
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Na auséncia de Diycomp, Uma abordagem muito diferente foi requerida.
Church, Post e Turing utilizaram, cada um deles, mais ou menos a mesma
abordagem para esse propésito (GANDY, 1988). Primeiramente, precisa-se de
um formalismo que capture a nogdo de computabilidade. Turing propds o
formalismo da maquina de Turing para esse fim. Um segundo passo é mostrar
que existem problemas que nao sdo computaveis dentro desse formalismo. Para
conseguir isso, um processo uniforme U que seja capaz de computar todos os
numeros computaveis precisa ser estabelecido em relagdo ao formalismo.
Pode-se entdo utilizar (alguma forma de) a diagonalizagdo em combinagdo com U
para derivar uma contradi¢do. A diagonalizagdo foi introduzida por Cantor para
mostrar que o conjunto dos nimeros reais é “incontavel” ou ndo enumeravel. Uma
variante do método foi utilizada também por Gddel na prova do seu primeiro
teorema da incompletude.

O problema basico de Turing CIRC?, PRINT?
e o Entscheidungsproblem

Lembre-se que na versdo original da maquina de Turing, as maquinas
computam numeros reais. Isso implica que uma maquina de Turing “bem
comportada” de fato nunca deveria parar e imprimir uma sequéncia infinita de
figuras. Tais maquinas foram identificadas por Turing como nao-circulares.
Todas as outra maquinas séo denominadas maquinas circulares. Um nimero n
que é o N.D. de uma maquina néo-circular € denominado satisfatorio.

Essa diferenca basica é utilizada na prova de Turing da incomputabilidade
de:

CIRC? O problema de decidir, para todo nimero n, se n é satisfatorio ou
nao.

A prova da incomputabilidade de CIRC? utiliza a constru¢do de uma
maquina hipotética e ndo-circular Ty..;q. que computa a sequéncia diagonal do
conjunto de todos os numeros computaveis computados pelas maquinas
nao-circulares. Portanto, sua construgdo depende da maquina de Turing universal
e de uma maquina hipotética que seja capaz de decidir CIRC? para cada numero
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n dado a ela. Mostra-se que a maquina Tz S€ torna uma maquina circular
quando é fornecido a ela o seu prdprio numero de descri¢do, logo a suposi¢do de
uma maquina que seja capaz de resolver CIRC? deve ser falsa.

Com base na incomputabilidade de CIRC?, Turing entdo mostra que
PRINT? também é incomputavel. Mais particularmente, ele mostra que se
PRINT? fosse computavel, CIRC? também seria decidivel, viz. ele reformula
PRINT? de um tal modo que este se torna o problema de decidir, para qualquer
maquina de Turing, se ela vai imprimir uma infinidade de simbolos ou néo, o que
resultaria em decidir CIRC?.

Finalmente, com base na incomputabilidade de PRINT?, Turing mostra
que o Entscheidungsproblem néo € decidivel. Isso é feito mostrando o seguinte:

(1) como é possivel construir, para cada maquina de Turing 7", uma férmula
correspondente T na ldgica de primeira ordem e

(2) se existe um método geral para determinar se T é demonstravel, entéo existe
um método geral para demonstrar que 7" vai imprimir 0. Este é o problema
PRINT? e, portanto, ndo pode ser decidivel (desde que aceitemos a tese de
Turing).

Assim, segue-se da incomputabilidade de PRINT? que o
Entscheindungsproblem nao é computavel.

O problema da parada

Dado o foco de Turing em numeros reais computaveis, seu problema de
decisdo base é determinar se alguma maquina de Turing nao vai parar ou se todas
param e, portanto, ndo é exatamente 0 mesmo que o problema da parada mais
conhecido:

HALT? O problema de decidir, para toda maquina de Turing 7', se T vai
parar ou nao.

De fato, o problema PRINT? de Turing é muito proximo a HALT? (vide
DAVIS, 1958:; Capitulo 5, Teorema 2.3)
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Uma prova popular de HALT? é como a seguinte. Suponha que HALT?
é computavel. Entdo deveria ser possivel construir uma maquina de Turing que
decide, para cada maquina T; e alguma entrada w para T;, se T; vai parar com w
ou néo. Vamos denominar tal maquina 7'y. Mais particularmente, temos:

HALT  se T; para com w
LOOP se T; entra em loop com w

Agora definimos uma segunda maquina T que depende da suposi¢ao
de que a maquina Ty possa ser construida. Mais particularmente, temos:

HALT  se T; nao para com o seu proprio N.D.

Tp(T;, ND.de T;) = { -
LOOP  se T; para com o seu proprio N.D.

Se nds agora considerarmos o caso em que 7; é T, chegamos a uma
contradigdo: se Tp para, isto significa que Tp néo para, e vice-versa. Uma
variante popular mas bastante informal dessa demonstragdo no contexto da
programagao foi dada por Christopher Strachey (STRACHEY, 1965).

2.5. Variagoes da maquina de Turing

Como fica claro a partir das Se¢des 1.1 e 1.2, ha uma variedade de
definicbes de maquinas de Turing. Pode-se utilizar uma notagdo quintupla ou
quadrupla; pode-se ter diferentes tipos de simbolos ou apenas um; pode-se ter
uma fita unidirecionalmente ou bidirecionalmente infinita; etc. Varias outras
modificagdes menos dbvias foram consideradas e utilizadas no passado. Estas
modificagdes podem ser de dois tipos: generalizagdes ou restricdes. Elas ndo
resultam em modelos “mais fortes” ou “mais fracos”. Ou seja, essas maquinas
modificadas n&o computam mais nem menos do que as fungdes Turing
computaveis. Este ponto contribui para a robustez da definicdo de maquina de
Turing.
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Méquinas binarias

Em sua nota curta de 1936, Post considera maquinas que marcam ou
desmarcam um quadrado, o que significa que temos apenas dois simbolos, Sy
e S1, mas ele ndo provou que essa formulagdo captura exatamente as funcoes
Turing computaveis. Foi Shannon quem provou que, para qualquer maquina de
Turing 7" com n simbolos, existe uma maquina de Turing com dois simbolos que
simula T (SHANNON, 1956). Ele também mostrou que, para qualquer maquina de
Turing com m estados, existe uma maquina de Turing com apenas dois estados
que a simula.

Méquinas que nao apagam

Maquinas que nao apagam sa0 maquinas que podem apenas
sobrescrever Sy. Em Moore (1952), é mencionado que Shannon demonstrou que
magquinas que ndo apagam podem computar o que qualquer maquina de Turing
computa. Este resultado foi dado no contexto dos computadores digitais da
década de 50 que utilizavam fitas perfuradas (e, assim, ndo se podia apaga-las).
Entretanto, o resultado de Shannon n&o foi publicado. Foi Wang quem publicou o
resultado (WANG, 1957).

Maquinas que ndo escrevem

Foi Minsky quem mostrou que, para toda maquina de Turing, existe uma
maquina de Turing, com duas fitas e que n&do escreve, que a simula.

Fitas multiplas

Ao invés de uma fita, pode-se considerar uma maquina de Turing com
fitas multiplas. Isso acaba sendo muito Util em véarios contextos distintos. Por
exemplo, Minsky utilizou uma maquina de Turing com fita dupla que nédo escreve
para demonstrar que um certo problema de decis&o definido por Post (o problema
de deciséo para as maquinas de Post) n&o é Turing computavel (MINSKY, 1961).
Hartmanis e Stearns, em seu artigo inovador para a teoria da complexidade
computacional, demonstraram que qualquer maquina de Turing com n-fitas se
reduz a uma maquina de Turing com uma Unica fita e, assim, qualquer coisa que
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pode ser computada por uma maquina de Turing com n-fitas, ou maquinas de
Turing de fitas multiplas, pode também ser computado por uma maquina de Turing
de fita Unica, e também conversamente (HARTMANIS; STEARNS, 1965). Eles
utilizaram maquinas com fitas mdltiplas porque se considerava que elas eram
mais proximas dos computadores digitais.

Maquinas de Turing n-dimensionais

Outra variante a ser considerada sdo as maquinas de Turing nas quais
as fitas sdo ndo unidimensionais mas n-dimensionais. Essa variante também se
reduz a variante unidimensional.

Maquinas indeterministicas

Uma reformulacdo aparentemente mais radical da nogéo de maquina de
Turing é a de maquina de Turing indeterministica. Conforme explicado em 1.1,
uma condi¢do fundamental das maquinas de Turing é a, assim denominada,
condi¢do de determinagédo, ou seja, a ideia de que, em um dado momento
qualquer, o comportamento da maquina é completamente determinado pela
configuragdo ou estado em que ela se encontra e o simbolo que ela esta
escaneando. Préximo a isso, Turing também menciona a ideia de maquinas de
escolha, para as quais o préximo estado ndo € completamente determinado pelo
par simbolo e estado. Ao invés disso, algum dispositivo externo faz uma escolha
aleatéria do que fazer a seguir. Maquinas de Turing indeterministicas s&o um tipo
de maquinas de escolha: para cada par simbolo e estado, a maquina
indeterministica faz uma escolha arbitraria entre um nimero finito (possivelmente,
zero) de estados. Assim, diferentemente da computagdo de uma maquina de
Turing deterministica, a computagéo de uma méaquina de Turing indeterministica é
uma arvore de caminhos possiveis de configuragdo. Um modo de visualizar a
computacdo de uma méaquina de Turing indeterministica é que a maquina desova
uma copia exata de si mesma e da sua fita para cada fransigdo alternativa
disponivel, e cada maquina continua a computagdo. Se qualquer uma das
maquinas termina de modo bem sucedido, entdo a computacao inteira termina e
herda a fita resultante daquela méquina. Note a expresséo “bem sucedido” na
sentenga precedente. Nesta formulagéo, alguns estados sdo designados como
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aceitaveis e quando a maquina termina em um deles, a computagéo é bem
sucedida, de outro modo, a computagéo é mal sucedida e qualquer outra maquina
continua sua busca por um resultado bem sucedido. A adi¢do de maquinas de
Turing indeterministicas ndo altera a extensdo da Turing-computabilidade. O
indeterminsimo foi introduzido para autématos finitos no artigo de Rabin e Scott
(1959), no qual se mostrou também que adicionar o indeterminismo néo resulta
em autdbmatos mais poderosos. Maquinas de Turing indeterministicas sdo um
importante modelo no contexto da teoria da complexidade computacional (vide o
verbete Computational Complexity Theory@ da SEP).

Maquinas fracas e semi-fracas

Maquinas de Turing fracas sdo maquinas em que alguma palavra do
alfabeto é repetida infinitamente a esquerda e a direita da entrada. Maquinas
semi-fracas sd0 maquinas em que alguma palavra € repetida infinitamente a
esquerda ou a direita da entrada. Essas maquinas sao generaliza¢des do modelo
padrdo em que a fita inicial contém alguma palavra finita (possivelmente nula).
Elas foram introduzidas para determinar maquinas universais menores. Watanabe
foi o primeiro a definir uma maquina universal semi-fraca com seis estados e cinco
simbolos (WATANABE, 1961). Recentemente, véarios pesquisadores
determinaram varias pequenas maquinas de Turing universais fracas e
semi-fracas (por exemplo, WOODS; NEARY, 2007; COOK, 2004).

Para além dessas variantes do modelo de maquinas de Turing, ha ainda
variantes que resultam em modelos que capturam, em algum sentido
bem-definido, mais do que as fungdes (Turing)-computéveis. Exemplos de tais
modelos s&o as maquinas oraculares (TURING, 1939), as maquinas de Turing
com tempo infinito (HAMKINS; LEWIS, 2008) e as maquinas de Turing que
aceleram (COPELAND, 2002). Existem varias razdes para introduzir estes
modelos mais fortes. Alguns modelos s&o bem conhecidos na computabilidade e
na teoria da recursao e séo utilizados na teoria da recurséo de ordem superior e
na computabilidade relativa (maquinas oraculares); outras, como as maquinas
que aceleram, foram introduzidas no contexto das supertarefas (vide o verbete

BN.T: Disponivel em: nttps://plato.stanford.edu/archives/win2021/entriesi
computational-complexity). Acesso em: 20 jan. 2022.
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Supertasks da SEP) e da ideia de fornecer modelos fisicos que “computem”
fungdes que ndo sejam Turing-computaveis.

3. Questoes Filoséficas em Relagao as Maquinas de Turing
3.1. Computagdo Humana e Computagao de Maquinas

Em seu contexto original, a identificagdo de Turing entre nimeros
computaveis € maquinas de Turing se destinava a demonstrar que o
Entscheidungsproblem n&o & um problema computavel e, assim, ndo € um
problema de, assim denominado, “processo geral” (TURING, 1936-1937: 248). A
suposicdo basica que deve ser feita para este resultado é que a nossa nogéo
intuitiva de computabilidade pode ser formalmente definida como computabilidade
de Turing e que, portanto, ndo existem problemas “computéveis” que ndo sejam
Turing computaveis. Mas o que era a nogdo “intuitiva” de computabilidade em
Turing e como podemos garantir que ela cobre todos os problemas computaveis,
e, de modo mais geral, todos os tipos de computagdo? Esta &€ uma questéo
basica na filosofia da ciéncia computacional (vide o verbete Philosophy of
Computer Science® da SEP).

Na época em que Turing estava escrevendo seu artigo, 0 computador
moderno ainda n&o havia sido desenvolvido e, portanto, reformulacdes da tese de
Turing que identificam a computabilidade de Turing com a computabilidade por
computadores modernos sdo apenas interpretagdes e n&o afirmagdes
historicamente corretas da tese de Turing. As maquinas de computagéo
existentes na época em que Turing escreveu seu artigo, como o analisador
diferencial ou as calculadoras de mesa, eram bastante restritas no que podiam
computar e eram usadas em um contexto de praticas computacionais humanas
(GRIER, 2007). Portanto, ndo é surpeendente que Turing ndo tenha tentado
formalizar a computacdo de maquinas, mas sim a computagéo humana e, assim,

%N.T.: Disponivel em: //plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/spacetime-supertasks/. Acesso
em: 20 jan. 2022.

YN.T: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/computer-sciencel.
Acesso em: 20 jan. 2022
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os problemas computaveis, no artigo de Turing, se tornam computéveis por meios
humanos. Isso € muito explicito na Se¢do 9 de Turing (1936-1937), na qual ele
mostra, analizando o processo da computagdo humana, que as maquinas de
Turing sdo um modelo “natural” da computagdo (humana). A analise resulta em
uma espécie de “computador” humano abstrato que preenche um conjunto de
diferentes condi¢des que estdo enraizadas no reconhecimento de Turing de um
conjunto de limitagbes humanas que restringem o que podemos computar (de
nosso aparato sensorial, mas também de nosso aparato mental). Esse
‘computador’ calcula nimeros (reais) em uma fita infinita unidimensional dividida
em quadrados [Nota: Turing assumiu que a redugao do carater bidimensional do
papel em que um matematico humano geralmente trabalha “ndo é essencial para
a computagao” (TURING, 1936-7: 249)]. A analise impde as seguintes restrices
(GANDY, 1988; SIEG, 1994):

Condicao de Determinagdo D “Em qualquer momento, o comportamento do
computador é determinado pelos simbolos que ele esta observando e pelo
seu ‘estado mental’ naquele momento.” (TURING, 1936-1937: 250)

Comdicao de Limite B1 “existe um limite B para o numero de simbolos ou
quadrados que o computador pode observar a cada momento. Se ele
deseja observar mais, ele deve entdo realizar observagdes sucessivas.”
(TURING, 1936-1937: 250)

Comdigéo de Limite B2 “o nimero de estados mentais que devem ser levado s
em conta é finito” (TURING, 1936-1937: 250)

Comdigao de Localidade L1 “podemos [...] assumir que os quadrados cujos
simbolos s&o alterados sdo sempre quadrados ‘observados’.” (TURING,
1936-1937: 250)

Comdigéo de Localidade L2 “cada um dos novos quadrados observados esta
dentro de L quadrados de um quadrado imediatamente observado
anteriormente.” (TURING, 1936-1937: 250)

E este, assim denominado, “apelo direto & intuicdo” da analise de Turing
e 0s modelos resultantes que explicam por que a maquina de Turing é hoje
considerada por muitos como o melhor modelo padréo da computabilidade (para
uma forte defesa deste ponto de vista, vide SOARE, 1996). De fato, do conjunto
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de condi¢bes acima pode-se facilmente derivar as maquinas de Turing. Isto é feito
basicamente analisando as condigdes restritivas em termos de “operacbes
simples’, as quais sdo tdo elementares que ndo é facil imagina-las ainda mais
divididas” (TURING, 1936-1937: 250).

Observe que, enquanto a anélise de Turing € focada na computagao
humana, a aplicacdo dessa indentificagdo entre computagdo (humana) e
computagéo por maquina de Turing ao Entscheindungsproblem sugere que ele
nao considerou a possibilidade de um modelo de computagdo que de algum modo
va “além” da computagdo humana e seja capaz de fornecer um procedimento
geral e efetivo que resolva o Entscheindungsproblem. Se este ndo fosse o caso,
ele ndo teria considerado o Entscheindungdproblem como incomputavel.

O foco na computagdo humana pela analise de computagdo de Turing
levou pesquisadores a estender a analise de Turing para a computagdo por
dispositivos fisicos. Isso resulta na (versdes da) tese fisica de Church-Turing.
Robin Gandy se concentrou em estender a analise de Turing para dispositivos
mecanicos discretos (observe que ele ndo considerou maquinas analégicas).
Mais particularmente, como Turing, Gandy parte de um conjunto basico de
restricdes de computagéo por dispositivos mecanicos discretos e, com base nisso,
desenvolve um novo modelo que provou ser redutivel ao modelo de maquina de
Turing. Este trabalho € continuado por Wilfried Sieg, que propds o framework de
Sistemas Dindmicos Computaveis (SIEG, 2008). Outros consideraram a
possibilidade de modelos “razoaveis” da fisica “computarem” algo que nao seja
Turing computével. Veja, por exemplo, AARONSON; BAVARIAN; GUELTIRNE,
2016, no qual é mostrado que, se existissem curvas fechadas de tipo temporal, o
problema da parada se tornaria solucionavel com recursos finitos.  Outros
propuseram modelos alternativos para a computagdo que séo inspirados no
modelo da maquina de Turing, mas capturam aspectos especificos das praticas
atuais de computagdo para as quais 0 modelo da maquina de Turing é
considerado menos adequado. Um exemplo aqui sdo as maquinas de Turing
persistentes destinadas a capturar processos interativos. Observe, no entanto,
que esses resultados ndo mostram que existem problemas “computaveis” que
nao sejam Turing computaveis. Essas e outras propostas relacionadas tém sido
consideradas por alguns autores como modelos razoaveis de computagéo que, de
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alguma forma, computam mais do que as maquinas de Turing. E o Gltimo tipo de
declaragdo que se afiliou a pesquisa sobre a chamada hipercomputagéo,
resultando no inicio dos anos 2000 em um debate bastante acirrado na
comunidade da ciéncia da computagéo (para varias posicdes, vide, por exemplo,
TEUSCHER, 2004).

3.2. Tese, Definigdo, Axiomas ou Teorema

Como é claro, estritamente falando, a tese de Turing ndo é
demonstravel, pois, em sua forma original, ¢ uma afirmac&o sobre a relagéo entre
um conceito formal e um conceito vago ou intuitivo. Consequentemente, muitos a
consideram como uma tese ou uma definicdo. A tese seria refutada se alguém
fosse capaz de fornecer um procedimento eficaz intuitivamente aceitavel para
uma tarefa que néo é Turing-computavel. Até agora, nenhum contra-exemplo foi
encontrado. Outras nogdes de computabilidade definidas independentemente
com base em fundamentos alternativos, como fungdes recursivas € maquinas de
abaco, também se mostraram equivalentes a computabilidade de Turing. Essas
equivaléncias entre formulagdes bastante diferentes indicam que ha uma nogéo
natural e robusta de computabilidade subjacente ao nosso entendimento. Dada
essa aparente robustez de nossa nogdo de computabilidade, alguns propuseram
evitar completamente a nogéo de tese e, em vez disso, propor um conjunto de
axiomas utilizados para agugar a nogao informal. Existem varias abordagens,
mais notavelmente, uma abordagem de axiomatizagéo estrutural em que a prépria
computabilidade é axiomatizada (SIEG, 2008) e uma em que uma é dada uma
axiomatizacdo a partir da qual a tese de Church-Turing pode ser derivada
(DERSHOWITZ; GUREVICH, 2008).

4. Modelos Alternativos Histéricos da Computabilidade

Além da méquina de Turing, varios outros modelos foram introduzidos
independentemente de Turing no contexto da pesquisa sobre os fundamentos da
matematica que resultaram em teses que s&o logicamente equivalentes a tese de
Turing. Para cada um desses modelos foi comprovado que eles capturam as
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fungdes computaveis de Turing. Observe que o desenvolvimento do computador
moderno estimulou o desenvolvimento de outros modelos, como maquinas de
registradores ou algoritmos de Markov.  Mais recentemente, abordagens
computacionais em disciplinas como biologia ou fisica resultaram em modelos
bioinspirados e inspirados na fisica, como redes de Petri ou maquinas de Turing
quanticas. Uma discussao de tais modelos, no entanto, estd além do escopo
deste verbete.

4.1. Fungoes Recursivas Gerais

A formulagao original de fungdes recursivas gerais pode ser encontrada
em Gddel (1934), que se baseou em uma sugestdo de Herbrand. Em Kleene (1936)
foi dada uma definicdo mais simples e em Kleene (1943) foi introduzida a forma
padrdo que usa a chamada minimizac&o ou operador-y. Para mais informagdes,
vide o verbete Recursive Functions™ da SEP.

Church utilizou a nogéo de fungdo recursiva geral para enunciar a sua
tese:

A Tese de Church Toda funcao efetivamente calculavel é recursiva geral.

No contexto das fungdes recursivas, usa-se a nogao de solucionabilidade
recursiva e insolucionabilidade ao invés de computabilidade de Turing e
incomputabilidade. Esta terminologia é devida a Post (1944).

4.2. Definibilidade-\

O Calculo-\ de Church tem origem nos artigos (CHURCH, 1932, 1933) e
que se destinavam a uma fundamentagdo l6gica da matematica. A época, a
convicgdo de Church era a de que esta abordagem formal distinta poderia evitar a
incompletude de Godel (SIEG, 1997: 177). Entretanto, a inconsisténcia do
sistema l6gico de Church foi demonstrada por seus dois alunos de doutorado,

%N.T. Disponivel em: htips:/plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/recursive-functions).
Acesso em: 20 jan. 2022
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Stephen C. Kleene e Barkley Rosser e, assim, eles comegaram a focar em uma
subparte desta logica, que era basicamente o calculo-\. Church, Kleene e Rosser
comegar a \-definir todas as fungbes calculaveis que eles pudessem pensar e
logo em seguida Church propds definir a computabilidade efetiva em termos de
definibilidade-A. Entretanto, foi somente depois de Church, Kleene e Rosser
terem estabelecido que a recursividade geral e a definibilidade- A so equivalentes
é que Church anunciou a sua tese publicamente, e em termos das funcbes
recursivas gerais ao invés da definibilidade- (DAVIS, 1982; SIEG, 1997).

No célculo-A ha somente dois tipos de simbolos. Os trés simbolos
primitivos A, (, ), também denominados simbolos improprios, e uma lista infinita
de variaveis. Ha trés regras para definir as formulas bem formadas do céalculo-),
denominadas férmulas-\.

1. Primeiramente, as variaveis sdo, elas mesmas, formulas-A.

2. Se P é uma férmula-\ contendo = como uma variavel livre, entdo \z[P] é
também uma formula-\. O operador-\ é utilizado para ligar variaveis, assim
ele converte uma expresséo contendo variaveis livres em uma expressao
que denota uma funcéo.

3. SeMe N sdoformulas-, entdo {M}(N) também o é, em que {M}(N) deve
ser compreendida como a aplicagao da funcdo M a N.

As formulas-A, ou formulas bem formadas do célculo-)\, sdo todas e
somente aquelas formulas de resultam de aplicagbes (repetidas) destas trés
regras.

Existem trés operagbes ou regras de conversdo. Vamos definir SyM|
como a formula que resulta da substituicdo de N por 2 em M.

1. Redugéo. Substituir qualquer parte { \z[M] } (N) de uma formula por S{M|,
desde que as variaveis ligadas de M sejam distintas, tanto de x quanto das
variaveis livres de N. Por exemplo, { \z[x?]}(2) reduz para 22.

2. Expansdo.  Substituir qualquer parte SEM| de uma foérmula por
{\z[M]}(N), desde que ((AxM)N) seja bem formada e as varidveis
ligadas de M sejam distintas tanto de = quanto das variaveis livres de N.
Por exemplo, 22 pode ser expandida para { \z[x2]}(2).
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3. Mudanga de variaveis ligadas. Substituir qualquer parte M de uma férmula
por Sf”M] desde que x nao seja uma variavel livre de M e i ndo ocorra em
M. Por exemplo, a mudanga de {\z[z?]} para {\y[y?]}.

Church introduz as seguintes abreviagdes para definir os nimeros naturais
no calculo-\.

1 = A\yzx.yx,
2 = yz.y(yx),
3 = yz.y(y(yx)),

Utilizando essa defini¢ao, é possivel \-definir fungdes sobre os inteiros
positivos. A fungdo F' de um inteiro positivo € A-definivel se podemos encontrar
uma formula-\ F, tal que, se F'(m) = n e m e n séo férmulas-\ para os inteiros
m € n, entdo a formula-\ {F}(m) pode ser convertida em n aplicando-se as
regras de conversdo do célculo-A. Assim, por exemplo, a fungdo sucessor S,
primeiramente introduzida por Church, pode ser A-definida da seguinte maneira:

S — Aabe.b(abe)

Para dar um exemplo, aplicando S a férmula de 2, obtemos:

(Aabe.b(abe)) (Ayz.y(yz))
— Abc. b(()\yx y(yx )bc)
— Abe. b(()\a: b(bx) )c)

— Abe.b(b(be))

Hoje, o calculo-A é considerado um modelo basico na teoria da
programagao.
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4.3. Sistemas de Produgao de Post

Em meados de 1920-1921, Emil Post desenvolveu tipos diferentes, mas
relacionados, de sistemas de producao, a fim de desenvolver uma forma sintatica
que lhe permitisse enfrentar o problema de deciséo para a logica de primeira ordem.
Uma dessas formas sdo os sistemas candnicos de Post C, que mais tarde ficaram
conhecidos como sistemas de produgéo de Post.

Um sistema candnico consiste de um alfabeto finito 3, um conjunto finito
de palavras iniciais Wy o, Wo 1, ..., Wy, € um conjunto finito de regras de
produgdo da seguinte forma:

guPligiaPiy - gim Bit, G1(my+1)
92182922 - - - gamy Pz 92(my+1)

981 P gk Lt - Gomy Pite, Gh(my+1)
produz
91Pi, 92 P, . .. gm Py, 9(m1)

Os simbolos ¢ sdo um tipo de metasimbolos: eles correspondem as
sequéncias de letras atuais nas produgdes atuais. Os simbolos P sdo as
variaveis operacionais e, assim, podem representar qualquer sequéncia de letras
em uma produgado. Assim, por exemplo, considere um sistema de produg&o sobre
o alfabeto > = {a, b} com a palavra inicial:

Wo = ababaaabbaabbaabbaba

e a seguinte regra de produgéo:

Py 10bP 2
produz
Py zaalP 4

Ent&o, comegando com WY, ha trés caminhos possiveis para aplicar a
regra de producéo e, em cada aplicagéo, as variaveis P ; terdo valores distintos,
mas os valores de g estardo fixados. Qualquer conjunto de sequéncias finitas de
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palavras que podem ser produzidas por um sistema candnico é denominado um
conjunto candnico.

Uma classe especial de formas canénicas definidas por Post s&o os
sistemas normais. Um sistema normal NV cosiste de um alfabeto finito >, uma
palavra inicial Wy € >* e um conjunto finito de regras de produc&o, cada uma da
seguinte forma:

g:P
produz
Pyg;

Qualquer conjunto finito de sequéncias de palavras que pode ser
produzido por um sistema normal é denominado um conjunto normal. Post foi
capaz de mostrar que, para conjunto candnico C' sobre algum alfabeto X, existe
um conjunto normal NV sobre um alfabeto A com X C A, talque, C = N N X*.
Era uma convicgéo de Post que (1) qualquer conjunto de sequéncias finitas que
possa ser gerado por meios finitos pode ser gerado por sistemas canonicos e (2)
da prova de que para todo conjunto candnico existe um conjunto normal que o
contém, o que resultava na tese de Post I:

Tese de Post I (DAVIS, 1982) Todo conjunto de sequéncias finitas de letras
que pode ser gerado por um processo finito pode também ser gerado por
sistemas normais. Mais particularmente, qualquer conjunto de palavras
em um alfabeto X que possa ser gerado por um processo finito é da forma
N N ¥* emque N éum conjunto normal.

Post percebeu que “[para a validade de sua tese em plena generalidade]
uma andlise completa teria que ser feita de todas as maneiras possiveis pelas
quais a mente humana poderia estabelecer processos finitos para gerar
sequéncias” (POST, 1965: 408) e é bastante provavel que a formulagéo 1 dada
em Post (1936) e que é quase idéntica as maquinas de Turing seja o resultado de
tal analise.

Os sistemas de produgéo de Post se tornaram um importante dispositivo
formal na ciéncia da computagéo e, mais especificamente, na teoria da linguagem
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formal (DAVIS, 1989; PULLUM, 2011).
4.4. A Formulagao 1

Em 1936, Post publicou uma nota curta a partir da qual se pode derivar a
segunda tese de Post (DE MOL, 2013):

Tese de Post Il A solucionabilidade de um problema no sentido intuitivo
coincide com a solucionabilidade pela formulagéo 1.

A formulagdo 1 é muito semelhante as maquinas de Turing, mas o
“orograma” é dado como uma lista de instrugdes que um trabalhador humano
precisa seguir. Em vez de uma fita unidirecionalmente infinita, a “maquina” de
Post consiste em um espago de simbolos bidirecionalmente infinito e dividido em
caixas. A ideia é que um trabalhador esteja trabalhando neste espago simbdlico,
sendo capaz de um conjunto de cinco atos primitivos (O; marque uma caixa, O2
desmarque uma caixa, O3 deslogue-se uma caixa para esquerda, Oy
desloque-se uma caixa para a direita, O5 determine se a caixa em que ele se
encontra estd marcada ou desmarcada), seguindo um conjunto finito de direc6es
dq, ..., d,, em que cada direcdo d; tem sempre uma das seguintes formas:

A. Execute uma das operagbes (O1 — O4) e va para a diregéo d;.

B. Execute a operagdo Os e, conforme a caixa na qual se encontra o
trabalhador esteja marcada ou desmarcada, siga a diregéo d; ou d ;.

C. Pare.

Post também definiu uma terminologia especifica para sua formulagéo 1
a fim de definir a solucionabilidade de um problema em termos da formulagao 1.
Essas nogdes séo aplicabilidade, processo-1-finito, solugdo-1 e dado-1. Grosso
modo, essas nogdes asseguram que um problema de deciséo é solucionavel com a
formulag&o 1 sob a condi¢do de que a solu¢do dada no formalismo sempre termine
com uma solugéo correta.
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5. Impacto das Maquinas de Turing na Ciéncia da Computacao

Turing é hoje uma das mais célebres figuras da ciéncia da computacéo.
Muitos o consideram o pai da ciéncia da computagéo e o fato de que o principal
prémio na comunidade da ciéncia da computacdo é chamado de “Prémio Turing”
é uma clara indicagdo disso (DAYLIGHT, 2015). Isso foi reforgado pelas
celebragdes do centenario Turing de 2012, que foram em grande parte
coordenadas pro S. Barry Cooper. Isso resultou ndo s6 em um nimero enorme de
eventos cientificos em torno de Turing, mas também em numerosas iniciativas
que levaram & ideia de Turing como pai da ciéncia da computagéo até o grande
publico (BULLYNCK, DAYLIGHT, DE MOL, 2015). Entre as contribui¢des de
Turing que s&o hoje consideradas pioneiras, o artigo de 1936 sobre as maquinas
de Turing sobressai-se como 0 que teve maior impacto na ciéncia da computagao.
No entanto, a investigacéo historica recente mostra também que se deve tratar o
impacto das maquinas de Turing com muito cuidado e que se deve ser cauteloso
para ndo distorcer o passado pelo presente.

5.1. Impacto na Ciéncia da Computacao

Hoje, a maquina de Turing e a sua teoria séo parte dos fundamentos
tedricos da ciéncia da computagdo. Trata-se de uma referéncia padrdo na
pesquisa sobre questdes fundamentais como:

* O que é um algoritmo?

+ O que é computagéo?

+ O que é computagéo fisica?

+ O que é computago eficiente?
* etc.

Trata-se também de um dos principais modelos para pesquisa em muitas
subdisciplinas na ciéncia da computagdo tedrica tais como: modelos de
computabilidade variante e minimal, computabilidade de ordens superiores, teoria
da complexidade computacional, teoria algoritmica da informacéo, etc. Essa
importancia d modelo da maquina de Turing para a ciéncia da computagao tetrica
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tem ao menos duas raizes.

Primeiramente, ha a continuagéo do trabalho em ldgica matematica dos
anos 1920 e 1930 por pessoas como Martin Davis - que foi aluno de Post e Church
- e Kleene. Nessa tradi¢éo, a obra de Turing era obviamente bem conhecida e a
maquina de Turing foi considerada o melhor modelo de computabilidade ja dado.
Davis e Kleene publicaram livros nos anos de 1950 sobre topicos (KLEENE, 1952;
DAVIS, 1958) que rapidamente se tornaram referéncias standard ndo s6 para a
teoria da computabilidade inicial, mas também para mais reflexdes teoricas sobre
computagéo nos finais dos anos de 1950 e 1960.

Em segundo lugar, podemos ver que havia nos anos 1950 a necessidade
de modelos tedricos para refletir sobre as novas maquinas computacionais, as
suas capacidades e limitagdes e isso de maneira sistematica. E nesse contexto
que o trabalho tedrico ja realizado foi recebido. Um desenvolvimento importante é
a teoria dos automata em que se pode situar, entre outros, o desenvolvimento de
outros modelos de maquina como 0 modelo de méquina registradora ou 0 modelo
de maquina de Wang B que s&o, basicamente, enraizados nas maquinas de
Turing e de Post; ha projetos de maquina minimais discutidos na Segéo 5.2; e ha
0 uso das maquinas de Turing no contexto do que se tornaria as origens da teoria
da linguagem formal, especificamente o estudo de classes diferentes de
maquinas com relagéo a diferentes “linguagens” que elas podem reconhecer e
assim também as suas limitacdes e forcas. Foram esses desenvolvimentos mais
tedricos que contribuiram para o estabelecimento da teoria da complexidade
computacional nos anos de 1960. Obviamente, ao lado das maquinas de Turing,
outros modelos também desempenharam e desempenham um papel importante
nesses desenvolvimentos. Mesmo assim, na ciéncia da computagéo tedrica € a
maquina de Turing que permanece 0 modelo, ainda hoje. De fato, quando em
1965 um dos artigos fundacionais da teoria da complexidade computacional
(HARTMANIS; STEARNS, 1965) foi publicado, foi a maquina de Turing de fitas
multiplas introduzida como o modelo padrao para o computador.
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5.2. As Maquinas de Turing e Computador Moderno

Em muitas narrativas, Turing foi identificado ndo apenas como o pai da
ciéncia da computagao, mas também como o pai do computador moderno. A
histdria classica para isso € mais ou menos a seguinte: a planta do computador
moderno pode ser encontrado no projeto EDVAC de von Neumann e hoje os
computadores classicos sdo geralmente descritos como tendo a chamada
arquitetura von Neumann. Uma ideia fundamental do projeto EDVAC ¢ a
chamada ideia de programa armazenado. Grosso modo, isso significa o
armazenamento de instrugdes e dados na mesma memoria, permitindo a
manipulagdo de programas como dados. Ha boas razdes para supor que von
Neumann conhecia os principais resultados do artigo de Turing (DAVIS, 1988).
Assim, pode-se argumentar que o conceito de programa armazenado se origina
na nocgdo de Turing da maquina de Turing universal e, destacando isso como a
caracteristica definidora do computador moderno, alguns podem alegar que
Turing é o pai do computador moderno. Qutro argumento relacionado é que
Turing foi o primeiro a “capturar” a ideia de uma maquina de uso geral por meio de
sua nogao de maquina universal e que, nesse sentido, ele também “inventou” o
computador moderno (COPELAND; PROUDFOOT, 2011). Este argumento é
entdo reforcado pelo fato de que Turing também esteve envolvido com a
constru¢do de uma importante classe de dispositivos de computagéo (a Bombe)
usada para decifrar o0 cadigo alem&o Enigma e, posteriormente, propds o projeto
do ACE (Automatic Computing Engine) que foi explicitamente identificado como
uma espécie de realizago fisica da maquina universal pelo préprio Turing:

Alguns anos atras, eu estava pesquisando naquilo
que pode ser agora descrito como uma
investigacdo das possibilidades tedricas e
limitagdes das maquinas de computagéo digitais.
[...] Maquinas como a ACE podem ser
consideradas versdes praticas desse mesmo tipo
de maquina. (TURING, 1947)

Note, porém, que Turing ja conhecia os projetos ENIAC e EDVAC e
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propds o ACE como uma espécie de melhoria nesse projeto (entre outros, tinha
uma arquitetura de hardware mais simples).

Essas afirmagdes sobre Turing como o inventor e/ou pai do computador
foram examinadas por alguns historiadores da computagdo (DAYLIGHT, 2014;
HAIGH, 2013; HAIGH, 2014; MOUNIER-KUHN, 2012), principalmente na
sequéncia do centenario de Turing e isso de vérios perspectivas. Com base
nessa pesquisa, fica claro que as alegagdes sobre Turing ser o inventor do
computador moderno dd uma imagem distorcida e tendenciosa do
desenvolvimento do computador moderno. Na melhor das hipéteses, ele é um
dos muitos que contribuiram para um dos varios desenvolvimentos histéricos
(cientificos, politicos, tecnoldgicos, sociais e industriais) que resultaram, em Ultima
andlise, no (nosso conceito de) computador moderno. De fato, os “primeiros”
computadores s&o o resultado de um grande nimero de inovacdes e, portanto,
estdo enraizados no trabalho de ndo apenas uma, mas vérias pessoas com
diversas origens e pontos de vista.

Na década de 1950, a maquina de Turing (universal) comega a se tornar
um modelo aceito em relagao aos computadores reais e é usada como ferramenta
para refletir sobre os limites e o potencial dos computadores de uso geral por
engenheiros, matematicos e logicos. Mais particularmente, no que diz respeito
aos projetos de maquinas, foi a percepgéo de que apenas um pequeno nimero de
operagdes era necessario para construir uma maquina de uso geral que inspirou
as reflexdes dos anos 1950 sobre arquiteturas de maquinas minimas. Frankel,
que (parcialmente) construiu 0 MINAC declarou o seguinte:

Um resultado notavel da investigagéo de Turing é
que ele foi capaz de descrever um Unico
computador que é capaz de computar qualquer
numero computavel. Ele chamou esta maquina de
computador universal. Ela é portanto o “melhor
computador possivel’ que ja foi mencionado.

[...] Este resultado surpreendente mostra que, ao
examinar a questdo de quais problemas s&o, em
principio,  solucionaveis por maquinas de
computagdo, ndés nao precisamos considerar uma
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série infinita de computadores de complexidade
cada vez maior, mas podemos apenas pensar em
uma Unica maquina.

Ainda mais surpreendente do que a possibilidade
tedrica de um tal “melhor computador possivel” € o
fato de que ele nao precisa ser muito complexo. A
descricdo dada por Turing de um computador
universal ndo é Unica. Muitos computadores,
alguns de complexidade muito modesta,
satisfazem os requisitos para um computador
universal. (FRANKEL, 1956: 635)

O resultado foi uma série de maquinas experimentais como o MINAC, TX-
0 (Lincoln Lab) ou a maquina ZERO (van der Poel), que por sua vez se tornaram
predecessoras de varias maquinas comerciais. Vale ressaltar que também o design
da maquina ACE de Turing se encaixa nessa filosofia. Também foi comercializado
como a maquina BENDIX G15 (DE MOL; NULLYNCK; DAYLIGHT, 2018).

E claro que, ao minimizar as instrugdes da maquina, a codificagdo ou
programagao tornou-se uma tarefa muito mais complicada. Para colocar nas
palavras de Turing, que percebeu claramente essa troca entre codigo e instrucdes
(hard-wired) ao projetar o ACE: “Muitas vezes simplificamos o circuito as custas
do codigo” (TURING, 1947). E, de fato, pode-se ver que, com esses designs
iniciais minimos, muito esforgo é dedicado ao desenvolvimento de estratégias de
codificacdo mais eficientes. Aqui também se pode situar uma raiz histdrica da
conexdo entre a maquina de Turing universal e o importante principio da
intercambialidade entre hardware e programa.

Hoje, a maquina de Turing universal ainda é considerada por muitos
como o principal modelo teérico do computador moderno especialmente em
relacdo a chamada arquitetura de von Neumann. Obviamente, outros modelos
foram introduzidos para outras arquiteturas, como 0 modelo paralelo sincrono em
massa para maquinas paralelas ou a maquina de Turing persistente para
modelagem de problemas interativos.
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5.3. Teorias da Programagao

A ideia de que qualquer maquina de uso geral pode, em principio, ser
modelada como uma méaquina de Turing universal também se tornou um principio
importante no contexto da programagdo automatica na década de 1950
(DAYLIGHT, 2015). No contexto do projeto de maquina, foi a minimizagéo das
instrucdes de maquina que foi a consequéncia mais importante desse ponto de
vista. No contexto da programagao, entdo, tratava-se da ideia de que se pode
construir uma maquina que seja capaz de ‘imitar’ o comportamento de qualquer
outra maquina e, portanto, em Ultima andlise, a intercambialidade entre o
hardware da maquina e as implementagdes de linguagem. Isso foi introduzido de
varias formas na década de 1950 por pessoas como John W. Carr Ill e Saul Gorn
- que também estiveram ativamente envolvidos na formagdo da Association for
Computing Machinery (ACM) - como a ideia tetrica unificadora para a
programagao automatica que de fato é sobre a “tradugéo” (automatica) de ordem
superior para o nivel inferior e, em Ultima analise, 0 cédigo de maquina. Assim,
também no contexto da programagéo, a maquina de Turing universal comega a
assumir seu papel fundacional na década de 1950 (DAYLIGHT, 2015).

Enquanto a maquina de Turing foi e ainda € um modelo teérico
fundamental delimitando o que é possivel e nao € possivel no nivel geral, ela ndo
teve um impacto real na sintaxe e semantica das linguagens de programagao.
Nesse contexto, foram os sistemas de calculo-\ e de produgdo de Post que
tiveram efeito (embora também aqui se deva ter cuidado ao exagerar a influéncia
de um modelo formal em uma pratica de programacado). Na verdade, as maquinas
de Turing eram muitas vezes consideradas como modelos de maquina e n&o
como um modelo para a programagao:

As maquinas de Turing ndo s&o conceitualmente
distintas dos computadores automaticos no seu
uso geral, mas elas sé@&o muito pobres no seu
controle de estrutura. [...] Claro, muito da teoria da
computabilidade lida com questdes que néo estao
relacionadas com os modos particulares pelos
quais as computacbes sdo representadas. E
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suficiente que as fungdes computéveis sejam
representadas de algum modo por expressdes
simbdlicas, por exemplo, nuimeros, e que as
fungdes computaveis em termos das fungdes
dadas sejam de algum modo representadas por
expressdes computaveis em termos das
expressdes que representam as fungdes originais.
Entretanto, uma teoria da computacdo pratica
deve ser aplicadvel a algoritmos particulares.
(MCCARTHY, 1963: 37)

Assim, vé-se que o papel da maquina de Turing para a ciéncia da
computacdo deve situar-se mais no nivel tedrico: a maquina universal é hoje por
muitos ainda considerada como 0 modelo para o computador moderno, enquanto
sua capacidade de imitar maquinas através de sua manipulacdo de
programas-como-dados &€ um dos principios basicos da computagdo moderna.
Além disso, sua robustez e naturalidade como modelo de computabilidade a
tornaram o principal modelo a ser desafiado se alguém estiver atacando versdes
da chamada tese (fisica) de Church-Turing.
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Todos nos fazemos uso de raciocinios validos, embora o raciocinio que
de fato realizamos difira em varios aspectos das inferéncias estudadas pela
maioria dos légicos (formais). Os raciocinios realizados pelos seres humanos
usualmente envolvem informagdes obtidas através de mais de um meio. A Logica
formal, por sua vez, tem como principal ocupagao o raciocinio valido baseado em
informagoes numa Unica forma: a forma sentencial. Recentemente, muitos
filosofos, psicdlogos, logicos, matematicos e cientistas da computagdo se
atentaram para a importancia dos raciocinios multimodais e, além disso, muitas
pesquisas tém sido feitas na area de sistemas de representagdes nao simbolicas,
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especialmente as diagraméticas. Esse verbete oferece um panorama das
direcBes gerais dessa nova area de pesquisa e da énfase ao status légico dos
diagramas em provas, na sua funcdo representacional e adequacdo, nos
diferentes tipos de sistemas diagramaticos e no papel dos diagramas na cognigéo
humana.

1. Introdugao

Diagramas ou imagens provavelmente estdo entre as mais antigas
formas de comunicacdo humana. Eles sdo usadas nao sé para representar, mas
também podem ser usados para executar certos tipos de raciocicio; desse modo,
desempenham um papel especial na légica e na mateméatica. No entanto,
sistemas de representagao sentencial (como a légica de primeira ordem) tém sido
dominantes na histéria da logica moderna, enquanto os diagramas tém sido
largamente encarados como possuindo um interesse menor. Diagramas sao
usualmente adotados como ferramentas heuristicas ao se explorar uma prova,
mas nao como uma parte mesmo da prova. E um movimento recente entre
fildsofos, logicos, cientistas cognitivos e cientistas da computagao dar énfase aos
diferentes tipos de sistemas representacionais, e muitos pesquisadores tém
particularmente se interessado por sistemas de representagao diagramaticas.

Desafiando assim um longo e insistente preconceito contra
representacdes diagramaticas, aqueles que trabalham com raciocicio multimodal
tém adotado diferentes tipos de abordagens que podemos categorizar em trés
grupos distintos. Um desses desdobramentos pode ser encontrado na filosofia da
mente e ciéncias cognitivas. Visto que os limites das formas linguisticas séo
claros para aqueles que trabalham com raciocinio e representacdes mentais,

A titulo de ilustrag@o, a mais recente conferéncia sobre o topico, Diagrams, 2018 [nhttp://www!
diagrams-conference.org/2018/.], mostra a dimensao interdisciplinar da pesquisa na area.

“OE uma questao interessante o porqué disso ser assim. A possibilidade de engano decorrente do
uso dos diagramas e seu limitado poder expressivo tém sido vistos como as razdes principais para
seu abandono. Mark Greaves (2002) explora as raizes histéricas e filosoficas para a aceitagéo e
a rejeicdo dos diagramas no contexto das provas logicas e geométricas, e conclui que a questao
da invencgao ou uso de um sistema diagramatico envolve se o inventor ou usuério aceita uma certa
metafisica.


http://www.diagrams-conference.org/2018/.
http://www.diagrams-conference.org/2018/.
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alguns filosofos e cientistas cognitivos adotaram essa nova dire¢do dos
raciocinios multimodais com entusiasmo e tém explorado o raciocinio humano e
representacdo modal envolvendo formas n&o-linguisticas. (CUMMINS, 1996;
CHANDRASEKARAN et al., 1995). Outra frente de trabalho em raciocinios
diagramaticos mostra que n&do ha diferenga intrinseca entre sistemas
representacionais simbdlicos e diagramaticos no que diz respeito ao seu status
légico. Alguns logicos apresentaram estudos de caso a fim de provar que
sistemas diagramaticos sdo completos e corretos do mesmo modo que sistemas
simbdlicos 0 sdo. Esse tipo de resultado refuta diretamente a difundida suposi¢éo
de que diagramas sao inerentemente enganadores, e extingue obje¢des tedricas
a respeito do uso de diagramas em provas (SHIN, 1994; HAMMER, 1995a). Uma
terceira direcdo dentro dos raciocinios multimodais foi tomada pelos cientistas da
computagéo, que posssuem um interesse muito mais pratico do que os outros
grupos. De maneira ndo surpreendente, esses que se debrucam sobre as varias
areas da ciéncia da computagéo - por exemplo, representacdo de conhecimento,
design de sistemas, programacao visual, design GUI, entre outros - encontraram
novas oportunidades empolgantes nesse conceito de “sistema heterogéneo” e
tém implementado representagbes diagramaticas nas suas areas de pesquisa.

Os nossos objetivos com este verbete s@o os seguintes. Antes de tudo,
gostariamos de familiarizar o leitor com os detalhes de alguns sistemas
diagramaticos. Ao mesmo tempo, o verbete ira tratar de questdes tedricas ao
explorar a natureza dos sistemas diagramaticos e do raciocinio em termos de
poder expressivo e corregdo. O estudo de caso da segunda segdo ird ndo sO
safisfazer nosso primeiro objetivo, mas também fornecerd um material robusto
para uma discussdo mais geral e tedrica na terceira se¢do. A quarta se¢do
apresenta outro estudo de caso e o considera sob a luz da discusséo geral da
terceira segao. Conforme mencionado acima, o topico dos diagramas tem atraido
muita atengdo com resultados importantes em varios dominios de pesquisa.
Portanto, nossa quinta sec¢ao visa introduzir varias abordagens aos raciocinios
diagramaticos presentes nesses diferentes dominios.

Para a discussdo abaixo, precisamos clarificar dois usos distintos,
embora relacionados, da palavra “diagrama”: diagrama enquanto representacoes
mentais internas e diagrama enquanto representagdes externas. Esta citagdo de
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Chandrasekaran et al. (1995, p. xvii) expressa sucintamente a distin¢éo entre
representacdes diagramaticas internas e externas:

* Representagoes diagramaticas externas: Construidas pelo agente num
meio no mundo externo (papel, etc.), mas tomadas como representagdes
pelo agente.

 Diagramas internos ou Imagens: Incluem as (controversas)
representacdes internas postuladas de modo a possuirem algumas
propriedades pictéricas.

Como veremos, enquanto os légicos direcionam a atengédo para os
sistemas diagraméticos externos, o debate acerca das imagens na filosofia da
mente e nas ciéncias cognitivas € majoritariamente a respeito dos diagramas
internos, e a pesquisa do papel cognitivo dos diagramas aborda ambas as formas.

2. Diagramas enquanto Sistemas Representacionais

A predominancia dos sistemas de representagao sentencial na histéria
da légica moderna ocultou varios fatos importantes sobre os sistemas
diagramaticos. Um desses fatos é que varios sistemas diagramaticos bem
conhecidos estavam disponiveis enquanto ferramentas heuristicas antes mesmo
do surgimento da logica moderna. Circulos de Euler, diagramas de Venn e os
quadrados de Lewis Carroll eram amplamente adotados para certos tipos de
argumentos silogisticos (EULER, 1768; VENN, 1881; CARROLL, 1896). Outro
ponto intreressante da histéria, embora negligenciado, foi que um dos fundadores
da légica simbdlica moderna, Charles Peirce, ndo apenas revisou os diagramas
de Venn como também criou um sistema grafico, chamado de Grafos Existénciais,
que se provou ser equivalente a linguagem de predicados (PEIRCE, 1933;
ROBERTS, 1973; ZEMAN, 1964).

Esses diagramas inspiraram alguns pesquisadores que recentemente
chamaram a nossa aten¢do para as representagfes multimodais. Logicos que
participam desse projeto exploram o tépico em duas frentes distintas. A primeira
delas é a énfase nas representagdes externas, em detrimento das representacdes
internas. A segunda consiste em estabelecer o status ldgico dos sistemas
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representacionais, em vez de explicar o seu poder heuristico, avaliando a
corregdo e o poder expressivo de uma classe de sistemas representacionais.
Caso um sistema falhe ao estabelecer a sua corre¢do ou mesmo possua poder
expressivo insatisfatorio, o interesse do logico nesse sistema em especifico
desaparecera (SOWA, 1984; SHIN, 1994).

Nessa segéo, oferecemos um panorama do desenvolvimento historico
dos diagramas de Euler e de Venn como estudo de caso com o propédsito de
evidenciar os seguintes aspectos. Primeiramente, esse processo mostra como a
simples intuicdo dos matematicos acerca dos raciocinios silogisticos
diagraméticos foi gradualmente desenvolvida em direcdo aos sistemas de
representacdes formais. Em segundo lugar, observamos diferentes énfases
dadas nos diferentes estagios de modificagdo dos sistemas diagramaticos. Em
terceiro lugar, e ndo menos importante, esse desenrolar historico ilustra uma
tens@o interessante num balango entre o poder expressivo € a clareza visual
desses sistemas. Mais importante ainda, o leitor vera que os ldgicos colocam em
questao se ha alguma razéo intrinseca por que os sistemas sentenciais, mas néo
os sistemas diagramaticos, fornecem provas rigorosas, € que eles com sucesso
respondem negativamente a essa questéo.

Desse modo, o leitor ndo ficara surpreso com a seguinte conclusao de
Barwise e Etchementdy, os primeiros l6gicos a se debrugarem numa investigagéo
das provas diagramaticas na légica,

[que] ndo ha a principio uma distingdo entre os
formalismos inferenciais que adotam textos e
aqueles que usam diagramas.  Podemos ter
sistemas formais rigorosos e logicamente corretos
(e completos) baseados em  diagramas
(BARWISE; ETCHEMENDY, 1995, p.214)

Essa convicgao foi necessaria para o nascimento do inovador programa de
computador hyperproof, que adota linguagens de primeira ordem e diagramas (num
sistema multimodal) para ensinar logica elementar (BARWISE & ETCHEMENDY,
1993 e 1994).
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2.1. Diagramas de Euler

Leonhard Euler, um matematico do século XVIII, adotou curvas fechadas
(circulos) para ilustrar o raciocinio silogistico (EULER, 1768). Os quatro tipos de
sentencgas categoricas sdo representados por ele conforme mostrado na figura 1.

Todo Aé B Nenhum A é B Algum AéB  Algum Andoé B

@) OO0 @ &

Figura 1: Diagramas de Euler

Para 0s enunciados universais, 0 sistema emprega relages espaciais
entre os circulos de uma maneira bem intuitiva: se o circulo denominado “A” esta
incluido no circulo “B”, entdo o diagrama representa a informagéo de que todo A
é B. Se ndo ha sobreposi¢ao entre os dois circulos, entdo o diagrama transmite
ainformacg&o de que nenhum A é B.

Essa representagdo segue a seguinte convengéo:

Todo objeto - no dominio corresponde a uma Unica posi¢ao /() no plano
de tal modo que [(x) esté na regido R se e somente se x é membro do
conjunto que a regido R representa.

O poder dessa representagao reside no fato de que um objeto ser membro
de um conjunto é facilmente conceitualizado como um objeto caindo dentro de um
conjunto, tal como posi¢des na pagina sdo consideradas como caindo dentro ou
fora dos circulos desenhados. O poder do sistema consiste no fato de que nao é

“'Notemos que, embora a convengao soe natural, ainda assim ela é arbitraria. Por exemplo, os
sistemas de Lambert e Englebretsen visualizam individuos como pontos e conjuntos como linhas
(LAMBERT, 1764; ENGLEBRETSEN, 1992)
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preciso convencdes adicionais para estabelecer o significado dos diagramas que
recorrem a mais que um circulo: relagdes entre conjuntos sdo asseridas por meio
das mesmas relagdes presentes nos circulos que as representam. A representagéo
das duas afirmagdes universais, “Todo A é B” e “Nenhum A ¢é B” ilustra a forga do
sistema.

Essa clareza ja ndo é mais preservada na afirmagdes existenciais. Euler
justifica o diagrama de “Algum A é B’ dizendo que podemos inferir visualmente
que algo em A esta contido em B porque parte da area A esta contida na area B
(EULER, 1768, p.233). Obviamente, o proprio Euler acreditava que o mesmo tipo
de relacdo de contengéo visual poderia ser nesse caso assim como era no caso
dos enunciados universais. No entanto, a crenga de Euler ndo é correta e essa
representacdo coloca uma ambiguidade danosa. No diagrama, n&o apenas parte
do circulo B esta contido em A (como Euler mesmo descreve), mas o seguinte
também é verdadeiro: (i) parte do circulo B esta contido em A, (ii) parte do circulo
A ndo esta contido em B, (iii) parte do circulo B néo esta contido em A. Ou seja,
o terceiro dos diagramas pode ser lido ndo s6 como “Algum A é B’, mas também
como “Algum B é A”, “Algum A ndo € B’ ou “Algum B nao é A”. Para evitar essa
ambiguidade, precisamos estabelecer outras convengc")es.@

Os proprios exemplos de Euler ilustram bem as forgas e as fraquezas de
seu sistema.

Exemplo 1: Todo A é B. Todo C' é A. Logo, todo C é B.

©

“Para mais detalhes, vide HAMMER; SHIN, 1998.
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Exemplo 2: Nenhum A é B. Todo C'é B. Logo, nenhum C' é A.

OO

Em ambos os exemplos, o leitor pode facilmente inferir a concluséo, e
isso ilustra o poder visual dos diagramas de Euler. Todavia, quando os enunciados
existenciais sdo representados, as coisas ficam bastante complicadas, conforme
exposto acima. Por exemplo:

Exemplo 3. Nenhum A é B. Algum C é A. Logo, algum C nao é B.

N&o h& um diagrama unico que representa as duas premissas, uma vez
que a relagdo entre os conjuntos B e C ndo pode ser inteiramente
especificada com um Unico diagrama. Em vez disso, Euler sugere os trés
possiveis casos seguintes:

(Caso 1) (Caso 2) (Caso 3)

Do €0 € T

Euler afirma que a proposi¢do “Algum C ndo é B” pode ser extraida de
todos esses diagramas. No entanto, esta longe de ser visualmente claro como o
usuario pode extrair essa proposi¢ao nos dois primeiros casos, uma vez que pode
extrair “Nenhum C é B” do caso 1 e “Todo B é C” do caso 2.

Desse modo, a representagao de enunciados existenciais ndo s ofusca
a clareza visual dos Circulos de Euler, mas também coloca sérios problemas
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interpretativos no sistema. O préprio Euler parece reconhecer esse problema
potencial e introduz um novo dispositivo sintatico, “*” (representando o néo-vazio),
como uma tentativa de reparo a esse problema (1768; carta 105). N&o obstante,
um problema mais sério se coloca quando esse sistema falha ao representar
certos fragmentos compativeis (isto &, consistentes) de informagdo num Unico
diagrama. Por exemplo, o sistema de Euler impede, apenas recorrendo a um
Unico diagrama, de representar o seguinte par de enunciados: (i) “Todo Aé B’ e
“Nenhum A é B’ (que é consistente caso A seja um conjunto vazio). (i) “Todo A é
B’ e “Todo B é A” (que é consistente quando A=B). (iii) “Algum A é B" e “Todo A é
B’ (suponha que desenhamos um diagrama de Euler para o primeiro enunciado e
tente adicionar um fragmento de informagéo, ou seja, 0 segundo enunciado, ao
diagrama existente). Tal falha é intimamente relacionada com as motivagdes de
Venn para a criagdo do seu proprio sistema diagramatico (vide se¢ao 3.1 para
outras falhas do sistema de Euler).

2.2. Diagramas de Venn

A critica de Venn aos circulos de Euler pode ser resumidas na seguinte
passagem:

O ponto fraco nesse [diagrama de Euler] e em
outros esquemas similares consiste no fato de que
apenas ilustra estritamente as relagdes atuais das
classes entre si, em vez do conhecimento
imperfeito dessas relagdes que podemos ter ou
querer transmitir por meio de uma proposic&o.
(VENN, 1881; p. 510)

Devido ao seu rigor, o sistema de Euler por vezes falha em representar
fragmentos consistentes de informages em um Unico diagrama, conforme
mostrado acima. Além da limitacdo expressiva, o sistema de Euler também sofre
de outros tipos de limitagbes expressivas com respeito aos conjuntos nao vazios,
por conta de restrigdes topoldgicas presentes nas figuras planas (vide Segao 3.1).

O sistema proposto por Venn (1881) superou essas limitagdes
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expressivas de tal modo que essas informagbes parciais pudessem ser
representadas. A solugdo foi sua ideia de “diagramas primarios”. Um diagrama
primério representa todas as relagdes conjuntistas entre um numero de conjuntos
sem fazer quaisquer comprometimentos existenciais sobre esses conjuntos. Por
exemplo, a figura 2 mostra o diagrama primario sobre os conjuntos A e B.

A B

Figura 2: Diagramas Primarios de Venn

No sistema de Venn, esse diagrama ndo transmite nenhuma informagao
especifica sobre a relagdo desses dois conjuntos. Essa € uma diferenca crucial
entre os diagramas de Euler e de Venn.

Para a representacdo de enunciados universais, distintamente das
visualmente claras relagdes de conten¢do dos diagramas de Euler, a solug¢do de
Venn é “sombrear [as areas apropriadas]” (VENN, 1881; p. 122). Ao empregar
esse dispositivo sintatico, obtemos diagramas para enunciados universais
conforme mostra a figura 3.

Todo Aé B Nenhum A é B

Figura 3: Sombreamento de Venn

A escolha por Venn pelo sombreamento néo € inteiramente arbitraria se
considerarmos que o sombreamento pode ser interpretado como a visualizagéo
da vacuidade de conjuntos. Contudo, deve-se notar que o sombreamento é
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também um novo dispositivo sintatico ndo adotado por Euler. Essa reviséo deu
flexibilidade para o sistema de tal modo que certos fragmentos de informagdes
podem ser representados num Unico diagrama. No que se segue, o diagrama a
esquerda combina dois fragmentos de informagdes, “Todo A € B” e “Nenhum A é
B’, para visualmente transmitir a informacgao de que “Nada é A”. O diagrama a
direita, que representa ambas “Todo A é B” e “Todo B é A”, mostra claramente que
Aéigual a B.

O uso de diagramas primarios acaba evitando outros problemas de
expressividade (a respeito das propriedades espaciais dos objetos do diagrama)
tratados abaixo na Secédo 3. Surpreendentemente, Venn nada disse a respeito da
representacdo dos enunciados existenciais, que foram uma dificuldade para os
diagramas de Euler. Podemos imaginar que ele poderia ter introduzido outro tipo
de objeto sintatico representando o comprometimento existencial. Foi exatamente
0 que Charles Peirce fez vinte anos mais tarde.

2.3. Extensao de Peirce

Peirce ressalta que o sistema de Venn n&do tem recursos para
representar 0s seguintes tipos de informagdo: enunciados existenciais,
informac&o disjuntiva, probabilidades e relagbes. Ele procurou estender o sistema
de Venn a fim de representar os dois primeiros tipos, a saber, enunciados
existenciais e disjuntivos. A extensdo foi feita através de trés dispositivos. (i)
Substituicdo da representagéo do vazio feita por meio do sombreamento do vazio
com um novo simbolo, “0”. (i) Introdugdo do simbolo “x” com significagdo
existencial. (iii) Para a informacao disjuntiva, introdu¢&o de um simbolo linear “-”

que conecta “0” e *X".
Por exemplo, a Figura 4 representa o enunciado, “Todo A é B ou algum



204

A é B’, que nem Euler e nem Venn com seus sistemas poderiam representar num
simples diagrama.

A B

Figura 4: Diagrama de Peirce

A razéo por que Peirce substituiu 0 sombreamento de Venn pelo simbolo “0” é
clara: ndo seria facil conectar sombreamentos ou sombreamentos com “x” para
representar a informagao disjuntiva. Desse modo, Peirce de fato ampliou o poder
expressivo do sistema, mas essa mudanca teve os seus custos.

Por exemplo, o diagrama abaixo representa o enunciado “Ou todo A é B
e algum A é B, ou nenhum A é Be algum Bnédo é A™:

A B

N4

Ler esse diagrama requer mais do que notar a contengdo visual dos
circulos (como nos diagramas de Euler) ou sombreamentos (como nos diagramas
de Venn), mas também demanda convengdes extras na leitura das combinagdes
dos simbolos “0”, “x” e das linhas. De fato, essas novas convengdes de Peirce
ampliaram o poder expressivo dos diagramas, mas a arbitrariedade das suas
convengdes e representagbes mais confusas (como no diagrama acima)
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sacrificaram a clareza visual presente no sistema original de Euler. Nesse ponto,
o proprio Peirce confessa que “ha uma grande complexidade na expresséo que é
essencial ao significado (...)"(PEIRCE, 1933, p. 4365). Assim, com a revisdo de
Peirce, grande parte das motivagdes de Euler quanto a visualizagdo que esses
diagramas forneceriam foi perdido, com a excegao de que um objeto geométrico
(um circulo) é usado para representar conjuntos (possivelmente vazios).

Outra contribuigdo importante de Peirce para o estudo dos diagramas
consiste na seguinte observagéo:

“Regra” aqui é empregado no mesmo sentido que falamos das “regras” da
algebra; isto &, como uma permiss&o sob condigdes estritamente definidas
(PEIRCE, 1933, p. 4361).

Peirce provavelmente foi o primeiro a propor a discuss&o sobre regras de
transformagdo num sistema de representagdo ndo sentencial. Assim como
efetivamente fazem as regras da algebra, as regras de manipulagéo de diagramas
deveriam nos dizer quais manipulagbes de simbolos sdo ou ndo permitidas.
Algumas das seis regras propostas por Peirce demandam clarificacdo e acabam
se mostrando incompletas - um problema que ele mesmo ja antecipara. Todavia,
e mais importante ainda, Peirce ndo tinha a disposi¢do nenhuma ferramenta
tedrica - como por exemplo uma disting&o clara entre sintaxe e seméntica - para
convencer o leitor que cada regra € correta ou para determinar se mais regras séo
necessarias. Em suma, a justificagdo da sua importante intuigdo (que pode haver
regras de tranformagéo para diagramas) fica em aberto.

2.4. Diagramas enquanto sistemas formais

Shin (1994) seguiu os esforcos de Peirce em duas dire¢des. Uma foi
desenvolver a versao Peirceana dos diagramas de Venn, a outra foi provar a
corregéo e completude desse sistema.

O trabalho de Shin ajusta as modificages feitas por Peirce nos diagramas
de Venn a fim de obter um aumento no poder expressivo sem incorrer em uma
grande perda de clareza visual. Tal revisdo se deu em dois estagios: (i) Venn-
I: preserva 0 sombreamento de Venn (para representar o vazio), o “x” proposto
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[Nl

por Peirce (com a significacdo existencial) e a linha que conecta os “x’s” (para a
informacao disjuntiva). (i) Venn-II: esse sistema, provado como equivalente ao
calculo de predicados monadico, € o mesmo que Venn-|, exceto pela introdugéo de
uma linha que conecta diagramas para representar a informagao disjuntiva.

Se voltarmos a um dos exemplos propostos por Euler, veremos o contraste
entre essas diferentes versoes:

Exemplo 3. Nenhum A é B. Algum C ¢ A. Logo, algum C néo é B.

Euler mesmo admite que n&o pode ser desenhado um unico diagrama que
represente as duas premissas, mas trés casos possiveis devem ser construidos. O
sistema de Venn n&o diz nada sobre enunciados existenciais. Agora, os sistemas
de Peirce e Shin representam as duas premissas num diagrama Unico do seguinte
modo:

C C

Peirce Shin

No caso do diagrama de Shin, a conveng@o de sombreamento para a
vacuidade, diferentemente do “0” sugerido por Peirce, leva o leitor mais
naturalmente a conclusdo “Algum C n&o é B’ do que no caso do diagrama de
Peirce.

Entretanto, Venn-l ndo representa a informagéo disjuntiva entre
enunciados universais ou entre enunciados universais e existenciais. Venn-Il, por
sua vez, preservando o poder expressivo de Venn-l, permite a conexdo entre
diagramas com uma linha. Desse modo, o diagrama de Peirce acima, de
visualizacdo confusa, equivale ao seguinte diagrama no sistema Venn-II:
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Além dessa revisao, Shin (1994) apresentou cada um dos dois sistemas
com uma representagdo formal munida de sua prépria sintaxe e semantica. A
sintaxe nos diz quais dos diagramas sd@o aceitaveis, isto &, quais séo
bem-formados, e quais manipulagbes sdo permitidas em cada sistema. A
semantica define as consequéncias loégicas entre diagramas. Com esses
recursos, prova-se que os sistemas s&o corretos e completos, no mesmo sentido
que algumas légicas simbdlicas o sao.

Essa abordagem colocou desafios fundamentais a algumas suposigdes
sobre sistemas representacionais. Dado o desenvolvimento da logica moderna,
conceitos importantes (como sintaxe, semantica, inferéncia, consequéncia logica,
validade e completude) foram empregados apenas em sistemas de representa¢éo
sentenciais. No entanto, nenhum desses conceitos se mostrou como intrinseco a
esses sistemas. Para qualquer sistema representacional, seja sentencial ou
diagramatico, podemos realizar discussdes em dois niveis, um sintatico e um
semantico. O que as regras de inferéncia nos dizem é como manipular uma dada
unidade, seja simbdlica ou diagramatica, em outra. A definigdo de consequéncia
légica & também independente de qualquer forma especifica de sistema
representacional. O mesmo argumento se segue para as provas de correcéo e
completude. Quando se prova que um sistema é correto, devemos ser capazes
de adotd-lo em provas. De fato, muitas pesquisas exploram atualmente o
emprego de diagramas em provas automaticas de teoremas
(BARKER-PLUMMER; BAYLIN, 1997; JAMNIK et al., 1999).
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2.5. Circulos de Euler revisitados

E interessante e importante notar que essas mudancas graduais feitas dos
circulos de Euler até os sistemas de Shin compartilham de um tema: o aumento
do poder expressivo e légico do sistema de tal modo a torna-lo correto, completo e
logicamente equivalente ao calculo de predicados monadico. A principal reviséo de
Euler para Venn, ao introduzir os diagramas primarios, nos permite representar o
conhecimento parcial sobre as relagdes entre conjuntos. A extensao nos diagramas
de Venn para os de Peirce é feita de tal modo que a informagéo existencial e a
disjuntiva possam ser representadas mais eficientemente.

Ambos Venn e Peirce adotam o mesmo tipo de solugdo buscando
aperfeicoamentos em seus sistemas: introduzir novos objetos sintaticos, isto é, os
sombreamentos de Venn e os “x's”, “0's” e as linhas de Peirce. No entanto, de
modo negativo, esses sistemas revisados sofrem pela perda da clareza visual,
conforme vimos acima, exatamente devido a introdugéo de convengdes um tanto
quanto arbitrarias. As modificagbes nos diagramas de Peirce e Shin visam
restaurar a clareza visual, mas sem perda do poder expressivo.

Hammer e Shin adotam um caminho diferente nessas revisdes: reviver a
relagdo homomorfica entre circulos e conjuntos - contengdo entre circulos
representa a relagao de subconjunto entre conjuntos, e a ndo-sobreposicdo de
regides representa a relagdo de disjuncdo - e ao mesmo tempo adotar os
diagramas primarios como padréo. Por outro lado, esse sistema de Euler com
acréscimos ndo é suficiente para expressar raciocinios silogisticos, pois nao
representa enunciados existenciais. Para mais detalhes sobre o sistema, vide
HAMMER; SHIN, 1998.

Esse estudo coloca uma questao interessante para as futuras pesquisas
sobre o raciocinio diagramatico. No decorrer dos diferentes desenvolvimentos
feitos a partir dos diagramas de Euler, acrescentar poder expressivo e aperfeicoar
a clareza visual parecem ser complementares entre si. A depender dos
propdsitos, precisamos priorizar um em relagao ao outro. O sistema proposto por
Hammer e Shin fornece um modelo simples para o desenvolvimento de outros
sistemas de representacdo ndo sentencial, um topico que tem recebido atengéo
crescente nas ciéncias da computacao e nas ciéncias cognitivas.
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3. Consequéncias das propriedades espaciais dos diagramas

Embora seja possivel oferecer aos diagramas o mesmo status I6gico das
formulas (conforme defendido acima), ainda ha diferengas importantes (que
podem ter ramificagbes para a corre¢do do sistema) entre diagramas e o0s
tradicionais calculos lineares. Um ponto importante a se notar acerca dos
diagramas (comparar com RUSSELL, 1923) € que as relagdes espaciais entre 0s
objetos do diagrama podem ser usadas para representar relagdes entre objetos
de outra natureza. Linguagens sentenciais (l6gica simbdlica, linguagem natural),
contudo, usam apenas a relagdo de concatenagdo para representar relagdes
entre objetos. O uso representacional das relagdes espaciais no caso dos
diagramas é direto e intuitivo, conforme visto no desenvolvimento dos diagramas
de Euler, mas também possui seus riscos, como veremos. Pode-se esperar que
as relagdes espaciais, peculiares aos sistemas diagramaticos, sejam fontes
importantes tanto da forga quanto de suas fraquezas. Consideragdes psicolégicas
acerca da capacidade humana para o processamento visual da informagao e a
habilidade na consecugédo de raciocinios espaciais qualitativos também tém
ramificagOes relevantes para a eficacia de raciocinios com diagramas, mas ndo as
abordaremos nesse verbete.

Uma caracteristica peculiar de diagramas é que obedecem a certas
restricdes “ndmicas” ou “intrinsecas” devidas ao uso de superficies planas como
meio de representacdo. O ponto é que as linguagens sentenciais sdo baseadas
em sinais acusticos que sdo sequenciais por natureza, devendo haver, portanto,
uma sintaxe complexa para que se possa representar certas relagdes - por sua
vez, diagramas, por serem bi-dimensionais, podem apresentar algumas relagdes
sem o intermédio de uma sintaxe complexa (STENNING & LEMON, 2001).
Diagramas exploram essa possibilidade - o uso das relagbes espaciais para
representar outras relages. A questdo é: em que medida relacbes espaciais e
objetos podem representar bem outros (possivelmente mais abstratos) objetos e
relagdes?

O raciocinio légico com diagramas é realizado com frequéncia em virtude
de ser uma representacéo de todos os modelos possiveis de uma situagao, até a
equivaléncia topolégica dos diagramas (isso, claro, depende do sistema



210

diagramatico particular em questéo). Um diagrama é muitas vezes uma abstragéo
de uma classe de situagdes, e, uma vez construido o diagrama adequado,
inferéncias podem simplesmente ser lidas na representagdo sem qualquer
manipulagdo. Em alguns sistemas diagramaticos (por exemplo, circulos de Euler)
inferéncias sao feitas por meio da construgdo correta do diagrama e da extragéo
das informagdes do diagrama construido. A complexidade presente no uso de
regras de inferéncia na ldgica simbdlica é substituida em sistemas diagramaticos
pelo problema de construir corretamente diagramas.@ Por exemplo, um diagrama
de Euler empreende capturar relagdes entre conjuntos com relagdes topoldgicas
entre regides do plano de tal modo que represente todas as maneiras possiveis
que uma certa cole¢ao de enunciados conjuntistas possa ser verdadeira. Isso tem
duas consequéncias importantes: (1) se um certo diagrama n&o pode ser
desenhado, entdo a situacdo descrita deve ser impossivel (chamada de
“‘auto-consisténcia”); (2) se uma certa relagéo entre objetos do diagrama deve ser
desenhada, entéo a relagdo correspondente € uma relagdo logicamente vélida
(vide varios exemplos na sec¢do 2). Esse fendbmeno por vezes é chamado de
“carona” (BARWISE; SHIMOJIMA, 1995). Esse modo de raciocinio diagramatico
é dependente de um uso representacional particular dos diagramas - que eles
representam uma classe de modelos. Se uma dada classe de modelos ndo pode
ser representada por um sistema diagramatico, entdo tais casos ndo seréo
considerados nas inferéncias desse sistemas, e inferéncias incorretas poderiam
ser feitas. Tal fato faz a adequagéo representacional dos diagramas, restritas pela
sua natureza espacial, de importancia primordial, como exploraremos abaixo.

3.1. Limitacdes da representacao e do raciocinio diagramatico

O uso representacional de relagdes espaciais num plano restringe de
modo significativo a representagdo diagramatica e, portanto, o raciocinio com
diagramas. Em especial, ha propriedades geométricas e topoldgicas (que
agrupamos como “espaciais”) que limitam o poder expressivo desses sistemas.
Por exemplo, dentro da teoria dos grafos é um fato que algumas estruturas

“Esses problemas tém sido estudados com a nomenclatura de “inferéncia topolégica” e na sua
grande maioria séo NP-dificeis (GRIGNI et al, 1995; LEMON & PRATT, 1997; LEMON, 2001).
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simples ndo podem ser desenhadas no plano. Por exemplo, o grafo K5 é um
grafo com 5 nds, cada um dos quais esta conectado com outro por um arco. Esse
grafo ndo é planar, ou seja, ele ndo pode ser representado sem que ao menos
dois arcos se cruzem. Isso € um exemplo do tipo de restrigio para possiveis
diagramas que limitam seu poder expressivo. Agora, uma vez que raciocinios
diagramaticos podem ocorrer pela enumeragao de todos os modelos possiveis de
uma situagéo, essa inadequagao (um tipo de incompletude) torna muitos sistemas
incorretos para o emprego em raciocinios légicos.  (ver a critica de
ENGLEBRETSEN, 1992 em LEMON & PRATT, 1998).

Um dos exer%)los mais simples desse tipo de impasse nos é dado por
Lemon e Pratt (1997).22 Consideremos diagramas de Euler - em que regides do
plano representam conjuntos, e a sobreposi¢do dessas regides representa
interse¢do nao vazia de conjuntos. Um resultado oriundo da topologia convexa
conhecido como Teorema de Helly diz (para o caso de 2 dimensdes) que se
qualquer tripla de 4 regides convexas possui uma interse¢do néo vazia, entéo
todas as quatro regiées devem ter uma interse¢éo ndo vazia.

Para compreender as ramificacdes desse resultado, considere o seguinte
problema:

Exemplo 4. Usando circulos de Euler, represente as premissas abaixo:

«ANBNC#0
«BNCND#
* CNDNA#D

Note que, em termos da teoria de conjuntos, apenas consequéncias triviais
se seguem das premissas acima. Entretanto, como podemos notar no diagrama
de Euler abaixo, os diagramas conduzem a conclusao incorreta de que que A N
BN Cn D # () (devido a regido sobreposta quatro vezes no centro).

“ Atualmente, lan Pratt-Hartmann.
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Figura 5: uma representagao por circulos de Euler ilustrando o Teorema de
Helly

Dito de outro modo, ao adotar os circulos de Euler para representar a
relagdo entre conjuntos, somos forgados@ a aceitar uma relag&o entre conjuntos
que ndo ¢ logicamente necessaria. Isso significa que ha situagdes logicamente
possiveis que o sistema ndo pode representar e que o usuario viria a fazer
inferéncias incorretas apoiando-se nesse sistema para raciocinar. De forma geral,
resultados como esse podem ser gerados em diferentes tipos de sistemas
diagramaticos, a depender das relagdes espaciais e 0s objetos assumidos no
sistema - um programa de pesquisa ainda em desenvolvimento.

Por exemplo, usar regies néo convexas (por exemplo, “borrdes” em vez
de circulos) conduz a um problema similar, mas dessa vez envolvendo grafos
nao-planares em vez do Teorema de Helly. Um resultado relacionado versa sobre
diagramas lineares para representacdo de silogismos (ENGLEBRETSEN, 1992),
no qual linhas representam conjuntos, pontos representam individuos, interse¢éo
linha-ponto representa pertencimento e intersecdo de linhas representa
intersecdo de conjuntos. Mais uma vez, restrigbes de planaridade restringem o
poder expressivo do sistema e levam a inferéncias incorretas.

A “hipdtese de restricdo” de Atsushi Shimojima expressa bem o que esta
em questao:

Representacbes s&o objetos no mundo e

*Como uma exemplificagdo pratica do teorema de Helly.
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enquanto tais obedecem restri¢des estruturais no
que diz respeito a sua construgédo. A variagdo no
potencial inferencial dos diferentes modos de
representagdo é atribuivel aos diferentes modos
que essas restricbes  estruturais  nas
representagdes coincidem com as restricdes nos
objetos de representagéo. (SHIMOJIMA, 1996a;
SHIMOJIMA, 1999)

3.2. Eficacia dos diagramas

Conforme discutido acima, muito do interesse nos diagramas surgiu a
partir da crenga de que para certos tipos de tarefa eles séo de algum modo mais
“efetivos” em comparagdo com as representagfes ldgicas tradicionais. Por
exemplo, um mapa certamente auxilia mais a navegagdo do que uma descri¢éo
detalhada da paisagem.  N&o obstante, embora haja claras vantagens
psicoldgicas obtidas através do uso de diagramas, eles sdo muitas vezes
inficazes para representar objetos abstratos e relagdes (como no caso dos
circulos de Euler). Antes uma nogdo puramente intuitiva, afirmagdes nao
psicoldgicas sobre a “eficacia” de sistemas diagramaticos podem ser examinadas
em termos de propriedades formais de linguagens (LEMON et al., 1999). Em
particular, muitos sistemas diagraméticos sdo auto-consistentes, incorretos,
incompletos e a complexidade das inferéncias com diagramas é NP-dificil. Em
comparagao, grande parte das légicas sentenciais, embora capazes de expressar
inconsisténcias, sdo completas e corretas.

Por outro lado, ndo ser capaz de representar contradigbes pode nos
prover com insights interessantes acerca da natureza da representagéo
diagramatica. Se um dos objetivos centrais de uma linguagem é representar o
mundo ou um estado de coisas, entdo representar contradicbes e tautologias é
um ponto em questdo. Contradicdes e tautologias ndo fazem parte do mundo.
Como podemos representar a imagem, ou ter uma imagem, da contradicao “esta

“5Para estudos mais recentes desse tépico, remetemos aos artigos de Aiello e van Benthem, Fisler
e Lemon, todos presentes em BARKER-PLUMMER et al, 2002.
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chovendo e ndo estd chovendo™ E quanto a imagem da informagao disjuntiva
“esta chovendo ou ndo estd chovendo’? Agora estamos mais perto da classica
concepgao pictorica wittgensteiniana da linguagem (WITTGENSTEIN, 1921).

4. Sistemas diagramaticos na geometria

Matematicos usaram, e seguem usando, diagramas amplamente. A
comunicagéo de conceitos e provas matematicas - em manuais, no quadro-negro
- nao é uniformemente sentencial. Imagens e figuras sdo comuns. Alinhados com
a concepgéo prevalente da ldgica sendo essencialmente sentencial, entretanto,
matematicos ndo os tomam como tendo papel essencial e rigoroso no raciocinio
matematico. Seu uso é restrito a auxiliar a compreensdo de uma prova € néo séao
usualmente considerados como constituintes da prova.

Essa atitude é bem ilustrada pela avaliagdo padréo da metodologia de
Euclides na obra Os Elementos. N&o ha area da matematica em que diagramas
sao tdo proeminentes quanto na geometria elementar desenvolvida por Euclides
nesse texto. Em certo sentido, as provas nessa area parecem ser sobre 0s
diagramas de tridngulos e circulos que aparecem com elas. Esse é o caso
especialmente das provas geométricas em Os Elementos. Os diagramas para
Euclides ndo eram meramente ilustrativos. Alguns passos inferenciais dependem
de uma construgdo adequada de um diagrama. Na historia oficial, esses passos
indicam falhas nas provas. Eles mostram como Euclides ndo conseguiu
completamente seguir com seu projeto de desenvolver axiomaticamente a
geometria.

Ken Manders buscou explorar essa histéria no seu trabalho seminal “O
Diagrama Euclidiano”(2008[1995]). Sua analise do método de prova diagramatico
de Euclides mostra que Euclides emprega os diagramas de maneira sistematica e
controlada. Isso coloca em questdo a avaliagdo negativa do rigor em Os
Elementos. Além disso, especificidades da anélise de Manders sugerem que as
provas do texto podem ser entendidas como aderindo a uma ldgica formal
diagramatica. Subsequentemente isso foi confirmado no desenvolvimento de
sistemas diagramaticos formais para caracterizar tal l6gica. O primeiro desses
sistemas foi o sistema FG (apresentado em MILLER, 2007), seguido do sistema
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Eu (Mumma, 2010).

Esta secao é dedicada a exposi¢ao da analise de Manders e aos sistemas
formais que se seguiram. Ap6s uma breve exposicdo de como os diagramas de
Euclides foram vistos através dos séculos, a ideia de Manders sobre o papel do
diagramas nas provas geométricas é apresentada. Entdo se segue uma descri¢éo
de como os sistemas FG e Eu apresentam essa ideia em termos formais € como
eles caracterizam a légica dos diagramas euclidianos.

4.1. Percurso nos diagramas euclidianos do século IV a.C. até o século XX
d.C.

A geometria elementar presente em Os Elementos fora considerada
fundacional para a matematica desde a sua origem na Grécia antiga até o século
XIX. Desse modo, filésofos preocupados com a natureza da matematica se viram
obrigados a comentar o estatuto das provas diagramaticas presentes na obra. Um
topico central, se ndo o topico central, € o problema da generalidade. O
diagrama presente numa prova euclidiana é uma instanciagéo singular do tipo de
configuragdo geométrica de que se trata a prova. Ainda assim, as propriedades
presentes no diagrama também sdo tomadas como presentes em quaisquer
configuragdo de um dado tipo. O que justifica esse salto do particular para o
geral?

Como ilustragdo, considere a prova da proposicdo 16 do livro | de Os
Elementos. A proposic&o é:

Em um tridngulo qualquer, se um de seus lados for prolongado, o angulo
exterior € maior que cada um dos angulos interiores e opostos.

E sua prova é a seguinte:

+ Seja ABC um triangulo, prolongue o lado BC até D.

+ Podemos dizer que o0 angulo ACD é maior que os angulos internos
e 0 angulo oposto BAC.

+ suponhamos que AC sofra uma bisse¢ao em E [l, 10] e seja o lado
BE prolongados por uma linha reta até F.
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Suponha que EF é igual a BE [I, 15] e conecte o lado FC.

Entdo, uma vez que AE é igual a EC, e BE é igual a EF, os dois
lados AE, EB s&o iguais aos dois lados CE, EF, respectivamente; e
0 angulo AEB ¢é igual ao angulo FEC [I, 15]

Logo, a base AB é igual a base FC, e o triangulo ABE é igual ao
tridngulo CFE [l, 4]; logo o &ngulo BAE ¢é igual ao angulo ECF (que
também é o angulo ACF).

Mas o angulo ACD é maior que 0 angulo ACF;

Logo o angulo ACD é maior que o BAE.

A F

B C D

A prova parece fazer referéncia as partes do diagrama presente na prova.
Contudo, ela nao busca estabelecer um resultado sobre o diagrama especifico, mas
sim um resultado sobre todos os tridngulos. Portanto, o diagrama visa representar,
de algum modo, todos os tridngulos.

O papel representacional dos diagramas é observado por Aristételes no
livro A, capitulo 10 dos Analiticos Posteriores:

O gebmetra ndo funda conclusdes na linha em
particular desenhada e descrita, mas [refere-se] ao
que ¢é ilustrado pela figura. (traduzido por T.
Heath, em EUCLIDES, 1956, v.1, p. 119)

Aristételes néo enfrenta a questdo do modo como os gedmetras usam
diagramas para raciocinar sobre o que € ilustrado. Todavia, alguns séculos mais
tarde, Proclo o faz em seus comentarios sobre Os Elementos. Ele afirma que
passar de uma instancia particular para uma conclusdo universal é justificado
porque os gedmetras
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..usam os objetos colocados no diagrama n&o
enquanto figuras particulares, mas sim figuras
similares a outras do mesmo tipo. Nao é enquanto
tem tal e tal comprimento que o angulo diante de
mim & bissectado, mas sendo reto e nada mais...
Suponha que um dado angulo é um angulo reto...
se ndo fago uso de sua retilinearidade e o
considero apenas no seu carater retilinear, a
proposicao se aplica para todos os angulos com
lados retilineares (A Commentary on The First
Book of Euclid’s Elements, MORROW, 1970; p.
207)

O lugar dos diagramas na geometria seguiu sendo um tépico no inicio da
eramoderna. Grandes personalidades filosoficas no século XVIl e XVIIl avangaram
posighes a esse respeito. Antecipando a posi¢do predominante nesse periodo,
Leibniz afirma:

N&o sdo as figuras que constituem a prova dos
gedmetras, embora seu estilo conduza a essa
impress&o. A forca da demonstragdo ¢é
independente da figura presente na prova,
ocorrendo apenas para facilitar o conhecimento
(...) e fixar a atengdo; sdo proposigdes universais,
isto &, definicdes, axiomas e teoremas ja
demonstrados, que constituem a argumentagéo e
se mostram suficientes mesmo com a exclusio
das figuras (1974, p. 403 - Novos Ensaios sobre
o Entendimento Humano)

Na introducdo de seu Tratado sobre os Principios do Conhecimento
Humano (1710, secdo 16), Berkeley reitera a questdo colocada ha 13 séculos
atras por Proclo sobre o problema da generalidade. Embora sempre deparemos
com um tridngulo em particular ao lidar com uma demonstragéo, néo ha “nem
mesmo a meng¢éo” dos detalhes particulares desse tridngulo. A demonstragéo
prova, segundo Berkeley, uma proposigao geral sobre tridngulos.
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Identificamos em Kant o mais desenvolvido e complexo tratamento dos
diagramas geométricos presente no periodo moderno. Ele viu algo de profunda
significancia epistemoldgica no uso geométrico de diagramas em particular para
raciocinar acerca dos conceitos geométricos. Ao raciocinar dessa maneira, 0
gedmetra:

considera o conceito in concreto, e embora nao
empiricamente, mas apenas e simplesmente como
exposto a priori, ou seja, construido, e no qual
aquilo que se segue das condigbes gerais da
construgao deva também se seguir universalmente
do objeto do conceito construido(...)(1781, Critica
da Razao Pura, A716/B744).

Para visdes dispares sobre 0 que essa passagem revela a respeito do
lugar dos diagramas na filosofia da geometria de Kant, vide SHABEL, 2003, e
FRIEDMAN, 2012.

No século XIX, a geometria e a matematica como um todo passaram por
uma revolugdo. Conceitos com maior grau de abstragdo do que os que ocorrem
em Os Elementos emergiram na matematica. N&o apenas questdes acerca do
recurso aos Diagramas por Euclides perderam a sua significancia, como também
tal método foi mesmo tomado como matematicamente falho. Esse ponto é
expresso precisamente no trabalho inovador de Moritz Pasch, que forneceu a
primeira axiomatizagdo da geometria elementar em Pasch (1882). Nessa obra,
Pasch mostrou como o tema poderia ser desenvolvido sem qualquer apelo aos
diagramas ou mesmo conceitos geométricos que os diagramas instanciavam. A
norma metodol6gica vigente nessa obra é bem expressa na seguinte passagem:

Efetivamente, se a geometria &€ genuinamente
dedutiva, o processo de dedugdo deve em todos
os aspectos ser independente do sentido
presente nos conceitos geométricos, assim como
deve ser independente das figuras; apenas as
relacdes estabelecidas entre 0s conceitos
geométricos  ocorrentes  nas  proposigdes
(respectivamente, definigdes) devem ser levadas
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em conta. (PASCH, 1882, p.98; com énfase no
original. A traducdo aqui se deve a SCHLIMM,
2010).

Tal norma desde entdo ¢ arraigada tanto na matematica como também
nas discussées filoséficas acerca da matematica. E contra esse arraigamento nas
discussdes filoséficas que Manders se opde em Manders (2008)[1995]. Ele
argumenta que o recurso aos diagramas na geometria antiga néo evidencia uma
falha dedutiva e, pelo contrario, que diagramas em conjungéo com o texto formam
provas matematicas genuinamente dedutivas e rigorosas.

4.2. Distingéo de Manders entre exato/co-exato e o problema da generalidade
4.2.1. A distin¢ao entre propriedades exatas e co-exatas

Para tratar da divisdo do trabalho entre o componente textual e o
componente diagramatico na geometria antiga, Manders (2008[1995]) distingue
as propriedades de um diagrama geométrico entre exatas e co-exatas.
Subjacente a essa distingdo temos a nogdo de variagdo. As condigbes co-exatas
realizadas por um diagrama séo “as condigdes que nao sdo afetadas por algum
intervalo de toda variagdo continua de um diagrama especificado”. Condicdes
exatas, por outro lado, sdo sensiveis a qualquer tipo de variagdo presente no
diagrama.  Grosso modo, as propriedades co-exatas de um diagrama
compreendem os modos que as suas partes definem um conjunto finito de regides
no plano, como também as relagdes de contencéo entre essas regides. Uma
relagdo exata proeminente é a igualdade entre duas grandezas (magnitudes) num
diagrama. Por exemplo, uma mudanga minima na posi¢ao de CF no diagrama da
proposicéo 16 faz com que os angulos BAE e ECF se tornem diferentes.

O ponto central para Manders seria que os diagramas euclidianos
contribuem para uma prova apenas através de suas propriedades co-exatas.
Euclides nunca infere uma propriedade exata a ndo ser que ela se siga
diretamente de uma propriedade co-exata. As relagdes de grandezas que néo
sao apresentadas como relagdes de contengdo sdo ou assumidas no ponto de
partida ou sdo fornecidas no texto via uma cadeia de inferéncia. Isso pode ser
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facilmente confirmado na prova da proposi¢éo 16: a Unica inferéncia que recorre
ao diagrama é a penultima, ou seja, que o angulo ACD é maior que o angulo ACF.
Isso é crucialmente baseado no fato de o &ngulo ACD conter o angulo ACF. Ha
muitas outras relagdes presentes na prova €, embora o diagrama as instancie,
elas estdo devidamente justificadas no corpo do texto. E quanto as relagdes, os
relata sdo também grandezas espacialmente separadas.

Ndo é dificil supor as razdes de Euclides para se restringir as
propriedades co-exatas, uma vez que é apenas pela capacidade de representar
tais propriedades e relagbes que diagramas se mostram capazes de
desempenhar um papel legitimo como simbolos de prova. As propriedades
exatas, por sua vez, sdo muito especificas para serem reproduzidas e dar suporte
a determinados julgamentos. De acordo com Manders,

A pratica possui recursos para limitar o risco de
desacordo sobre atribuigdes co-exatas (explicitas)
de um diagrama; mas nela faltam esses mesmos
recursos para as atribuicbes exatas, e portanto
ndo poderia admiti-las (...) sem se dissolver numa
confusdo de julgamentos insoluveis.

Seu insight conduz naturalmente & ideia de que os argumentos euclidianos
podem ser formalizados do mesmo modo que os diagramas de Venn o foram em
Shin (1994). As informagdes co-exatas nos diagramas de Euclides s&o discretas.
Quando um diagrama é consultado para essas informagdes, 0 que importa é como
suas linhas e circulos fazem a particdo uma regiéo plana delimitada em um conjunto
finito de sub-regides. Isso possibilita tomar os diagramas euclidianos como parte
da sintaxe do método de prova de Os Elementos.

4.2.2. O problema da generalidade nas construgées euclidianas

Conforme Shin (1994), realizar provas euclidianas dentro de um sistema
formal equivale a especificar a sintaxe e semantica dos diagramas. Na dimens&o
sintatica, isso significa definir precisamente os diagramas como objetos formais e
fornecer regras pelas quais os diagramas figurardo nas derivagbes das
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proposicdes euclidianas. Na semantica, equivale a especificar como as
expressdes derivadas serdo interpretadas geometricamente, ou em outras
palavras, como exatamente esses diagramas serdo compreendidos como
representando proposigdes euclidianas.

O situacdo da semantica dos diagramas de Euclides é, portanto, distinta
da situagdo semaéntica dos diagramas de Venn. Os diagramas de Venn s&o
empregados para provar resultados légicos. As inferéncias feitas sdo neutras
com relagdo ao contelido. Os diagramas euclidianos, por sua vez, ser@o
empregados para a prova de resultados geométricos. As inferéncias sdo
especificas de um tépico. Embora os objetos tratados na geometria euclidiana
plana sejam abstratos (por exemplo, linhas geométricas nao tém largura), ainda
assim s&o espaciais. Consequentemente, questdes acerca da espacialidade dos
diagramas e seu escopo representacional nao surgem em relagdo aos diagramas
de Euclides como como surgiram em relag&o aos diagramas de Euler. No caso da
geometria, a espacialidade dos diagramas conta a seu favor. Restrigdes espaciais
do que é possivel com configuracdes geométricas também restringem os
diagramas euclidianos espaciais.

N&o obstante, conforme reconhecido nos comentarios filosoficos sobre a
geometria euclidiana da antiguidade em diante, ha questdes a respeito do escopo
representacional dos diagramas para as quais se deve atentar. Quais sdo as
razbes para se tomar as propriedades de um diagrama em particular como
representativo de todas as configuragdes possiveis contidas no escopo da prova?
Como um diagrama pode fornecer um resultado geral? A distingdo entre
propriedades exatas e co-exatas fornece uma resposta, ainda que parcial. As
propriedades co-exatas s@o compartilhadas por todas as configuragdes possiveis
no escopo da prova; em tais casos, portanto, parece ser justificado se basear
nessas propriedades. Por exemplo, em uma prova acerca de tridngulos, a
variagdo entre as configuragdes no escopo da prova é uma variagdo de
propriedades exatas - por exemplo, as medidas dos angulos dos tridngulos, as
proporgdes entre seus lados. Todas elas compartilham das mesmas propriedades
co-exatas - isto é, todas consistem em regides circunscritas por trés linhas que
conjuntamente definem uma area.

Entretanto, a distingdo ndo serve como uma resposta completa ao
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problema, pois as provas usualmente recorrem a construgdes sobre um certo tipo
de configuragdo inicial. Na prova da proposigao 16, por exemplo, uma construgao
sobre um tridngulo com um lado prolongado é especificada. Nesses casos, um
diagrama pode representar fielmente as propriedades co-exatas da configuragéo
inicial. Mas ndo se pode assumir que o resultado de aplicar uma construgao de
prova ao diagrama represente as propriedades co-exatas de todas as
configuragbes que resultam da construgdo.  Nem precisamos considerar
construgdes complexas a fim de ilustrar o ponto. Suponhamos uma prova que
tenha como configurag&o inicial um triangulo. O diagrama

serve para representar todas as propriedades co-exatas desse tipo. Suponhamos
também que o primeiro passo da prova € tragar uma semirreta perpendicular de
um vértice até o lado oposto a esse vértice. O resultado desse primeiro passo no
diagrama

deixa de ser representativo. O fato que uma perpendicular esta contida dentro de
um tridngulo é uma caracteristica co-exata. Mas ha tridngulos com propriedades
exatas distintas do diagrama inicial em que o passo construtivo resulta em uma
perpendicular fora do tridngulo. Por exemplo, com o triangulo
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o resultado da aplica¢do acima é

4.3. Os sistemas formais FG e Eu

Desse modo, realizar uma construgdo euclidiana num diagrama
representativo pode, por vezes, resultar num diagrama nao representativo. Uma
tarefa central ao se formalizar as provas diagramaticas euclidianas é explicar o
fato acima - ou seja, prover, através de regras, um método para distinguir as
propriedades co-exatas entre gerais e ndo-gerais em representacdes
diagramaticas de construgdes. Os sistemas FG e Eu seguem duas vias distintas
para lidar com essa tarefa.

Ao se adotar 0 método de FG, temos de produzir com um diagrama todo
caso que poderia se seguir da construgdo. Uma relagdo co-exata geral seria
aquela que aparece em todos os casos. A demanda por parte de FG de que todo
caso seja produzido seria pouco interessante se também néo fornecesse um
método para produzir todos eles. O método que FG oferece depende do fato de
que linhas e circulos nos sistemas diagramaticos sejam definidas em termos
puramente topoldgicos. A flexibilidade resultante torna possivel formular e
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implementar em um programa computacional um método para gerar casos 2

As linhas e circulos dos diagramas especificados em Eu j& ndo s&o téo
flexiveis quanto em FG e, por conseguinte, ndo pode lidar com o problema da
generalidade por meio de uma mera analise de casos. A ideia central dessa
abordagem é permitir que diagramas tenham certas informagbes parciais de
inicio. Numa derivagao de Eu, o diagrama produzido por uma constru¢do possuli
um conteudo inicial, consistindo em todas as relagdes qualitativas presentes no
diagrama inicial. As relagdes qualitativas acerca dos objetos adicionadas na
construgdo ndo podem ser extraidas imediatamente do diagrama, e sim devem
ser derivadas a partir de certas regras do sistema &

As diferengas identificadas entre as abordagens de FG e Eu na
formalizacdo das construcdes euclidianas podem ser entendidas como
concepgdes distintas e gerais acerca do papel dos diagramas na matematica. FG
incorpora a concepgao na qual diagramas expdem concretamente uma miriade de
possibilidades matematicas, e seu suporte para as inferéncias matematicas se
d&o no acesso direto a tais possibilidades. Ja em Eu se encontra uma concepgéo
na qual diagramas servem para representar, num unico simbolo, varios
componentes de uma situagdo matematica complexa e lidam com as inferéncias
matematicas permitindo que o matematico considere todos os componentes num
Unico lugar, selecionando destes componentes os relevantes para a feitura da

0 nome do programa é CDEG (Geometria Elementar Diagramatica Computadorizada) (vide
MILLER, 2008). A medida que as linhas e circulos dos diagramas de FG nao possuem as
propriedades métricas de linhas e circulos euclidianos, as faixas das possibilidades matematicas
que os diagramas de FG realizam néo se alinham com as faixas de possiveis configuragdes na
geometria euclidiana. Em especial, ha diagramas de FG cujas relagdes topolégicas ndo podem
ser realizadas numa configurag&o euclidiana. Determinar se um dado diagrama de FG possui essa
propriedade é um problema decidivel, embora seja NP-dificil (vide MILLER, 2006).

®Caso estejamos interessados apenas no modo que a informagdo dos diagramas se situa
logicamente nas provas euclidianas segundo a abordagem oferecida por Eu, os diagramas
ndo necessitam de serem formalizados como simbolos do sistema. Podemos simplesmente
representar a informagéo extraida diretamente dos diagramas na forma sentencial. Isso foi feito
na construgdo do sistema formal E, apresentado em Avigad et al. (2009), e é completo com
relagéo as axiomatizagdes modernas da geometria euclidiana elementar. A inferéncia diagramatica
é capturada nesse sistema pela nogéo de consequéncia diagramatica direta. Decidir se algo é
uma relagdo diagramatica direta em E é um problema de tempo polinomial.
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prova.
5. Diagramas e cognigao: aplicagoes

A despeito das limitagdes formais de alguns sistemas diagramaticos,
como os tratados nas sec¢Oes anteriores, varios sistemas sao empregados numa
ampla gama de contextos; ensino de logica, raciocinio automatizado,
especificacdo de programas computacionais, raciocinios acerca de situagées na
fisica, interfaces para programas de computador, e assim por diante. Em geral,
nao é bem conhecido o qudo efetivo (no sentido explorado acima) séo muitos
desses sistemas. Oferecemos abaixo um breve panorama sobre outros sistemas
diagramaticos e suas aplicacdes, assim como também abordaremos questdes
filoséficas suscitadas pelo debate acerca do estatuto do raciocinio diagramatico.

5.1. Outros sistemas diagramaticos

Vale notar que varios matematicos e fildsofos propuseram sistemas
diagramaticos, muitas vezes com motivagdes didaticas. Alguns deles, como o
sistema de Lewis Carroll em “The Game of Logic” (1896), s&o apenas variacdes
dos sistemas de Euler e Venn. QOutros, como Frege (1879), recorrem a linhas em
vez de regides planas na construgdo dos diagramas (para uma descri¢do da
notagdo Fregeana, vide a secdo “Afirmagbes complexas e Generalidade” no
verbete Gottlob FregeE na SEP, e também ENGLEBRETSEN, 1992). O sistema
de Carroll supera o de Venn porque acrescenta recursos para a expressdo da
relagdo de complemento entre conjuntos e, como resultado disso, é capaz de
construir inferéncias acerca de relagdes com complemento de propriedades, com
o0 custo de representar certas propriedades como regides disjuntas (isto é, ndo
conectadas). Essa mudanga reflete de perto a mudanga na légica da
argumentagdo baseada em sujeito-predicado para uma representagao funcional,
em termos de fungéo e argumento (STENNING, 1999).

Um dos fundadores da légica quantificada, Peirce, também criou um
sistema grafico, nomeado Grafos Existenciais, 0 qual se prova como logicamente

“N.T.: Disponivel em: https://plato.stanford.edu/entries/fregel. Acesso em: 05 jan. 2022.
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equivalente com a légica de predicados. Com os trabalhos de Don Roberts nos
Grafos Existenciais e a aplicagdo inovadora desses Grafos por John Sowa,
recentemente um grupo de pesquisadores nessa area desenvolveu varias
abordagens para esse sistema representacional em contextos tedricos mais
amplos (SHIN, 2003).

Guiados por questbes praticas, pesquisadores de inteligéncia artificial
(Al), com especial aten¢do ao poder heuristico dos sistemas em conjungao com
poder expressivo, tém discutido acerca das diferentes formas representacionais
por décadas (SLOMAN, 1971, 1985, 1995). Naturalmente, se interessam em
discussdes a respeito do papel do raciocinio visual e se engajam em simpdsios
interdisciplinares sobre raciocinio diagramatico em conferéncias de IAB2 Sob o
mesmo aspecto, ao considerar que humanos adotam diferentes formas
representacionais a depender do tipo de problema com o qual se lida, alguns
pesquisadores na area de IA e tedricos do design se dedicam a abordagens
especificas ao dominio com o proposito de fornecer formas representacionais
bem adaptadas a problemas particulares.ﬂ

Por exemplo, Harel (1988) inventou os Higraphs para representar
especificagdes de sistemas na ciéncia da computagdo. Essa ideia é adotada em
aplicagbes na area industrial (por exemplo, UML, em BOOCH, et al., 1998).
Barker-Plummer e Bailin (1997) apresentam um estudo de caso no
desenvolvimento de computadores capazes de realizar raciocinios anal6gicos do
tipo que os humanos normalmente realizam na prova de certos teoremas
matematicos. Recentemente, um resultado interessante foi apresentado por
Mateja Jamnik, membro do grupo de Raciocinio Matematico Alan Bundy, em
Edimburgo (JAMNIK, 2001). Ele mostra como um sistema de provas formais

%0Como exemplo de conferéncias, temos: Reasoning with Diagrammatic Representations: 1992 AAAI
Spring Symposium; Cognitive and Computational Models of Spatial Representation: 1996 AAAI
Spring Symposium; Reasoning with Diagrammatic Representations II: 1997 AAAI Fall Symposium e
Formalizing Reasoning with Visual and Diagrammatic Representations: 1998 AAAI F all Symposium
(vide também NARAYANAN, 1993).

% As sequintes conferéncias sao boas evidéncias desse esforco: VISUAL *98: Visualization Issues in
Formal Methods(Lisboa); International Roundtable Conference on Visual and Spatial Reasoning in
Design (MIT, 1999) e Theories of Visual Languages - Track of VL '99: 1999 IEEE Symposium on
Visual Languages.
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semi-automatico pode executar algumas das inferéncias perceptuais
naturalmente feitas por humanos. Por exemplo, que a soma dos primeiros n
nameros impares consiste em n ao quadrado é facilmente visualizado ao se
decompor uma tabela n. x n em muitos “L's” (JAMNIK et al., 1999).

Pesquisadores da Universidade de Brighton realizam projetos
interessantes tanto no desenvolvimento de sistemas diagramaticos quanto na sua
aplicagéo em sistemas visuais e desenvolvimento de softwares.

Por fim, vale mencionar que cientistas como quimicos e fisicos também
recorrem a diagramas para a realizacdo de certas computagdes. Diagramas de
Feynman, por exemplo, sdo utilizados para a execugédo de calculos na fisica
sub-atdbmica. Recentemente, raciocinios diagramaticos formais estdo sendo
desenvolvidos para a teoria quéntica (COECKE; KISSINGER, 2017). Na teoria
dos nds (que possui aplicagbes na fisica, em KAUFFMAN, 1991) os trés
movimentos de Reidemeister s&o operagdes diagramaticas que se figuram num
calculo completo para provar equivaléncia de nos. De maneira nao
surpreendente, diagramas de nos tém despertado o interesse de pesquisadores
(DE TOFFOLI; GIARDINO, 2014). O papel que diagramas e raciocinios
diagramaticos desempenham na matematica abstrata da teoria das categorias
também vém sendo investigado (HALIMI, 2012; DE TOFFOLI, 2017).

5.2. Diagramas como representacdes mentais

Nossas representacdes mentais possuem como componentes entidades
analogas a diagramas ou a imagens? Tal questdo possui um longo histérico, em
certo sentido independente, na filosofia e na psicologia. Recentemente, entretanto,
filésofos tém participado do “debate sobre as imagens”, uma das questdes mais
duradouras e controversas na psicologia, com alguns cientistas cognitivos tomando
certas teorias epistemoldgicas na filosofia como Uteis na sustentagéo de suas teses
em relagdo a essa questao.

A natureza das representagbes mentais € uma questdo perene na
filosofia, e podemos facilmente rastrear discussbes sobre imagens e
representacbes mentais na era antiga.E Vemos como um tépico central nos

%2yide Da Alma e Da Meméria e da Revocagéo de Aristoteles.
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escritos de Hobbes, Locke, Berkeley e Hume uma discussao sobre o discurso
mental, o significado das palavras, imagens mentais, ideias particulares e
abstratas, impressoes, e assim por diante. A distin¢do cartesiana entre imaginar e
conceber algo gerou um volume grande de discusséo sobre o papel das imagens
visuais nas representacdes mentais . O desenvolvimento das ciéncias cognitivas
no século XX naturalmente aproximou certo grupo de fildsofos e psicologos e
identificamos uma série de autores cujos trabalhos sdo de ambas as areas
(BLOCK, 1983; DENNETT, 1981; FODOR, 1981).

A concepgdo imagética baseada na introspecgao foi o foco no periodo
inicial do desenvolvimento da psicologia até o0 momento da predominancia da
abordagem behaviorista nessa disciplina. Nesse periodo, qualquer nogéo que
remetia & introspec¢do mental, incluindo imagens, era excluido de qualquer
agenda de pesquisa. Finalmente, em meados dos anos 1960, o topico das
imagens mentais ressurgiu na psicologia com uma agenda um tanto quanto
humilde em relacdo ao que se tinha anteriormente: nem todos os tipos de
representacdes mentais sdo imagéticas, e representagéo via imagens € um dos
varios modos de tratamento da informagdo na mente. Além disso, gragas a
influéncia do Behaviorismo, é reconhecido que a mera introspecgdo ndo é
suficiente para investigar imagens, e uma afirmacéo sobre imagens mentais deve
ser confirmavel experimentalmente para mostrar a nossa externalizagdo dos
eventos mentais é bem sucedida. Ou seja, se 0 que uma certa introspecgéo
mental diz é genuino, entdo deve haver consequéncias experimentais
observaveis desse estado mental.

Desse modo, o debate sobre as imagens entre os cientistas cognitivos
versa sobre a afirmagéo de que nossas representagdes mentais séo como imagens
e sobre como interpretamos certos experimentos a esse respeito.

Kosslyn (1980, 1994) e outros pictorialistas (SHEPARD; METZLER,
1971) apresentam dados experimentais na sustentagdo da afirmagdo de que
algumas imagens mentais sd@o mais similares a fotografias do que a uma

53BLOCK, 1981, é uma das melhores coletaneas de artigos sobre o debate e em BLOCK, 1983, é
apresentado um resumo sucinto da controvérsia e coloca questdes elucidativas acerca do debate.
Nos capitulos 1-4 de TYE, 1991, temos uma boa visao geral tanto do que dizem os fildsofos quanto
do que dizem os cientistas cognitivos sobre a questéo.
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linguagem linear (como sdo linguagens naturais e linguagens simbdlicas
artificiais) em importantes aspectos, ainda que nem todas essas imagens mentais
sejam exatamente do mesmo tipo. Em contraste, Pylyshin (1981) e outros
descritivistas (DENNETT, 1981) colocam questdes acerca do trago imagético das
imagens mentais e argumentam que imagens mentais sdo constituidas de
descrigdes estruturadas. Para eles, imagens mentais representam mais ao modo
de uma linguagem do que uma fotografia e, consequentemente, ndo ha imagens
mentais visuais fotograficas.

Ambos os lados do debate por vezes recorrem a teorias filoséficas como
um suporte. Por exemplo, pictorialistas nesse debate simpatizam com as teorias
modernas dos sense-data e, contrariamente, os criticos de teorias do sense-data
argumentam que o erro da concepgdo pictdrica das imagens mentais decorre
principalmente da nossa confusdo acerca da linguagem ordinaria e afirmam que
imagens mentais sdo meros epifendmenos.

5.3. O papel cognitivo dos diagramas

Sem um envolvimento direto no debate sobre as imagens, alguns
pesquisadores tém dado énfase ao papel distintivo que diagramas e imagens - e
em oposi¢do as formas sentenciais - desempenham em nossas atividades
cognitivas (SHIN, 2015; HAMAMI; MUMMA, 2013). Partindo da conjectura que
humanos adotam representagdes internas, sejam diagramaticas ou espaciais, na
realizacdo de raciocinios sobre situagbes concretas e abstratas (conferir
HOWELL, 1976; SOBER, 1976), alguns cientistas cognitivos tém se concentrado
no papel das imagens e diagramas em atividades cognitivas diversas, por
exemplo, na memoria, imaginagao, percepgao, navegagao, inferéncia, resolugéo
de problemas, e assim por diante. Aqui, a natureza da “informagéao visual’, obtida
seja por imagens mentais internas seja por diagramas construidos externamente,
tem sido um topico crescente de pesquisa. Embora grande parte desses
desenvolvimentos assumam a existéncia de imagens mentais (ou seja, aceitem a
tese pictorialista), num sentido estrito ndo precisam se comprometer com a
posicdo de que essas imagens existem como unidades basicas da nossa
cognigéo. Descritivistas ndo descartam discussdes acerca do papel das imagens,
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mas apenas se véem obrigados a afirmar que essas imagens ndo séo unidades
primitivas armazenadas em nossa meméria, mas sim formadas a partir de
descrigbes estruturadas de maneira similar s sentengas de uma linguagem (vide
PYLYSHYN, 1981).

A busca pelo papel distintivo dos diagramas levou muitos pesquisadores
a explorar as diferengas entre as formas diversas de representacdes externas e
internas, e majoritariamente entre representagdes sentenciais e diagramaticas.
Muitos resultados a esse respeito foram obtido nas ciéncias cognitivas. Partindo
do classico estudo de caso de Larkin e Simon (1987), que estabeleceram a
diferenga entre equivaléncia informacional e equivaléncia computacional em
sistemas representacionais, o trabalho de Lindsay localiza o ponto em que reside
a diferenca computacional, denominado por ele de um método “nédo-dedutivo”.
Como brevemente apontado acima, esse processo inferencial é chamado de
‘carona” por Barwise e Shimojiima (1995), ou seja, o tipo de inferéncia na qual as
conclusbes parecem ser lidas automaticamente a partir da representacdo das
premissas. Em Gurr, Lee e Stenning (1998), e em Stenning e Lemon(2001),
temos uma explicagdo da singularidade da inferéncia diagramatica em termos de
graus de “instantaneidade” da interpretagdo, e é argumentado que é uma
propriedade relativa, e desse modo “algumas caronas saem mais baratas do que
outras”. Ciente do papel dos graficos na nossa mente, Wang e Lee (1993)
apresentam um framework formal como um guia para linguagens visuais corretas.
Neste ponto, estamos bem perto das aplicagbes da pesquisa em raciocinios
multimodais - teoria do design e pesquisa em IA - e provendo essas disciplinas de
suporte computacional para o raciocinio visual.

Também relacionado com a questdo das representages mentais
imagéticas é o exame da seméntica de varios sistemas diagramaticos e o que nos
ensinam a respeito da natureza geral das linguagens (por exemplo, GOODMAN,
1968). Por exemplo, Robert Cummins (1996) e outros argumentam que a pouca
atencdo dada para representagbes diagramaticas e o foco na nogdo de
“representagdo estrutural” podem ajudar a explicar a natureza da representagéo
ela mesma. Acreditamos que as considerages apresentadas acima nos
fornegam um tratamento empirico para esse tipo de afirmagdo - a depender dos
objetos imagéticos e das relagbes adotadas, padrdes de inferéncias incorretas
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devem ser detectaveis e prediziveis. Um artigo importante, embora pouco
reconhecido, sobre o tema é Malinas (1991). No artigo, Malinas explora os
conceitos de representagéo pictdrica e “verdade em” uma figura via a nogao de
semelhanga, e desse ponto considera alguns puzzles seménticos sobre
representacdo pictérica. Ele desenvolve a “Tese Central” da representacdo de
Peacocke (PEACOCKE, 1987), em que similaridades entre as propriedades de
objetos pictéricos e seus referentes no campo visual ddo origem a relagéo de
representacdo. A partir disso, ele fornece uma semantica formal para figuras
“analoga a uma semantica para uma linguagem ideal”.

Sumario

Comegamos por motivar o interesse filosofico nos diagramas por meio do
seu papel no raciocinio humano e sua relagdo com o estudo da linguagem em
geral, e no processamento de informagfes multimodais. Entdo explicamos o
balango entre poder expressivo e clareza visual nos sistemas diagramaticos ao
examinar o desenvolvimento histérico dos sistemas diagramaticos, de Euler e
Venn, seguindo o trabalho feito por Peirce até os desenvolvimentos recentes de
Shin e Hammer. Foi argumentado que podemos oferecer o mesmo status légico
dos sistemas lineares de prova para sistemas diagramaticos. Expomos também
algumas dificuldades dos sistemas diagramaticos ao examinar algumas restricdes
espaciais nesses sistemas e como afetam sua corregao e seu poder expressivo.
Fechamos a exposicdo oferecendo um panorama sobre outros sistemas
diagramaticos, como também o interesse nos diagramas pelas areas de ciéncias
da computacéo e ciéncias cognitivas, e uma breve incurs@o no debate acerca das
imagens na filosofia da mente.
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Teorema de Bayesﬁ

Autoria; James Joyce
Traducédo: Débora de Oliveira Silva & Sérgio R. N. Miranda
Revisdo: Guilherme A Cardoso

O Teorema de Bayes € uma férmula matematica simples utilizada para o
calculo de probabilidades condicionais. Esse teorema tem grande destaque nas
abordagens subjetivistas ou Bayesianas da epistemologia, estatistica e l6gica
indutiva. Os subjetivistas, que sustentam que a crenca racional é regida pelas leis
da probabilidade, apoiam-se fortemente nas probabilidades condicionais em suas
teorias da evidéncia e modelos de aprendizagem empirica. O Teorema de Bayes
é central nessas abordagens por simplificar o calculo de probabilidades
condicionais e esclarecer significativamente as caracteristicas da posigéo
subjetivista. De fato, o insight central do Teorema — de que uma hipotese é
confirmada por qualquer conjunto de dados que a torne provavel — é a base de

*JOYCE, J. “Bayes’ Theorem’, In: ZALTA, E. N. (ed.) Stanford Encyclopedia of Philosophy,
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toda metodologia subjetivista.
1. Probabilidades Condicionais e Teorema de Bayes

A probabilidade de uma hipétese H condicionada a um conjunto de dados
FE ¢ araz&o entre a probabilidade incondicional da conjungao da hipétese com os
dados e a probabilidade incondicional dos dados.

(1.1) Definigao:
A probabilidade de H condicionada a F é definida como
Pe(H) = P( H&E P(E), contanto que ambos os termos dessa razao
eX|stameP

Para ilustrar, suponha que Jodo Ninguém é um cidadao norte-americano
(escolhido aleatoriamente) vivo em 1 de janeiro de 2000. Segundo o Centro de
Controle de Doengas dos Estados Unidos, dentre os 275 milhdes de
norte-americanos vivos naquela data, aproximadamente 2,4 milhdes morreram
no decorrer do préprio ano de 2000. J& dentre os aproximadamente 16,6
milhdes de idosos (individuos com 75 anos ou mais), cerca de 1,36 milhdes
foram a oObito. A probabilidade incondicional da hipétese de que Jodo Ninguém
morreu durante o ano 2000, H, é dada pela taxa de mortalidade da populagao
total P(H) = 2,4M/275M = 0,00873. Para descobrir a probabilidade da
morte de Jodo Ninguém condicionada a informagdo E de que ele era idoso,
dividimos a probabilidade de que ele era um idoso que morreu, ou seja,
P(H&E) = 1,36M/275M = 0,00495, pela probabilidade de que ele era
idoso, ou seja, P(E) = 16,6M/275M = 0,06036. Assim, a probabilidade da
morte de Jodo Ninguém dado que ele era uma pessoa idosa é
Pr(H) = P(H&E)/P(E) = 0,00495/0,06036 = 0,082. Repare como o
tamanho da populagéo total ficou de fora dessa Ultima equagdo, de modo que
Pr(H) é simplesmente a propor¢éo dos idosos que morreram. Alguém poderia

%Mesmo que se possa tratar as probabilidades condicionais como basicas e até dar sentido a
elas quando o evento condicionante tem probabilidade zero, manteremos aqui a defini¢do padréo.
Sempre que P aparece, assume-se que a probabilidade de E é positiva. Para uma discusséo e
referéncias Uteis sobre as probabilidades condicionais generalizadas, videRENYI, 1955; HARPER,
1976; SPHON, 1986; HAMMOND, 1994; MCGEE, 1994; JOYCE 1999, p. 201-213.
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contrastar essa quantidade, que d& a taxa de mortalidade entre os idosos, com a
probabilidade “inversa’ de E condicionada a H, ou seja, Py(E) =
P(H&E)/P(H) = 0,00495/0,00873 = 0,57, que consiste na propor¢éo de
mortes na populagao total que ocorreram entre 0s idosos.

Estas sdo algumas consequéncias diretas de (1.1):

* Probabilidade: Pz é uma fungéo de probabilidade;@

+ Consequéncia Légica: Se F acarreta H, entdo P (H) = 1;
* Preservagéo de Certeza: Se P(H) = 1,entdo Pr(H) = 1;
» Combinagio : P(H) = P(E)Pg(H) + P(~ E)P..p(H)E

O fato mais importante sobre as probabilidades condicionais é sem
davida o Teorema de Bayes, cuja importancia foi primeiramente compreendida
pelo clérigo britdnico Thomas Bayes em sua obra-prima publicada postumamente
intitulada An Essay Toward Solving Problem in the Doctrine of Chances
(BAYES, 1764). O Teorema de Bayes relaciona a probabilidade “direta” de uma
hipétese condicionada a um conjunto de dados, Pz (H ), com a probabilidade
‘inversa” dos dados condicionada a hipétese, P (E).

(1.2) Teorema de Bayes:
Pp(H) = [P(H)/P(E)Pu(E).

Por conta de uma infeliz escolha de terminologia (agora inevitavel), os
estatisticos se referem & probabilidade inversa Py (E) como a likelihood de H

%P g deve ser uma fungéo real, limitada entre 0 e 1, que satisfaz:
Normalizagéo:Pz(T) = 1, em que T é uma verdade légica qualquer;
Aditividade Contavel: Pz(X) = > .Pz(X;) quando {X1, X2, X3...} é qualquer conjunto
de pares de proposigdes incompativeis cujas disjungdes formam X.

%De modo geral, se {Eh, E2, E3...} é uma partigdo contavel de proposicdes de evidéncia, a
combinagédo acarretaque P(H) = > .P(F;)Py: (H). Pode-se considerar £; como um conjunto
de resultados de algum experimento que sdo mutuamente exclusivos e coletivamente exaustivos. A
combinagao entéo diz que a probabilidade incondicionada de H é a expectativa da probabilidade
de H condicionada aos resultados do experimento.
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dado E. B Ela exprime o grau com que a hipotese prevé os dados a partir da
informacao de fundo codificada na probabilidade P.

No exemplo previamente discutido, a condi¢do de que Jodo Ninguém
morreu durante o ano de 2000 é um forte previsor da sua condigao de idoso. De
fato, a equagdo Pz (E) = 0, 57 nos informa que 57% do total de mortes daquele
ano ocorreram entre os idosos. O teorema de Bayes permite-nos usar essa
informacg&o para calcular a probabilidade “direta” da morte de Jodo Ninguém dado
que ele era idoso. O célculo é feito multiplicando-se o “termo previsor” Py (E)
pela diviséo entre o numero total de mortes na populagdo € o numero de idosos
(P(H)/P(E) = 2,4M/16,6M = 0,144). O resultado é o esperado:
Pr(H)=0,57x0,144 = 0,082.

Embora seja uma trivialidade matematica, o Teorema de Bayes é de
grande valia no calculo de probabilidades condicionais, pois as probabilidades
inversas s&o tipicamente mais faceis de serem determinadas e menos subjetivas
do que as probabilidades diretas. Aqueles que tém opinides diferentes sobre as
probabilidades incondicionais de E' e H frequentemente discordam acerca do
valor de £F como um indicador de H. Todavia, eles podem concordar sobre o
grau com que a hipotese prevé os dados caso conhegam algum dos seguintes
fatos intersubjetivamente disponiveis: (a) a probabilidade objetiva de F dado H,
(b) a frequéncia com que eventos como F ocorrerdo se H for verdadeira ou (c) o
fato de que H acarreta logicamente E. Os cientistas comumente elaboram os
experimentos para que as likelihoods possam ser conhecidas em alguma dessas
maneiras “objetivas”. Assim, o Teorema de Bayes garante que qualquer disputa
sobre o significado dos resultados experimentais possa remontar aos desacordos
“subjetivos” acerca das probabilidades incondicionais de H e F.

Quando tanto Pz (E) como P (E) séo conhecidas, quem realiza um
experimento sequer precisa saber da probabilidade de E para determinar o valor
de P (H) ao usar o Teorema de Bayes.

YNT: A tradugéo de dicionario de “likelihood” é “probabilidade”, mas, obviamente, a frase “a
likelihood de H dado E” ndo diz respeito a probabilidade de H dado F, mas sim a inversa: F
dado H. Alguns optam por traduzir “likelihood” por “verossimilhanga’, mas decidimos manter a
expresséo do original em inglés. Ambas as opgdes s&o comuns.
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(1.3) Teorema de Bayes (2° forma):&d
Pp(H) =P(H)Py(E)/[P(H)Py(E) + P(~ H)P_ g (E)]

Sob essa forma, o Teorema de Bayes é particularmente Util para inferirmos
as causas a partir dos seus efeitos, uma vez que é razoavelmente facil distinguir a
probabilidade de um efeito dada a presenga ou a auséncia de uma suposta causa.
Por exemplo, os médicos costumam rastrear doengas com incidéncia conhecida
usando testes de diagnostico com sensitividade e especificidade reconhecidas.
A sensitividade do teste, i.e., sua taxa de “verdadeiro positivo”, é a fragao das vezes
em que os pacientes com a doenga testam positivo. A especificidade do teste, i.e.,
sua taxa de “verdadeiro negativo”, é a propor¢do com que 0s pacientes saudaveis
testam negativo. Se H for o evento em que um dado paciente tem a doenga e
for o evento em que o paciente testa positivo para a doenga, entéo a sensitividade e
a especificidade do teste s@o dadas, respectivamente, pelas likelihoods Py (E) e
P (~ E), e aincidéncia inicial da doenga na populagéo é P(H'). Dados esses
inputs sobre os efeitos da doenga no resultado do teste, pode-se usar (1.3) para
determinar a probabilidade da doenga dado um teste positivo. Para uma ilustragéo
mais detalhada desse processo, vide Exemplo 1 do complemento deste capitulo.

2. Formas Especiais do Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes pode ser expresso nas mais variadas formas que
sdo Uteis para diferentes propositos. Uma dessas versdes emprega o que Rudolf
Carnap chamou de quociente de relevancia ou razdo de probabilidade
[Probability Ratio (PR)] (CARNAP, 1962, p. 466). Trata-se do fator
PR(H,E) = Pg(H)/P(H) pelo qual a probabilidade incondicional de H deve
ser multiplicada para se obter a probabilidade de H condicionada a £. O
Teorema de Bayes equivale entdo a um principio simples de simetria para razes
de probabilidade.

%Se Hi,H,, Hs, ..., H,é uma particio na qual cada uma das probabilidades inversas
Pw,(E) é conhecida, entdo pode-se expressar a probabilidade direta como Pr(H;) =

P(Hi)Pu, (E)/[>2;P(H;)Pm; (E)].



245

(1.4) Regra da Razao de Probabilidade [Probability Ratio(PR)]:
PR(H,E) =PR(E, H)

O termo da direita fornece uma medida do grau com que H prevé E. Se
considerarmos que P(FE) expressa a previsibilidade inicial de F dada a
informag&o de fundo codificada em P e que Py () expressa a previsibilidade de
E quando H é adicionada a essa informagéo de fundo, entdo PR(E, H) registra
0 grau com que o conhecimento de H torna £ mais ou menos previsivel com
relacéo a base inicial: PR(E, H) = 0 significa que H prevé categoricamente
que ~ FE; PR(E,H) = 1 significa que adicionar H ndo altera em nada a
previsdo da base inicial, PR(E, H) = 1/P(E) significa que H prevé
categoricamente que E. Uma vez que P(E) = P7(E), no qual T é uma verdade
l6gica qualquer, podemos considerar que (1.4) nos diz o seguinte:

A probabilidade de uma hipotese condicionada a um conjunto de dados é
igual a probabilidade incondicional da hipdtese multiplicada pelo grau com
que a hipétese supera uma tautologia como um previsor dos dados.

No exemplo do Jodo Ninguém, PR(H, E) é obtida pela comparagéo
entre a previsibilidade da condi¢do de idoso dado que Jodo Ninguém morreu em
2000 e a previsibilidade dessa mesma condigao quando n&o ¢ fornecida qualquer
informacdo sobre a mortalidade do individuo. Ao dividirmos o primeiro “termo
previsor” pelo segundo obtemos PR(H, E) = Py (E)/P(E) =0,57/0,06036
= 9,44. Assim, como um previsor da condi¢do de idoso em 2000, saber que
Jodo Ninguém morreu é mais de nove vezes melhor do que ndo saber se ele
viveu ou morreu.

Outra forma Util do Teorema de Bayes é a Regra de Chances [Odds].
No jargéo dos apostadores, a “chance” de uma hipétese é a sua probabilidade
dividida pela probabilidade da sua negagéo: O(H) = P(H)/P(~ H). Por
exemplo, uma corrida de cavalo cujas chances de ganhar uma corrida em
particular sejam de 7 para 5 tem 7/12 de chances de ganho e 5/12 de chances
de perda. Algo que ajuda a entender a diferenga entre chances e probabilidades é
pensar nas probabilidades como fragdes da distancia entre a probabilidade de
uma contradi¢do e a de uma tautologia, de modo que P(H) = p significa que H
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é p vezes tao provavel de ser verdadeiro quanto uma tautologia. Por outro lado,
escrever O(H) = [P(H) — P(F)]/[P(T) — P(H)] (em que F é alguma
contradigéo légica e T uma tautologia) deixa claro que O(H) expressa essa
mesma quantidade como a razdo entre 0 montante com que a probabilidade de
H excede a de uma contradigdo e o montante com que a probabilidade de H é
excedida pela probabilidade de uma tautologia. Desse modo, a diferenga entre
“falar de probabilidades” e a “falar de chances” corresponde a diferenga entre
dizer que “estamos a dois tergos de distancia do destino” e “j& percorrremos o
dobro do que ainda resta para chegarmos ao destino”.

O anélogo da razao de probabilidade ¢é a razdo de chances [Odds Ratio
(OR)]OR(H, E) = Og(H)/O(H), o fator pelo qual a chance incondicional de
H deve ser multiplicada para se obter a chance de H condicionada a £. O
Teorema de Bayes entéo equivale ao seguinte fato acerca da razdo de chances:

(1.5) Regra da razéo de chances [Odds Ratio (OR)]:
OR(H,E) =Py(E)/P.u(E)

Repare a similaridade entre as regras (1.4) e (1.5). Mesmo que cada uma
empregue um modo diferente para expressar probabilidades, cada uma mostra
COMOo a sua expressao para a probabilidade de H condicionada a £ pode ser
obtida pela multiplicagdo da sua expresséo para a probabilidade incondicional de
H por um fator que envolve probabilidades inversas.

A quantidade LR(H, E) = Py (FE) /Py (E) que aparece em (1.5) é a
razdo de likelihood [Likelihood Ratio (LR)] de H dado E. Em cenarios de teste
como o descrito no Exemplo 1, a razdo de likelihood é a taxa de verdadeiro
positivo dividida pela taxa de falso positivo:
LR = sensitividade/(1 — especificidade). Assim como no caso da razdo de
probabilidade, podemos construir a raz&o de likelihood como uma medida do grau
com que H prevé E. Ao invés de compararmos a probabilidade de E dado H com
a probabilidade incondicional de FE, iremos compara-la com a probabilidade de E
condicionadaa ~ H. LR(H, E) é, portanto, o grau com que a hipdtese supera a
sua negagao como uma previsora dos dados. Mais uma vez, o Teorema de Bayes
nos diz como fatorar as probabilidades condicionais em probabilidades
incondicionais e medidas de poder de previséo.
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A chance de uma hipétese condicionada a um conjunto de dados é igual
a chance incondicional da hipotese multiplicada pelo grau com que essa
hipétese supera a sua negagdo como uma previsora dos dados.

No exemplo de Jodo Ninguém, LR(H, E) é obtida pela comparagao entre
a previsibilidade da condicéo de idoso dado que Jodo Ninguém morreu em 2000
e a previsibilidade dessa mesma condigdo dado que viveu durante todo aquele
ano. Ao dividirmos o primeiro “termo previsor’ pelo segundo obtemos LR(H, E)
= Py(E)/P.u(E) = 0,57/0,056 = 10, 12. Assim, como um previsor da
condicdo de idoso no ano de 2000, saber que Jodo Ninguém morreu é mais de
dez vezes melhor do que saber que viveu.

As similaridades entre as versGes da ‘razdo de probabilidade” e da
“raz80 de chances” do Teorema de Bayes podem ser ainda mais desenvolvidas
se expressarmos a probabilidade de H como um multiplo da probabilidade de
alguma outra hipdtese H* usando a fungdo da probabilidade relativa
B(H,H*) =P(H)/P(H*). Que fique claro que B generaliza tanto P quanto O,
pois P(H) = B(H,T)e O(H) = B(H,~ H). Pela comparacéo dos valores
condicionais e incondicionais de B obtemos o Fator de Bayes:

BR(H, H*; E) = Bp(H, H")/B(H, H*)
= [Pp(H)/Pp(H")]/[P(H)/P(H")]

Também podemos generalizar a razdo de likelihood ao definirmos
LR(H,H*; E) =Py (FE)/Py-(E). Essa formula compara a previsibilidade de
E com base em H com a previsibilidade de £ com base em H*. Podemos usar
essas duas quantidades para formular uma forma ainda mais geral do Teorema
de Bayes.

(1.6) Teorema de Bayes (Forma Geral):
BR(H,H*;E) =LR(H,H*; E).

A mensagem contida em (1.6) é a seguinte:
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As razbes de probabilidade para duas hipoteses condicionadas a um
conjunto de dados é igual & razdo das probabilidades incondicionais
dessas hipéteses multiplicadas pelo grau com que a primeira hipotese
Supera a segunda como uma previsora dos dados.

As diversas versdes do Teorema de Bayes diferem apenas no que diz
respeito as fungbes usadas para expressar as probabilidades incondicionais
(P(H),0(H),B(H)) e ao termo de likelihood usado para representar o poder
de previsdo (PR(E, H),LR(H, E),LR(H, H*, E)). Contudo, em cada caso a
mensagem subjacente é a mesma:

probabilidade condicional = probabilidade incondicional x poder de
previséo

(1.2)-(1.6) sdo formas multiplicativas do Teorema de Bayes que fazem uso da
divisdo para comparar as disparidades entre as probabilidades incondicionais e
condicionais. As vezes essas comparacdes sdo melhor expressas aditivamente
ao substituirmos as razdes por diferencas. A tabela a seguir contém o anélogo
aditivo de cada medida de raz&o.

Tabela 1
Razédo Diferenca
Razéo de Probabilidade: Diferenga de Probabilidade:
PR(H,E)=Pg(H)/P(H) PD(H,E)=Pg(H)—P(H)
Razdo de Chances (Odds): Diferenga de Chances(Odds):
OR(H,E) =0g(H)/O(H) OD(H,E)=0g(H) —O(H)
Fator de Bayes: Diferenga de Bayes:
BR(H,H*; E) =By (H,H*)/B(H,H*) | BD(H, H*; E) = Bp(H, H*) — B(H, H*)

Podemos usar o teorema de Bayes para obter os analogos aditivos de
(1.4)-(1.6), que sao exibidos na tabela a seguir juntamente com suas contrapartes
multiplicativas.
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Tabela 2
Razéo Diferenga
(14) | PR(H,E) =PR(E,H) =Py (E)/P(E) PD(H,E)=P(H)[PR(E,H) — 1]
OR(H,E) =LR(H,E) =Py(E)/P.u(E) OD(H,E) =0(H)[OR(H, E) — 1]
BR(H,H*;E) = LR(H, H*; E) = Py (E)/Py-(E) | BD(H, H*; E) = B(H, H*)[BR(H, H*; E) — 1]

Repare como cada medida aditiva é obtida multiplicando-se a
probabilidade incondicional de H, expressa na escala relevante, P, O ou B, pela
medida multiplicativa associada subtraida por 1.

Os resultados dessa sec¢do sdo Uteis para quem utiliza o calculo de
probabilidades, mas eles tém uma importéncia especial para as abordagens
subjetivistas ou “Bayesianas” da estatitica, epistemologia e inferéncia indutiva.,
Os subjetivistas apoiam-se fortemente nas probabilidades condicionais em sua
teoria do apoio evidencial e na sua explicagdo da aprendizagem empirica. Dado
que o Teorema de Bayes é o fato mais importante sobre as probabilidades
condicionais, ndo é de modo algum surpreendente que ele receba grande
destaque na metodologia subjetivista.

3. O Papel do Teorema de Bayes nas Explicagoes Subjetivistas da Evidéncia

Os subjetivistas mantém que as crengas tém graus variados de forga e que
as crengas graduadas de um sujeito idealmente racional podem ser representadas
por uma fungdo de probabilidade subjetiva P. Para cada hipdtese H sobre a
qual o sujeito forma uma opinido, P(H') mede o seu nivel de confianga (ou “grau
de crenga”) na verdade de H B s crengas condicionais sdo representadas por
probabilidades condicionais, de modo que Pz ( H ) mede a confianga do sujeito em

%Para uma excelente discussao geral do subjetivismo, vide o verbete Interpretations of Probability
[https://plato.stanford.edu/archives/win2021/entries/probability-interpret/] na SEP

80Quando as opinides do sujeito sobre H nao sao suficientemente definidas para serem mensuradas
por um unico nlmero, seu estado de crenga é representado por uma familia de fungdes de
probabilidade. Para discussdes Uteis sobre estados indeterminados de crenga, vide LEVI, 1985;
JEFFREY, 1987; KAPLAN, 1996, p. 23-31.
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H dada a suposigao de que £ é um fato B

Uma das caracteristicas mais influentes do programa subjetivista é a sua
explicagdo do apoio evidencial. As ideias que norteiam a Teoria Bayesiana da
Confirmagao s&o as seguintes:

* Relatividade Confirmacional: As relagbes de evidéncia devem ser
relativizadas aos individuos e seus %raus de crenca;

* Proporcionalismo de Evidéncia:®¢ Um crente racional regulard a sua
confianga em uma hipétese H por sua evidéncia total para H, de modo
que sua probabilidade subjetiva para H reflita o saldo geral das suas
razdes a favor ou contra a verdade de H;

+ Confirmagao incremental:&¥ Um conjunto de dados fornece evidéncia
incremental para H na medida em que o condicionamento a esses dados
aumenta a probabilidade de H.

O primeiro principio diz que os enunciados sobre relagdes de evidéncia sempre
fardo referéncia implicita aos sujeitos e seus graus de crencga, de modo que, e.g., 0
enunciado “F € evidéncia para H” deveria ser realmente lido como “E é evidéncia
para H relativamente & informag&o codificada na probabilidade subjetiva P”.
Segundo o proporcionalismo de evidéncia, o nivel de confianga de um
sujeito em H deveria variar diretamente com a forga da sua evidéncia a favor da

8"Pode-se ter uma probabilidade subjetiva determinada para H condicionada a £ mesmo quando
nao se tem probabilidades determinadas para H & E' e E. A evidéncia estatistica frequentemente
justifica atribuicdes de probabilidade condicional sem fornecer qualquer informag&o sobre as
probabilidades incondicionais subjacentes. Por exemplo, estudos cuidadosos de tabelas atuariais
podem convencer-me de que as minhas chances de viver além dos oitenta anos dado que eu tenha
um ataque cardiaco severo aos cinquenta estdo entre 0, 04 e 0, 02, mas a mesma tabela ndo me
da qualquer informagao sobre as chances de que eu va sofrer um ataque cardiaco severo aos
cinquenta e, portanto, sobre as minhas chances incondicionais de viver até os oitenta.

82Tomei esse termo emprestado de Alvin Goldman, que argumenta contra tal perspectiva
(GOLDMAN, 1986, p. 89-93). Embora nem todos os Bayesianos aceitem o proporcionalismo de
evidéncia, a explicago da evidéncia incremental como uma mudanga na probabilidade subjetiva
s6 faz realmente sentido se supomos que o nivel de confianga do sujeito em uma proposigéo varia
diretamente com a forga da sua evidéncia para a verdade dessa proposigao.

83 A distingao entre evidéncia total e incremental é essencialmente a mesma que a distingao de Carnap
entre “confirmagdo como firmeza” e “confirmagéo como aumento de firmeza” (CARNAP, 1962, novo
prefacio. Compare MAHER, 1996, p. 162).
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verdade de H. Da mesma maneira, seu nivel de confianca em H condicionada a
E deveria variar diretamente com a for¢a da sua evidéncia a favor da verdade de H
quando essa evidéncia é aumentada pela suposicao de E. E dificil precisar o que
constitui a evidéncia de um sujeito@ e explicar como suas crengas deveriam ser
“proporcionais” a essa evidéncia. Contudo, a ideia de que a evidéncia incremental
é refletida em disparidades entre as probabilidades condicionais e incondicionais s6
faz sentido se as diferencas na probabilidade subjetiva espelharem as diferengas
na evidéncia total.

Uma unidade de dados fornece ao suijeito evidéncia incremental a favor
ou contra uma hipétese na medida em que o recebimento dos dados aumenta ou
diminui sua evidéncia total para a verdade da hipétese. Quando as probabilidades
mensuram a evidéncia total, o incremento da evidéncia que E fornece a H € uma
questéo de disparidade entre P (H ) e P(H ). Ja quando as chances sdo usadas
é uma questao de disparidade entre O (H) e O(H). Confira o Exemplo 2 do
complemento deste capitulo, que ilustra a diferenga entre a evidéncia incremental
e a total e explica a “falacia de taxa base”, que pode surgir quando elas nao séo
distinguidas adequadamente.

%*Em uma concepgao puramente subjetivista, a evidéncia total de um sujeito para uma hipétese
é derivada das suas préprias perspectivas “subjetivas” sobre as plausibilidades intrinsecas das
proposicdes e da informagdo que ele adquire via aprendizagem. O sujeito inicia com uma
probabilidade subjetiva P que abrange seus julgamentos “prévios” sobre as plausibilidades das
proposicdes (ou, mais acuradamente, seus preconceitos epistémicos iniciais). Subsequentemente,
ele revisa essas probabilidades a luz da experiéncia, incorporando assim novas informagdes em
seu sistema doxastico. Suas probabilidades subjetivas a qualquer momento s&o entéo o resultado
do aumento das suas opinides “prévias” sobre as plausibilidades intuitivas das proposi¢des com a
informag&o adquirida via aprendizagem. Embora alguns subjetivistas falem como se cada pessoa
iniciasse sua vida epistémica com um tipo de prévias primitivas que registrariam o estado das suas
opinides antes que qualquer informac&o empirica viesse a tona, esse € um modo enganoso de
colocar as coisas. Falar de probabilidades “prévias” e “posteriores” s6 faz sentido com relagéo a
uma sequéncia futura especifica de experiéncias de aprendizagem. A “prévia” ndo é nada mais do
que a fung&o de probabilidade que reflete as crengas do sujeito, independentemente de como foram
alcangadas, antes do inicio da aprendizagem. Como Elliot Sober coloca, “a probabilidade prévia
é propriamente chamada assim n&o porque € a priori (€ ndo é), mas porque €la vigora antes que
novas evidéncias sejam levadas em consideracdo”. (SOBER, 2002, p. 24). Alguns probabilistas,
menos inclinados a abordagens subjetivas, adotam concepgdes menos permissivas de evidéncia.
Por exemplo, vide WILLIAMSON, 2000, p. 184-208 e MAHER, 1996.
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Sera (til distinguir dois conceitos relacionados com a evidéncia total:

* A evidéncia liquida a favor de [ é o grau com que a evidéncia total do
sujeito a favor de H excede a sua evidéncia total a favor de ~ H.

+ O saldo da evidéncia total de /7 sobre H* é o grau com que a evidéncia
total do sujeito a favor de H excede a sua evidéncia total a favor de H*.

O conteldo preciso dessas nogdes dependera de como a evidéncia total é
entendida e mensurada, além de como as disparidades na evidéncia total séo
caracterizadas. Por exemplo, se a evidéncia total é dada em termos de
probabilidades e as disparidades sdo tratadas como razées, entdo a evidéncia
liuida para H é P(H)/P(~ H). Ja se a evidéncia total & expressada em
termos de chances e as diferengas sdo usadas para expressar disparidades,
entdo a evidéncia liquida para H serd O(H) — O(~ H). Para uma lista
completa das possibilidades, vide Tabela 3 (no complemento deste capitulo).
Como essas observagdes deixam claro, pode-se interpretar O( H) como
uma medida da evidéncia liquida ou uma medida da evidéncia total. Para ver a
diferenca, imagine que 750 bolas vermelhas e 250 bolas pretas foram retiradas
ao acaso (e depois repostas por outras) de uma urna que continha 10.000 bolas
vermelhas e pretas. Assumindo que essa é a nossa unica evidéncia sobre o
contelido da urna, torna-se razoavel estabelecer que P(Vermelha) = 0,75 e
P(~ Vermelha) = 0, 25. Em uma leitura da probabilidade como evidéncia total,
essas atribuicdes de valor refletem o fato de que temos muitas evidéncias a favor
da cor Vermelha (nomeadamente, que 750 das 1000 bolas retiradas eram
vermelhas) e o fato de que também temos algumas evidéncias contra isso
(nomeadamente, que 250 das bolas retiradas eram pretas). A evidéncia liquida
para a cor Vermelha ¢é entdo a disparidade entre a nossa evidéncia total para a
cor Vermelha e a nossa evidéncia total contra a cor Vermelha. Isso pode ser
expresso de maneira multiplicativa se dissermos que vimos a cor vermelha sendo
retirada trés vezes mais do que a cor preta, o que é simplesmente dizer que
O(Vermelha) = 3. Alternativamente, podemos usar O(Vermelha) como uma
medida da evidéncia total se tomarmos nossa evidéncia total para a cor Vermelha
como a razao entre as bolas retiradas das cores vermelha e preta ao invés do
numero total de retiradas da cor vermelha, além da nossa evidéncia para a cor



253

~Vermelha como sendo a razéo entre as bolas pretas e vermelhas ao invés do
numero total de retiradas da cor preta. Embora a decisdo acerca de se usar O
como uma medida da evidéncia total ou liquida faga pouca diferenca para as
questdes sobre 0 montante absoluto da evidéncia total para uma hipétese (uma
vez que O(H) é uma fungdo crescente de P(H)), essa deciséo pode fazer uma
grande diferenga quando se esta considerando as mudangas incrementais na
evidéncia total que sao provocadas pelo condicionamento a novas informagoes.
Os filésofos interessados em caracterizar padrdes corretos de raciocinio
indutivo e em fornecer “reconstrucdes racionais” da metodologia cientifica
tenderam a se concentrar na evidéncia incremental como sendo crucial para os
seus empreendimentos. Quando os cientistas (ou pessoas comuns) dizem que E
suporta ou confirma H, o que eles geralmente estdo querendo dizer é que saber
da verdade de E aumentara o montante da evidéncia total para a verdade de H.
Uma vez que os subjetivistas caracterizam a evidéncia total em termos de
probabilidades subjetivas ou chances, eles analisam a evidéncia incremental em
termos das mudancas nessas quantidades. Nessas perspectivas, a maneira mais
simples de caracterizar a for¢a da evidéncia incremental é fazer comparacdes
ordinais das probabilidades condicionais € incondicionais ou das chances.

(2.1) Um Tratamento Comparativo da Evidéncia incremental:
Relativamente a uma fungao de probabilidade subjetiva P,

- FE confirma incrementalmente (infirma, é irrelevante para) H se e
somente se Pz ( H ) é maior que (menor que, igual a) P(H);

- H recebe um incremento maior (ou decréscimo menor) de suporte
evidencial de ' do que de E* se e somente se Py (H) excede
Pp-(H).

Essas equivaléncias ainda valem mesmo quando as probabilidades s&o
substituidas por chances. Assim, essa parte da teoria subjetivista da evidéncia ndo
depende de como a evidéncia total € mensurada.

O Teorema de Bayes ajuda a esclarecer o contetdo de (2.1) ao tornar claro
que o status de E como evidéncia incremental para H aumenta na medida em
que H prevé E. Essa observagao constitui a base para as seguintes conclusdes
sobre a confirmagao incremental (que valem enquanto 1 > P(H), P(E) > 0):
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(2.1a) Se E confirma incrementalmente H, entdo H confirma incrementalmente
E.

(2.1b) Se E confirma incrementalmente H, entdo £ infirma incrementalmente ~
H.

(2.1¢c) Se H implica E, entdo E confirma incrementalmente H.

(21d) Se Py (F) = Py (E*), entdo H recebe mais apoio incremental de E do
que de E* se e somente se E ¢ incondicionalmente menos provavel do que
E*.

(2.1e) Principio Fraco de likelihood: Efornece evidéncia incremental para H
se e somente se Py (E) > P.gy(FE). De modo geral, se Py (E) >
Pu«(E)eP_g(~ FE) > P.g-(~ E), entdo E fornece mais evidéncia
incremental para H do que a H*.

(2.1a) nos diz que a confirmagao incremental € uma questéo de reforgo
mutuo: um sujeito que vé E' como evidéncia para H investe mais confianga na
possibilidade de que ambas as proposi¢des sejam verdadeiras do que em qualquer
outra possibilidade em que apenas uma delas é verdadeira.

(2.1b) diz que a evidéncia relevante tem de ser capaz de discriminar entre
a verdade e a falsidade da hipétese sob teste.

(2.1c) fornece uma razdo subjetivista para o modelo hipétetico
dedutivo de confirmagao. Segundo esse modelo, as hipéteses sdo confirmadas
de modo incremental por qualquer evidéncia que elas acarretem. Embora os
subjetivistas rejeitem a ideia de que as relagdes de evidéncia possam ser
caracterizadas de uma maneira independente da crenga — a confirmagao
Bayesiana é sempre relativizada ao sujeito e as suas probabilidades subjetivas
—, eles tentam preservar a ideia basica do modelo H-D ressaltando que as
hipoteses sdo apoiadas incrementalmente pelas evidéncias que elas acarretam
para qualquer pessoa que ja nao tenha se decidido sobre a hipdtese ou a
evidéncia. Mais precisamente, se H acarreta FE, entdo
Pz(H) = P(H)/P(E), que excede P(H) sempre que 1 > P(E),
P(H) > 0. Isso explica por que os cientistas frequentemente elaboram
experimentos que se encaixam no paradigma H-D. Mesmo quando as relacdes de
evidéncia séo relativizadas as probabilidades subjetivas, os experimentos em que
a hipbtese sob teste implica os dados serdo considerados como evidencialmente
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relevantes por qualquer pessoa que ainda ndo tenha se decidido sobre a
hipotese ou os dados. O grau de confirmagdo incremental vai variar entre os
sujeitos a depender dos niveis anteriores de confianca que depositamem H e F,
mas todos concordardo que os dados apoiam incrementalmente a hipdtese em
algum grau, pelo menos.

Os subjetivistas recorrem a (2.1d) para explicar por que os cientistas tdo
frequentemente consideram que as evidéncias improvaveis ou surpreendentes
tém mais potencial confirmatério do que as evidéncias previamente conhecidas.
Embora n&o seja geralmente verdadeiro que as evidéncias improvaveis tenham
mais potencial de confirmacdo, é verdade que o poder de confirmagéo
incremental de FE relativamente a H varia inversamente a probabilidade
incondicionada de E quando o valor da probabilidade inversa Py (FE)
permanece fixo. Se H acarreta tanto £ quanto £*, entdo o Teorema de Bayes
acarreta que o menos provavel dentre os dois apoiara H mais fortemente. Por
exemplo, mesmo se ataques cardiacos forem invariavelmente acompanhados por
fortes dores no peito e falta de ar, o primeiro sintoma é uma evidéncia muito
melhor para um ataque cardiaco do que 0 segundo, pois fortes dores no peito sdo
muito menos comuns do que falta de ar.

(2.1e) registra uma mensagem central do Teorema de Bayes para as
teorias da confirmagéo. Diremos que H é uniformamente melhor do que H*
como um previsor do valor de verdade de E quando (a) H prevé E mais
fortemente do que H* e (b) ~ H prevé ~ FE mais fortemente do que ~ H*.
Segundo o principio fraco de likelihood, as hipéteses que s&o, uniformemente,
melhores previsoras dos dados sdo mais bem apoiadas por esses dados. Por
exemplo, o fato de que Jodozinho é cristdo é uma evidéncia melhor para
pensarmos que seus pais sao cristdos ao invés de que sdo hindus, pois (a) uma
proporg¢do muito maior de pais cristaos tém filhos cristdos em comparagao com os
pais hindus e (b) uma propor¢do muito maior de pais que ndo s&o cristdos tém
filhos nao cristdos em comparagao com 0s pais que nao sao hindus.

O Teorema de Bayes também pode ser usado como base para o
desenvolvimento e avaliagdo de medidas quantitativas de apoio evidencial. Os
resultados listados na Tabela 2 acarretam que todas as quatro fungbes PR, OR,
PD e OD concordam entre si no que diz respeito a questdo mais simples da
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confirmacéo: F fornece evidéncia incremental para H?

(2.2) Corolério.
Cada uma das formulagdes que se seguem séo equivalentes a assergao
de que E fornece evidéncia incremental a favor de H: PR(H, E) > 1,
OR(H,E)>1,PD(H,E) >0e0D(H, E) > 0.

Assim, todas as quadro medidas concordam com a explicagao
comparativa de evidéncia incremental presente em (2.1).

Por conta de todo esse acordo ndo deveria ser surpreendente que
PR(H, E), OR(H, E) e PD(H, E) tenham sido propostas como medidas do
grau de apoio incremental que £ fornece a jzi: Apesar de OD(H, E) ndo ter
sido sugerida para esse propdsito, iremos considera-la por razdes de simetria.
Alguns autores sustentam que alguma dessas fungdes em particular & a Unica
medida correta da evidéncia incremental; ja outros pensam que & melhor utilizar
uma variedade de medidas que registram diferentes relagdes de evidéncia.
Embora aqui ndo seja o lugar para discutir tais problemas, podemos recorrer ao
Teorema de Bayes para entender o que essas diversas fungdes mensuram e
também para caracterizar as relagdes formais entre elas.

Todas as quatro medidas concordam nas suas conclusdes sobre o
montante comparativo de evidéncia incremental que diferentes unidades de
dados fornecem a uma hipétese fixa. Em particular, as fungbes concordam
ordinariamente acerca dos seguintes conceitos derivados da evidéncia
incremental:

%Para um levantamento completo da literatura nessa area com comentarios penetrantes, vide
FITELSON, 2001, capitulos 1 e 2. Outras fungdes tém sido propostas como medidas de apoio da
evidéncia, tais como P(H&E) — P(H)P(FE) (vide CARNAP, 1962, p. 360), Pz (E) — P (F)
(vide NOZICK, 1981, p. 252) e P (E) —P(E) (vide HALINA, 1988), além de Pr (H)— Pwg(H)
(vide JOYCE, 1999; CHRISTENSEN, 1999). Como Fitelson mostra, nenhuma dessas medidas
satisfaz a segunda clausula de (2.1), o que significa que nenhuma delas capta a nogéo de evidéncia
incremental que buscamos.
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« O incremento efetivo de evidéncia® que E fornece a H é o montante
com que a evidéncia incremental que E fornece a H excede a evidéncia
incremental que ~ F fornece a H.

+ O diferencial na evidéncia incremental que £ e E* fornecem a H é o
montante com que a evidéncia incremental que E fornece a H excede a
evidéncia incremental que E* fornece a H.

A evidéncia efetiva € uma questao do grau que a evidéncia total de um sujeito para
H depende da sua opinido sobre . Quando Pr(H) e P.g(H) (ou Og(H)
e 0. (H)) diferem muito, a crenga do sujeito em F afeta demasiadamente sua
crenca em H': do seu ponto de vista, muita coisa depende do valor de verdade de
E quando consideramos as questdes sobre o valor de verdade de H. Um grande
diferencial na evidéncia incremental entre £/ e E* nos diz que o conhecimento de
F aumenta a evidéncia total do sujeito para H em uma quantidade muito maior
do que o conhecimento de E* o faz. Os leitores podem consultar a Tabela 4 (no
complemento deste capitulo) para verem as medidas quantitativas de evidéncia
efetiva e diferencial.

A segunda clausula de (2.1) afirma que E fornece mais evidéncia
incremental para H do que E* somente quando a probabilidade de H
condicionada a E excede a probabilidade de H condicionada a £*. Agora
trata-se de um passo simples mostrar que todas as quatro medidas de apoio
incremental concordam ordinariamente quanto a questdes de evidéncia efetiva e
diferenciais na evidéncia incremental.

(2.3) Corolario:
Os aspectos seguintes s&o equivalentes para todo H, E* e E com
probabilidade positiva:

- E fornece mais evidéncia incremental para H do que E*
- PR(H, E) > PR(H, E*)
- OR(H, FE) > OR(H, E¥)

88Embora o termo “evidéncia efetiva” ndo seja padrao, a ideia de que a disparidade entre P (H) e
P = (H) registra uma relagdo de evidéncia importante é defendida em (JOYCE, 1999, p. 203-213)
e (CHRISTENSEN, 1999). Ambos os autores argumentam que essa medida auxilia os Bayesianos
a contornarem o chamado problema da “velha evidéncia” descrito em (GLYMOUR, 1980).
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- PD(H, E) > PD(H, E*)
- OD(H, E) > OD(H, E*)

As quatro medidas de apoio incremental podem discordar quanto ao grau
comparativo com que cada unidade particular dos dados confirma duas hip6teses
distintas. Os Exemplos 3, 4 e 5 (no complemento deste capitulo) mostram as varias
maneiras pelas quais isso pode acontecer.

Em dltima andlise, todas as diferengas entre as medidas tém a ver com
(a) se a evidéncia total a favor de uma hipbtese deveria ser mensurada em termos
de probabilidades ou em termos de chances e (b) se as disparidades na evidéncia
total sdo melhor registradas como razdes ou diferencas. As linhas na tabela a seguir
correspondem as diferentes medidas da evidéncia total. As colunas correspondem
aos diferentes modos de tratamento das disparidades.

Tabela 5: Quatro medidas de evidéncia incremental

Razao Diferenga
P =Total | PR(H,E) =Pg(H)/P(H) | PD(H,E) =Pg(H) —P(H)
O =Total | OR(H,FE)=0g(H)/O(H) | OD(H,E) =0g(H) — O(H)

Tabelas similares podem ser elaboradas para as medidas de evidéncia
liquida e as medidas de saldo da evidéncia total (vide Tabela 5A no complemento
deste capitulo).

Podemos usar varias formas do Teorema de Bayes para esclarecer as
similaridades e diferengas entre essas medidas reescrevendo-as em termos de
razdes de likelihood.
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Tabela 6: As quatro medidas expressas em termos de razdes de likelihood

Razéo Diferenca
P = Total PR(H,FE)=LR(H,T; E) PD(H,FE) =P(H)[LR(H,T; E) — 1]
0 =Total | OR(H, E) = LR(H,~ H;E) | OD(H,E) = O(H)[LR(H,~ H; E) — 1]

Essa tabela mostra que ha duas diferengas entre cada medida
multiplicativa e sua contraparte aditiva. Em primeiro lugar, o termo da likelihood
que aparece em uma dada medida multiplicativa é subtraido por 1 na medida
aditiva associada a ela. Em segundo, em cada medida aditiva o termo da
likelihood subtraido € multiplicado por uma expressado para a probabilidade de H':
P(H) ou O(H ), conforme seja o caso. A primeira distingéo néo faz diferenca; ela
deve-se unicamente ao fato de que as medidas multiplicativas e aditivas
empregam um ponto zero diferente para medirem a evidéncia. Se
estabelecermos o ponto de independéncia probabilistica P (H) = P(H) como
um zero natural comum e subtrairmos 1 de cada medida muItipIicativa,@ termos
de likelihood equivalentes aparecerdo em ambas as colunas.

A diferenca real entre as medidas de uma dada linha dizem respeito ao
efeito das probabilidades incondicionais nas relagdes de confirmagéo incremental.
Na coluna da direita, o grau que E fornece evidéncia incremental para H ¢
diretamente proporcional & probabilidade de H expressada em unidades de P(T)
ou P(~ H). Na coluna da esquerda, a probabilidade de H nao faz diferenca
para 0 montante de evidéncia incremental que E fornece a H, uma vez que
Py(E), P(E) ou P (E) sdo fixados.B

A luz do Teorema de Bayes, a diferenca entre as medidas de razéo e

87Uma alternativa seria considerar o logaritmo de cada medida. No entanto, as escalas logaritmicas
sdo bem diferentes das escalas aditivas, pois elas expressam as quantidades em termos de
multiplos de uma base comum ao invés de distancias de um zero comum. Assim, em uma escala
logaritmica, distancias iguais representam razdes iguais de aumento de evidéncia em vez de
incrementos iguais de evidéncia. Para comparar coisas similares, devemos expressar as medidas
multiplicativas em uma escala aditiva (ou as medidas aditivas em uma escala multiplicativa).

%8 Considere, por exemplo, duas probabilidades, P e Q, relacionadas pela seguinte transformacao:

Q(X) = hPy (X) + [P(E) — hPp (E)Pr g (X) + P(~ E) = hPy(~ E)P pa~p(X)
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medidas de diferenca se resume a uma questao:

Um conjunto de dados fornece um maior incremento de apoio evidencial
para uma hipdtese mais provavel do que para uma hipdtese menos
provavel quando ambas as hipdteses predizem os dados igualmente
bem?

A medida de diferenca da uma resposta positiva para essa questéo, a medida de
razdo da uma resposta negativa.

O Teorema de Bayes também pode nos ajudar a entender a diferenca
entre as linhas. As medidas presentes em uma dada linha concordam sobre o
papel da previsibilidade na confirmacdo incremental. Na linha de cima a
evidéncia incremental que FE fornece a H aumenta linearmente com
Py (E)/P(E), enquanto na linha inferior ela aumenta linearmente com
Pu(E)/P-u(E). Desse modo, o que importa quando as probabilidades
mensuram a evidéncia total é o grau com que H excede T como um previsor de
E, mas o que importa quando as chances mensuram a evidéncia total é o grau
com que H excede ~ H como um previsor de E.

Aqui, o problema central consiste no status da razdo de likelihood.
Enquanto todos concordam que a razéo de likelihood deveria ter um papel central
em qualquer teoria quantitativa da evidéncia, ha visdes conflitantes sobre qual é
exatamente a relacdo de evidéncia que ela registra. Ha trés interpretacbes
possiveis:

naqual 1/PR(H, E) > Q(H) = h > 0. O leitor pode verificar que as raz8es de probabilidade
de Q e P sdo as mesmas, mas que a diferenca da probabilidade-Q ¢ Q(H)/P(H) vezes a
diferenga da probabilidade-P. Similarmente, se P e Q s&o relacionados por

Q(X) = hPH(X) + (1 — h,)PNH(X)

emque 1 > h > 0, entdo as razdes de likelihood sdo as mesmas, embora suas diferengas de
chance sejam um fator de [Q(H)/Q(~ H)]/[P(H)/P(~ H)] em separado.
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Tabela 7: Trés interpretagoes da razao de likelihood

Leitura da
Probabilidade
como evidéncia total

* PR(H, E') mede mudanga incremental na evidéncia
total.

* LR(H, E') mede mudanca incremental na evidéncia
liquida.

* LR(H, H*, E') mede a mudanga incremental no
saldo de evidéncia que E fornece a H sobre H*.

Leitura das Chances
como evidéncia total

* LR(H, E) mede mudangas incrementais na
evidéncia total.

« LR(H,E)?> mede mudanga incremental na
evidéncia liquida.

* LR(H,H*,E)/LR(~ H,~ H* E) mede a
mudanca incremental no saldo de evidéncia que E
fornece a H sobre H*.

Leitura Likelihoodista

* Nem P nem O mensuram evidéncia total
porque as relagdes de evidéncia sdo essencialmente
comparativas; elas sempre envolvem o saldo de
evidéncia.

* LR(H, E) mede o saldo de evidéncia que F
fornece a H sobre H™.
* LR(H, H*, E') mede o saldo de evidéncia que £
fornece a H sobre H*.

Na primeira leitura ndo ha qualquer conflito entre usar as razdes de
probabilidade ou as razdes de likelihood para medir evidéncias. Uma vez que
tenhamos clareza sobre as distingdes entre evidéncia total, evidéncia liquida e o
saldo de evidéncia veremos que cada PR(H, E), LR(H, E) e LR(H, H*, E)
mede uma relagdo de evidéncia importante, embora as relagdes que elas
mensurem sejam importantemente diferentes.

Quando as chances mensuram a evidéncia total, nem PR(H, E) ou

LR(H, H*, E) cumprem um papel fundamental na teoria da evidéncia.

As
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mudangas na razéo de probabilidade para H dado E apenas indicam mudancas
na evidéncia incremental dada a presencga de informagdo sobre as mudangas na
razéo de probabilidade para ~ H dado E. Da mesma forma, mudangas na razao
de likelihood para H e H* dado E apenas indicam mudangas no balango da
evidéncia a luz de informagéo sobre mudancgas na razéo de likelihood para ~ H
e ~ H dado E. Assim, enquanto cada uma das duas fungdes pode figurar como
componente em uma medida significativa da confirmagao, nenhuma delas nos diz
algo sobre a evidéncia incremental quando tomadas isoladamente.

A terceira explicagéo, o “likelihoodismo”, é popular entre os estatisticos
nao Bayesianos. Seus proponentes negam o proporcionalismo da evidéncia. Eles
sustentam que a probabilidade subjetiva que um suijeito atribui a uma hipétese
reflete meramente o seu grau de incerteza sobre a verdade dessa hipotese; tal
probabilidade ndo precisa estar vinculada de modo algum ao montante de
evidéncia que ele tem a seu favorB8 Sao as razdes de likelihood, ao invés das
probabilidades subjetivas, que registram o “significado cientifico” das relagbes de
evidéncia. Vejamos dois enunciados classicos dessa posi¢ao:

Toda a informag&o que os dados fornecem quanto
aos méritos relativos de duas hipdteses esta
contido na razéo de likelihood da hipotese sobre
os dados. (EDWARDS, 1972, p. 30).

O “significado  evidencial” dos resultados
experimentais é totalmente caracterizado pela
fungdo de likelihood (...) De modo geral, os
relatorios de resultados experimentais em jornais
cientificos devem ser descrigbes de fungbes de
likelihood. (BRINBAUM, 1962, p. 272).

De acordo com essa explicagdo, tudo o que pode ser dito sobre a
importancia evidencial de E para H esta incorporado na seguinte generalizagao
do principio fraco de likelihood:

“Lei de likelihood”: Se H implica que a
probabilidade de £ é x e H* implica que a

8%Para um enunciado claro dessa posigao, vide ROYALL, 1997, p. 8-11).
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probabilidade de E é x*, entdo E' é uma evidéncia
que suporta H em relagdo a H* se e somente se
x excede x* e a razao de likelihood, x/x*, mensura
a forga desse apoio.  (HACKING, 1965, p.
106-109), (ROYALL, 1997, p. 3).

O bioestatistico Richard Royall ¢ um defensor particulamente lucido do
likelihoodismo (ROYALL, 1997). Ele sustenta que qualquer conceito de evidéncia
cientificamente respeitavel deve analisar o impacto evidencial de FE sobre H
somente em termos de likelihoods. Ela ndo deve dizer respeito as probabilidades
incondicionais de £ ou H porque as likelihoods sdo mais conhecidas e objetivas
do que as probabilidades incondicionais. Royall argumenta intensamente contra a
ideia de que a evidéncia incremental possa ser medida em termos de disparidade
entre as probabilidades condicionais e incondicionais. O ponto central da sua
queixa € o seguinte:

Enquanto [LR(H, H*; E')] mede o apoio para
uma hipétese H relativamente a uma alternativa
especifica H* sem considerar as probabilidades
prévias das duas hipoteses ou quais outras
hipdteses também poderiam ser examinadas, a lei
da mudanca de probabilidade [como mensurada
por PR(H, E')] mede o apoio a H relativamente a
uma distribicdo prévia especifica entre H e as
hip6teses a ela alternativas (... ) A lei da mudanca
de probabilidade tem utilidade limitada nos
discursos cientificos pela sua dependéncia da
distribuicdo da probabilidade prévia, a qual é
geralmente desconhecida e/ou pessoal. Embora
concordemos (com base na lei da likelihood) que a
evidéncia dada apoia H em relagdoa H*, e H**
em relagdo a embos H e H*, podemos discordar
sobre se essa € uma evidéncia que apoia H (com
base na lei da mudanga de probabilidade) nos
baseando apenas em nossos diferentes
julgamentos das probabilidades prévias de H, H*
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e H**. (ROYALL, 1977, p. 10-11, com variagbes
na notagéo).

O ponto em questdo € que nem a razéo de probabilidade ou a diferenca de
probabilidade registrardo o tipo de evidéncia objetiva requerida pela ciéncia
porque 0s seus valores dependem de termos “subjetivos” P(E) e P(H) e néo
apenas das likelihoods “objetivas” P (E) e P (E).

Concordar com essa avaliagdo sera uma questdo de temperamento
filoséfico, particularmente da disposigao para tolerar as probabilidades subjetivas
em uma explicagdo das relagdes de evidéncia. Isso também dependerd
crucialmente de quéo se esta convencido de que as likelihoods sdo melhor
conhecidas e mais objetivas do que as probabilidades subjetivas ordinarias.
Casos como o que é previsto na lei de likelihood, nos quais as hip6teses
acarretam dedutivamente uma probabilidade definida para os dados, s&o
relativamente raros. Portanto, a menos que se esteja disposta a adotar uma teoria
da evidéncia com um campo bastante restrito de aplicagdo, muito dependera de
quao facil é determinar as likelihoods objetivas em situagdes em que a conexao
de previséo entre a hipotese e os dados ¢ ela mesma o resultado de inferéncias
indutivas. Contudo, seja como for que se decidam essas questdes, ndo ha como
negar que as razdes de likelihood terdo um papel central em qualquer explicagao
probabilista da evidéncia.

De fato, o principio fraco da probabilidade (2.1e) contém uma forma
minima de Bayesianismo com o qual todas as partes podem concordar. Isso é
mais claro ainda quando recolocado em termos de likelihoods:

(2.1¢) O Principio Fraco de likelihood (expresso em termos de razdes de
likelihood):
Se LR(H,H*;E) > 1elR(~ H,~ H*;~ E) > 1, com uma
desigualdade estrita, entdo F fornece mais evidéncia incremental para H
do que a H* e ~ E fornece mais evidéncia incremental para ~ H do que
a~ H*.

Adeptos do ‘likelihoodismo” vdo endossar (2.1e) porque as relagdes
descritas no seu antecedente dependem apenas de probabilidades inversas. Os
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proponentes das interpretagdes de “probabilidade” e de “chance” da evidéncia
total aceitardo (2.1€) porque a satisfagdo do seu antecedente garante que o
condicionamento a E aumenta a probabilidade de H e as suas chances
estritamente mais do que as de H*. Certamente, o principio fraco de likelihood
deve ser uma parte integrante de qualquer explicagdo de relevancia da evidéncia
que merece o titulo de “Bayesianismo”. Negar isso € néo ter compreendido ainda
a principal mensagem do Teorema de Bayes para as questbes de evidéncia:
nomedamente, as hipoteses sdo confirmadas pelos dados que elas prevéem.
Como veremos na préxima segao, a forma “minima” do Bayesianismo aparece de
modo importante nos modelos subjetivistas de aprendizagem a partir da
experiéncia.

4. O Papel do Teorema de Bayes nos Modelos Subjetivistas de Aprendizagem

Os subjetivistas entendem a aprendizagem como um processo de
revisdo de crengas no qual a probabilidade subjetiva “prévia” P € substituida por
uma probabilidade posterior Q que incorpora informagdes recém-adquiridas. Esse
processo procede em dois estagios. No primeiro, algumas das probabilidades do
sujeito s&o diretamente alteradas pela experiéncia, intuicdo, memaria ou algum
outro processo de aprendizado néo inferencial. No segundo, o sujeito “atualiza”
0 restante das suas opinides para concilia-las com o seu conhecimento
recém-adquirido.

Muitos subjetivistas consideram as crengas iniciais como sui generis e
independentes do estado de opinido prévio do crente. No entanto, na medida em
que a primeira fase do processo de aprendizagem é entendida como né&o
inferencial, o subjetivismo pode ser compatibilizado com uma epistemologia
“externalista” que permite a critica as mudangas de crenca em termos da
confiabilidade dos processos causais que as geram. Além disso, também é capaz
de acomodar o pensamento de que o efeito direto da experiéncia pode depender
causalmente da probabilidade prévia do crente.

Os subjetivistas estudaram detalhadamente a segunda fase do processo
de aprendizagem. Aqui, as mudangas imediatas de crenga sdo vistas como
impondo restrigbes da forma “a probabilidade posterior Q tem tais e tais
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propriedades”. O objetivo & descobrir quais tipos de restrigdes a experiéncia
tende a impor e explicar como as opinides prévias do sujeito podem ser usadas
para justificar a escolha de uma probabilidade posterior dentre muitas outras que
poderiam satisfazer uma dada restrigdo. Os subjetivistas abordam o ultimo
problema assumindo que o agente estd justificado em adotar qualquer
probabilidade posterior elegivel que se afaste minimamente das suas opinides
prévias. Esse é um requisito do tipo “sem conclusdes precipitadas”. Isso é aqui
explicado como um resultado natural da ideia de que aprendizes racionais
deveriam regular as suas crengas de acordo com a forca da evidéncia que eles
coletam.

As experiéncias de aprendizagem mais simples s&o aquelas nas quais o
aprendiz se torna certo da verdade de alguma proposi¢do E sobre a qual
previamente estava incerto. A restricdo aqui € que todas as hipbteses
inconsistentes com FE devem receber probabilidade zero. Os subjetivistas
modelam esse tipo de aprendizagem como condicionalizagdo simples, o
processo no qual a probabilidade prévia de cada proposi¢do H é substituida pela
posterior que coincide com a probabilidade prévia de H condicionada a E.

(3.1) Condicionalizagao Simples
Se uma pessoa com uma “prévia” tal que 0 < P(E) < 1 tem uma
experiéncia de aprendizagem cujo Unico efeito imediato é o de aumentar
sua probabilidade subjetiva a favor de E para 1, entdo, pés-aprendizagem,
a sua ‘“posterior” para qualquer proposicdo H deveria ser
Q(H) =Pg(H).

Resumidamente, um crente racional que aprende com certeza que F &
verdadeiro deveria introduzir essa informag&o no seu sistema doxastico por meio
da sua condicionalizagao.

Embora seja util como um ideal, a simples condicionalizagdo ndo tem
muita aplicacdo porque ela requer que o aprendiz esteja absolutamente certo da
verdade de £. Como Richard Jeffrey argumentou (JEFFREY, 1987), a evidéncia
que recebemos é quase sempre muito vaga ou ambigua para justificar tal
“dogmatismo”. Em modelos mais realisticos, o efeito direto de uma experiéncia de
aprendizagem seré o de alterar a probabilidade subjetiva de alguma proposi¢éo



267

sem eleva-la a 1 ou abaixa-la a 0. As experiéncias desse tipo s&o
apropriadamente modeladas pelo o que veio a ser chamado de
“condicionalizagao de Jeffrey” (apesar de Jeffrey preferir o termo “cinemética de
probabilidade”).

(3.2) Condicionalizagao de Jeffrey
Se uma pessoa com uma prévia tal que 0 < P(E) < 1 tem uma
experiéncia de aprendizagem cujo Unico efeito imediato é o de mudar sua
probabilidade subjetiva a favor de F para ¢, entdo, pds-aprendizagem, a
sua “posterior” para qualquer H deveria ser
Q(H) =¢Pp(H)+ (1 —q)Pr(H).

Obviamente a condicionalizagdo de Jeffrey se reduz a condicionalizagao simples
quando ¢ = 1.

Uma variedade de argumentos a favor da condicionalizagao (simples ou
ao modo de Jeffrey) pode ser encontrada na literatura, mas aqui ndo podemos
explorar esses argumentos. No entanto, ha um tipo de justificagdo no qual o
Teorema de Bayes tem destaque. Essa justificagdo explora as conexdes entre a
revisdo de crenca e a nocdo de evidéncia incremental para mostrar que a
condicionalizagdo é a Unica regra de revisdo que permite aos aprendizes
regularem corretamente as suas crengas posteriores a nova evidéncia que eles
recebem.

A chave para esse argumento repousa na jun¢do da versao “minima” do
Bayesianismo expressa em (2.1e) com um requerimento de “proporcionalizagao”
muito modesto para as regras de revisdo de crenca.

(3.3) O Principio Fraco de Evidéncia
Se, relativamente a prévia P, E fornece pelo menos tanta evidéncia
incremental para H quanto a H* e se H é anteriormente mais provavel
que H*, entdo H deveria permanecer mais provavel do que H* apos
qualquer experiéncia de aprendizagem cujo efeito imediato ¢ o de
aumentar a probabilidade de E.

"yide, por exemplo, (TELLER, 1976), (ARMENDT, 1980), (SKYRMS, 1987) and (VAN FRAASSEN,
1999).
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Isso requer um agente que conserve seus pontos de vista sobre a
probabilidade relativa das duas hipéteses quando adquire evidéncia que apoia
mais fortemente a hipbtese mais provavel. Obviamente, isso exclui revisdes de
crengas irracionais como esta: George estd mais confiante de que o New York
Yankees vencera o campeonato do que esta confiante de que o Boston Red Sox
vencera 0 campeonato, mas ele inverte a opinido quando vem a saber (apenas)
que os Yankees derrotaram os Red Sox no jogo da noite passada.

Combinar (3.3) com o Bayesianismo minimo produz o seguinte:

(3.4) Consequéncia
Se a prévia de uma pessoa é tal que LR(H,H*;E) > 1,
LR(~ H,~ H*;~ E) > 1eP(H) > P(H*), entdo qualquer
experiéncia de aprendizagem cujo efeito imediato seja aumentar sua
probabilidade subjetiva a favor de E deveria resultar em uma posterior tal
que Q(H) > Q(H™).

Na suposicdo razodvel de que Q é definido no mesmo conjunto de
proposicdes sobre os quais P é definido, essa condic&o ¢ suficiente para escolher
a condicionalizagdo simples como o unico método correto de revisdo de crenga
para experiéncias de aprendizagem que tornam E' indubitavel. Ela seleciona a
condicionalizagdo de Jeffrey como o unico método correto quando a
aprendizagem meramente altera a probabilidade subjetiva de alguém para E. O
argumento para essas conclusdes utiliza os dois fatos seguintes sobre
probabilidades:

(3.5) Lema
Se H e H* implicam E quandoP(H) > P(H*),entdo LR(H, H*; FE) =
lelR(~ H,~ H*;~ E) > 1.
[vide o0 eshogo da prova no complemento deste capitulo]

(3.6) Lema
A condicionalizacdo simples a F é a Unica regra para a revisdo de
probabilidades subjetivas que produz uma posterior com as propriedades
seguintes para qualquer prévia tais que P(F) > 0:

i. QE)=1,
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ii. Similaridade Ordinal:
Se H e H* implicam E, entdo P(H) > P(H™*) se e somente se
Q(H) > Q(H™).

[vide 0 esbogo da prova no complemento deste capitulo]

A partir daqui o argumento para a condicionalizagdo simples é uma
questao de utilizar (3.4) e (3.5) para estabelecer a similaridade ordinal. Suponha
que H e H* implicam E e que P(H) > P(H*). Segue-se de (3.5) que
LR(H,Hx;E) = 1eLR(~ H,~ Hx;~ E) > 1. (3.4) entdo implica que
qualquer experiéncia de aprendizagem que aumente a probabilidade de E deve
resultar em uma posterior com Q(H) > Q(H*). Assim, Q e P s&o ordinalmente
similares quanto as hipdteses que implicam H. Se continuarmos a supor que as
experiéncias de aprendizagem aumentam a probabilidade de F para 1, entdo
(3.6) garante que Q surge de P pela condicionaliza¢do simples a E.

O caso da condicionalizagdo de Jeffrey é igualmente direto. Uma vez que
0 argumento da similaridade ordinal ndo depende totalmente da suposic¢do de que
Q(E) = 1, estabelecemos realmente que:

(3.7) Corolario

- Se H e H* implicam E, entdo P(H) > P(H*) se e somente se
Q(H) > Q(H*);

- Se H e H* implicam ~ E, entdo P(H) > P(H™) se e somente se
Q(H) > Q(H™).

Por conseguinte, Q é ordinalmente similar a P quando restrito a hipdteses
que implicam E ou ~ E. Ademais, ja que a diviséo por nimeros positivos ndo
atrapalha as relagdes ordinais, também se segue que Qg é ordinalmente similar
a P quando restrito a hipoteses que implicam £ e Q. g é ordinalmente similar a
P quando restrito a hipéteses que implicam ~ FE. Dado que Qg(E) = 1 =
Q-z(E), (3.6) implica:

(3.8) Consequéncia
Para cada proposi¢ao H, Qp(H) =Pg(H) e Qup(H) =P_g(H)
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E facil mostrar que (3.8) é necessario e suficiente para que Q surja de P
pela condicionalizacéo de Jeffrey a E. Sujeito a restricdo Q(E) = g, garante-se
que Q(H) =, Pp(H) + (1 — )P (H).

A moral geral é clara:

O insight Bayesiano basico presente no principio fraco de likelihood
(2.1e) implica que a condicionalizagdo simples e a condicionalizagéo de
Jeffrey a E/ s&o as Unicas maneiras racionais de revisar as crengas em
resposta a experiéncia de aprendizagem cujo efeito imediato é o de
alterar a probabilidade de E.

Ainda que muito mais possa ser dito sobre a condicionalizagdo simples,
a condicionalizagdo de Jeffrey e outras formas de revisdo de crenga, essas
observagdes devem dar ao leitor uma nogao da importancia do Teorema de Bayes
nas abordagens subjetivistas da aprendizagem e do apoio evidencial. Embora
seja uma trivialidade matematica, o insight central do Teorema — de que uma
hipdtese é apoiada por qualquer conjunto de dados que a torne provavel — esta
no cerne de todas as abordagens subjetivistas da epistemologia, estatistica e
l6gica indutiva.
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Exemplo 1: Teste Aleatério de Drogas

Jodo Ninguém é membro (aleatoriamente escolhido) de uma grande
populagdo na qual 3% s&do usuarios de heroina. Ele testa positivo para heroina
em um teste de drogas que identifica corretamente os usuérios 95% das vezes e
0s n&o usuarios 90% das vezes. Para determinar a probabilidade de que Jo&o
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Ninguém seja um usuario de heroina (= H) dado o resultado positivo do teste
(= FE), aplicamos o Teorema de Bayes utilizando os seguintes valores:

+ Sensitividade = Py (E) = 0,95
* Especificidade =1 - Py (EF) = 0,90
* Probabilidade “Prévia” Inicial = P(H) = 0,03

0 célculo nos mostra que Pr(H) =
0,03x0,95/[0,03x0,95 + 0,97x0,1] = 0,227. Portanto, mesmo que a
probabilidade do pés teste de Jodo Ninguém ser um usuario seja mais de sete
vezes maior do que a da populagdo em geral, ainda é bastante improvavel que ele
seja um usuario. (Repare como um resultado positivo de um teste bastante
confiavel pode deixar a probabilidade de H muito baixa quando a sua
probabilidade de base inicial é baixa no comego!).

Exemplo 2: Novamente o Teste Aleatério de Drogas

Lembremos que Jodo Ninguém, um membro (aleatorio) de uma populagéo
na qual 3% sdo usuarios de heroina, testa positivo para heroina em um teste com
sensitividade de 0, 95 e especificidade de 0, 90. Uma vez que P (H) = 0,227
excede P(H) = 0,03, esse resultado fornece forte evidéncia incremental para
pensarmos que ele usa heroina. Porém, a evidéncia total para essa concluséo
permanece fraca. Como o uso de heroina é raro na populagdo em geral é muito
mais provavel o teste estar errado nessa circunstancia do que Joéao Ninguém ser
um usuario.

Repare como a evidéncia incremental e a total fazem usos diferentes da
informacdo acerca da taxa base de uso de heroina na populagdo. Ao avangar
questdes sobre a confirmagdo incremental, ignora-se inteiramente a taxa base
porque ela é incorporada em P(H ) e P (H ). Mas quando se avangam questdes
sobre a evidéncia total, deve-se acompanhar atentamente a taxa base, pois ela
quase sempre fornece informagéo evidencialmente relevante acerca da hipétese.
No caso de Jodo Ninguém, por exemplo, a taxa base baixa afeta o resultado
positivo do teste. Muitas das vezes as pessoas cometem a “falécia da taxa base”
(KAHNEMAN; TVERSKY, 1973, p. 237-251) ao confundirem a evidéncia
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incremental com a evidéncia total. Elas tratam o resultado de um teste altamente
(mas néo completamente) confiavel como se ele fornecesse evidéncia conclusiva
para a verdade de alguma hipétese mesmo quando a baixa probabilidade anterior
da hipétese devesse leva-los a questionar a acurécia do resultado do teste em
questao.

Tabela 3: Medidas Relacionadas a Evidéncia Total

P(H) como evidéncia total para H

Multiplicativa Aditiva
LIQUIDA P(H)/P(~ H) = O(H) P(H)—P(~ H) =2[P(H) -
1/2]
SALDO P(H)/P(H*) =B(H,H*) |P(H)—P(H*) = P(H& ~

H*) — P(~ H&H")

O(H) como evidéncia total para H

Multiplicativa Aditiva
LIQUIDA O(H)/O(~ H) = O(H)? O(H) —0(~ H) = [P(H) —
P(~ H)]/P(~ H)P(H)
SALDO O(H)/O(H") = | O(H) - O(H*) = [P(H) —
B(H,H*)/B(~ H,~H*) | P(H")]/P(~ H)P(~ H")
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Tabela 4: Medidas da evidéncia incremental para H fixa e E variavel

P(H) como evidéncia total para H

Razédo Diferenca
Efetiva PR(H E)/PR(H,~ E) = |PD(H,E)—PD(H,~ FE) =
(( )/P)~E( ) = | Pp(H) —P.p(H)
Diferencial PR(H, E)/PR(H, E*) = | PD(H,E) — PD(H,E*) =
Pr(H)/Pg-(H) = | Pg(H) —Ppg«(H)
LR(E, E*; H)

O(H) como evidéncia total para H

Razéo Diferenca
Efetiva OR(H,E)/OR(H,~ E) = |CD(H,E)-CD(H,~ E) =
Op(H)/O~p(H) = | [P(E&H)/[P(E& ~ H)] —

[P(E&H)P(~ E& ~ | [P(~ E&H)/P(~ E& ~ H)]
H)/P(E&  ~  H)P(~

E&H)]

Diferencial OR(H,E)/OR(H,E*) = |PD(H,E) — PD(H,E*) =
O (H)/0p- () = | [P(E&H)/[P(E& ~ H)] —
P(E&H)P(E*& ~ | [P(E*&H)/P(E*& ~ H)]

[
H)|/[P(E& ~ H)P(E*&H)]

Exemplo 3: Uma ilustracao da diferenga entre PR e CR

A razdo de probabilidade [Probability Ratio (PR)] e a razdo de chances
[Odds Ratio (OD)] geram diferentes vereditos sobre o grau relativo com que E
confirma incrementalmente H e H* quando (a) de alguma maneira H prevé F
mais fortemente do que H*, mas (b) ~ H prevé £ muito mais fortemente do que
~ H*. A condic¢do geral é a seguinte:

PR(H,E) > OR(H, E) e OR(H*, E) < PR(H* E)

se e somente se
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1 < LR(H,H*;E) < LR(~ H,~ H*; E)

Para ilustrar, suponha que um exame que testa o conhecimento de matematica
elementar seja aplicado aos estudantes no fim do segundo ano do ensino médio.
Cada estudante que realiza o exame fez um curso de geometria (= H), um curso
de algebra (= H*), ambos os cursos ou ndo fez qualquer curso de matematica.
Estatisticas confiaveis de uma grande populagdo mostram que os estudantes
tendem a passar no exame nas seguintes proporgoes:

H&H* | H& ~ H* | ~ H&H* | ~ H& ~ H*
E = APROVADO | 0,12 0,001 0,378 0,001
~ E = REPROVADO | 0,003 | 0,005 0,2 0,292

Cerca de 12% dos estudantes fazem ambos os cursos e eles sdo
aprovados 97, 5% das vezes. A proporgdo minUscula de estudantes (0, 6%) que
fazem geometria, mas n&o algebra, sdo aprovados apenas uma vez em seis.
Cerca de 58% dos estudantes fazem algebra, mas ndo geometria, sendo entéo
aprovados com uma taxa de 65%. Finalmente, um pouco menos de 30% dos
estudantes ndo fazem nenhum dos cursos, sendo aprovados menos do que
0,4% das vezes. Em geral, apenas a algebra € um indicador moderadamente
forte de aprovagéo, mas a geometria sozinha promove um pouco a aprovagao (e
é melhor do que nada), e adicionar a geometria a algebra torna quase certa a
aprovagdo. Dados esses numeros, saber que um estudante foi aprovado no
exame confirmard incrementalmente a hipdtese de que ele fez &lgebra e a
hipétese de que ele fez geometria. PR e OR discordam sobre quais das duas
hip6teses recebem mais suporte incremental.

« PR(H,E) = 1,88 > PR(H* E) = 1,42
+ OR(H, E) = 2,16 < OR(H*, E) = 106, 2

Uma comparagao das razdes de probabilidade nos diz que E fornece um pouco
mais de evidéncia incremental para H do que a H*, enquanto uma comparagéo
das razdes de chances indicam que E fornece muito mais evidéncia incremental
para H* do que a H. A comparagdo da razéo de probabilidade reflete o fato
de que um curso de geometria € muito melhor do que um curso de algebra como
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um indicador de que um estudante tenha feito ambos os cursos. Em contraste,
a grande, opostamente direcionada disparidade nas razbes de chance é devida
ao fato de que os estudantes tém uma chance decente de serem aprovados sem
geometria ((44%)) porque € mais provavel que eles tenham feito algebra, mas
eles quase nédo tém nenhuma chance de serem aprovados sem algebra ((0, 7%))
porque eles provavelmente néo terdo feito nenhum curso de matematica.

Exemplo 4: Uma ilustragao da diferenga entre PR e PD

A razéo de probabilidade e a diferenca de probabilidade discordam sobre
0 grau relativo com que E confirma incrementalmente H e H* quando (a) de
alguma maneira H prevé E mais fortemente do que H*, mas (b) H* é muito mais
provavel do que H. Aqui esta a condigéo geral:

PR(H,E) > PR(H,E)ePD(H,FE) <PD(H, FE)
se e somente se
1< (PR(H,E)—-1)/(PR(H*,E) —1) < P(H*)/P(H)

Para ilustrar, suponha que um paciente aparega em uma sala de
emergéncia com dor de cabeca severa, dores musculares e fadiga. Esses
sintomas s&o consistentes com a doenga de Lyme (= H), a qual é rara na area, e
a influenza (= H™), que é mais comum. NO6s estamos prestes a saber se 0
paciente tem febre (= FE). As estatisticas conhecidas para as pessoas que
exibem os sintomas do paciente s&o as seguintes:

H&H* | H&~ H* | ~ H&H* | ~ H& ~ H*
E = febre 0,007 0,020 0,184 0,004
~ FE = semfebre | 0,001 0,002 0,080 0,702

Enquanto somente 3% das pessoas tém doenca de Lyme, essa doenga
é acompanhada por febre 90% das vezes. Um grupo muito maior de pacientes
(cerca de 27%) que tém gripe ficam febris em apenas 70% das vezes. Um tanto
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paradoxalmente, os pacientes com gripe e doenga de Lyme apresentam febre um
pouco menos frequentemente do que os pacientes que tém apenas a doenga de
Lyme (talvez porque febres induzidas por gripe tendem a aparecer mais rapido do
que aquelas causadas pela doenga de Lyme). Dadas essas estatisticas, saber
que um paciente tem febre confirma incrementalmente a hipotese de que ele tem
doencga de Lyme e a hip6tese de que ele tem gripe. PR e PD discordam sobre quais
das duas hipdteses recebe maior incremento de apoio.

« PR(H,E) = 4,19 > PR(H*, E) = 3,27
« PD(H, E) = 0,09 < PD(H*, E) = 0, 61

Segundo a medida de razdo, uma febre fornece mais evidéncia
incremental para a doenga de Lyme do que para a gripe simplesmente porque a
febre acompanha mais frequentemente a primeira do que a ultima. No entanto,
segundo a medida de raz&o, uma febre confirma incrementalmente mais um
diagndstico de influenza do que um diagnéstico de doenga de Lyme. Ja que
muitos mais pacientes sdo acometidos por gripe do que por doenga de Lyme e
dado que ambas as doengas produzem febre com uma taxa alta, a probabilidade
de H* acaba sendo aumentada em uma quantidade absoluta maior do que a
probabilidade de H. Em geral, quando duas hipdteses tém poder preditivo similar
no que diz respeito a alguma por¢édo de evidéncia, a medida de diferenca de
probabilidade tem um incremento maior de confirmagdo para a hipétese que é
antecedentemente mais provavel.

Exemplo 5: Uma ilustragao da diferenga entre OR e PD

A razdo de chances e a diferenga de probabilidade geram vereditos
dispares sobre 0 grau relativo com que E confirma incrementalmente H e H*
nas condigdes que se seguem:

PD(H,E) > PD(H,E)eOR(H,E) < OR(H, E)
se e somente se

[P(~ H&E)P(H)|/[P(~ H*&E)P(H™)] >
[P(H&E) —P(H)P(E)|/[P(H*&E) —P(H*)P(E)] > 1
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Para ter uma ideia do que isso envolve, imagine uma corporac¢ao na qual
os funcionarios podem ou ndo ser muito bem pagos (= H) e podem ou nao ter
trabalhos faceis (= H*). A distribuicio de trabalhos entre homens (= E) e
mulheres na folha de pagamento ¢ a seguinte:

H&H* | H& ~ H* | ~ H&H* | ~ H& ~ H*
E = homem | 0,018 0,102 0,019 0,162
~ E = mulher | 0,002 0,098 0,001 0,598

Em uma firma sexista, apenas 2% dos funcionarios tém trabalhos faceis
que pagam bem e 90% deles s&o homens. Ja 20% da equipe tém trabalhos que
pagam bem, mas s&o dificeis de serem executados; esses trabalhos s&o dividos
quase igualmente entre homens (51%) e mulheres (49%). Outros 2% dos
funcionarios tém trabalhos faceis e de baixo salario; 95% deles sdo homens. A
maioria dos trabalhadores (76%) é mal remunerada e tém trabalhos dificeis.
Essas vagas sdo ocupadas predominantemente (79%) pelas mulheres. Dadas
essas estatisticas, saber que um funciondrio é um homem confirmara
incrementalmente a hipotese de que ele € bem pago e a hipétese de que ele tem
um trabalho facil. PD e OR discordam acerca de qual das duas hipoteses recebe
0 maior incremento de apoio da evidéncia.

» PD(H,E) =0,18 > PD(H*, E) = 0,08
+ OR(H, E) = 2,36 < OR(H*, E) = 3,37

A medida de diferenca de probabilidade tem H ganhando um incremento
(ligeiramente) maior de confirmagdo do que H*. Isso ocorre em grande parte
porque: (i) o numero de homens em trabalhos bem pagos e dificeis € muito maior
do que o numero de homens em trabalhos mal pagos e faceis; e (ii) 0 nimero de
homens em frabalhos de baixo salério e dificeis € grande relativamente ao
numero total de homens. A medida da raz&o de chance tem H* ganhando um
incremento (ligeiramente) maior de confirmagao do que H porque: (i*) trabalhos
com baixo salario ou dificeis s&o igualmente bons como contraindicadores de F;
mas (i) trabalhos faceis sdo muito melhores do que trabalhos bem pagos como
indicadores positivos de E.
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Tabela 5A: Medidas de evidéncia incremental para E fixo e H variavel

Quatro medidas de mudanca incremental na evidéncia LIQUIDA

Razao Diferenga
P = Total PR(H,E)/PR(~ H,E) = |PD(H,E)—PD(~ H,E) =
LR(H, E) 2PD(H, E)
0 = Total OR(H,E)/OR(~ H,E) =|CD(H,E)—-CD(~ H,FE) =
LR(H, E)? [P(H)—P(~ H)]/[P(H)P(~
H)O(E)]

Quatro medidas de mudanga incremental no SALDO da evidéncia TOTAL

Razéo Diferenca
P = Total PR(H,E)/PR(H*,E) = PD(H,E) — PD(H*,E) =
[Pg(H)—Pp(H")|—[P(H)—
P(H")]
0 = Total OR(H,E)/OR(H*,E) = |CD(H,E)—-CD(~ H,FE) =
LR(H, H*; E)/LR(~  H,~ | [P(H) — P(H")]/[P(~
H* E) H)P(~ H*)O(E)]

Esbogo de Prova: Lema 3.5

(3.5)Lema: Se H e H* implicam E e se P(H) > P(H"), entdo
LR(H,H*,E)=1elR(~ H,~ H*;~ E) > 1.

Esbogo da Prova: Se H e H* implicam E, entdo

a. PH(E) = PH*(E) =1
b. Pss(~ E) = P(~ E)/P(~ H)

(a) implica que LR(H, H*, E') = 1. (b) e (c) implicam que LR(~ H,~ H*;~
E) > 1 seesomente se P(~ H*)/P(~ H) > 1, que sempre seré assim
quando P(H) > P(H*).
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Esbogo de Prova: Lema 3.6

(3.6) Lema: A condicionalizagdo simples a £ € a unica regra para a revisao de
probabilidades subjetivas que produz uma posterior Q com as
seguintes propriedades para quaisquer prévia tais que P(E) > 0:

i. QE)=1.
ii. Similaridade Ordinal: Se H e H* implicam E, entdo
P(H) > P(H*)seesomentese Q(H) > Q(H*).

Esbogo da Prova: A condicionalizagdo a E obviamente satisfaz (i)-(ii)
para qualquer P. Para ver por que ela é a Ginica regra de revisdo que possui essas
propriedades para todas as probabilidades, repare que P pode ser nao atémica no
sentido de que qualquer hipotese & qual ela atribui uma probabilidade positiva pode
ser subdividida em hipéteses disjuntas que também tém probabilidades positivas.
Para uma néo atémica P com P(E) > 0, Py também serd ndo atbmica. Uma
vez que Q é definida sobre 0 mesmo conjunto de proposicdes que P, as cladsulas
(i)-(ii) garantem que Q é n&o atdbmica e ordinariamente similar a P. Acontece
que fungdes de probabilidade n&o atdmicas definidas sobre 0 mesmo conjunto de
proposigdes sé podem ser ordinariamente similares se elas sao idénticas (JOYCE,
1999, p. 134-135). Assim, Q = P, o que significa que (i)-(ii) s6 pode valer em
plena generalidade se a regra de revisdo em questao é condicionante.
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1. Motivagao Filosoéfica e Historica

A teoria dos jogos, no formato conhecido por economistas, cientistas
sociais e bidlogos, teve sua primeira formulagdo matematica geral fornecida por
John von Neuman e Oskar Morgenstern (1944). Por razbes a serem discutidas
depois, limitagdes em sua estrutura formal tornaram a teoria aplicavel inicialmente
apenas sob condi¢bes especiais e limitadas. Como veremos, essa situagéo
mudou dramaticamente nas Ultimas sete décadas, a medida que essa estrutura
foi aprofundada e generalizada. Refinamentos ainda estéo sendo feitos, e no final
do artigo revisaremos alguns problemas pendentes de ponta. Contudo, desde
pelo menos o final da década de 1970, tem sido possivel dizer com confianga que
a teoria dos jogos é a ferramenta mais importante e util no kit do analista sempre
que ele confronta situagdes nas quais 0 que conta (para o agente) como a melhor
acao depende de expectativas acerca do que um ou mais outros agentes faréo, e
0 que conta para esses agentes como as melhores agdes depende similarmente
de expectativas acerca do primeiro agente.

Apesar do fato de a teoria dos jogos ter sido tratada de maneira
matematica e logicamente sistematica apenas desde 1944, insights tedricos
podem ser encontradas entre comentadores desde os tempos antigos. Por
exemplo, em dois textos de Platao, o Laques e o Banquete, Sdcrates recorda um
episddio da Batalha de Délio que alguns comentadores tém interpretado
(provavelmente de modo anacrdnico) como envolvendo a seguinte situagéo.
Considere um soldado no fronte, esperando com seus companheiros para repelir
um ataque inimigo. Pode ocorrer a ele que, se a defesa é provavel de ser bem
sucedida, entdo ndo é muito provavel que sua prépria contribuicdo pessoal sera
essencial. Mas caso permanega no fronte, ele corre o risco de ser morto ou ferido
- por nenhuma razdo, aparentemente. Por outro lado, se o inimigo ganhara a
batalha, entdo suas chances de morrer ou de se ferir ainda s&o altas, e, agora,
muito claramente, por nenhuma raz&o, uma vez que a linha sera completamente
destruida de qualquer modo. Com base nesse raciocinio, parece que seria melhor
para o soldado fugir da batalha, independentemente de quem seja o vencedor.
Obviamente, se todos os soldados pensarem assim - como todos eles
aparentemente deveriam pensar, uma vez que estdo todos em situacOes
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idénticas -, entdo a batalha sera perdida. Obviamente, esse ponto, visto que
ocorreu a nos analistas, pode ocorrer aos soldados também. Isso da a eles uma
razao para permanecerem em seus postos? Justamente o contrario: quanto
maior for o medo dos soldados de que a batalha sera perdida, maior serdo seus
incentivos para sairem do caminho do perigo. E quanto maior for a crenca dos
soldados de que a batalha serd ganha, sem serem necessarias contribuicbes de
qualquer individuo em particular, menor razéo eles tém para permanecer e lutar.
Se cada soldado antecipar esse tipo de raciocinio por parte dos demais, todos
irdo rapidamente levar a si mesmos ao panico e desespero, e seu comandante,
horrorizado, ter4 uma derrota em suas méos antes mesmo do inimigo atacar.

Muito antes de ter surgido a teoria dos jogos para mostrar aos analistas
como pensar sistematicamente sobre esse tipo de problema, ela ocorreu a alguns
lideres militares reais e influenciou suas estratégias. Assim, o conquistador
espanhol, Cortez, quando atracou no México com uma pequena armada que ele
tinha boas razdes para temer sua capacidade para repelir os ataques dos muito
mais numerosos Astecas, removeu o risco de que suas tropas pudessem pensar
em uma retirada ao queimar os navios atracados. Com a retirada tendo assim se
tornado fisicamente impossivel, os soldados espanhdis ndo possuiam um melhor
curso de acdo do que permanecer e lutar - e, além disso, lutar com tanta
determinagdo quanto conseguissem reunir. Ainda melhor do que isso, do ponto
de vista de Cortez, a sua agéo teve um efeito desencorajador na motivagao dos
Astecas. Ele tomou o cuidado de queimar os navios de modo bastante visivel
para que os Astecas pudessem ver claramente o que ele havia feito. Os Astecas
entdo teriam reciocinado assim: qualquer comandante que pudesse ser t&o
confiante a ponto de destruir deliberadamente sua propria opgéo de ser prudente
caso a batalha acabasse mal para ele deve ter boas razdes para tdo extremo
otimismo. N&o pode ser sensato atacar um oponente que tenha uma boa razéo
(qualquer que ela seja, exatamente) para ter a certeza de que néo perdera. Os
Astecas, entdo, recuaram para as montanhas em torno, e Cortez teve a vitoria
mais facil possivel.

Essas duas situagbes, em Délio e aquela manipulada por Cortez,
possuem por trds uma logica interessante e comum. Note que os soldados ndo
sao motivados a recuar apenas, ou mesmo principalmente, por sua avaliagéo
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racional dos perigos da batalha e por seu interesse préprio. Eles descobrem uma
razéo sélida para fugir ao se darem conta de que o que faz sentido para eles
fazerem depende do que fard sentido para os outros fazerem, e que todos os
outros também podem perceber isso. Mesmo um soldado bastante corajoso pode
preferir correr ao invés de morrer heroicamente, mas sem sentido, tentando
conter sozinho a maré que se aproxima. Por isso, nds poderiamos imaginar, sem
contradigdo, uma circunstancia em que um exército, cujos membros sdo todos
corajosos, foge em alta velocidade antes que o inimigo faga qualquer movimento.
Se os soldados sdo realmente corajosos, entdo esse com certeza néo é o
resultado que qualquer um deles gostaria; cada um teria preferido que todos
permanecessem e lutassem. Assim, o que temos aqui € um caso em que a
interagao de muitos processos individualmente racionais de tomada de decisé&o -
um processo para cada soldado - produz um resultado que nao é pretendido por
ninguém. (A maioria dos exércitos tenta evitar esse problema assim como Cortez
o fez. Como eles geralmente ndo podem tornar a retirada fisicamente impossivel,
eles a tornam economicamente impossivel: eles atiram nos desertores. Assim,
permanecer e lutar € o curso de agdo individualmente racional de cada soldado,
pois o custo de correr é certamente tao alto quanto o de permanecer.)

Outra fonte classica que convida a essa sequéncia de raciocinio é
encontrada em Henrique V de Shakespeare. Durante a Batalha de Azincourt,
Henrique decidiu abater seus prisioneiros franceses a vista do inimigo e para a
surpresa de seus subordinados, que descrevem a agdo como ausente de carater
moral. As razdes que Henrique oferece aludem a consideragdes ndo-estratégicas:
ele esta com medo de que os prisioneiros se libertem e ameacem sua posigao.
Contudo, um tedrico dos jogos poderia ter fornecido a ele uma justificagéo
estratégica suplementar (e similarmente prudencial, embora talvez nao de carater
moral). Suas préprias tropas observam que os prisioneiros foram mortos, e
observam que o inimigo observou isso. Portanto, eles sabem qual destino os
aguardard nas maos do inimigo se nédo vencerem. Metaforicamente, mas de
modo muito efetivo, seus barcos foram queimados. Plausivelmente, 0 massacre
dos prisioneiros enviou um sinal para os soldados de ambos os lados, mudando,
assim, seus incentivos de modo a favorecer os prospectos inglesas de vitdria.

Esses exemplos podem parecer relevantes apenas aqueles que se
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encontram em situacdes sordidas de competi¢do de cortar gargantas. Alguém
poderia pensar que talvez sejam importantes para generais, politicos, mafiosos,
treinadores esportivos e demais cujos trabalhos envolvem a manipula¢do
estratégica dos outros, mas que o filosofo deveria apenas deplora-los como
imorais. Mas essa conclusao seria altamente prematura. O estudo da légica que
governa as interrelagdes entre incentivos, interagbes estratégicas e resultados
tem sido fundamental na filosofia politica moderna, desde séculos antes que
alguém tivesse um nome explicito para esse tipo de légica.  Filésofos
compartilham com cientistas sociais a necessidade de serem capazes de
representar e sistematicamente modelar ndo s6 o que eles pensam que as
pessoas normativamente devem fazer, mas o que elas frequentemente fazem de
fato em situages interativas.

O Leviata de Hobbes é frequentemente considerado a obra fundadora
da filosofia politica moderna, o texto que comegou a rodada continua de anélises
da fungéo e justificagdo do estado e das restricdes das liberdades individuais. O
nucleo do raciocinio de Hobbes pode ser apresentado diretamente como se
segue. A melhor situagdo para todas as pessoas é aquela em que cada uma é
livre para fazer o que Ihe apetece. (Pode-se ou nao concordar com isso por uma
questdo de psicologia ou ideologia, mas essa é a suposicdo de Hobbes.)
Frequentemente, as pessoas livres desejarao cooperar umas com as outras com
0 objetivo de realizar projetos que seriam impossiveis para um individuo agindo
sozinho. Mas se houver qualquer agente imoral ou amoral por perto, elas notaréo
que seus interesses podem, pelo menos por vezes, ser melhor atendidos quando
recebem os beneficios da cooperagdo e nao dao retorno. Por exemplo, suponha
que vocé concorde em me ajudar a construir a minha casa em troca da promessa
de eu ajuda-lo a construir a sua casa. Apos a construgdo da minha casa terminar,
posso fazer com que o seu trabalho saia de graca simplesmente negando a minha
promessa. Contudo, depois me dou conta de que se isso o deixar sem casa, vocé
tera um incentivo para tomar a minha. Isso me colocara em um estado constante
de medo de vocé. Eu posso minimizar melhor esse custo ao lhe atacar e matar na
primeira oportunidade. Obviamente, vocé pode antecipar todo esse raciocinio
feito por mim, e entdo ter boas razbes para me atacar e matar. Como posso
antecipar esse raciocinio feito por vocé, meu medo original néo foi paranoico;
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nem o foi 0 seu medo de mim. Na verdade, nenhum de nds precisa realmente ser
imoral para manter essa linha de raciocinio mituo em funcionamento; s
precisamos pensar que ha alguma possibilidade de que o outro possa tentar
trapacear na negocia¢do. Assim que uma pequena parcela de duvida entra na
mente de alguém, o incentivo induzido pelo medo das consequéncias de ser
antecipado - atacado antes de atacar primeiro - rapidamente se torna opressivo
em ambos 0s lados. Se qualquer um de nos tiver quaisquer recursos proprios que
0 outro possa querer, essa logica assassina pode tomar conta muito antes de
sermos tao tolos a ponto de imaginar que poderiamos realmente ir longe fazendo
acordos para ajudar uns aos outros a construir casas em primeiro lugar. Deixados
aos seus proprios recursos, 0s agentes que possuem, ao menos por vezes, um
ligeiro interesse préprio podem falhar repetidamente em derivar os beneficios da
cooperacgao, €, em vez disso, ficar presos num estado de “guerra de todos contra
todos”, nas palavras de Hobbes. Nessas circunstancias, a vida humana, como ele
vivida e famosamente colocou, sera “solitaria, pobre, desagradavel, bruta e curta”.

A solugdo proposta por Hobbes para esse problema é a tirania. As
pessoas podem contratar um agente - um governo - cujo trabalho € punir qualquer
pessoa que quebrar alguma promessa. Enquanto a punicdo ameacadora for
suficientemente terrivel, o custo de descumprir promessas excedera o custo de
manté-las. A légica aqui é idéntica aquela usada por um exército quando ele
ameaca atirar em desertores. Se todas as pessoas souberem que esses
incentivos valem para a maioria dos outros, entdo a cooperagdo sera néo apenas
possivel, mas podera ser a norma esperada, tal que a guerra de todos contra
todos se torne uma paz geral.

Hobbes leva a légica desse argumento a uma concluséo muito forte,
argumentando que ele implica ndo s6 um governo com o direito e 0 poder para
impor a cooperagéo, mas um governo “nao-dividido”, no qual a vontade arbitraria
de um Unico governante deve impor obrigagdo absoluta a todos. Poucos tedricos
politicos contemporaneos pensam que 0s passos seguidos por Hobbes em seu
raciocinio até essa concluséo sdo sélidos e vélidos. Contudo, trabalhar com
esses problemas aqui nos levaria longe do nosso tépico para detalhes da filosofia
politica contratualista. O que é importante no presente contexto é que esses
detalhes, como eles sdo de fato investigados nos debates contemporaneos,
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envolvem uma interpretagao sofisticada dos problemas que usa recursos da teoria
dos jogos contemporénea. Além disso, 0 ponto mais basico de Hobbes de que a
justificacdo fundamental para a autoridade e as praticas coercitivas do governo
sa0 as proprias necessidades das pessoas de se protegerem do que os tedricos
dos jogos chamam de “dilemas sociais” é aceito por muitos, se nao pela maioria,
dos tedricos politicos. Note ainda que Hobbes ndo argumentou que a tirania é
uma coisa desejavel por si mesma. A estrutura de seu argumento é que a lgica
da interaco estratégica deixa apenas dois resultados politicos gerais possiveis:
tirania ou anarquia. Agentes sensatos escolhem ento tirania como o menor de
dois males.

Os raciocinios dos soldados atenienses, de Cortez, e dos agentes
politicos de Hobbes possuem uma ldgica em comum, uma ldgica derivada de
suas situagdes. Em cada caso, o mais importante aspecto do ambiente para a
conquista dos resultados preferidos de um agente é o conjunto de expectativas de
outros agentes e as reagdes possiveis desses agentes as estratégias que ele
adota. A distingdo entre agir parametricamente num mundo totalmente passivo e
agir ndo-parametricamente em um mundo que tenta agir por antecipagéo de
acbes é fundamental. Se vocé deseja chutar uma pedra ladeira abaixo, vocé
precisa se preocupar apenas com a massa da pedra relativa a forga do seu golpe,
a extensao com que ela esta ligada a sua superficie de suporte, a inclinagéo do
chao do outro lado da pedra, e o impacto esperado da colisdo com o seu pé. Os
valores de todas essas variaveis séo independentes de seus planos e intenges,
uma vez que a pedra ndo tem interesses proprios € nao realiza acdes para tentar
ajuda-lo ou frustra-lo. Por outro lado, se vocé deseja chutar uma pessoa morro
abaixo, entdo, a ndo ser que essa pessoa esteja inconsciente, amarrada ou, de
outra maneira, incapacitada, vocé provavelmente ndo obtera sucesso a menos
que possa disfargar seus planos até que seja tarde demais para essa pessoa
realizar uma ag&o evasiva ou preventiva. Além disso, espera-se que as respostas
provaveis dessa pessoa tenham custos para vocé, o que seria prudente levar em
consideragdo. Por sua vez, as probabilidades relativas dessas respostas
dependeréo das expectativas dessa pessoa sobre como vocé respondera a sua
resposta a agressdo. (Considere a diferenga que isso fara para ambos os seus
raciocinios caso um de vocés ou ambos estejam armados, ou um de vocés seja
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maior que o outro, ou um de vocés seja o chefe do outro.) Os problemas légicos
associados com o segundo tipo de situagdo (chutar a pessoa em vez da pedra)
sdo comumente muito mais complicados, como um simples exemplo hipotético o
ilustrara.

Primeiramente, suponha que vocé deseja atravessar um rio cujas
margens sdo ligadas por trés pontes, e que nadar, caminhar ou atravessar de
barco seja impossivel. A primeira ponte é conhecida por ser segura e livre de
obstaculos; se vocé tentar atravessar por 1a, certamente tera sucesso. A segunda
ponte esta sob um penhasco do qual as vezes rolam grandes pedras. A terceira é
habitada por cobras mortais. Agora suponha que vocé deseje classificar as trés
pontes em ordem no que diz respeito as suas preferéncias como pontos de
passagem. A ndo ser que vocé tenha uma satisfagéo prazerosa em arriscar sua
vida - 0 que, como um ser humano, vocé poderia ter, uma complicagao que nds
abordaremos mais adiante neste artigo -, 0 seu problema de decisdo aqui é
simples. A primeira ponte é obviamente a melhor, uma vez que ¢é segura. Para
classificar ordenadamente as outras duas pontes, vocé precisa de informacdes
sobre seus niveis relativos de perigo. Se vocé puder estudar a frequéncia dos
deslizamentos de pedras e dos movimentos das cobras por um tempo, podera ser
capaz de calcular que a probabilidade de ser esmagado por uma pedra na
segunda ponte é de 10% e de ser atacado por uma cobra na terceira ponte € de
20%. Seu raciocinio aqui € estritamente paramétrico, pois nem as pedras nem as
cobras estdo tentando influenciar suas agdes (por exemplo, escondendo seus
padrdes usuais de comportamento porque sabem que vocé os estuda). E dbvio o
que vocé deve fazer aqui: atravessar a ponte segura. Vamos agora complicar um
pouco a situacdo. Suponha que a ponte com as pedras estivesse imediatamente
diante de vocé e a ponte segura estivesse a um dia de uma dificil caminhada rio
acima. A sua tomada de decisao aqui € ligeiramente mais complicada, mas ainda
é estritamente paramétrica. Vocé teria que decidir se valeria a pena trocar o custo
de uma longa caminhada pela penalidade de 10% de chance de ser atingido por
uma pedra. Contudo, isso é tudo o que vocé tem que decidir, e sua probabilidade
de ter uma travessia bem-sucedida depende inteiramente de vocé; o ambiente
nao esta interessado em seus planos.

No entanto, se complicarmos a situagéo adicionando um elemento néo-
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paramétrico, ela se torna mais desafiadora. Suponha que vocé seja um fugitivo, e
que, esperando na outra margem do rio com uma arma, esteja 0 seu perseguidor.
Vamos supor que ele ira pegé-lo e atirar em vocé sé se ele esperar na ponte em que
vocé tentar atravessar; de outro modo, vocé escapara. Enquanto vocé raciocina
sobre qual ponte escolher, ocorre a vocé que ele esta logo ali tentando antecipar
seu raciocinio. Parecerd, certamente, que escolher a ponte segura logo de cara
seria um erro, visto que é justamente onde ele ird espera-lo, e suas chances de
morrer beirardo a certeza. Entao, talvez vocé devesse arriscar as pedras, visto que
l& suas chances sdo muito melhores. Mas espere... se vocé pode chegar a essa
concluséo, seu perseguidor, que é justamente tio racional e bem informado quanto
vocé, pode antecipar que vocé ird chegar a ela, e estara lhe esperando caso vocé
fuja na ponte das pedras. Entéo, talvez vocé deva arriscar suas chances com as
cobras; isso é 0 que ele deve menos esperar. Mas, entdo, néo... se ele espera
que voceé ira esperar que ele ira menos esperar por isso, entdo ele esperara por
isso ainda mais. Com pavor, vocé percebe que esse dilema é geral: vocé deve
fazer 0 que o seu perseguidor menos espera; mas 0 que quer que seja que vocé
mais espere que ele menos espere é automaticamente o que ele ird mais esperar.
Parece que vocé esta preso em um impasse. Tudo o que deve consola-lo um
pouco aqui é que, do outro lado do rio, seu perseguidor esteja preso exatamente
na mesma perplexidade; incapaz de decidir em qual ponte esperar porque, assim
que se imagina se comprometendo com alguma delas, notara que se ele pode
encontrar uma melhor razéo para escolher uma ponte, vocé pode antecipar essa
mesma raz&o e assim tentar evita-lo.

Sabemos por experiéncia que, em situagdes como essa, as pessoas nao
costumam ficar paradas e hesitantes para sempre. Como veremos
posteriormente, ha uma unica melhor solucdo disponivel para cada jogador.
Contudo, até os anos 1940, nem fildsofos nem economistas sabiam como
encontra-la matematicamente. Por essa raz&o, os economistas eram forgados a
tratar influéncias n&o-paramétricas como se fossem complicagdes das
paramétricas. E provavel que isso parega estranho ao leitor, uma vez que, como
nosso exemplo do problema da travessia da ponte pretendia mostrar,
caracteristicas  ndo-paramétricas  sdo  frequentemente  caracteristicas
fundamentais dos problemas de tomada de decisdo. Parte da explicagdo para a
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entrada em campo relativamente tardia da teoria dos jogos reside nos problemas
com 0s quais economistas tém historicamente se preocupado. Economistas
classicos, tais como Adam Smith e David Ricardo, estavam principalmente
interessados na questdo de como agentes em mercados muito grandes - nagoes
inteiras - poderiam interagir de modo a adquirir 0 maximo de riqueza monetaria
para si proprios. O insight basico de Smith, de que a eficiéncia é melhor
maximizada pelos agentes diferenciando primeiramente as suas contribuicbes
potenciais e entdo buscando de maneira livre negociagbes mutuamente
vantajosas, foi verificado matematicamente no século XX. Todavia, a
demonstragdo desse fato se aplica apenas em condicbes de “competicdo
perfeita’, isto €, quando individuos ou empresas se deparam com nenhum custo
de entrada ou saida nos mercados, quando ndo ha economias de escala, e
quando nenhuma das agdes dos agente possui efeitos colaterais
nao-intencionados no bem-estar de outros agentes. Os economistas sempre
reconheceram que esse conjunto de pressuposicdes € puramente uma
idealizagao para fins de analise, ndo um possivel estado de coisas que alguém
poderia tentar (ou deveria querer tentar) estabelecer institucionalmente. Mas até a
matematica da teoria dos jogos amadurecer préximo do final dos anos 1970, os
economistas tinham que esperar que quanto mais préximo um mercado se
aproximasse da competicdo perfeita, mais eficiente ele seria. Mas nenhuma
expectativa dessas pode ser justificada matematica ou logicamente em geral; de
fato, estritamente como uma generalizagdo, a pressuposi¢cdo se mostrou falsa ja
na década de 1950.

Esse artigo ndo é sobre os fundamentos da economia, mas saber que
mercados perfeitamente competitivos tém embutido neles uma caracteristica que
os tornam suscetiveis a analise paramétrica é importante para entender as
origens e o alcance da teoria dos jogos. Porque os agentes ndo se deparam com
custos de entrada em mercados, eles abrirdo firmas em qualquer mercado dado
até que a competigéo leve todos os lucros a zero. Isso implica que, se 0s custos
de produgao séo fixos e a demanda é exdgena, os agentes ndo possuem opgao
sobre 0 quanto produzir caso estejam tentando maximizar as diferengas entre
seus custos e suas receitas. Esses niveis de producdo podem ser determinados
de maneira separada para cada agente, assim ninguém precisa prestar atengéo
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no que os outros estdo fazendo; cada agente trata suas contrapartes como
caracteristicas passivas do ambiente. O outro tipo de situagdo a qual a analise
econdmica classica pode ser aplicada sem recorrer a teoria dos jogos é a de um
monopolio frente a muitos clientes. Aqui, desde que nenhum cliente possua uma
parcela de demanda grande o suficiente para exercer influéncia estratégica, as
consideragdes ndo-paramétricas desaparecem e a tarefa da empresa € apenas
identificar a combinagdo de preco e a quantidade de produgdo em que ela
maximiza o lucro. Todavia, competi¢des tanto perfeitas quanto monopolisticas séo
arranjos de mercado muito especiais e incomuns. Portanto, anteriormente ao
advento da teoria dos jogos, os economistas estavam bastante limitados quanto
as classes de circunstancias as quais poderiam aplicar diretamente seus modelos.

Filésofos compartilham com economistas um interesse profissional
quanto as condigdes e técnicas para a maximizagao do bem-estar. Além disso, 0s
filésofos possuem uma preocupacao especial com a justificagéo logica de acdes,
e as agbes devem ser frequentemente justificadas por referéncia aos seus
resultados esperados. (Uma tradi¢do em filosofia moral, o utilitarismo, é baseada
na ideia de que todas as agles justificaveis devem ser justificadas dessa
maneira.) Sem a teoria dos jogos, esses problemas resistem a analise sempre
que aspectos nado-paramétricos forem relevantes.  Demonstraremos isso
brevemente em relagdo ao jogo mais famoso (embora ndo seja 0 mais comum), 0
assim chamado Dilema do Prisioneiro, e a outros jogos mais comuns. Ao fazer
isso, precisaremos introduzir, definir e ilustrar os elementos basicos e as técnicas
da teoria dos jogos.

2. Elementos Basicos e Pressuposigoes da Teoria dos Jogos
2.1. A Utilidade

Por definigo, um agente econdmico € uma entidade com preferéncias.
Os teoricos dos jogos, assim como economistas e filésofos que estudam a
tomada de decisao racional, descrevem as preferéncias por meio de um conceito
abstrato chamado de utilidade. Ele se refere a uma classificagdo, em alguma
escala especificada, do bem-estar subjetivo ou mudanga no bem-estar subjetivo
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que um agente deriva de um objeto ou de um evento. Por “bem-estar’, nds nos
referimos a algum indice normativo de alinhamento relativo entre os estados do
mundo e a avaliagdo dos agentes dos estados em questdo, justificado por
referéncia a algum framework de pano de fundo. Por exemplo, podemos avaliar 0
bem-estar relativo de paises (que para certos propésitos podemos modelar como
agentes) por referéncia a sua renda per capita. E podemos avaliar o bem-estar
relativo de um animal, no contexto de prever e explicar suas disposicoes
comportamentais, por referéncia a sua aptidéo evolutiva esperada. No caso de
pessoas, & mais comum em economia e em aplicagdes da teoria dos jogos avaliar
seu bem-estar relativo por referéncia aos seus préprios julgamentos implicitos ou
explicitos a esse respeito. E por isso que nos referimos acima ao bem-estar
subjetivo. Considere uma pessoa que adora o sabor de picles mas ndo gosta de
cebolas. Pode-se dizer que ela associa maior utilidade a estados do mundo em
que, todo o resto sendo igual, ela consome mais picles e menos cebolas do que
estados em que ela consome mais cebolas e menos picles. Exemplos desse tipo
sugerem que “utilidade” denota uma medida de realizagao psicolégica subjetiva,
e isso é de fato como o conceito foi originalmente interpretado por economistas e
fildsofos influenciados pelo utilitarismo de Jeremy Bentham. Contudo, no inicio do
século XX, os economistas reconheceram cada vez mais claramente que seu
principal interesse era a propriedade do mercado de demanda marginal
decrescente, independentemente de ela ter sido produzida por consumidores
individuais saciados ou por outros fatores. Nos anos 1930, essa motivagdo dos
economistas se encaixou confortavelmente com o predominio do behaviourismo e
do empirismo radical em psicologia e na filosofia da ciéncia. Behaviouristas e
empiristas radicais se opuseram ao uso teérico de entidades inobservaveis como
“quocientes de realizag&o psicolégica”. O clima intelectual era entéo receptivo aos
esforcos do economista Paul Samuelson (1938) de redefinir a utilidade de tal
modo que se tornasse um conceito puramente técnico ao invés de um conceito
desenvolvido com raizes na psicologia especulativa. Como a redefinicdo de
Samuelson se tornou standard nos anos 1950, quando dizemos que um agente
age de modo a maximizar sua utilidade, queremos dizer com “utilidade” seja o que
for que o comportamento do agente sugere a ele agir consistentemente de modo
a tornar mais provavel de obter. Se isso parece circular a vocé, assim deveria: 0s
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tedricos seguidores de Samuelson entendem o enunciado “os agentes agem de
modo a maximizar sua utilidade” como uma tautologia, em que um “agente
(econémico)” é qualquer entidade que pode ser precisamente descrita como
agindo para maximizar uma fungao de utilidade, uma “agéo” é qualquer selegéo
maximizadora de utilidade de um conjunto de alternativas possiveis, € uma
“funcdo de utilidade” é o que um agente econdmico maximiza. Como outras
tautologias que ocorrem nos fundamentos de teorias cientificas, esse sistema
emaranhado (recursivo) de definigoes € Util ndo em si mesmo, mas porque ele
ajuda a fixar os contextos de investigagéo.

Embora o behaviourismo dos anos 1930 tenha sido desde entdo
substituido por um interesse generalizado por processos cognitivos, muitos
tedricos continuam seguindo a maneira de Samuelson de compreender a utilidade
porque pensam ser importante que a teoria dos jogos se aplique a qualquer tipo
de agente - uma pessoa, um urso, uma abelha, uma empresa ou um pais - € ndo
sO a agentes com mentes humanas. Quando tais tedricos dizem que os agentes
agem de modo a maximizar sua utilidade, eles querem que isso seja parte da
definigdo do que é ser um agente, ndo uma reivindicagdo empirica sobre
possiveis estados internos ou motivagdes. A concepgdo de utilidade de
Samuelson, definida por meio da Teoria da Preferéncia Revelada (TPR)
introduzida em seu artigo classico (SAMUELSON, 1938), satisfaz essa demanda.

Economistas e outros que interpretam a teoria dos jogos em termos de
TPR nédo devem pensar na teoria dos jogos como uma explicagdo empirica das
motivacdes de alguns atores de carne e 0sso (tal como pessoas reais). Em vez
disso, eles devem considerar a teoria dos jogos como parte do corpo da
matematica que é usada para modelar aquelas entidades (que podem ou nao
literalmente existir) que selecionam consistentemente elementos de conjuntos de
agbes mutuamente exclusivos, o que resulta em padrdes de escolhas que podem
ser modelados estatisticamente como maximizagéo de fungées de utilidade ao se
permitir alguma aleatoriedade e interferéncia. Nessa interpretacéo, a teoria dos
jogos néo poderia ser refutada por nenhuma observacdo empirica, visto que ela
ndo seria uma teoria empirica. Obviamente, a observacdo e a experiéncia
poderiam levar alguém a favor dessa interpretacdo a concluir que a teoria dos
jogos € de pouca ajuda para descrever o comportamento dos seres humanos
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reais.

Alguns tedricos compreendem o ponto da teoria dos jogos de maneira
diferente. Eles veem a teoria dos jogos como provedora de um critério explicativo
para processos de raciocinio estratégico de seres humanos reais. Para que essa
ideia seja aplicavel, devemos supor que os agentes ao menos as vezes fazem o
que fazem em cenarios ndo-paramétricos porque a logica da teoria dos jogos
recomenda determinadas agbes como “racionais”. Tal compreensao da teoria dos
jogos incorpora um aspecto normativo, uma vez que a “racionalidade” é tomada
como denotando uma propriedade que um agente deveria, pelo menos
geralmente, querer ter. Essas duas maneiras muito gerais de pensar acerca dos
possiveis usos da teoria dos jogos s@o compativeis com a interpretagéo
tautologica de maximizagdo de utilidade. Contudo, a diferenga filoséfica néo é
insignificante para o tedrico dos jogos. Como veremos em uma sec¢do posterior,
aqueles que esperam usar a teoria dos jogos para explicar o raciocinio
estratégico, em oposi¢do ao comportamento meramente estratégico, enfrentam
alguns problemas filoséficos e praticos especiais.

Como a teoria dos jogos & uma tecnologia para modelagem formal,
devemos ter um dispositivo para tratar a maximizagdo de utilidade em termos
matematicos. Tal dispositivo é chamado de fungao de utilidade. Introduziremos
aideia geral de uma fungéo de utilidade por meio do caso especial de uma fungéo
de utilidade ordinal. (Posteriormente, encontraremos fungdes de utilidade que
incorporam mais informagdes.) O mapa de utilidade para um agente é chamado
de “fungdo” porque ele mapeia as preferéncias ordenadas nos nimeros reais.
Suponha que um agente x prefere o pacote a ao pacote b e o pacote b ao pacote
c. Em seguida, nds os mapeamos em uma lista de nimeros, em que a fun¢éo
mapeia 0 pacote mais bem classificado no maior nimero na lista, 0 segundo
pacote mais bem classificado no segundo maior numero na lista, e assim por
diante, entdo:

pacote a > 3
pacote b > 2
pacote ¢ > 1

A Unica propriedade mapeada por essa fungdo é a ordem. A magnitude dos
ndmeros € irrelevante; isto é, ndo deve ser inferido que x recebe 3 vezes mais
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utilidade do pacote a do que obtém do pacote ¢. Assim, poderiamos representar
exatamente a mesma fungéo de utilidade que a fungao acima por

pacote a > 7.326
pacote b > 12,6
pacote ¢ > —1.000.000

Portanto, os nimeros que aparecem em uma fungao de utilidade ordinal ndo estao
medindo quantidade. Uma fung&o de utilidade em que a magnitude de fato importa
é chamada de “cardinal”. Sempre que alguém se refere a uma fungéo de utilidade
sem especificar qual tipo é referido, deve-se assumir que ela € ordinal. Esses s&o
os tipos de que precisamos para o primeiro conjunto de jogos que examinaremos.
Posteriormente, quando chegarmos a ver como resolver jogos que envolvem (ex
ante) incerteza - nosso jogo de atravessar o rio na Parte 1 acima, por exemplo -,
precisaremos construir fungdes de utilidade cardinais. A técnica para fazer isso nos
foi dada por von Neumann e Morgenstern (1944), e era um aspecto essencial de
sua invengao da teoria dos jogos. Contudo, por agora, precisaremos apenas de
fungdes ordinais.

2.2. Jogos e Racionalidade

Todas as situagbes em que ao menos um agente pode agir para
maximizar sua utilidade somente por meio da antecipagao (consciente ou apenas
implicitamente em seu comportamento) das respostas as suas a¢des por um ou
mais agentes diferentes sdo chamadas de “jogos”. Os agentes envolvidos em
jogos sé@o chamados de ‘jogadores”. Se todos os agentes possuem agdes
6timizadas independentemente do que os outros fagam, como em situacdes
puramente paramétricas ou em condigdes de monopdlio ou de competicdo
perfeita (vide Segdo 1), podemos modela-las sem apelar a teoria dos jogos; de
outro modo, precisamos da teoria.

Os tedricos dos jogos assumem que 0s jogadores possuem conjuntos de
capacidades comumente referidas na literatura da economia como envolvendo
“racionalidade”. Usualmente, isso é formulado por enunciados simples tais como
“é assumido que os jogadores sdo racionais”. Na literatura critica da economia em
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geral, ou critica da importagdo da teoria dos jogos nas ciéncias humanas, esse
tipo de retérica se tornou cada vez mais um iméa para ataques. Ha uma densa e
intrincada teia de conexdes associadas a “racionalidade” na tradicdo cultural
ocidental, e a palavra tem sido frequentemente usada para marginalizar
normativamente caracteristicas tdo normais e importantes quanto emogdes,
feminilidade e empatia. O uso do conceito por parte dos teoricos dos jogos ndo
precisa implicar, e geralmente néo implica, tal ideologia. Para os presentes
propdsitos, usaremos ‘“racionalidade econdmica’ como um termo estritamente
técnico, ndo normativo, que se refere a um conjunto estreito e especifico de
restricdes sobre preferéncias compartilhadas pela verséo original da teoria dos
jogos de von Neumann e Morgenstern e pela TPR. Os economistas usam um
segundo, e igualmente importante (para eles), conceito de racionalidade quando
estdo modelando mercados, a que chamam de “expectativas racionais”. Nessa
frase, “racionalidade” se refere ndo a restricbes em preferéncias, mas sim as
auséncias de restrigbes no processamento de informagdes: as expectativas
racionais sao crengas idealizadas que refletem estatistica e precisamente o uso
ponderado de toda informag&o disponivel a um agente. O leitor deve notar que
esses dois usos de uma Unica palavra dentro da mesma disciplina estdo
tecnicamente desconectados. Além disso, a TPR original tem sido especificada
ao longo dos anos por varios conjuntos diferentes de axiomas para diferentes
propositos de modelagem. Uma vez que decidimos tratar a racionalidade como
um conceito técnico, modificaremos efetivamente o conceito sempre que
ajustarmos os axiomas. Portanto, em qualquer discussdo que envolva juntamente
economistas e filosofos, podemos nos encontrar em uma situagdo na qual
diferentes participantes usam a mesma palavra para se referirem a coisas
diferentes. Para leitores novatos em economia, teoria dos jogos, teoria da deciséo
e filosofia da agdo, essa situagéo naturalmente apresenta um desafio.

Neste texto, “racionalidade econémica” serd usado no sentido técnico
compartilhado pela teoria dos jogos, microeconomia e teoria formal da decisao,
como se segue. Um jogador economicamente racional é aquele que pode (i)
avaliar resultados, no sentido de classifica-los e ordena-los com respeito as suas
contribuicbes para seu bem-estar; (i) calcular vias para resultados, no sentido de
reconhecer quais sequéncias de agbes sao probabilisticamente associadas com
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quais resultados; e (iii) selecionar agbes de conjuntos de alternativas (o que
descreveremos como “escolhendo” agdes) que geram resultados de maior
preferéncia, dadas as agbes dos outros jogadores. Podemos resumir a intuicao
por tras disso tudo como se segue: uma entidade é modelada de forma
apropriada como um agente economicamente racional na medida em que ela tem
alternativas, e escolhe entre essas de uma maneira motivada, pelo menos na
maioria das vezes, pelo que lhe parece melhor para seus propésitos. (Para
leitores previamente familiarizados com as obras do filésofo Daniel Dennett,
poderiamos equiparar a ideia de um agente economicamente racional com o tipo
de entidade que Dennett caracteriza como intencional, e entdo dizer que nos
podemos prever de forma apropriada o comportamento de um agente
economicamente racional a partir “da postura intencional”.)

A racionalidade econdmica pode, em alguns casos, ser satisfeita por
calculos internos executados por um agente, e ele pode ou néo estar ciente de
calcular ou de ter calculado suas condi¢bes e implicagdes. Em outros casos, a
racionalidade econdémica pode simplesmente ser incorporada em disposicoes
comportamentais construidas por sele¢do natural, cultural ou de mercado. Em
particular, ao chamar uma agdo de “escolhida”, ndo implicamos nenhuma
deliberagdo necessaria, consciente ou de outra forma.  Queremos dizer,
meramente, que a agdo foi tomada quando uma agdo alternativa estava
disponivel, em algum sentido de “disponivel” normalmente estabelecido pelo
contexto da andlise particular. (“Disponivel”, como usado por tedricos dos jogos e
economistas, nunca deve ser lido como se quisesse dizer meramente “metafisica”
ou “logicamente’disponivel; a disponibilidade & quase sempre pragmatica,
contextual e infinitamente revisavel por modelagens mais refinadas.)

Cada jogador em um jogo se depara com uma escolha dentre duas ou
mais estratégias possiveis. Uma estratégia € um “programa de jogo”
predeterminado que diz a um jogador quais agdes executar em resposta a toda
estratégia possivel que outros jogadores possam usar. A importancia da
frase em negrito se tornara clara quando na sequéncia tomarmos alguns jogos
como amostra.

Um aspecto crucial da especificacdo de um jogo envolve as informacdes
que os jogadores possuem quando escolhem estratégias. Os jogos mais simples
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(considerando a estrutura logica) s&o aqueles nos quais agentes possuem
informagoes perfeitas, o que significa que, em todo ponto em que cada
estratégia de um agente Ihe diz para executar uma ac&o, ele sabe tudo o que
aconteceu no jogo até aquele ponto. Um jogo de tabuleiro de movimentos
sequenciais no qual ambos os jogadores assistem toda a acdo (e sabem as
regras em comum), tal como o xadrez, € uma instancia de tal jogo. Por outro lado,
0 exemplo do jogo de atravessar a ponte da Se¢ao 1 acima ilustra um jogo de
informagoes imperfeitas, uma vez que o fugitivo deve escolher uma ponte para
atravessar sem saber a ponte em que o perseguidor escolheu esperar, € 0
perseguidor, similarmente, toma sua deciséo em ignorancia quanto as escolhas
de sua presa. Uma vez que a teoria dos jogos € acerca da agdo economicamente
racional dadas as acles estrategicamente importantes de outros, ndo gera
surpresa dizer que o que 0s agentes nos jogos acreditam, ou falham em acreditar,
sobre as ag¢des uns dos outros faga uma diferenga consideravel para a légica de
nossa analise, Como veremos.

2.3. Arvores e Matrizes

A diferenca entre jogos de informagdes perfeitas e jogos de informagdes
imperfeitas esta relacionada (embora certamente ndo seja idéntical) com uma
distingdo entre maneiras de representar jogos que & baseada na ordem de
jogo. Comecemos por distinguir entre jogos de movimento sequencial e jogos de
movimento simultdneo em termos de informag@es. E natural, como uma primeira
aproximagao, pensar em jogos de movimento sequencial como aqueles em que
os jogadores escolhem suas estratégias um apds o outro, e em jogos de
movimento simultdneo como aqueles em que 0s jogadores escolhem suas
estratégias ao mesmo tempo. Contudo, isso ndo seria estritamente correto
porque o que ¢ de importancia estratégica nao é a ordem temporal em si, mas se
e quando os jogadores sabem sobre as agdes dos demais no momento de
escolher as suas proprias agdes. Por exemplo, se duas firmas concorrentes estéo
planejando campanhas de marketing, uma delas poderia se comprometer com
sua estratégia meses antes da outra; contudo, se nenhuma delas sabe com o que
a outra se comprometeu ou com o que se comprometera quando tomarem suas
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decisOes, esse é um jogo de movimento simultdneo. O xadrez, por outro lado, é
normalmente jogado como um jogo de movimento sequencial: vocé vé o que o
seu oponente féz antes de escolher a sua préxima acdo. (O xadrez pode ser
transformado em um jogo de movimento simultaneo se cada um dos jogadores
fizer movimentos em um tabuleiro comum estando isolado do outro; mas esse é
um jogo muito diferente do xadrez convencional.)

Foi dito acima que a distingao entre jogos de movimento sequencial e
jogos de movimento simultdneo ndo € idéntica a distingdo entre jogos de
informacdes perfeitas e jogos de informagdes imperfeitas. Explicar por que isso é
assim € uma boa maneira de estabelecer uma compreensdo completa de ambos
os conjuntos de conceitos. Como jogos de movimento simultdneo foram
caracterizados no paragrafo anterior, tem de ser verdadeiro que todos os jogos de
movimento simultdneo sdo jogos de informagdes imperfeitas. Contudo, alguns
jogos podem conter combinagbes de movimentos sequenciais e movimentos
simultaneos. Por exemplo, duas firmas poderiam se comprometer com suas
estratégias de marketing de maneira independente e em segredo uma da outra,
mas, depois disso, se envolverem numa competi¢do de pregos escancarada. Se
as estratégias de marketing ideais fossem parcial ou inteiramente dependentes do
que se esperava que acontecesse no subsequente jogo de pregos, entdo os dois
estagios precisariam ser analisados como um Unico jogo, no qual um estagio de
jogo sequencial se seguiu a um estagio de jogo simultaneo. Jogos inteiros que
envolvem estagios mistos desse tipo sdo jogos de informagdes imperfeitas, ndo
importa 0 qudo temporalmente distantes esses estagios possam estar uns dos
outros. Jogos de informagdes perfeitas (como o préprio nome ja diz) denotam
casos em que nenhum movimento é simultdneo (e nenhum jogador se esquece
do que aconteceu anteriormente).

Como notado previamente, os jogos de informagdes perfeitas séo os
tipos de jogos (logicamente) mais simples. Isso € assim porque em tais jogos (na
medida em que os jogos séo finitos, isto &, terminam ap6s um ndmero conhecido
de agdes) jogadores e analistas podem usar um procedimento simples para
prever resultados. Um jogador em tal jogo escolhe sua primeira agéo
considerando cada série de respostas e contrarrespostas que resultardo de cada
acdo aberta a ele. Ele entdo se pergunta qual dos resultados finais disponiveis lhe
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traz a maior utilidade, e escolhe a agdo que leva a esse resultado ao iniciar a
cadeia. Esse processo é chamado de indugdo reversa (porque o raciocinio
funciona de trés para frente a partir resultados eventuais para problemas de
escolha atuais).

Havera muito mais a ser dito sobre a indugéo reversa e suas propriedades
em uma segéo posterior (quando chegarmos a discutir o equilibrio e a sele¢do de
equilibrio). Por enquanto, ela é descrita apenas para que possamos utiliza-la para
introduzir um dos dois tipos de objetos matematicos usados para representar jogos:
as arvores de jogos. Uma arvore de jogo é um exemplo do que os matematicos
chamam de grafo direto. Isto é, ele & um conjunto de nés conectados em que
o grafo como um todo possui uma dire¢cdo. Podemos desenhar arvores do topo
da pégina para o final, ou da esquerda para a direita. No primeiro caso, nés do
topo da pagina séo interpretados como vindo antes na sequéncia de agdes. No
caso de uma arvore desenhada da esquerda para a direita, 0s nés da esquerda
sa0 anteriores na sequéncia aos da direita. Uma arvore néo rotulada possui uma
estrutura do seguinte tipo:

Figura 1

O ponto de representar jogos usando arvores pode ser melhor compreendido
visualizando o seu uso para apoiar o raciocinio de indugdo reversa. Apenas
imagine o jogador (ou o analista) comegando pelo final da arvore, em que os
resultados s&o exibidos, e, em seguida, trabalhando de tras para frente a partir
desses resultados, procurando por conjuntos de estratégias que descrevam
caminhos que levam a eles. Uma vez que a fungéo de utilidade do jogador indica
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quais resultados ele prefere a outros, nds também sabemos quais caminhos ele
preferira. Obviamente, nem todos os caminhos serdo possiveis porque o outro
jogador também tem um papel na selegao de caminhos, e ndo tomaré agdes que
levam a resultados menos preferidos por ele. Apresentaremos alguns exemplos
dessa selegdo de caminhos interativa e de técnicas detalhadas para raciocinar
através desses exemplos depois de termos descrito uma situagéo que pode ser
modelada por uma arvore.

Arvores sdo usadas para representar jogos sequenciais, porque
mostram a ordem em que as agdes sdo tomadas pelos jogadores. Contudo, os
jogos sdo por vezes representados em matrizes em vez de arvores. Esse é 0
segundo tipo de objeto matematico usado para representar jogos. Diferentemente
de arvores, as matrizes mostram simplesmente os resultados, representados em
termos das fungdes de utilidade dos jogadores, para toda combinagdo possivel de
estratégias que os jogadores poderiam usar. Por exemplo, faz sentido exibir o
jogo de atravessar o rio da Se¢do 1 em uma matriz, uma vez que, nesse jogo, 0
fugitivo e o perseguidor possuem ambos s um movimento cada, e cada um deles
escolhe seu movimento ignorando o que o outro decide fazer. Esta é uma parte
da matriz;

Perseguidor
Ponte Segura  Ponte das Pedras  Ponte das Cobras

Ponte Segura 0,1 1,0 1,0
Fugitivo  Ponte das Pedras ? 0,1 ?
Ponte das Cobras ? ? 0,1
Figura 2

As trés estratégias possiveis do fugitivo - atravessar pela ponte segura, arriscar
as pedras, ou arriscar as cobras - formam as linhas da matriz. Similarmente, as
trés estratégias possiveis do perseguidor - esperar na ponte segura, esperar na
ponte com pedras e esperar na ponte com cobras - formam as colunas da matriz.
Cada célula da matriz mostra - ou, melhor, mostraria caso a nossa matriz
estivesse completa - um resultado definido em termos das recompensas
[payoffs] dos jogadores. A recompensa de um jogador & simplesmente o nimero



304

designado por sua fung&o de utilidade ordinal ao estado de coisas correspondente
ao resultado em questdo. Para cada resultado, as recompensas das linhas séo
sempre listadas primeiro, seguidas pelas recompensas das colunas. Assim, por
exemplo, o canto superior esquerdo da matriz acima mostra que quando o fugitivo
atravessa a ponte segura e o perseguidor esta esperando por ele nessa ponte, o
fugitivo obtém uma recompensa de 0 e o perseguidor obtém uma recompensa de
1. Interpretamos isso por referéncia as fungdes de utilidade dos dois jogadores,
que neste jogo sdo muito simples. Se o fugitivo conseguir atravessar o rio com
seguranga, ele recebe a recompensa de 1; se ele nao conseguir, obtém 0. Se o
fugitivo ndo conseguir atravessar o rio, seja porque foi baleado pelo perseguidor
ou atingido por uma pedra ou mordido por uma cobra, entdo o perseguidor obtém
uma recompensa de 1 e o fugitivo obtém uma recompensa de 0.

Explicaremos brevemente as partes da matriz que foram preenchidas e
por que ainda ndo conseguimos completd-la. Sempre que o perseguidor esperar
na ponte escolhida pelo fugitivo, o fugitivo é baleado. Todos esses resultados
produzem o vetor de recompensa (0,1). Vocé pode encontra-los descendo
diagonalmente através da matriz a partir do canto superior esquerdo. Sempre que
o fugitivo escolher a ponte segura mas o perseguidor esperar em outra, o fugitivo
consegue atravessar em seguranga, o que produz o vetor de recompensa (1,0).
Esses dois resultados sdo mostrados nas duas segundas células da linha
superior. Por enquanto, todas as outras células estdo marcadas com pontos de
interrogagdo. Por qué? O problema aqui é este: se o fugitivo atravessar a ponte
com pedras ou a ponte com cobras, ele introduz fatores paramétricos no jogo.
Nesses casos, ele assume algum risco de ser morto, € assim produz o vetor de
recompensa (0,1), que é independente de qualquer coisa que o perseguidor faca.
Ainda ndo introduzimos conceitos que sdo suficientes para sermos capazes
representar esses resultados em termos de fungdes de utilidade - mas nés o
faremos até que tenhamos terminado, e isso fornecera a chave para solucionar o
nosso enigma da Seg¢ao 1.

Jogos de matrizes séo referidos como jogos de “formato normal” ou de
“formato estratégico”, e jogos como arvores sao referidos como jogos de “formato
extensivo”. Os dois tipos de jogos ndo s&o equivalentes, pois os jogos de formato
extensivo contém informagBes - sobre sequéncias de jogo e niveis de
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informacdes dos jogadores sobre a estrutura do jogo - que os jogos de formato
estratégico ndo contém. Em geral, um jogo de formato estratégico poderia
representar qualquer um dos varios jogos de formato extensivo, portanto um jogo
de formato estratégico € melhor concebido como sendo um conjunto de jogos de
formato extensivo. Quando a ordem de jogo ¢ irrelevante para o seu resultado,
entdo vocé deve estudar seu formato estratégico, uma vez que é sobre todo o
conjunto que vocé quer saber. Quando a ordem de jogo é relevante, o formato
extensivo deve ser especificado ou suas conclusdes ndo serdo confiaveis.

2.4. O Dilema do Prisionieiro como um exemplo de representagao de formato
estratégico vs representagdo de formato extensivo

As distingdes descritas acima sdo dificeis de se compreender
inteiramente caso tudo o que se tenha a disposicio sejam descriges abstratas.
Elas sdo melhor ilustradas por meio de um exemplo. Para esse proposito,
usaremos o mais famoso de todos os jogos: o Dilema do Prisioneiro. De fato, ele
fornece a logica do problema deparado pelos soldados de Cortez e Henrique V
(vide Segdo 1), e pelos agentes de Hobbes antes de eles darem poderes ao
tirano. Contudo, por razdes que se tornardo claras um pouco mais tarde, vocé
néo deve tomar o DP como um jogo comum; ele ndo o é. Nds 0 usamos aqui
como um exemplo apenas porque ele é particularmente Util para ilustrar a relagao
entre jogos de formato estratégico e jogos de formato extensivo (e,
posteriormente, para ilustrar as relagbes entre jogos de lance unico [one-shot
games] e jogos repetidos; vide Segao 4).

O nome do jogo do Dilema do Prisioneiro é derivado da seguinte
situacdo comumente utilizada para exemplifica-lo. Suponha que a policia tenha
prendido duas pessoas que ela sabe terem cometido um assalto a méo armada
juntos. Infelizmente, faltam evidéncias admissiveis suficientes para obter a
condenagéo pelo juri. No entanto, a policia de fato possui evidéncia suficiente
para mandar para a prisdo cada prisioneiro por dois anos pelo furto do carro
utilizado na fuga. O delegado faz agora a seguinte oferta para cada prisioneiro: se
vocé confessar o assalto, comprometendo seu parceiro, e ele ndo confessar,
entdo vocé ficara livre e ele pegara dez anos de prisdo. Se vocés dois
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confessarem, cada um de vocés pegara 5 anos. Se nenhum de vocés confessar,
entao cada um de vocés pegara dois anos pelo roubo do carro.

Nosso primeiro passo para modelar a situacdo dos dois prisioneiros
como um jogo é representé-la em termos de fungdes de utilidade. Seguindo-se a
convengao usual, vamos nomear os prisioneiros “Jogador |* e “Jogador II*. Ambas
as fungdes de utilidade ordinal s&o idénticas:

Sairimpune>> 4
2anos > 3
5anos > 2

10 anos > 0

Os numeros na fungdo acima s&o agora utilizados para expressar as
recompensas de cada jogador nos varios resultados possiveis na situagdo. Nos
podemos representar o problema enfrentado por ambos em uma Unica matriz que
mostra a maneira como suas escolhas separadas interagem; este é o formato
estratégico do jogo:

Jogador Il
Confessa  Recusa
Jogador| Confessa 2,2 4,0
Recusa 04 3,3
Figura 3

Cada célula da matriz fornece as recompensas a ambos 0s jogadores para cada
combinagdo de agdes. A recompensa do Jogador | aparece como o primeiro
numero de cada par, e a do Jogador Il como o segundo. Assim, se ambos 0s
jogadores confessarem, cada um deles recebera uma recompensa de 2 (5 anos
de prisdo cada). Isso aparece na célula superior esquerda. Se nenhum deles
confessar, cada um deles recebera uma recompensa de 3 (2 anos de prisao
cada). Isso aparece como a célula inferior direita. Se o Jogador | confessa e o
Jogador Il recusa-se a confessar, entdo o Jogador | recebe uma recompensa de 4
(saindo impune) e o Jogador Il recebe uma recompensa de 0 (dez anos de
prisdo). Isso aparece na célula superior direita. A situa¢do inversa, em que 0
Jogador Il confessa e o Jogador | se recusa a confessar, aparece na célula
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superior esquerda.

Cada jogador avalia suas duas agdes possiveis comparando suas
recompensas pessoais em cada coluna, uma vez que isso mostra qual das acdes
é preferivel, s6 para cada um, em cada lance possivel do parceiro. Assim,
observe: se 0 Jogador Il confessar, entdo o Jogador | obtém uma recompensa de
2 por confessar e uma recompensa de 0 por se recusar. Se o Jogador Il se
recusa, entdo o Jogador | obtém uma recompensa de 4 por confessar e uma
recompensa de 3 por se recusar. Portanto, o Jogador | se sai melhor confessando
independentemente do que o Jogador Il faga. O jogador I, enquanto isso, avalia
suas agbes comparando suas recompensas em cada linha, e ele chega
exatamente a mesma conclus&o que o Jogador |. Sempre que uma agéo para um
jogador for superior as suas outras agbes para cada agao possivel do oponente,
dizemos que a primeira agdo domina estritamente a segunda. Para ambos 0s
jogadores no Dilema do Prisioneiro, a confissdo domina estritamente a recusa.
Cada jogador tem conhecimento disso a respeito do outro, eliminando-se, assim,
qualquer tentagao de se afastar do caminho estritamente dominado. Desse modo,
ambos os jogadores confessardo, e ambos irdo para a prisao por 5 anos.

Os jogadores, e analistas, podem prever esse resultado usando um
procedimento mecéanico, conhecido como eliminacdo iterativa de estratégias
estritamente dominadas. O Jogador | pode ver, ao examinar a matriz, que suas
recompensas em cada célula da linha superior sdo maiores que suas
recompensas em cada célula correspondente da linha inferior. Portanto, nunca
pode ser um maximizador de utilidade para ele jogar a estratégia da linha inferior,
ou seja, se recusar a confessar, independentemente do que faga o Jogador II.
Como a estratégia da linha inferior do Jogador | nunca seré jogada, podemos
simplesmente deletar a linha inferior da matriz. Agora, é dbvio que o Jogador ||
ndo se recusara a confessar, uma vez que sua recompensa por confessar nas
duas células restantes é maior que a sua recompensa por se recusar. Assim,
novamente, podemos deletar a coluna de uma célula do jogo. Temos agora
apenas uma célula remanescente, aquela que corresponde ao resultado oriundo
da confissdo mutua. Como o raciocinio que nos levou a deletar todos os outros
resultados possiveis dependeu em cada passo apenas da premissa de que
ambos 0s jogadores sdo economicamente racionais - isto €, eles escolheréo
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estratégias que levam a maiores recompensas em vez de estratégias que levam a
menores recompensas -, ha fortes razes para ver a confissdo mUtua como a
solugdo para o jogo, o resultado para o qual suas jogadas devem convergir na
medida em que a racionalidade econémica modela corretamente o
comportamento dos jogadores. Vocé deve notar que a ordem em que linhas e
colunas estritamente dominadas sdo deletadas ndo importa. Caso tivéssemos
comegado por deletar a coluna da direita e entdo deletado a linha inferior,
teriamos chegado & mesma solug&o.

Tem-se dito algumas vezes que o DP n&o é um jogo comum sob muitos
aspectos. Um desses aspectos € que todas as suas linhas e colunas sdo ou
estritamente dominadas ou estritamente dominantes. Em qualquer jogo de
formato estratégico em que isso é verdadeiro, a eliminagéo iterativa de estratégias
estritamente dominadas garante a produgao de uma unica solu¢do. No entanto,
posteriormente, veremos que para muitos jogos essa condi¢cdo ndo se aplica, e
entdo nossa tarefa analitica sera menos direta.

O leitor provavelmente tera notado algo perturbador acerca do resultado
do Dilema do Prisioneiro. Caso os dois jogadores tivessem se recusado a
confessar, eles teriam chegado ao resultado inferior direito em que cada um dos
dois vai para a pris@o por apenas 2 anos, portanto ambos ganhariam maior
utilidade do que qualquer um receberia quando ambos confessam. Esse € o fato
mais importante sobre o DP e sua importancia para a teoria dos jogos é bastante
geral. Retornaremos a ele quando discutirmos os conceitos de equilibrio na teoria
dos jogos. Todavia, por enquanto, vamos permanecer com nosso uso desse jogo
em particular para ilustrar a diferenca entre formatos estratégico e extensivo.

Quando o DP ¢ introduzido em discussdes populares, frequentemente se
ouve dizer que o delegado de policia deve trancar seus prisioneiros em salas
separadas de tal modo que eles ndo possam comunicar entre si. O raciocinio por
trés dessa ideia parece 6bvio: se 0s jogadores pudessem comunicar entre si, eles
veriam que cada um deles se sairia melhor caso ambos se recusassem a
confessar, € poderiam entrar em acordo para fazer exatamente isso, n&do?
Presume-se que isso removeria a convicgao de cada jogador de que ele ou ela
deve confessar porque, caso contrario, cada um deles seria traido pelo outro. Na
verdade, contudo, essa intuigdo é enganadora e sua conclusao € falsa.
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Quando representamos o DP como um jogo de formato estratégico,
assumimos implicitamente que os prisioneiros ndo podem tentar um acordo de
conluio, visto que eles escolnem suas agdes simultaneamente. Nesse caso, um
acordo antes do fato ndo pode ajudar. Se o Jogador | esta convencido de que seu
parceiro cumprira 0 acordo, entdo ele pode aproveitar a oportunidade para sair
ileso ao se confessar. Obviamente, ele percebe que a mesma tentagéo ocorrera
ao Jogador II; porém, nesse caso, ele novamente tera certeza de que confessara,
pois esse € 0 seu Unico meio de evitar seu pior resultado. O acordo dos
prisioneiros € mal sucedido porque eles ndo tém maneiras de fazé-lo ser
cumprido; as promessas um ao outro constituem o que os tedricos dos jogos
chamam de “conversa fiada”.

Todavia, suponha que o0s prisioneiros nao se movimentam
simultaneamente. Isto €, suponha que o Jogador Il pode escolher depois de
observar a a¢do do Jogador I. Esse é o tipo de situacdo que as pessoas que
pensam que a ndo comunicagdo € importante devem ter em mente. Agora, o
Jogador Il sera capaz de ver que o Jogador | permaneceu firme em sua escolha e
nao precisa se preocupar em ser enganado. Contudo, isso ndo muda nada, um
ponto que é melhor colocado quando representamos novamente o jogo sob o
formato extensivo. Isso nos da a oportunidade de introduzir arvores de jogos € o
método de analise apropriado.

Primeiramente, contudo, aqui estdo as definicbes de alguns conceitos que
serdo Uteis para analisar as arvores de jogos:

+ N&: um ponto em que um jogador escolhe uma agao.

+ Né inicial: o ponto em que a primeira a¢&o no jogo ocorre.

+ No final: qualquer nd que, se alcangado, finaliza o jogo. Cada né final
corresponde a um resultado.

* Subjogo: qualquer conjunto conectado de nos e ramos que descendem
unicamente de um né.

* Recompensa [payoff]: um nimero de utilidade ordinal atribuido a um
jogador em um resultado.

* Resultado: uma atribuicdo de um conjunto de recompensas, uma para cada
jogador no jogo.

+ Estratégia: um programa que instrui um jogador sobre qual agdo tomar em
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cada n6 na arvore no qual ele poderia ser chamado para fazer uma escolha.

Essas rapidas definicdes podem nao significar muito para vocé até que
as veja colocadas em uso na nossa analise das arvores abaixo. Provavelmente,
sera melhor repetidamente ir aos exemplos e voltar as definicdes a medida em que
avangamos. No momento em que vocé entender cada exemplo, vocé vera que 0s
conceitos e suas definicdes sdo naturais e intuitivos.

Para tornar esse exercicio o mais instrutivo possivel, vamos supor que 0s
Jogadores | e Il tenham estudado a matriz acima e tenham feito um acordo para
cooperar ao verem que ambos se saem melhor no resultado representado pela
célula inferior direita. O Jogador | se comprometera com uma recusa primeiro,
apds a qual o Jogador Il lhe retribuira a recusa quando a policia pedir sua escolha.
Vamos chamar a estratégia de manter o acordo de “cooperagéo”, e a denotaremos
na arvore abaixo com “C". A estratégia de quebrar o acordo sera chamada de
“defecgao”, e a denotaremos na arvore abaixo com “D”. Cada no6 é enumerado 1,
2, 3, ..., de cima para baixo, para facilitar a referéncia na discussao. Eis entéo a
arvore:

(2,2) (4,0) 0.4) (3,3)
Figura 4

Olhe primeiro para cada um dos nos finais (aqueles ao longo da parte inferior).
Eles representam resultados possiveis. Cada um dos nés € identificado com uma
atribuicdo de recompensas, assim como no jogo de formato estratégico, com a
recompensa do Jogador | aparecendo primeiro em cada conjunto e a do Jogador
Il aparecendo em segundo. Cada uma das estruturas descendentes dos nés 1, 2
e 3, respectivamente, sdo um subjogo. Comegamos a nossa anélise de indugéo
reversa - usando a técnica chamada de algoritmo de Zermelo - com 0s subjogos
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que surgem por Ultimo na sequéncia de jogo. Se o subjogo descendente dond 3 é
jogado, entdo o Jogador Il enfrenta uma escolha entre uma recompensade 4 e uma
recompensa de 3. (veja o segundo numero, representando sua recompensa, em
cada conjunto em um né final descendente doné 3.) Il recebe sua recompensa mais
alta jogando D. Portanto, podemos substituir todo o subjogo por uma atribuicao da
recompensa (0,4) diretamente ao nd 3, uma vez que esse é o resultado que sera
realizado se o jogo atingir esse né. Agora, considere o subjogo descendente do
né 2. Aqui, Il se depara com uma escolha entre uma recompensa de 2 e uma
de 0. Ele obtém sua recompensa mais alta, 2, ao jogar D. Portanto, podemos
atribuir a recompensa (2,2) diretamente ao n6 2. Movemo-nos agora para o subjogo
descendente do n6 1. (Esse subjogo é, obviamente, idéntico a todo o jogo; todos
0s jogos sao subjogos de si mesmos.) O Jogador | se depara com uma escolha
entre os resultados (2,2) e (0,4). Consultando os primeiros nimeros em cada um
desses conjuntos, ele vé& que consegue sua recompensa mais alta - 2 - ao jogar
D. Obviamente, D é a opgdo de confessar. Assim, o Jogador | confessa, e entéo o
Jogador |l também confessa, produzindo 0 mesmo resultado que na representacéo
de formato estratégico.

Intuitivamente, o que aconteceu aqui é que o Jogador | percebe que se
ele jogar C (se recusar a confessar) no n6 1, entdo o Jogador Il sera capaz de
maximizar sua utilidade enganando-o e jogando D. (Na arvore, isso acontece no
né 3.) Isso deixa o Jogador | com uma recompensa de 0 (dez anos de pris&o), 0
que, para comego de conversa, ele pode evitar apenas ao jogar D. Desse modo,
ele abre mao do acordo.

Vimos assim que as versdes simultdnea e sequencial produzem o
mesmo resultado no caso do Dilema do Prisioneiro . Mas isso muitas vezes néo
sera verdadeiro para outros jogos. Além disso, apenas jogos (sequenciais) finitos
de formato extensivo de informagbes perfeitas podem ser resolvidos usando o
algoritmo de Zermelo.

Como notado anteriormente nessa segao, as vezes devemos representar
movimentos simultdneos dentro de jogos que, contrariamente, sdo sequenciais.
(Em todos esses casos, 0 jogo como um todo sera de informagbes imperfeitas e
ndo seremos capazes de resolvé-lo usando o algoritmo de Zermelo.)
Representamos tais jogos usando o dispositivo de conjuntos informacionais.
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Considere a seguinte arvore:

Figura 5

A elipse desenhada ao redor dos nds b e ¢ indica que elas residem dentro de um
conjunto informacional comum. Isso significa que, nesses nos, os jogadores néo
podem inferir de volta o caminho pelo qual vieram; ao escolher sua estratégia, o
Jogador Il n3o sabe se ele estd em b ou em c¢. (Por essa razdo, o que
propriamente contém numeros em jogos de formato extensivo s&o conjuntos
informacionais, concebidos como “pontos de agdo’, em vez de nos em si
mesmos; é por isso que 0s nos dentro da elipse sdo designados com letras em
vez de nimeros.) Colocado de outro modo, ao escolher, o Jogador Il ndo sabe o
que o Jogador | féz no nd a. Vocé deve se se lembrar que isso € justamente o que
define dois movimentos como simultaneos. Desse modo, podemos ver que o
método de representar jogos como arvores € inteiramente geral. Se nenhum né
apds o no inicial esta sozinho em um conjunto informacional na sua arvore, de tal
modo que o jogo tenha apenas um subjogo (ele mesmo), entdo o jogo como um
todo é um jogo simultdneo. Se pelo menos um n6é compartilha seu conjunto
informacional com outro, enquanto os outros estdo sozinhos, 0 jogo envolve
ambos os jogos simultdneo e sequencial, e portanto ainda € um jogo de
informacdes imperfeitas. Teremos um jogo de informagdes perfeitas somente se
todos os conjuntos informacionais forem habitados por apenas um né.
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2.5. Conceitos de Solugao e Equilibrio

No Dilema do Prisioneiro, o resultado de defeccdo mutua, que
representamos como (2,2), foi dito ser a “solugdo” para o jogo. Seguindo a pratica
geral em economia, os tedricos dos jogos se referem as solugdes de jogos como
equilibrio. Os leitores com mentalidade filoséfica poderdo colocar esta questdo
conceitual: Em alguns resultados de jogos, o que estd “em equilibrio” de modo
que somos motivados a chaméa-los de “solu¢des™ Quando dizemos que um
sistema fisico esta em equilibrio, queremos dizer que ele esta em um estado
estavel, aquele em que todas as forgas causais internas ao sistema se equilibram
mutuamente e entdo o deixam “em repouso” até que, € a nédo ser que, ele seja
perturbado pela intervengao de alguma forga exdgena (isto é, “externa”). Isso é o
que os economistas tradicionalmente querem dizer ao falar em “equilibrio”; eles
leem sistemas econdmicos como redes de relagbes mutuamente restritivas
(frequentemente causais), assim como sistemas fisicos, e o equilibrio de tais
sistemas sdo, desse modo, seus estados estaveis de modo enddgeno. (Note que,
tanto em sistemas fisicos quanto em sistemas econémicos, estados estaveis de
modo enddgeno podem nunca ser diretamente observados porque os sistemas
em questdo nunca estao isolados de influéncias exdgenas que 0os movem e 0s
desestabilizam. Tanto na mecéanica classica quanto na economia, 0s conceitos de
equilibrio sdo ferramentas para analise, ndo previsdes do que esperamos
observar.) Como veremos em segles posteriores, & possivel manter esse
entendimento de equilibrio no caso da teoria dos jogos. Contudo, como notamos
na Seg¢do 2.1, algumas pessoas interpretam a teoria dos jogos como sendo uma
teoria explicativa do raciocinio estratégico. Para elas, uma solu¢do para um jogo
deve ser um resultado que um agente racional preveria a0 usar somente os
mecanismos de calculo racional. Tais tedricos se deparam com alguns enigmas
acerca dos conceitos de solugdo que sdo menos importantes para o teorico que
ndo tenta usar a teoria dos jogos para subscrever uma analise geral da
racionalidade. Frequentemente, o interesse de filosofos em teoria dos jogos é
motivado mais por essa ambigao do que o do economista ou outro cientista.

E Gtil comegar a discusséo a partir do caso do Dilema do Prisioneiro
porque ele é extraordinariamente simples da perspectiva dos enigmas sobre
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conceitos de solugdo. O que nos referimos como a sua “solugdo” é o Unico
equilibrio de Nash do jogo. (0 “Nash” aqui se refere a John Nash, o matematico
ganhador do prémio Nobel que em (NASH, 1950) fez 0 méximo para estender e
generalizar o trabalho pioneiro de Neumann e Morgenstern.) O equilibrio de Nash
(daqui em diante, “EN”) se aplica (ou falha em se aplicar, conforme o caso) a
conjuntos inteiros de estratégias, um para cada jogador em um jogo. Um
conjunto de estratégias € um EN apenas no caso de nenhum jogador poder
melhorar sua recompensa pela alteragdo de sua estratégia, dadas as estratégias
de todos os outros jogadores no jogo. Note o quéo intimamente essa ideia esta
relacionada a ideia de dominéncia estrita: nenhuma estratégia poderia ser uma
estratégia EN se ela for estritamente dominada. Portanto, se a eliminagéo
iterativa de estratégias estritamente dominadas nos levar a um Unico resultado,
sabemos que o vetor de estratégias que leva a ele € o Unico EN do jogo. Agora,
quase todos os tedricos concordam que evitar estratégias estritamente dominadas
€ um requerimento minimo da racionalidade econdémica. Um jogador que
conscientemente escolhe uma estratégia estritamente dominada viola diretamente
a clausula (iii) da definicdo de agéncia econdmica dada na Segdo 2.2. Isso
implica que se um jogo possui um resultado que € um unico EN, como no caso da
confissdo mutua no DP, essa deve ser sua Unica solugdo. Esse é um dos
aspectos mais importantes pelos quais o DP é um jogo “facil”(e incomum).
Podemos especificar uma classe de jogos em que EN é sempre, néo sé
necessario, mas também suficiente como um conceito de solugdo. Ha jogos de
informacdes perfeitas finitos que também s&o soma zero. Um jogo de soma zero
(no caso de um jogo que envolve apenas dois jogadores) € aquele em que um
jogador pode se sair melhor ao fazer o outro jogador ficar pior. (O jogo da velha é
um exemplo simples de tal jogo: qualquer movimento que aproxima um jogador
da vitoria aproxima o seu oponente da derrota, e vice-versa.) Podemos determinar
se um jogo é de soma zero examinando as fungdes de utilidade dos jogadores:
em jogos de soma zero, elas serdo imagens espelhadas uma da outra, com 0s
resultados altamente classificados de um jogador sendo de baixa classificagao
para o outro, e vice-versa. Em um jogo assim, se estou jogando uma estratégia tal
que, dada a sua estratégia, eu ndo possa fazer nada melhor, e se vocé também
estad jogando tal estratégia, entdo, uma vez que qualquer mudanga de estratégia
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feita por mim teria que fazé-lo ficar pior, e vice-versa, segue-se que 0 N0sso jogo
néo pode ter solugdo compativel com a nossa racionalidade econdémica mutua
além de seu unico EN. Podemos colocar isso de outra maneira: em um jogo de
soma zero, eu jogar uma estratégia que maximiza minha recompensa minima se
vocé jogar o melhor que puder, e vocé simultaneamente fazer a mesma coisa, €
equivalente a nos dois jogarmos nossas melhores estratégias, e, desse modo,
garante-se que esse par de assim chamados procedimentos ‘maximo-minimos”
encontrardo a Unica solugéo para o jogo, que é o seu unico EN. (No jogo da velha,
esse é um empate. Vocé ndo pode fazer nada melhor do que empatar, e nem eu,
se estamos ambos tentando ganhar e tentando néo perder.)

Contudo, a maioria dos jogos ndo possui essa propriedade. Nesse artigo,
nao sera possivel enumerar todas as maneiras que jogos podem ser problematicos
da perspectiva de suas solugdes possiveis. (Seja pelo Unico motivo que é altamente
improvavel que os teoricos ja tenham descoberto todos os problemas possiveis.)
No entanto, podemos tentar generalizar um pouco as questdes.

Primeiramente, ha o problema de que na maioria dos jogos que ndo sao de
soma zero ha mais de um EN, mas nem todos os EN parecem igualmente plausiveis
como solugdes que jogadores estrategicamente alertas encontrariam. Considere o
jogo de formato estratégico abaixo (retirado de KREPS, 1990, p. 403):

Il
t1 t2

I s1]10,10 0,0
s2| 00 11
Figura 6

Esse jogo tem dois EN: s1-t1 e s2-t2. (Note que nenhuma linha ou coluna é
estritamente dominante. Mas se o Jogador | esta jogando s1, entéo o Jogador II
nao pode fazer melhor do que t1, e vice-versa; e similarmente para o par s2-2.)
Se EN for nosso unico conceito de solugdo, entdo seremos forgados a dizer que
qualquer um desses resultados é igualmente persuasivo como solugdo. Contudo,
se a teoria dos jogos € considerada uma teoria explicativa e/ou normativa do
raciocinio estratégico, isso parece deixar algo de fora: jogadores sensatos com
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informaces perfeitas convergiriam certamente para s1-t1? (Note que isso nao é
como a situagdo no DP, em que a situagdo socialmente superior ndo € atingivel
porque ela no é um EN. No caso do jogo acima, ambos os jogadores tém todos
o0s motivos para tentar convergir no EN em que se déao melhor.)

Isso ilustra o fato de que EN é um conceito de solugdo relativamente
fraco (logicamente), que falha de modo frequente em prever solugdes
intuitivamente sensatas porque, caso aplicado sozinho, ndo permite que o0s
jogadores usem principios de sele¢do de equilibrio que, se nao forem exigidos
pela racionalidade econdmica - ou o conceito de racionalidade de um filésofo mais
ambicioso -, a0 menos parecem ser sensatos e computacionalmente acessiveis.
Considere outro exemplo de (KREPS, 1990, p.397):

t1 t2

| s1[10,0 52

s2 [ 101 20
Figura 7

Aqui, nenhuma estratégia domina estritamente a outra. Contudo, a linha superior do
Jogador |, s1, domina fracamente s2, uma vez que | esta ao menos tdo bem ao usar
tanto s1 quanto s2 para qualquer resposta do Jogador Il, e em uma resposta de |l
(t2), I se da melhor com s1. Desse modo, ndo deveriam os jogadores (e o analista)
deletar a linha fracamente dominada s2? Quando eles o fazem, a coluna t1 &,
assim, estritamente dominada, e o0 EN s1-t2 € selecionado como a unica solugao.
Contudo, como Kreps continua a mostrar ao usar esse exemplo, a ideia de que
estratégias fracamente dominadas deveriam ser deletadas assim como aquelas
estritamente dominadas possui consequéncias estranhas. Suponha que alteremos
as recompensas do jogo apenas um pouco, Como Se segue:
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t1 t2

| s1] 100 52
s2 | 10,11 20
Figura 8

s2 ¢é ainda fracamente dominada; contudo, dos nossos dois EN, s2-t1 é agora o
mais atrativo para ambos os jogadores; entdo por que o analista deveria eliminar
sua possibilidade? (Note que esse jogo, novamente, nao replica a logica do DP.
L4, faz sentido eliminar o resultado mais atrativo, a recusa conjunta em confessar,
porque ambos 0s jogadores possuem incentivos para se desviar unilateralmente
dele, portanto ele ndo € um EN. Isso néo é verdadeiro sobre s2-t1 no presente
jogo. Vocé deve estar comegando a ver claramente porque chamamos o jogo do
DP de “incomum”.) O argumento para eliminar estratégias fracamente dominadas
é que o Jogador | pode estar nervoso, temendo que néo haja completa certeza de
que o Jogador Il seja economicamente racional (ou que o Jogador Il teme que o
Jogador | ndo seja completa e confiavelmente economicamente racional, ou que o
Jogador Il teme que o Jogador | teme que o Jogador Il ndo seja completa e
confiavelmente economicamente racional, e assim ad infinitum) e possa jogar t2
com alguma probabilidade positiva. Se a possibilidade de afastamento da
confiavel racionalidade econdmica € tomada seriamente, entdo temos um
argumento para eliminar estratégias fracamente dominadas: desse modo, o
Jogador | se assegura contra seu pior resultado, s2-t2. E claro que ele paga um
custo por esse seguro, reduzindo sua recompensa esperada de 10 para 5. Por
outro lado, nds poderiamos imaginar que os jogadores pudessem se comunicar
antes de jogar o jogo e concordar em jogar estratégias correlacionadas a fim de
se coordenarem em s2-11, removendo, por esse meio, alguma, a maior parte ou
toda a incerteza que encoraja a eliminacdo da linha fracamente dominada s1,
eliminando, em vez disso, s1-t2 como uma solugéo viavel!

Qualquer principio proposto para solucionar jogos que possam ter o
efeito de eliminar um ou mais EN de consideragdo como solugao é referido como
um refinamento do EN. No caso que acabamos de discutir, a eliminagao de
estratégias fracamente dominadas & um possivel refinamento, uma vez que ele
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remove 0 EN s2-t1, e a correlagdo é outro, uma vez que remove o outro EN,
s1-t2.Desse modo, qual refinamento € mais apropriado como um conceito de
solugcdo? As pessoas que pensam a teoria dos jogos enquanto teoria explicativa
elou normativa da racionalidade estratégica tém produzido uma literatura
substancial em que os méritos e as desvantagens de um grande nimero de
refinamentos s&o discutidos. Em principio, ndo parece haver limite no nimero de
refinamentos que poderiam ser considerados, visto que pode também néo haver
limite no conjunto de intui¢des filosdficas sobre quais principios um agente
racional poderia ou ndo achar adequado seguir, ou temer, ou esperar que 0S
outros jogadores estejam seguindo.

Fagamos agora uma breve digressao para observar algo sobre a
terminologia. Os tedricos que adotam a interpretagao da preferéncia revelada das
fungdes de utilidade em teoria dos jogos sdo por vezes referidos na literatura da
filosofia da economia como “behavioristas”. Isso reflete o fato de que as
abordagens de preferéncia revelada igualam as escolhas a agdes
economicamente consistentes, ao invés de vé-las se referindo a a constructos
mentais. Historicamente, havia uma relagéo de alinhamento confortavel, embora
nao uma co-construgao tedrica direta, entre preferéncia revelada em economia e
o behaviorismo metodolégico e ontologico que dominou a psicologia cientifica
durante as décadas intermediarias do século XX. Contudo, € cada vez mais
provavel que esse uso cause confusdo gragas ao mais recente surgimento da
teoria comportamental dos jogos (CAMERER, 2003). Esse programa de
pesquisa visa incorporar diretamente aos modelos jogo-tedricos generalizagdes,
derivadas principalmente de experimentos com pessoas, sobre maneiras em que
elas se diferenciam de agentes puramente econémicos nas inferéncias que
extraem de informagdes (‘framing”).  As aplicagdes também incorporam
comumente pressuposi¢des especiais sobre fungbes de utilidade, também
derivadas de experimentos. Por exemplo, 0s jogadores podem ser vistos como
dispostos a fazer escolhas entre as magnitudes de suas proprias recompensas e
as desigualdades na distribui¢éo de recompensas entre os jogadores. Voltaremos
a algumas discussdes sobre teoria comportamental dos jogos na Segdo 8.1,
Secao 8.2 e na Segdo 8.3. No momento, note que esse uso da teoria dos jogos
depende crucialmente de pressuposi¢des sobre representacdes psicologicas de
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valor que se pensam ser comuns entre as pessoas. Portanto, seria enganoso se
referir a teoria comportamental dos jogos como “behaviorista”. Mas entdo apenas
traria confusao continuarmos a nos referir a teoria econémica convencional dos
jogos que se baseia em preferéncia revelada como uma teoria “behaviorista” dos
jogos. Portanto, vamos nos referir a ela como teoria dos jogos “ndo-psicolégica”.
Queremos referir com isso ao tipo de teoria dos jogos usado pela maior parte dos
economistas que ndo sdo economistas comportamentais revisionistas. (Usamos
o qualificador “revisionista” para refletir a complicagdo adicional que cada vez
mais economistas que aplicam conceitos de preferéncia revelada realizam
experimentos, e alguns deles chamam a si mesmos de “economistas
behavioristas’! Para um novo conjunto de convengdes proposto para reduzir esse
caos de rotulagdo, vide ROSS, 2014, p. 200-201.) Esses economistas do
establishment tratam a teoria dos jogos como a matematica abstrata da interagéo
estratégica, em vez de uma tentativa de caracterizar diretamente disposicoes
psicoldgicas especiais que poderiam ser comuns em humanos.

Tedricos dos jogos ndo-psicologicos tendem a desaprovar grande parte
do programa de refinamento. Isso ocorre pela razéo dbvia de que ele se baseia
em intuicdes sobre quais tipos de inferéncias as pessoas deveriam achar
sensatas. Como a maior parte dos cientistas, os teéricos ndo-psicoldgicos dos
jogos suspeitam da forca e da base de pressuposi¢oes filoséficas como guias
para a modelagem empirica e matematica.

A teoria comportamental dos jogos pode ser entendida como um
refinamento da teoria dos jogos, apesar de ndo o ser necessariamente de seus
conceitos de solugdo, em um sentido diferente. Ela restringe os axiomas
subjacentes da teoria para aplicacdo a uma classe especial de agentes,
individuos, humanos psicologicamente normais. Ela motiva essa restrigdo por
referéncia a inferéncias, juntamente com as preferéncias, que as pessoas de fato
acham naturais, independentemente de parecerem racionais, o0 que
frequentemente néo parecem. As teorias dos jogos nédo psicolégica e a teoria
comportamental dos jogos tém em comum que nenhuma delas se destina a ser
normativa - embora ambas sejam frequentemente usadas para descrever
normas que prevalecem em grupos de jogadores, bem como explicar por que as
normas podem persistir em grupos de jogadores mesmo quando nao parecem ser
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totalmente racionais para as intuigbes filoséficas. Ambas veem o trabalho da
teoria dos jogos aplicada como sendo o de prever resultados de jogos empiricos
dada alguma distribuicdo de disposicbes estratégicas, e alguma distribuicio de
expectativas sobre as disposicdes estratégicas de outros, que séo moldadas pela
dindmica nos ambientes dos jogadores, incluindo-se pressbes e estruturas
institucionais e selegéo evolutiva. Portanto, vamos agrupar teéricos dos jogos néo
psicoldgicos e tedricos comportamentais dos jogos como tedricos descritivos dos
jogos apenas para propositos de contraste com os teéricos normativos dos jogos.

Os tedricos descritivos dos jogos estdo frequentemente inclinados a
duvidar que o objetivo de buscar uma teoria geral da racionalidade faga sentido
enquanto um projeto. Instituigdes e processos evolutivos constroem muitos
ambientes, e 0 que conta como um procedimento racional em um ambiente pode
nao ser favorecido em outro. Por outro lado, uma entidade que ndo satisfaz, ao
menos estocasticamente (ou seja, talvez de maneira perturbada, mas
estatisticamente mais frequentemente do que ndo perturbada), as restricdes
minimas da racionalidade econémica nao pode ser precisamente caracterizada
como visando maximizar uma fungéo de utilidade, exceto por acidente. Por
principio, a teoria dos jogos nao possui aplicagdo para essas entidades.

Isso ndo implica que os tedricos dos jogos néo psicoldgicos renunciem a
todos os meios de restringir conjuntos de EN a subconjuntos baseados em suas
probabilidades relativas de surgirem. Em particular, os teéricos dos jogos ndo
psicologicos tendem a ser simpaticos a abordagens que trocam a énfase em
racionalidade por consideragdes da dindmica informacional de jogos. Talvez ndo
devéssemos nos surpreender que a analise de EN sozinha frequentemente falhe
em nos dizer muito sobre o interesse empirico e aplicado dos jogos de formato
estratégico (como a Figura 6 acima), em que a estrutura informacional é
suprimida. As questbes de sele¢do de equilibrio sao frequentemente abordadas
de maneira mais proveitosa no contexto de jogos de formato extensivo.

2.6. Perfei¢gdao em Subjogos

Para aprofundar a nossa compreenséo dos jogos de formato extensivo,
precisamos de um exemplo com uma estrutura mais interessante do que a oferecida
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pelo DP. Considere o jogo descrito por esta arvore:

33) (05

(4.5) (5:1)
Figura 9

Esse jogo ndo se destina a ser encaixado em alguma situagao preconcebida; ele
é s6 um objeto matematico em busca de uma aplicagdo. As letras E e D denotam
“esquerda” e “direita” respectivamente. Considere agora o formato estratégico do
seguinte jogo:

Il
EE ED DE DD
EE | 33 33 05 05
| ED|33 33 05 05
DE |10 45 -10 45
DD |-10 5-1 -10 51

Figura 10

Se vocé ficou confuso, lembre-se que uma estratégia deve dizer a um jogador o
que fazer em todo conjunto informacional em que esse jogador tem uma agao.
Uma vez que aqui cada jogador escolhe entre duas agdes em cada um dos dois
conjuntos informacionais, cada jogador tem quatro estratégias no total. A primeira
letra em cada designacéo de estratégia diz a cada jogador o que fazer se ele ou
ela alcangar seu primeiro conjunto informacional, e, a segunda, o que fazer se seu
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segundo conjunto informacional é alcangado. Ou seja, ED para o Jogador |l diz
a ele para jogar E se o conjunto informacional 5 é alcangado e D se 0 conjunto
informacional 6 é alcancado.

Se examinar a matriz na Figura 10, vocé descobrira que (EE, DE) esta
entre os EN. Isso € um pouco intrigante, uma vez que se o Jogador | alcangar seu
segundo conjunto informacional (7) no jogo de formato extensivo, ele dificiimente
desejaria jogar E nesse nd; ele recebe uma recompensa maior jogando D. A mera
analise de EN nao discrimina isso porque o EN ¢ insensivel ao que acontece fora
do caminho do jogo. O Jogador | garante que 0 n6 7 ndo sera alcangado ao
escolher E no no 4; isso é o que significa dizer que ele esta “fora do caminho do
jogo”. Contudo, ao se analisar jogos de formato extensivo, devemos nos importar
com 0 que acontece fora do caminho do jogo, porque a consideracao disso é crucial
para o que acontece no caminho do jogo. Por exemplo, é o fato de que o Jogador
| jogaria D se o n6 7 fosse alcangado que causaria o Jogador Il jogar E se o
né 6 fosse alcangado, e essa é razdo pela qual o Jogador | ndo escolherd D no
né 4. Estamos jogando fora informag6es relevantes para a solugdo de jogos se
ignoramos os resultados fora do caminho do jogo, como faz a mera analise via EN.
Note que essa razéo para duvidar que o EN é um conceito de equilibrio totalmente
satisfatério em si mesmo n&o tem nada a ver com intuigdes sobre a racionalidade,
como no caso dos conceitos de refinamento discutidos na Segao 2.5.

Aplique agora os algoritmo de Zermelo ao formato extensivo do exemplo
atual. Comece, novamente, com o Gltimo subjogo, aquele descendente do n6 7.
Esse € o movimento do Jogador |, e ele escolheria D porque ele prefere seu
resultado de 5 ao resultado de 4 que recebe ao jogar E. Portanto, atribuimos o
resultado (5, -1) ao n6 7. Assim, no no 6, Il enfrenta uma escolha entre (-1, 0) e
(5, -1). Ele escolhe E. No n6 5, Il escolhe D. No n6 4, | esta, assim, escolhendo
entre (0, 5) e (-1, 0), e entdo joga E. Note que, como no DP, um resultado aparece
em um no final - (4, 5) do n6 7 - que é Pareto superior ao EN. Contudo,
novamente, a dindmica do jogo o impede de ser alcangado.

O fato de que o algoritmo de Zermelo escolhe o vetor de estratégia (ED,
DE) como a Unica solugdo para o jogo mostra que ele esta produzindo algo
diferente do que apenas um EN. Na verdade, ele esta gerando o equilibrio
perfeito de subjogo (EPS) do jogo. Ele da um resultado que produz um EN nao
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apenas em todo 0 jogo mas em todos 0s subjogos também. Esse € um conceito
de solugdo persuasivo porque, novamente, diferentemente dos refinamentos da
Secao 2.5, ele ndo demanda uma racionalidade “extra“ dos agentes, no sentido
da expectativa de que tenham e usem intuicbes filosdficas sobre “o0 que faz
sentido”. Mas ele assume de fato que os jogadores néo sé saibam tudo o que for
estrategicamente relevante as suas situagdes, mas que também usem toda essa
informacdo. Em argumentos sobre os fundamentos da economia, isso é
frequentemente referido como um aspecto da racionalidade, como na frase
“expectativas racionais”. No entanto, como notado anteriormente, é melhor ter
cuidado para néo confundir a ideia normativa geral de racionalidade com o poder
de calculo e a posse de estimativas, de tempo e energia, para aproveita-la ao
maximo.

Um agente que joga uma estratégia perfeita em um subjogo simplesmente
escolhe, em cada n6 que alcangar, o caminho que Ihe traz a maior recompensa no
subjogo que emana desse né. O EPS prevé o resultado de um jogo apenas caso
0s jogadores prevejam que todos eles fardo isso ao solucionar o jogo.

Um valor principal ao analisar jogos de formato extensivo para EPS é
que isso pode nos ajudar a localizar barreiras estruturais a otimizagao social . Em
nosso exemplo atual, o Jogador | se sairia melhor e 0 Jogador Il ndo se sairia pior
no né esquerdo que emana do n6 7 do que no resultado de EPS. Mas a
racionalidade econémica do Jogador |, e a ciéncia do Jogador Il disso, blogueia 0
resultado socialmente eficiente. Se 0s nossos jogadores desejam reealizar o
resultado mais socialmente eficiente (4,5), eles devem fazé-lo redesenhando suas
instituicdes de modo a mudar a estrutura do jogo. O empreendimento de mudar
estruturas institucionais e informacionais de modo a tornar os resultados
eficientes mais provaveis nos jogos em que os agentes (isto €, pessoas,
corporagdes, governos, etc.) realmente jogam é conhecido como design do
mecanismo, € é uma das principais areas de aplicacdo da teoria dos jogos. A
principais técnicas sdo revistas em (HURWICZ; REITER, 2006), tendo sido
Hurwicz agraciado com o Prémio Nobel por seu trabalho pioneiro na area.
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2.7. Sobre a Interpretacido de Recompensas: Moralidade e Eficiéncia em
Jogos

Muitos leitores, especialmente filésofos, podem questionar que o design
do mecanismo n&o seria necessario no caso do exemplo na seg¢ao anterior a néo
ser que os jogadores sejam sociopatas morbidamente egoistas. Certamente, 0s
jogadores podem ser capazes de claramente ver que o resultado (4, 5) é
socialmente e moralmente superior; e visto que todo o problema também toma
como certo que eles também podem ver o caminho de agdes que leva a esse
resultado eficiente, quem é o tedrico dos jogos para anunciar que ele € inatingivel
a ndo ser que seu jogo seja alterado? Essa obje¢ao, que aplica a ideia distinta de
racionalidade incitada por Immanuel Kant, indica o principal caminho pelo qual
muitos filésofos querem dizer muito mais com “racionalidade” do que dizem os
tedricos descritivos dos jogos. Esse tema é explorado com grande vivacidade e
forga polémica por Binmore (1994, 1998).

Essa pesada controvérsia filoséfica sobre a racionalidade é por vezes
tornada confusa pela ma interpretagdo do significado de “utilidade” na teoria dos
jogos n&o-psicolégicos.  Para erradicar esse erro, considere o Dilema do
Prisioneiro novamente. Vimos que no Unico EN do DP, ambos os jogadores
ganham menos utilidade do que eles poderiam ganhar por meio da cooperagéo
mutua. Isso pode ser visto por vocé como algo perverso, mesmo caso Vocé nao
seja um kantiano (como de fato tem sido visto por muitos comentadores).
Certamente, vocé pode pensar que ele simplesmente resulta de uma combinagéo
de egoismo e paranoia da parte dos jogadores. A principio, eles ndo tém
consideragdo pelo bem social e, desse modo, atiram no proprio pé por serem
desconfiados demais para respeitar acordos.

Essa maneira de pensar € muito comum em discussdes populares e
confusas. Primeiramente, vamos introduzir alguma terminologia para falar sobre
resultados para dissipar essa ma influéncia. Comumente, os economistas do
bem-estar mensuram o bem social em termos da eficiéncia de Pareto. Uma
distribuigao de utilidade 5 ¢ dita Pareto superior a outra distribui¢do § apenas no
caso de haver a partir de 6 uma redistribuicdo possivel de utilidade até 5 tal que
ao menos um jogador esta melhor em /3 do que em ¢ e nenhum jogador esta pior.
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A falha em se mover de uma distribuicdo Pareto inferior para uma distribuicio
Pareto superior é ineficiéncia, porque a existéncia de 3 como uma possibilidade,
pelo menos em principio, mostra que em § alguma utilidade é desperdicada.
Agora, o resultado (3, 3) que representa cooperagdo mutua em nosso modelo do
DP é claramente Pareto superior a defeccdo mutua; em (3, 3) ambos os
jogadores estéo melhores do que em (2, 2). Logo, é verdadeiro que os DPs levam
a resultados ineficientes. Isso também era verdadeiro em nosso exemplo da
Secao 2.6.

No entanto, a ineficiéncia ndo deve ser associada a imoralidade. Uma
fung&o de utilidade para um jogador deve representar tudo com o que o jogador
se importa, o que pode ser qualquer coisa. Como descrevemos a situagdo dos
nossos prisioneiros, eles de fato s6 se importam com suas proprias sentengas de
prisdo, mas néo ha nada de essencial nisso. O que faz um jogo uma instancia do
DP ¢ estritamente e apenas sua estrutura de recompensa. Assim, poderiamos ter
aqui dois tipos de Madre Teresa, e ambas se importam pouco consigo mesmas e
s6 desejam alimentar criangas famintas. Mas suponha que a Madre Teresa
original deseja alimentar as criangas de Calcutd enquanto que a Madre Juanita
deseja alimentar as criangas de Bogota. E suponha que a agéncia de ajuda
internacional maximizara sua doagdo se as duas santas nomearem a mesma
cidade, dardo a segunda maior quantia se elas nomearem as cidades uma da
outra, e a menor quantia se cada uma delas nomear a propria cidade. Nossas
santas estardo em um Dilema do Prisioneiro, apesar de dificilmente serem
egoistas ou despreocupadas com o bem social.

Para retornar aos nossos prisioneiros, suponha que eles realmente
valorizem o bem-estar um do outro assim como o seu proprio, contrariamente as
nossas pressuposicdes. Isso entdo deve ser refletido em suas fungbes de
utilidade, e, consequentemente, em suas recompensas. Se suas estruturas de
recompensas forem alteradas para que, por exemplo, eles se sintam tdo mal por
contribuir para a ineficiéncia que eles prefeririam passar anos extra na priséo do
que suportar essa vergonha, entdo eles ndo estardo mais em um DP. Mas tudo o
que isso mostra é que nem toda situagao possivel € um DP; ela ndo mostra que o
egoismo esta entre as pressuposigdes da teoria dos jogos. E a légica da situagéo
dos prisioneiros, ndo a sua psicologia, que os prende no resultado ineficiente, e,
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se essa é realmente a situagdo deles, entdo eles estdo presos nela
(excetuando-se complicagdes posteriores a serem discutidas abaixo). Os agentes
que desejam evitar resultados ineficientes sdo aconselhados a evitar que certos
jogos surjam; o defensor da possibilidade da racionalidade kantiana esta
realmente propondo que eles tentem se safar de tais jogos se transformando em
diferentes tipos de agentes.

Desse modo, um jogo é em geral parcialmente definido pelas
recompensas atribuidas aos jogadores. Em qualquer aplicagéo, tais atribuicdes
devem ser baseadas em evidéncias empiricas sélidas. Se uma solugdo proposta
envolve alterar tacitamente essas recompensas, entdo essa “solucéo” &, de fato,
uma maneira disfargada de alterar 0 assunto e de evitar as implicagbes de
melhores préaticas de modelagem.

2.8. Maos Trémulas e Equilibrio de Resposta Discreta

Nosso ultimo ponto acima abre o caminho para um problema filoséfico,
um de varios que ainda preocupam aqueles autores apreensivos com 0S
fundamentos logicos da teoria dos jogos. Ele pode ser levantado com relagédo a
um vasto nimero de exemplos, mas utilizaremos um exemplo elegante de C.
Bicchieri (1993).Considere o seguinte jogo:

(3.1) (2:4)

Figura 11
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O resultado EN esta no unico nd mais a esquerda descendente do n6 8. Para
ver isso, utilizamos a indug&o reversa novamente. No n6 10, | jogaria E por uma
recompensa de 3, dando a Il uma recompensa de 1. Il pode fazer melhor do que
isso jogando E no n6 9, dando a | uma recompensa de 0. | pode fazer melhor do
que isso jogando E no nd 8; entdo isso é o que | faz, e o jogo termina sem que I
consiga se mover. Um problema é ent&o levantado por Bicchieri (juntamente com
outros autores, incluindo Binmore (1987) e Pettit e Sugden (1989)) por meio do
seguinte raciocinio. O Jogador | joga E no né 8 porque sabe que o Jogador Il é
economicamente racional, € entao jogaria E, no n6 9, porque o Jogador |l sabe que
o Jogador | é economicamente racional e entéo jogaria E no n6 10. Mas agora
temos o seguinte paradoxo: o Jogador | deve supor que o Jogador Il, no n6 9,
preveria a jogada economicamente racional do Jogador | no né 10, apesar de ter
chegado em um no (9) que s6 poderia ser alcangado se o Jogador | ndo fosse
economicamente racional! Se o Jogador | ndo for economicamente racional, ent&o
o Jogador Il ndo esta justificado em prever que o Jogador | ndo jogara D no né
10, caso em que n&o esta claro que o Jogador Il ndo deveria jogar D em 9; e se
0 Jogador Il jogar D em 9, entdo o Jogador | tem garantia de uma recompensa
melhor do que ganha caso jogue E no n6 8. Ambos os jogadores usam a indugéo
reversa para solucionar o jogo; a indugdo reversa requer que o Jogador | saiba que
o0 Jogador Il saiba que o Jogador | € economicamente racional; mas o Jogador II
pode solucionar o jogo apenas ao usar um argumento por indugéo reversa que toma
como premissa a falha do Jogador | em se comportar de acordo com a racionalidade
econdmica. Esse é o paradoxo da indugao reversa.

Na literatura sobre o tema, uma maneira standard de contornar o
paradoxo & invocar a assim chamada “mao trémula” (SELTEN, 1975). A ideia aqui
é que uma decisdo e seu ato consequente podem se “colapsar’ com alguma
probabilidade diferente de zero, por menor que seja. Isto €, um jogador pode
pretender tomar uma agéo, mas entdo escorregar na execugdo e enviar 0 jogo
para outro caminho em vez disso. Se houver sequer uma possibilidade remota de
que um jogador possa cometer um erro - de que sua “mao possa tremer” -, entdo
nenhuma contradi¢do € introduzida por um jogador usando um argumento de
indugdo reversa que requer a pressuposicao hipotética de que o outro jogador
tenha tomado um caminho que um jogador economicamente racional néo poderia
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tomar. Em nosso exemplo, o Jogador Il poderia raciocinar sobre o que fazer no né
9 condicionado a pressuposi¢ao de que o Jogador | escolheu E no né 8, mas,
depois disso, escorregoul.

Gintis (2009a) aponta que o aparente paradoxo néo surge meramente da
nossa suposicao de que ambos os jogadores sdo economicamente racionais. Ele
se baseia crucialmente na premissa adicional de que cada jogador deve saber, e
raciocina com base nesse saber, que 0 outro jogador é economicamente racional.
Essa é a premissa com a qual cada uma das conjecturas dos jogadores sobre 0
que aconteceria fora do caminho de equilibrio do jogo € inconsistente. Um jogador
tem razdes para considerar possibilidades fora de equilibrio caso ele acredite que
seu oponente é economicamente racional mas que sua mao pode tremer, ou ele
atribua alguma probabilidade diferente de zero & possibilidade de que seu
oponente ndo seja economicamente racional, ou ele atribua alguma duvida a sua
conjectura sobre a fungdo de utilidade de seu oponente. Como Gintis também
destaca, esse problema com a solugéo de jogos de formato extensivo para EPS
pelo algoritmo de Zermelo pode ser generalizado: um jogador ndo tem razbes
para jogar nem mesmo uma estratégia de equilibrio de Nash a menos que ele
espere que outros jogadores joguem estratégias de equilibrio de Nash.
Retornaremos a esse problema na Segao 7.

O paradoxo da indugao reversa, como os problemas levantados pelo
refinamento de equilibrio, é principalmente um problema para quem vé a teoria
dos jogos como uma contribuigdo para uma teoria normativa da racionalidade
(especificamente, como uma contribuicdo para aquela teoria maior, a teoria da
racionalidade estratégica ). O teérico dos jogos nédo-psicolégicos pode oferecer
um tipo diferente de explicacdo da jogada aparentemente ‘irracional’ e da
prudéncia que ela encoraja. Isso envolve um apelo ao fato empirico de que
agentes reais, incluindo pessoas, devem aprender as estratégias de equilibrio
dos jogos que eles jogam, a0 menos sempre que 0s jogos forem complicados
como um todo. Uma pesquisa mostra que mesmo um jogo simples como o
Dilema do Prisioneiro exige aprendizagem por parte das pessoas (LEDYARD,
1995; SALLY, 1995; CAMERER, 2003, p. 265). O que quer dizer que as pessoas
devam aprender estratégias de equilibrio é que devemos ser um pouco mais
sofisticados do que o indicado anteriormente ao construirmos fungdes de utilidade
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a partir do comportamento na aplicagdo da Teoria da Preferéncia Revelada. Em
vez de construir fungdes de utilidade com base em episddios singulares, devemos
fazé-lo com base em sequéncias observadas de comportamento assim que
estiverem estabilizados, o que significa maturidade de aprendizado por parte
dos sujeitos e do jogo em questdo. De novo, o Dilema do Prisioneiro € um bom
exemplo. As pessoas encontram poucas versdes de lance Unico do Dilema do
Prisioneiro na vida cotidiana, mas elas encontram muitos DPs repetidos com néo
estranhos. Como resultado, quando definido no que se destina a ser uma verséo
de lance Unico do DP no laboratério experimental, as pessoas tendem a jogar
inicialmente como se 0 jogo fosse uma Unica rodada de um DP repetido. O DP
repetido tem muitos equilibrios de Nash que envolvem cooperacdo em vez de
defec¢do. Desse modo, os sujeitos experimentais tendem a cooperar de inicio
nessas circunstancias, mas aprendem a abandonar o acordo ap6s algum nimero
de rodadas. O experimentador ndo pode inferir que ele induziu com sucesso uma
vers&o de lance Unico do DP com seu sistema de experimento até que veja esse
comportamento se estabilizar.

Se o0s jogadores percebem que os outros jogadores podem precisar
aprender estruturas e equilibrios de jogo a partir da experiéncia, isso lhes da
razbes para levar em conta 0 que acontece fora dos caminhos de equilibrio de
jogos de formato extensivo. Obviamente, se um jogador teme que os outros
jogadores ndo aprenderam os equilibrios, isso pode bem remover seu incentivo
para jogar uma estratégia de equilibrio. Ha aqui um conjunto de problemas
profundos sobre a aprendizagem social (FUDENBERG; LAVINE, 1998). Como
jogadores ignorantes aprendem a jogar equilibrios se jogadores sofisticados ndo
0s mostram, pois esses ndo s&o incentivados a jogar estratégias de equilibrio até
que o ignorante tenha aprendido? A resposta crucial no caso das aplicagdes da
teoria dos jogos as interacbes entre pessoas € que pessoas jovens Ssdo
socializadas ao crescerem em redes de instituigées, incluindo normas
culturais. A maioria dos jogos complexos que as pessoas jogam ja estdo em
progresso entre as pessoas que foram socializadas antes delas - isto &,
aprenderam estruturas e equilibrios de jogo (ROSS, 2008a). Os novatos devem
entdo apenas imitar aqueles jogadores cujas jogadas parecem ser esperadas e
compreendidas por outros jogadores. As instituicdes e as normas s&o ricas em



330

lembretes, incluindo-se sermdes e regras de ouro facilmente lembradas, para
ajudar as pessoas a se lembrarem do que estdo fazendo (CLARK, 1997).

Como notado na Segao 2.7 acima, quando o comportamento observado
nao estabiliza em torno do equilibrio em um jogo, e ndo ha evidéncias de que a
aprendizagem ainda esta em progresso, o analista deve inferir que ele modelou
incorretamente a situagdo que estuda. E bastante provavel que ele tenha
especificado errado as fungdes de utilidade dos jogadores, as estratégias ou as
informacdes a eles disponiveis. Dada a complexidade de muitas das situacdes
que os cientistas sociais estudam, ndo deve surpreeender que a especificagéo
errada de modelos ocorra com frequéncia. Os tedricos dos jogos aplicados
devem aprender muito, assim como seus sujeitos.

O paradoxo da indugdo reversa € um membro de uma familia de
paradoxos que surgem caso se insira a posse e 0 uso de informagdes literalmente
completas em um conceito de racionalidade. (Considere, por analogia, o
paradoxo do mercado de agBes que surge se supomos que o investimento
economicamente racional incorpora literalmente expectativas racionais: suponha
que nenhum investidor individual possa vencer o0 mercado no longo prazo porque
0 mercado sempre sabe tudo o que o investidor sabe; entdo ninguém possui
incentivo para adquirir conhecimento sobre valores de ativos; entdo ninguém
jamais adquirira tais informagdes e, portanto, da suposi¢do de que o mercado
sabe tudo , segue-se que 0 mercado ndo pode saber nada!) Como veremos em
detalhes em vérias discussdes abaixo, a maioria das aplicagbes de teoria dos
jogos incorpora explicitamente incerteza e perspectivas de aprendizagem pelos
jogadores. Os jogos de formato extensivo com EPS que vimos acima sdo
realmente ferramentas conceituais para nos ajudar a preparar conceitos para
aplicagdo em situagbes nas quais informagdes completas e perfeitas séo
incomuns. Nao podemos evitar o paradoxo se pensamos, como alguns filésofos e
tedricos normativos dos jogos o fazem, que uma das ferramentas conceituais que
queremos usar em teoria dos jogos para aprimora-la é uma ideia completamente
geral de racionalidade ela mesma. Mas isso ndo é uma preocupagdo para
economistas e outros cientistas que aplicam a teoria dos jogos na modelagem
empirica. Em casos reais, a menos que 0s jogadores tenham experienciado jogar
em equilibrio uns com os outros no passado, mesmo se todos forem
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economicamente racionais e todos acreditarem nisso uns sobre os outros,
devemos prever que eles atribuirdo alguma probabilidade positiva a conjectura de
que a compreenséo das estruturas do jogo entre alguns jogadores é imperfeita.
Isso explica por que as pessoas, mesmo se elas forem agentes economicamente
racionais, podem frequentemente, ou mesmo normalmente, jogar como se
acreditassem em maos trémulas.

A aprendizagem sobre equilibrio pode tomar vérias formas para
diferentes agentes e para jogos de diferentes niveis de complexidade e risco.
Assim, incorpora-la em modelos jogo-tedricos de interagdes introduz um novo e
extenso conjunto de tecnicalidades. Para a teoria geral mais desenvolvida, o leitor
pode conferir (FUDENBERG; LEVINE, 1998); os mesmos autores fornecem uma
visdo geral ndo técnica das questdes em (FUDENBERG; LEVINE, 2016). Uma
primeira distingdo importante é entre aprender parametros especificos entre
rodadas de um jogo repetido (vide Segdo 4) com jogadores comuns e aprender
sobre expectativas estratégicas gerais em diferentes jogos. Esta Ultima
aprendizagem pode incluir aprender sobre jogadores se o aprendiz esta
atualizando expectativas com base em seus modelos de tipos de jogadores que
ele recorrentemente encontra. Desse modo, podemos distinguir entre
aprendizagem passiva, em que 0 jogador meramente atualiza suas
probabilidades subjetivas prévias com base na sua observagdo de movimentos e
resultados, e na escolha estratégica que ele infere desses movimentos e
resultados, e aprendizagem ativa, em que ele examina - costuma-se dizer:
peneira - informacdes sobre as estratégias de outros jogadores, escolhendo
estratégias que testam suas conjecturas sobre o que ocorrera fora do que ele
acredita ser o caminho do equilibrio do jogo. Uma grande dificuldade para ambos
o0s jogadores e modeladores é que movimentos de peneiramento podem ser mal
interpretados se os jogadores sdo também incentivados a realizar movimentos
para sinalizar informagdes uns para os outros (vide Seg¢do 4). Em outras
palavras: sob certas circunstancias, tentar aprender sobre estratégias pode
interferir nas habilidades dos jogadores em aprender sobre equilibrio. Finalmente,
a discussdo até o0 momento assumiu que toda a aprendizagem possivel em um
jogo é sobre a estrutura do proprio jogo. Wilcox (2008) mostra que, se os
jogadores aprendem novas informagdes sobre processos causais ocorrendo fora
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de um jogo enquanto estdo simultaneamente tentando atualizar expectativas
sobre as estratégias de outros jogadores, 0 modelador pode se ver ultrapassando
os limites do conhecimento técnico.

Eu disse acima que as pessoas podem normalmente jogar como se
acreditassem em maos trémulas. Uma razéo bastante geral para isso é que
quando as pessoas interagem, 0 mundo nao lhes fornece cartbes de sinalizagéo
avisando-as acerca das estruturas dos jogos que elas estdo jogando. Elas devem
fazer e testar conjecturas a esse respeito a partir de seus contextos sociais. As
vezes, 0s contextos séo fixados por regras institucionais. Por exemplo, quando
uma pessoa entra em uma loja de varejo e vé uma etiqueta de preco em algo que
gostaria de ter, ela sabe, sem precisar conjecturar ou aprender qualquer coisa,
que esta envolvida em um simples jogo de “pegar ou largar”. Em outros
mercados, ela pode saber que se espera que ela barganhe, e sabe as regras para
isso também.

Dada a relagdo complexa e nao resolvida entre a teoria da aprendizagem
e a teoria dos jogos, o raciocinio acima pode parecer implicar que a teoria dos
jogos nunca pode ser aplicada as situagdes envolvendo jogadores humanos que
sao novas para eles. Contudo, felizmente, nés ndo enfrentamos tal impasse. Em
um par de artigos influentes em meados dos anos 1990, McKelvey e Palfrey
(1995, 1998) desenvolveram o conceito de solugdo de equilibrio de resposta
discreta (ERD). O ERD néo é um refinamento do EN, no sentido de ser um
esforgo filosoficamente motivado de fortalecer o EN por referéncia aos padrdes
normativos de racionalidade. Em vez disso, ele € um método para calcular as
propriedades de equilibrio de escolhas feitas por jogadores cujas conjecturas
sobre erros possiveis nas escolhas de outros jogadores séo incertas. O ERD §,
assim, um equipamento standard no kit de ferramentas de economistas
experimentais que buscam estimar a distribuicdo de fungdes de utilidade em
populagdes de pessoas reais colocadas em situagdes modeladas como jogos. O
ERD n&o teria sido praticamente utilizavel dessa maneira antes do
desenvolvimento de pacotes de econometria tal como o Stata (TM), que permitiu
o calculo de ERD a partir de registros de observagado adequadamente poderosos
de jogos interessantemente complexos. O ERD é raramente utilizado por
economistas comportamentais e quase nunca € utilizado por psicblogos na



333

andlise de dados de laboratério. Em consequéncia disso, muitos estudos por
pesquisadores desses tipos fazem observagbes dramaticas e retéricas ao
“descobrir’ que pessoas reais frequentemente falham em convergir no EN em
jogos experimentais. Contudo, apesar de ser um conceito de solugdo minimalista
em certo sentido, porque abstrai de muita estrutura informacional, o EN é
simultaneamente uma expectativa empirica exigente caso seja imposta
categoricamente (isto é, caso se espere que 0s jogadores joguem como se todos
eles estivessem certos de que todos os outros estdo jogando estratégias EN).
Prever jogadas consistentes com ERD é consistente com - alias, é motivado pela -
a viséo de que o EN capta o conceito geral central de um equilibrio estratégico.
Uma maneira de enquadrar a relagao filoséfica entre 0 EN e o ERD é como se
segue. O EN define um principio légico que é bem adaptado para disciplinar o
pensamento e para conceber novas estratégias para a modelagem genérica de
novas classes de fendmenos sociais Para propdsitos de estimar dados empiricos
reais, precisa-se de ser capaz de definir equilibrio estatisticamente. O ERD
representa uma maneira de fazer isso, consistentemente com a légica do EN. A
ideia é suficientemente rica para que suas profundezas permanegam um dominio
aberto de investigagéo por teéricos dos jogos. O estado atual de entendimento do
ERD é compreensivelmente revisto em (GOEREE; HOLT; PALFREY, 2016).

3. Incerteza, Risco e Equilibrio Sequencial

Todos os jogos que modelamos até agora envolveram jogadores que
escolnem entre estratégias puras, nas quais cada um busca um Unico curso de
acéo otimizado em cada n6 que constitua a melhor resposta as agdes de outros.
Contudo, a utilidade de um jogador é frequentemente otimizada através do uso de
uma estratégia mista, em que ele lanca uma moeda ponderada entre as varias
agoes possiveis. (Veremos que ha uma interpretagao alternativa de mistura que
ndo envolve randomizagdo em um conjunto informacional particular; mas
comegaremos aqui com a interpretacdo do langamento de moedas e a partir disso
construiremos essa interpretagdo na Se¢do 3.1.) Misturar é necessario sempre
que nenhuma estratégia pura maximiza a utilidade de um jogador contra todas as
estratégias adversarias. O nosso jogo de atravessar o rio da Segao 1 exemplifica
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isso. Como vimos, o problema naquele jogo consiste no fato de que se o
raciocinio do fugitivo seleciona uma ponte particular como a melhor, deve-se
assumir que perseguidor seja capaz de replicar esse raciocinio. O fugitivo pode
escapar somente se seu perseguidor ndo pode prever de maneira confiavel qual
ponte ele [o fugitivo] usara. A simetria do poder de raciocinio l6gico da parte dos
dois jogadores garante que o fugitivo possa surpreender o perseguidor somente
se for possivel, para ele, surpreender a si mesmo.

Vamos ignorar as pedras e as cobras por um momento e imaginar que as
pontes sé@o igualmente seguras. Suponha que o fugitivo ndo tenha nenhum
conhecimento especial acerca de seu perseguidor que possa leva-lo a arriscar
uma distribuicdo de probabilidade especialmente conjecturada sobre as
estratégias disponiveis do perseguidor. Nesse caso, o melhor caminho para o
fugitivo é langar um dado de trés lados, em que cada lado representa uma ponte
diferente (ou, mais convencionalmente, um dado de seis lados em que cada ponte
é representada por dois lados). Ele deve se pré-comprometer a utilizar qualquer
ponte que for selecionada por esse dispositivo randémico. Isso corrige as
chances de sobrevivéncia independentemente do que o perseguidor faga; mas
como 0 perseguidor ndo tem razdes para preferir qualquer estratégia pura ou
mista, e como, em qualquer caso, estamos presumindo que sua posi¢éo
epistémica seja simétrica a do fugitivo, podemos supor que ele langara um dado
de trés lados por conta propria. O fugitivo tem agora uma probabilidade de 2/3 de
escapar e o perseguidor uma probabilidade de 1/3 de pega-lo. Nem o fugitivo nem
0 perseguidor podem melhorar suas chances dada a mistura randomizada do
outro, portanto as duas estratégias de randomizagao estdo em equilibrio de Nash.
Note que se um jogador randomiza, entdo o outro se sai igualmente bem em
qualquer combinagdo de probabilidades sobre pontes; e portanto ha infinitamente
muitas combinagdes de melhores respostas. Contudo, cada jogador deve se
preocupar se alguma estratégia que ndo seja randémica possa ser coordenada
com algum fator que o outro jogador pode detectar e explorar. Uma vez que
qualquer estratégia ndo-randdmica €& exploravel por outra estratégia
nao-randémica, em um jogo de soma zero, tal como no nosso exemplo, apenas o
vetor de estratégias randomizadas é um EN.

Agora, vamos reintroduzir os fatores paramétricos, isto &, o deslizamento
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de pedras na ponte #2 e as cobras na ponte #3. Novamente, suponha que o
fugitivo esta certo de atravessard com seguranga a ponte #7, tenha 90% de
chance de atravessar com seguranga a ponte #2, e 80% de chance de atravessar
com seguranga a ponte #3. Podemos resolver esse novo jogo se fizermos certas
pressuposicoes acerca das fungdes de utilidade dos dois jogadores. Suponha que
o0 Jogador |, o fugitivo, se importa apenas com viver ou morrer (preferindo a vida a
morte) enquanto que o perseguidor simplesmente deseja ser capaz de reportar
que o fugitivo esta morto, preferindo isso a reportar que ele escapou. (Em outras
palavras, nenhum dos jogadores se importa com como o fugitivo vive ou morre.)
Suponha também, por enquanto, que nenhum dos jogadores recebe qualquer
utilidade ou desutilidade por assumir mais ou menos riscos. Nesse caso, o fugitivo
simplesmente pega sua férmula de randomizag&o original e a pondera de acordo
com os diferentes niveis de perigo paramétrico nas trés pontes. Cada ponte deve
ser pensada como uma loteria sobre os possiveis resultados do fugitivo, em que
cada loteria tem uma recompensa esperada diferente em termos dos itens em
sua fungéo de utilidade.

Considere as questdes do ponto de vista do perseguidor. Ele estara
usando sua estratégia EN quando escolher a mistura de probabilidades sob as
trés pontes que torna o fugitivo indiferente quanto as suas possiveis estratégias
puras. A ponte com pedras é 1.1 vezes mais perigosa para ele do que a ponte
segura. Portanto, ele sera indiferente entre as duas quando o perseguidor tiver
1.1 vezes mais chances de estar esperando na ponte segura do que na ponte
com pedras. A ponte com cobras é 1.2 vezes mais perigosa para o fugitivo do que
a ponte segura. Portanto, ele sera indiferente entre essas duas pontes quando a
probabilidade do perseguidor esperar na ponte segura for 1.2 vezes maior do que
a probabilidade de ele [0 perseguidor] esperar na ponte com cobras. Suponha
que usemos s1, s2 e s3 para representar as taxas de sobrevivéncia paramétricas
do fugitivo em cada ponte. Assim, o perseguidor minimiza a taxa de sobrevivéncia
liquida em qualquer par de pontes ajustando as probabilidades p1 e p2 de que ele
esperara nelas tal que

s1(1 —pl) = s2(1 — p2).

Uma vez que p1 + p2 = 1, podemos reescrever iSso como
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51 X p2 =52 x pl
Assim,
pl/sl = p2/s2.

Desse modo, o perseguidor encontra sua estratégia EN resolvendo as seguintes
equacdes simultaneas:

1(1 —pl) =0.9(1 — p2)
= 0.8(1 — p3)
pl+p2+p3=1.

Portanto,
pl =49/121
p2 =41/121
p3 =31/121

Agora, permita que f1, f2 e f3 representem as probabilidades com as quais o
fugitivo escolhe cada respectiva ponte. O fugitivo entdo encontra sua estratégia
EN resolvendo:

sl x fl=s2x f2
=s3 x f3

Assim,

1x f1=09x f2
=0.8 x f3

Simultaneamente com
f1+ 2+ f3=1.
Portanto,

f1=136/121
f2=40/121
f3=45/121
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Esses dois conjuntos de probabilidades dizem a cada jogador como ponderar seu
dado antes de joga-lo. Note o resultado - talvez surpreendente - de que o fugitivo
utiliza pontes mais arriscadas com uma maior probabilidade, embora, por hipétese,
n&o sinta prazer nenhum por jogos de azar. Essa é a Unica maneira de tornar o
perseguidor indiferente quanto a qual ponte em que ele aposta, o que, por sua vez,
é 0 que maximiza a probabilidade de sobrevivéncia do fugitivo.

Fomos capazes de resolver esse jogo diretamente porque definimos as
fungdes de utilidade de modo a torna-lo soma zero ou estritamente competitivo.
Isto é, todo ganho em utilidade esperada por um jogador representa uma perda
precisamente simétrica pelo outro. Contudo, essa situagdo pode frequentemente
nao ser 0 caso. Suponha que as fungdes de utilidade sejam mais complexas. O
perseguidor prefere mais um resultado em que ele atira no fugitivo e entéo
reivindica crédito por sua prisdo do que um em que ele [o fugitivo] morre por
deslizamento de pedra ou por mordida de cobra; e o perseguidor prefere esse
segundo resultado a fuga do fugitivo. O fugitivo prefere uma morte rapida por tiro
do que a dor de ser esmagado ou o terror de um encontro com uma cobra. Acima
de tudo, € claro, ele prefere escapar. Plausivelmente, suponha que o fugitivo se
importa mais intensamente em sobreviver do que com ser morto de uma maneira
em vez de outra. Como antes, ndo podemos resolver esse jogo simplesmente
com base em conhecer as fungdes de utilidade ordinal dos jogadores, uma vez
que as intensidades de suas respectivas preferéncias seréo agora relevantes
para suas estratégias.

Antes do trabalho de von Neumann e Morgenstern (1947), situacdes
desse tipo eram inerentemente desconcertantes para os analistas. Isso ocorre
porque a utilidade ndo denota uma varidvel psicolégica escondida tal como o
prazer. Como discutimos na Se¢ao 2.1, a utilidade é meramente uma medida de
disposicdes comportamentais relativas dadas certas pressuposicdes de
consisténcia sobre as relagdes entre preferéncias e escolhas. Portanto, néo faz
sentido imaginar comparar entre si as preferéncias cardinais - isto é, sensiveis a
intensidade -, visto que ndo ha um padrdo de medida independente e
interpessoalmente constante que possamos usar. Como entdo podemos modelar
jogos em que informagdes cardinais sao relevantes? Afinal, como vimos, modelar
jogos requer que as utilidades de todos os jogadores sejam levadas em conta
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simultaneamente.

Um aspecto crucial do trabalho de von Neumann e Morgenstern (1947)
foi a solugdo para esse problema. Aqui, forneceremos um breve esbogo de sua
técnica engenhosa para construir fungdes de utilidade cardinais a partir de fungdes
de utilidade ordinal. Enfatiza-se que o que se segue é meramente um esbhogo, de
modo a tornar a utilidade cardinal ndo misteriosa para vocé enquanto estudante que
esta interessado em saber sobre os fundamentos filoséficos da teoria dos jogos, e
sobre o alcance dos problemas a que ela pode ser aplicada. Fornecer um manual
que vocé pudesse seguir na construgdo de suas proprias fungdes de utilidade
requereria muitas paginas. Manuais desse tipo estdo disponiveis em muitos livros
didaticos.

Suponha que nds agora atribuamos a seguinte fun¢do ordinal ao fugitivo
que atravessa o rio:

Escapar > 4

Morte por tiro > 3

Morte por deslizamento de pedras > 2
Morte por mordida de cobra > 1

Supomos que a preferéncia do fugitivo por escapar sob qualquer forma
de morte é mais forte do que suas preferéncias entre as causas de morte. Isso
deve ser refletido no seu comportamento de escolha da seguinte maneira. Em
uma situagao tal como o jogo de atravessar o rio, ele deve estar disposto a correr
maiores riscos para aumentar a probabilidade relativa de fuga em vez de tiro do que
ele esta em aumentar a probabilidade relativa de tiro em vez de mordida de cobra.
Esse bocado de logica € o insight crucial por tras da solu¢do de von Neumann e
Morgenstern (1947) para o problema da cardinalizac&o.

Suponha que perguntemos ao fugitivo para selecionar o melhor € o pior
resultado dentre o conjunto de resultados disponiveis. “Melhor” e “pior” séo
definidos em termos de recompensas esperadas como ilustrado em nosso atual
exemplo do jogo de soma zero: um jogador maximiza sua recompensa esperada
se, quando escolhe entre loterias que s6 contém dois prémios possiveis, ele
sempre escolhe de modo a maximizar a probabilidade do melhor resultado -
chame isso de W - e a minimizar a probabilidade do pior resultado - chame isso de
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L. Agora, imagine expandir o conjunto de prémios possiveis de modo que ele
inclua prémios que o agente valorize como intermediarios entre W e L. Para um
conjunto de resultados contendo tais prémios, encontramos uma loteria sobre eles
tal que o nosso agente ¢ indiferente entre essa loteria e uma loteria incluindo
apenas W e L. No nosso exemplo, essa é uma loteria que inclui ser baleado e ser
esmagado por pedras. Chame essa loteria de T. Definimos a fungao de utilidade
q = u(T') dos resultados para a linha numérica real (oposta a ordinal) tal que, se
q € 0 prémio esperado em T, 0 agente ¢ indiferente entre ganhar T e ganhar uma
loteria T* em que W ocorre com probabilidade «(7T") e L ocorre com
probabilidade 1 — «(T"). Assumindo-se que o comportamento do agente respeita
o principio de redugao de loterias compostas (RLC) - isto é, ele ndo ganha ou
perde utilidade ao considerar loterias mais complexas em vez de simples - o
conjunto de mapeamentos de resultados em T para uT* da& uma fungdo de
utilidade von Neumann-Morgenstern (fuvNM) com estrutura cardinal sobre todos
os resultadosem T.

O que fizemos aqui, exatamente? Demos escolhas entre loterias ao nosso
agente, em vez de escolhas entre resultados resolvidos, e observado o quanto de
risco extra de morte ele esta disposto a correr para mudar as chances de receber
uma forma de morte relativamente a outra. Note que isso cardinaliza a estrutura de
preferéncia do agente apenas relativamente aos pontos de referéncia especificos
W e L do agente; o procedimento nao revela nada sobre preferéncias extraordinais
comparativas entre agentes, o que ajuda a tornar claro que construir uma fuvNM
nao introduz um elemento psicoldgico potencialmente objetivo. Além disso, dois
agentes em um jogo, ou um agente sob diferentes tipos de circunstancias, podem
exibir atitudes variadas em relag&o ao risco. Talvez no jogo de atravessar o rio, 0
perseguidor, cuja vida ndo esta em jogo, gostara de apostar a sua gléria enquanto
que o fugitivo sera cauteloso. Contudo, ao analisar o jogo de atravessar o rio,
néo temos de ser capazes de comparar as utilidades cardinais do perseguidor
com as do fugitivo. Afinal de contas, ambos os agentes podem encontrar suas
estratégias EN caso possam estimar as probabilidades que cada um atribuira as
acdes do outro. Isso significa que cada um deve conhecer ambas as fuvNM; mas
nenhum precisa tentar avaliar comparativamente os resultados entre os quais estéo
escolhendo.



340

Podemos agora preencher o restante da matriz do jogo de atravessar o
rio que comegamos a esbogar na Seg¢do 2. Se ambos os jogadores s&o neutros
quanto ao risco e suas preferéncias reveladas respeitam a RLC, entdo temos
informagdes suficientes para sermos capazes de atribuir utilidades esperadas,
exprimidas pela multiplicagdo das recompensas originais pelas probabilidades
relevantes, como resultados na matriz. Suponha que o perseguidor espere na
ponte com cobras com probabilidade x e na ponte com pedras com probabilidade
y. Uma vez que suas probabilidades de atravessar as trés pontes devem somar 1,
isso implica que ele deve esperar na ponte segura com a probabilidade
1 — (xz +y). Entéo, continuando a atribuir ao fugitivo uma recompensa de 0 caso
ele morra e de 1 caso ele escape, e ao perseguidor as recompensas inversas,
nossa matriz € como se segue:

Perseguidor
Ponte Segura  Ponte de Pedras  Ponte de Cobras

Ponte Segura 0,1 1,0 1,0
Fugitivo Ponte de Pedras 0.9,0.1 0,1 0.9,01
Ponte de Cobras 0.8,0.2 0.8,0.2 0,1
Figura 12

Agora, podemos ler os seguintes fatos sobre 0 jogo diretamente da matriz.
Nenhum par de estratégias puras € um par de respostas melhores do que outro.
Portanto, o unico EN do jogo requer que ao menos um jogador use uma estratégia
mista.

3.1. Crengas e Probabilidades Subjectivas

Em todos os nossos exemplos e trabalhos até aqui pressupomos que as
crengas dos jogadores sobre probabilidades em loterias correspondem a
probabilidades objetivas. Contudo, em situagdes reais de escolhas interativas, os
agentes devem frequentemente confiar em suas estimativas subjetivas ou
percepgdes de probabilidades. Em uma das maiores contribuicdes as ciéncias
comportamentais e sociais do século XX, Savage (1954) mostrou como incorporar
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probabilidades subjetivas, e suas relagbes com as preferéncias sobre 0s riscos,
dentro do framework da teoria da utilidade esperada de von
Neumann-Morgenstern. De fato, a conquista de Savage equivale @ conclusao
formal da TUE [Teoria da Utilidade Esperada]. Pouco mais de uma década
depois, Harsanyi (1967) mostrou como resolver jogos envolvendo maximizadores
da utilidade esperada de Savage. Isso € considerado frequentemente como tendo
marcado a verdadeira maturidade da teoria dos jogos como uma ferramenta para
aplicagdo nas ciéncias comportamentais e sociais, e foi reconhecida como tal
quando Harsanyi se juntou a Nash e Selten como ganhador do primeiro prémio
Nobel concedido a tedricos dos jogos em 1994.

Como observamos ao considerar a necessidade para as pessoas que
jogam jogos de aprender o equilibrio das maos trémulas e ERQ, quando
modelamos as interagdes estratégicas de pessoas, devemos levar em conta o
fato de que elas sdo comumente incertas sobre os modelos umas das outras.
Essa incerteza é refletida em suas escolhas de estratégias. Além disso, algumas
acbes podem ser realizadas especificamente pelo motivo de aprender sobre a
preciséo das conjecturas de um jogador acerca de outros jogadores. A extenséo
de Harsanyi da teoria jogos incorpora esses elementos cruciais.

Considere o jogo de informagdes imperfeitas com trés jogadores abaixo,
conhecido como “o cavalo de Selten” (devido ao seu inventor, também premiado
com o Nobel, Reinhard Selten, e por causa da forma de sua arvore; retirado de
(KREPS, 1990, p. 426)):
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Figura 13

Esse jogo tem quatro EN: (E, ey, e3), (E, d2, e3), (D, do, e3) e (D, dy, d3). Considere
0 quarto desses EN. Ele surge porque, quando o Jogador | joga D e o Jogador Il
joga dy, o conteudo informacional inteiro do Jogador Il esté fora do caminho de
jogo e ndo importa para o resultado o que o Jogador Il faz. Mas o Jogador | ndo
jogaria D se 0 Jogador Ill pudesse dizer a diferenga entre estar no n 13 e estar no
né 14. A estrutura do jogo incentiva esforgos do Jogador | para fornecer ac Jogador
Il informagdes que abririam seu conjunto de informagdes fechadas. O Jogador I
deve acreditar nessa informagao porque a estrutura do jogo mostra que o Jogador
| tem incentivos para comunica-la com veracidade. A solugdo do jogo seria entao
que o EPS do (agora) jogo de informacgéo perfeita: (E, dy, €3).

Os tedricos que encaram a teoria dos jogos como parte de uma teoria
normativa da racionalidade geral, como é o caso da maioria dos filésofos, e
economistas entusiastas do programa de refinamento, tém buscado uma
estratégia que identificaria os principios gerais de tal solu¢do. Observe o que o
Jogador Ill no Cavalo de Selten pode se perguntar ao selecionar sua estratégia.
“Dado que eu tenho um movimento, meu né de agéo foi alcangado do n6 11 ou do
né 12?” Em outras palavras, o que sdo as probabilidades condicionais de que o
Jogador Il estd no n6 13 ou 14, dado que ele tem um movimento? Se o Jogador
Il se pergunta sobre probabilidades condicionais, entdo sobre o que os
Jogadores | e |l podem conjecturar quando eles selecionam suas estratégias séo
as crengas do Jogador Ill sobre essas probabilidades condicionais. Nesse caso,
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o0 Jogador | deve conjecturar sobre as crengas do Jogador Il sobre as crengas do
Jogador lll, e as crengas do Jogador lll sobre as crengas do Jogador Il, e assim
por diante. As crencgas relevantes aqui ndo sdo meramente estratégicas, uma vez
que ndo s6 dizem respeito ao que os jogadores fardo, dado um conjunto de
recompensas e estruturas de jogo, mas, antes, sobre com qual entendimento de
probabilidades condicionais eles devem esperar que 0s outros jogadores operem.

Quais crengas sobre probabilidade condicional s&o razodveis para 0s
jogadores esperarem uns dos outros? Se seguirmos Savage (1954), sugeririamos
como um principio normativo que eles devem raciocinar e ter expectativas de
acordo com a regra de Bayes. Isso lhes diz como computar a probabilidade de
um evento F dada informacéo E (escrito “pr(F'/ E)”):

pr(F/E) = [pr(E/F) x pr(F)]/pr(E)

Se pressupormos que as crencas dos jogadores sdo sempre
consistentes com essa equacdo, entdo podemos definir um equilibrio
sequencial. Um ES tem duas partes: (1) um perfil de estratégia § para cada
jogador e (2) um sistema de crengas p para cada jogador. p atribui a cada
conjunto informacional ~ uma distribuicdo de probabilidade sobre os nés em h,
com a interpretagdo de que essas sd@o as crengas do jogador i(h) sobre a
posicdo na qual ele estd em seu conjunto informacional, dado que o conjunto
informacional & foi alcangado. Assim, um equilibrio sequencial & um perfil de
estratégias § e um sistema de crengas p consistentes com a regra de Bayes tal
que, comegando de todo conjunto informacional i na arvore, o jogador (/) joga
de forma otimizada a partir de entdo, dado que o que ele acredita ter acontecido
anteriormente é dado por u(h) e o que acontecerd nos movimentos
subsequentes € dado por .

Vamos aplicar esse conceito de solugdo ao Cavalo de Selten. Considere
novamente 0 EN (D, dy, ds). Suponha que o Jogador Il atribui pr(1) a sua
crenga de que estara no nd 13 caso ele faga um movimento. Entdo, dado um
wu(I) consistente, o jogador | deve acreditar que o Jogador Il jogara e3, onde, no
caso, sua Unica estratégia ES é E. Assim, embora (D, dy, e3) seja um EN, ele néo
éum ES.

O uso do requerimento de consisténcia nesse exemplo é de alguma
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maneira trivial; assim, considere agora um segundo caso (também retirado de
(KREPS, 1990, P. 429)):

O
(823) (41,1) (1842

(6,8.2) (3.2.0)
Figura 14

Suponha que o Jogador | jogue E, que 0 Jogador Il jogue e, e que o0 Jogador Il jogue
e3. Suponha também que (1) atribui prr(0.3) ao nd 16. Nesse caso, e; ndo
é uma estratégia ES para o Jogador Il, uma vez que e, retorna uma recompensa
esperada de (0.3 x4)+ (0.7 x 2) = 2.6, enquanto que d, traz uma recompensa
esperada de 3.1. Note que se mexermos no perfil de estratégia do Jogador Il
enquanto mantivermos tudo o mais fixo, e, poderia se tornar uma estratégia ES
para o Jogador II. Se §(711) produzisse uma jogada de e3 com pr(0.5) e d3 com
pr(0.5), entdo, se 0 Jogador Il jogar d,, sua recompensa esperada sera agora de
2.2 e (Eeyes) seriaum ES. Agora, imagine colocar p(111) de volta como era antes,
mas mudar 4(11) de tal modo que o Jogador Il pense a probabilidade condicional
de estar no né 16 como maior que 0.5; nesse caso, e, ndo €, novamente, uma
estratégia ES.

Felizmente, a ideia de ES é agora clara. Podemos aplica-la ao jogo de
atravessar o rio de uma maneira que evite a necessidade do perseguidor lancar
qualquer moeda caso modifiquemos um pouco 0 jogo. Suponha agora que o0
perseguidor possa mudar de ponte duas vezes durante a passagem do fugitivo e
que ira pega-lo apenas no caso em que o encontrar enquanto ele [o fugitivo] sai
da ponte. Entdo a estratégia ES do perseguidor € dividir seu tempo nas trés
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pontes de acordo com a propor¢do dada pela equagéo no terceiro paragrafo da
Secao 3 acima.

Como a regra de Bayes ndo pode ser aplicada aos eventos com
probabilidade 0, deve-se notar que a sua aplicagdo ao ES requer que os
jogadores atribuam probabilidades diferentes de zero a todas as agles
disponiveis em formato extensivo. Esse requerimento é cumprido
pressupondo-se que todos os perfis de estratégia sejam estritamente mistos,
isto &, que toda agdo em todo conjunto informacional seja tomada com
probabilidade positiva. Vocé vera que isso € justamente equivalente a pressupor
que todas as méos as vezes tremem, ou, alternativamente, que nenhuma
expectativa € completamente certa. Diz-se que um ES é mao trémula perfeito se
todas as estratégias jogadas em equilibrio s&o as melhores respostas as
estratégias que sdo estritamente mistas. N&o deve surpreendé-lo também ser dito
que nenhuma estratégia fracamente dominada pode ser méo trémula perfeita,
uma vez que a possibilidade de méos trémulas da aos jogadores a razdo mais
convincente para evitar tais estratégias.

Como pode o tedrico ndo-psicoldgico dos jogos entender o conceito de
um EN que é um equilibrio tanto de agdes quanto de crengas? Décadas de
estudo experimental tm mostrado que, quando os seres humanos jogam jogos,
especialmente jogos que idealmente pedem o uso da regra de Bayes para fazer
conjecturas sobre as crengas de outros jogadores, devemos esperar uma
heterogeneidade significativa nas respostas estratégicas. Multiplas espécies de
canais de informagéo conectam comumente diferentes agentes as estruturas de
incentivo em seus ambientes. Na verdade, alguns agentes podem calcular o
equilibrio, com mais ou menos erros. Outros podem se estabelecer dentro dos
intervalos de erro que giram em torno, aleatoriamente, dos valores de equilibrio
por meio da aprendizagem condicionada que pode ser mais ou menos miope.
Outros ainda podem selecionar padres de resposta copiando o comportamento
de outros agentes, ou seguindo regras de senso comum atreladas as estruturas
culturais e institucionais e que representam a aprendizagem coletiva histérica.
Note que a questdo aqui é especifica da teoria dos jogos, ao invés de ser
meramente uma reiteragdo de um ponto mais geral, que se aplicaria a qualquer
ciéncia comportamental, de que as pessoas se comportam de modo ruidoso
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quando consideradas da perspectiva da teoria ideal. Em um determinado jogo, se
seria racional mesmo para um agente treinado, ciente de si, e
computacionalmente bem provido jogar EN, dependeria da frequéncia com que
ele esperasse que 0s outros fizessem 0 mesmo. Se ele espera que alguns outros
jogadores se desviem do jogo EN, isso pode dar-lhe razdes para se desviar. Em
vez de prever que os jogadores humanos exibirdo estratégias EN, o
experimentador ou modelador experiente antecipa que havera uma relagao entre
seu jogo e os custos esperados de afastamento do EN. Consequentemente, a
estimativa de méxima likelihood das agbes observadas identificam comumente
um ERQ como fornecendo um ajuste melhor do que qualquer EN.

Ao lidar com dados empiricos dessa maneira, um analista ndo deve ser
interpretado como “testando a hipotese” de que os agentes sob andlise séo
“racionais”. Em vez disso, ele conjectura que eles séo agentes, isto &, que ha uma
relagdo sistematica entre alteragbes em padrdes estatisticos dos seus
comportamentos e algumas classificagdes cardinais ponderadas pelo risco de
possiveis estados finais. Se o0s agentes sdo pessoas ou grupos de pessoas
institucionalmente estruturadas que monitoram umas as outras e sdo incentivadas
a tentar agir coletivamente, entdo essas conjecturas serdo frequentemente
consideradas razoaveis pelos criticos, ou mesmo como pragmaticamente fora de
questdo, ainda que sempre anulaveis, dada a possibilidade diferente de zero de
ocorrerem circunstancias desconhecidas bizarras do tipo que os filésofos por
vezes consideram (por exemplo, as pessoas aparentes sao simulacros mecanicos
nao-inteligentes e pré-programados que seriam revelados como tais apenas caso
0 ambiente incentivasse respostas nao escritas em seu programas). O analista
pode assumir que todos os agentes respondem as mudancas de incentivo de
acordo com a teoria da utilidade esperada de Savage, particularmente se 0s
agentes sdo empresas que aprenderam contingéncias de respostas sob
condigbes normativamente exigentes de competicdo de mercado com muitos
jogadores. Se os sujeitos do analista séo pessoas individuais, e, especialmente,
se elas estdo em um ambiente ndo standard relativamente & sua experiéncia
cultural e institucional, ele [0 analista] estimaria mais sabiamente um modelo
misto de maxima likelihood que permita que uma gama de diferentes estruturas
de utilidade governe diferentes subconjuntos de seus dados de escolha. Tudo
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isso & para dizer que 0 uso da teoria dos jogos ndo forga o cientista a aplicar
empiricamente um modelo que tende a ser preciso e limitado demais em suas
especificacbes para ajustar plausivelmente as confusas complexidades da
interagao estratégica real. Um bom e aplicado tedrico dos jogos deve ser também
um econometrista bem formado .

4. Jogos Repetidos e Coordenagao

Até o momento, restringimos a nossa atengao a jogos de lance unico,
isto &, jogos em que as preocupagdes estratégicas dos jogadores ndo se
estendem para além dos nés terminais de sua Unica interagdo. No entanto, jogos
sdo frequentemente jogado com partidas futuras em mente, e isso pode alterar
significativamente os seus resultados e as estratégias de equilibrio. Nosso tépico
nessa segdo sdo jogos repetidos, isto é, jogos em que conjuntos de jogadores
esperam se deparar uns com os outros em situagdes similares em maultiplas
ocasides. Abordamos esses jogos primeiramente por meio do contexto limitado
dos repetidos dilemas do prisioneiro.

Vimos que o Unico EN no jogo de lance Unico do DP era a defecgéo
mitua. Mas isso pode ndo mais se manter caso os jogadores esperem se
encontrar novamente em futuros DPs. Imagine que quatro empresas, todas
fabricando widgets, concordam em manter os pregos altos restringindo
conjuntamente o fornecimento do produto (isto &, elas formam um cartel). Isso
funcionara apenas se cada uma mantiver a cota de produgdo acordada.
Comumente, cada empresa pode maximizar seu lucro se afastando de sua cota
enquanto que as outras observam o acordo, uma vez que ela depois vende mais
unidades pelo maior pre¢o de mercado provocado pelo cartel quase intacto. No
caso do lance Unico, todas as empresas compartilhariam desse incetivo de
abandonar o acordo, e o cartel entraria em colapso imediatamente. Contudo, as
empresas esperam se deparar umas com as outras em competicdo por um
periodo longo de tempo. Nesse caso, cada empresa sabe que, se ela quebrar 0
acordo do cartel, as outras podem puni-la com pregos mais baixos por um periodo
longo o suficiente para mais do que eliminar seu ganho de curto prazo.
Obviamente, as empresas punidoras também terdo perdas no curto prazo durante
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seu periodo de pregos baixos. Mas essas perdas podem valer a pena caso sirvam
para reestabelecer o cartel e maximizar os pregos no longo prazo.

Uma estratégia simples e famosa (porém nao necessariamente otimizada,
contrariamente ao mito bastante difundido) para preservar a cooperagéo em DPs
repetidos é chamada de olho por olho. Essa estratégia diz a cada jogador para
se comportar do seguinte modo:

1. Sempre coopere na primeira rodada.
2. Depois disso, realize qualquer agéo que o seu oponente realizou na rodada
anterior.

Um grupo de jogadores em que todos estdo jogando olho por olho nunca vera
qualquer defecgdo. Uma vez que o olho por olho ¢ a resposta racional para cada
jogador em uma populagéo em que 0s outros jogam essa estratégia, todos jogando
olho por olho € um EN. Vocé deve frequentemente ouvir pessoas que sabem um
pouco (mas ndo o suficiente) de teoria dos jogos falarem como se isso fosse o fim
da histéria. Mas n&o é.

Ha duas complicagbes. Primeiramente, os jogadores devem estar
incertos quanto ao prazo final das suas interagbes. Suponha que os jogadores
sabem quando € a ultima rodada. Nessa rodada, abandonar o acordo sera um
maximizador de utilidade para os jogadores, visto que nenhuma puni¢do sera
possivel. Agora, considere a penultima rodada. Nela, os jogadores também néo
enfrentam punigdo alguma por abandonarem o acordo, visto que esperam fazé-lo
na ultima rodada de qualquer modo. Entdo, eles abandonam o acordo na
penultima rodada. Mas isso significa que eles ndo enfrentam nenhuma ameaga
de puni¢&o na antepenultima rodada, e o abandonam la também. Nés podemos
simplesmente repetir isso para tras ao longo da arvore do jogo até atingirmos a
primeira rodada. Como a cooperagéo ndo é uma estratégia de EN nessa rodada,
o0 olho por olho n&o € mais um equilibrio de Nash no jogo repetido, e obtemos o
mesmo resultado - defeccdo mutua - que o da versdo de lance Unico do DP.
Portanto, a cooperagao s6 é possivel em DPs repetidos em que o numero
esperado de repetices é indeterminado. (Obviamente, isso se aplica de fato a
muitos jogos da vida real.) Note que, nesse contexto, qualquer quantidade de
incerteza em expectativas, ou possibilidade de méos trémulas, sera propicio a



349

cooperagao, ao menos por um tempo. Quando as pessoas em experimentos
jogam DPs repetidos com pontos finais conhecidos, elas realmente tendem a
cooperar por algum tempo, porém aprendem a abandonar o acordo mais cedo a
medida que ganham experiéncia.

Agora, introduziremos uma segunda complicagdo. Suponha que a
habilidade dos jogadores em distinguir defeccdo de cooperagao seja imperfeita.
Considere nosso caso do cartel do widget. Suponha que os jogadores observem
uma queda no prego de mercado de widgets. Talvez isso tenha ocorrido porque
um membro do cartel trapaceou. Ou talvez ela tenha sido resultado de um
declinio exdgeno na demanda. Se os jogadores de olho por olho confundirem o
segundo caso com o primeiro, eles abandonardo o acordo, provocando assim
uma reagao em cadeia de defeccdes mutuas da qual eles nunca se recuperarao,
uma vez que cada jogador ira responder com defecgao a primeira defecgdo com a
qual se depara, gerando, desse modo, mais defeccdes, e assim por diante.

Se 0s jogadores sabem que é possivel haver tal ma comunicagéo, eles
possuem incentivos para recorrer a estratégias mais sofisticadas. Em particular,
eles podem estar dispostos a arriscar, de vez em quando, seguir defecgdes com
cooperagdo a fim de testar suas inferéncias. Contudo, se eles forem muito
indulgentes, entdo os outros jogadores podem explora—los através de defeccdes
adicionais. Em geral, estratégias sofisticadas tém um problema. Por elas serem
mais dificeis para os outros jogadores inferirem, seu uso aumenta a probabilidade
de ma comunicagdo. Mas a ma comunicagdo é o que faz com que o equilibrio
cooperativo de jogos repetidos comece a falhar, em primeiro lugar. As
complexidades que circundam a sinalizagdo, a peneiragem e a inferéncia de
informac6es em DPs repetidos ajudam a explicar intuitivamente o teorema
popular [folk theorem], assim chamado porque ninguém tem certeza de quem
primeiro o reconheceu, que, em DPs repetidos, para qualquer estratégia S, existe
uma possivel distribui¢do de estratégias entre outros jogadores tal que o vetor de
S e essas outras estratégias sdo um EN. Portanto, ndo ha nada de especial,
afinal, no olho por olho.

Dramas sociais e politicos reais e complexos raramente s&o
instanciagdes diretas de jogos simples como DPs. Hardin (1995) oferece uma
anélise de dois casos politicos tragicamente reais, a guerra civil lugoslava de
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1991-95 e o genocidio em Ruanda em 1994, como DPs que foram classificados
como jogos de coordenagao.

Um jogo de coordenac&o ocorre sempre que a utilidade de dois ou mais
jogadores é maximizada por eles fazerem a mesma coisa que o outro, € onde tal
correspondéncia € mais importante para eles do que o que quer que seja que
ambos fagam em particular. Um exemplo standard surge com as regras de
direcdo: “todos dirigem a esquerda’ e “todos dirigem a direita” sédo ambos
resultados que s&o ENs, e nenhum é mais eficiente do que o outro. Em jogos de
coordenagédo “pura’, nem mesmo ajuda usar um critério de equilibrio mais
seletivo.  Por exemplo, suponha que requeremos que nossos jogadores
raciocinem de acordo com a regra de Bayes (vide Se¢do 3). Nessas
circunstancias, qualquer estratégia que seja uma resposta melhor a qualquer
vetor de estratégias mistas disponiveis em EN é chamada de racionalizavel. Isto
é, um jogador pode encontrar um conjunto de sistemas de crengas para os outros
jogadores tal que qualquer histéria do jogo ao longo de um caminho de equilibrio
seja consistente com esse conjunto de sistemas. Jogos de coordenagao pura séo
caracterizados por vetores ndo-Unicos de estratégias racionalizaveis. O vencedor
do prémio Nobel, Thomas Schelling (1978), conjecturou e demonstrou
empiricamente que em fais situagbes os jogadores podem tentar prever o
equilibrio procurando por pontos focais, isto &, aspectos de algumas estratégias
que eles acreditam que serdo proeminentes para outros jogadores, e que eles
acreditam que os outros jogadores acreditardo ser proeminentes para eles. Por
exemplo, se duas pessoas querem se encontrar em um determinado dia em uma
cidade grande mas ndo podem se comunicar para organizar um horario e um local
especificos, ambos poderiam, de maneira sensata, ir para a praga central mais
proeminente da cidade ao meio-dia. Em geral, os melhores jogadores conhecem
uns aos outros, ou, quanto mais frequentemente eles forem capazes de observar
0 comportamento estratégico uns dos outros, mais inclinados estardo em obter
sucesso ha busca por pontos focais com os quais se coordenar.

A coordenagéo foi, de fato, o primeiro topico de aplicagdo da teoria dos
jogos que veio a atengéo difundida dos filésofos. Em 1969, o filésofo David Lewis
(1969) publicou seu livio Convention, em que o framework conceitual da teoria
dos jogos foi aplicado a uma das questdes fundamentais da epistemologia do
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século XX, a natureza e extensdo das convengdes que governam a semantica e
sua relagdo com a justificagdo de crengas proposicionais. A intuigdo basica pode
ser entendida com um exemplo simples. A palavra “galinha” denota galinhas e
“avestruz” denota avestruzes. NoOs ndo estariamos melhor ou pior se “galinha”
denotasse ostras e “avestruz’ denotasse galinhas; contudo, estariamos pior se
metade de nés usasse o par de palavras da primeira maneira e a outra metade da
segunda maneira, ou se todos nos randomizassemos entre elas para se referir de
modo geral a passaros que ndo voam. Obviamente, esse insight precede
bastante Lewis; mas o que ele reconheceu é que essa situagdo tem a forma
ldgica de um jogo de coordenagdo. Assim, enquanto convengdes particulares
podem ser arbitrérias, as estruturas interativas que as estabilizam e as mantém
nao o sdo. Além disso, os equilibrios envolvido na coordenacdo de significados
de substantivos parece ter um elemento arbitrario apenas porque nao podemos
colocd-los em uma hierarquia de Pareto; mas Milikan (1984) mostra
implicitamente que, a esse respeito, eles séo casos atipicos de coordenagéo
linguistica. Eles sao certamente casos atipicos de convengdes coordenadoras em
geral, um ponto no qual Lewis se enganou por supervalorizar “intuicbes
semanticas” acerca do “significado” de “convencdo” (BACHARACH, 2006; ROSS,
2008a).

Ross e LaCasse (1995) apresentam o seguinte exemplo de um jogo de
coordenacdo na vida real em que o EN nao é Pareto indiferente, mas o EN Pareto
inferior € mais frequentemente observado. Em uma cidade, os motoristas devem
se coordenar em um de dois EN no que diz respeito ao seu comportamento
quanto as luzes de seméaforos. Ou todos devem seguir a estratégia de acelerar
para tentar passar rapidamente as luzes que ficam amarelas (ou &mbar) e parar
antes de seguir adiante quando as luzes vermelhas mudam para verdes, ou todos
devem seguir a estratégia de reduzir a velocidade nos amarelos e imediatamente
acelerar nas mudancas para o verde. Ambos os padroes sdo EN: uma vez que a
comunidade tenha se coordenado com um deles, entdo nenhum individuo possui
incentivos para se comportar diferente: aqueles que reduzem a velocidade nos
amarelos enquanto outros passam em disparada terdo a traseira batida, enquanto
aqueles que passam em disparada nos amarelos no outro equilibrio arriscaréo
uma colisdo com aqueles que aceleram imediatamente nos verdes. Portanto,
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assim que o padrdo de transito de uma cidade se estabelece em um desses
equilibrios, ele tendera a permanecer. E, de fato, esses séo os dois padrdes que
sao observados nas cidades do mundo. Contudo, os dois equilibrios ndo séo
Pareto indiferentes, uma vez que o segundo EN permite mais carros virarem a
esquerda em cada ciclo em uma jurisdicdo de dire¢do pela méo esquerda, € a
direita em cada ciclo em uma jurisdi¢ao de direcao pela mao direita, 0 que reduz a
principal causa de congestionamento em redes rodoviarias urbanas e permite a
todos os motoristas esperarem maior eficiéncia na circulagdo. Infelizmente, por
razbes acerca das quais nés podemos apenas especular na espera por mais
analises e trabalhos empiricos, muito mais cidades estdo presas no EN de Pareto
inferior do que no de Pareto superior. A teoria condicional dos jogos (vide Segédo
5) fornece recursos promissores para modelar casos tais como esse, em que a
manutenc&o de equilibrio de jogos de coordenagao deve ser apoiada por normas
sociais estaveis, porque os jogadores sdo andnimos e encontram oportunidades
regulares para obter vantagens isoladas abandonando o acordo de ajudar o
equilibrio prevalecente. Esse trabalho esta atualmente em andamento.

Convengdes acerca de standards de evidéncia e de racionalidade
cientifica, os tépicos de filosofia da ciéncia que ofereceram o contexto para a
andlise de Lewis, s&o provavelmente do tipo classificaveis Paretamente.
Enquanto varios arranjos poderiam ser EN no jogo social da ciéncia, como os
seguidores de Thomas Kuhn gostam de nos relembrar, é altamente improvavel
que todos esses [arranjos] residam em uma Unica curva de indiferenga Pareto.
Fortemente representados na epistemologia, na filosofia das ciéncias e na filosofia
da linguagem contemporaneas, esses temas sdo todos, ao menos implicitamente,
aplicagdes de teoria dos jogos. (O leitor podera encontrar uma ampla amostra de
aplicagdes e referéncias a uma literatura mais ampla em (NOZICK, 1998)).

A maior parte dos jogos de coordenagéo sociais e politicos jogados por
pessoas também possui esse aspecto. Infelizmente, para todos nés, armadilhas
de eficiéncia representadas por EN Pareto inferior séo ai extremamente comuns.
E, por vezes, dindmicas desse tipo ddo origem ao mais terrivel de todos os
comportamentos coletivos humanos recorrentes. A analise de Hardin de dois
episddios de genocidio recentes se baseia na ideia de que as propriedades
biologicamente superficiais pelas quais as pessoas se classificam em grupos
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raciais e étnicos servem de maneira altamente eficiente como pontos focais em
jogos de coordenagéo, o que, por sua vez, produzem DPs mortais entre eles.

De acordo com Hardin, nem o desastre lugoslavo nem o desastre de
Ruanda eram DPs, para comego de conversa. Isto €, em nenhuma situagao, em
ambos os lados, a maioria das pessoas comegou por preferir a destruicdo do
outro a cooperagdo mutua.  Contudo, a lbgica mortal da coordenagéo,
deliberadamente instigada por politicos egoistas, criou DPs dinamicamente.
Alguns individuos sérvios (Hutus) foram encorajados a perceber seus interesses
individuais como melhor atendidos por meio da identificagdo com interesses de
grupos sérvios (Hutus). Isto é, eles descobriram que algumas de suas
circunstancias, tais como aquelas que envolvem a competi¢do por trabalho,
tinham a forma de jogos de coordenagéo. Assim, eles agiram de maneira a criar
situacdes em que isso fosse verdadeiro para outros sérvios (Hutus) também.
Eventualmente, assim que sérvios (Hutus) em numero suficiente identificaram o
interesse préprio com o interesse de grupo, a identificacdo se tornou quase
universalmente correta, porque (1) o objetivo mais importante para cada sérvio
(Hutu) era fazer, grosso modo, tudo o que os outros sérvios (Hutus) fariam, e (2) a
coisa mais distintamente sérvia a se fazer, cuja execugdo sinalizou a
coordenacéo, era excluir os Croatas (Tutsi). Isto é, as estratégias que envolvem
tal comportamento excludente foram selecionados como um resultado de se ter
pontos focais eficientes. Essa situagéo fez com que o interesse prdprio individual -
e individualmente ameacado - de um croata (Tutsi) fosse maximizado pela
coordenagdo em uma identidade de grupo assertiva dos croatas (Tutsi), o que
aumentou ainda mais a pressao nos sérvios (Hutus) para coordenar, e assim por
diante. Note que néo faz parte dessa analise sugerir que os sérvios ou Hutus
comegaram as coisas; 0 processo poderia ter sido (mesmo que nao tenha sido de
fato) perfeitamente reciproco. Mas o resultado & medonho: sérvios e croatas
(Hutus e Tutsis) parecem progressivamente mais ameagadores uns aos outros a
medida em que se retinem para autodefesa, até que ambos vejam isso como um
imperativo para antecipar os seus rivais e atacar antes de serem atacados. Se
Hardin esta certo - e 0 ponto aqui ndo é reivindicar que ele esta certo mas, em
vez disso, de assinalar a importancia mundana em determinar quais jogos os
agentes estdo, de fato, jogando -, entdo a mera presenga de um executor externo
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(OTAN?) n&o teria mudado o jogo, apesar da anélise de Hobbes, uma vez que o
executor ndo poderia ter ameagado nenhum dos lados com nada pior do que o
que cada um temia do outro. O que era necessario era uma recalibragéo da
avaliagdo de interesses, o que (discutivelmente) aconteceu na lugoslavia quando
0 exército croata comegou a vencer decisivamente, a tal ponto que os sérvios da
Bdsnia decidiram que seu interesse proprio/de grupo seria melhor atendido com a
chegada das forgas de paz da OTAN. O genocidio ruandés também terminou com
uma solugdo militar; nesse caso, a vitéria Tutsi. (Mas isso se tornou a semente
para a guerra internacional mais mortal da Terra desde 1945, a Guerra do Congo
de 1998-2006.)

Obviamente, n&o é o caso que a maior parte dos jogos repetidos levam a
desastres. A base biolégica da amizade em pessoas e outros animais &,
parcialmente, uma funcdo da légica de jogos repetidos. A importancia de
recompensas alcancaveis via cooperagdo em jogos futuros leva aqueles que
esperam interagir neles a serem menos egoistas do que a tentagdo encorajaria
em jogos presentes.O fato de que tal equilibrio se torna estavel por meio de
aprendizagem da aos amigos o carater logico de investimentos acumulados, que
a maior parte das pessoas sente um grande prazer em sentimentalizar. Além
disso, cultivar interesses e sentimentos compartilhados fornece redes de pontos
focais ao redor dos quais a coordenagéo pode ser progressivamente facilitada.

5. Raciocinio em Equipe e Jogos Condicionais

Seguindo a introdugdo de Lewis (1969) de jogos de coordenagdo na
literatura filosdfica, a filosofa Margaret Gilbert (1989) argumentou, contra Lewis,
que a teoria dos jogos € o tipo errado de técnica analitica para se pensar sobre as
convengdes humanas. Dentre outros problemas, ela é muito “individualista”, ao
passo que as convengdes sdo essencialmente fendmenos sociais.  Mais
diretamente, ela afirmou que as convengdes nao sdo meramente produtos de
decisOes de muitas pessoas individuais, como poderia ser sugerido por um teérico
que modelou convengdo como um equilibrio de um jogo de n-pessoas em que
cada jogador era uma Unica pessoa. Preocupagdes semelhantes acerca dos
fundamentos alegadamente individualistas da teoria dos jogos foram repetidos
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pelo filésofo Martin Hollis (1998) e pelos economistas Robert Sugden (1993, 2000,
2003) e Michael Bacharach (2006). Em particular, isso motivou Bacharach a
propor uma teoria do raciocinio em equipe, que foi completada por Sugden,
juntamente com Nathalie Gold, ap6s a morte de Bacharach. Essa teoria é central
para a correta apreciagdo do valor de uma grande extensao recente a teoria dos
jogos, a teoria dos jogos condicionais de de Wynn Stirling (2012).

Considere novamente a verséo de lance Unico do Dilema do Prisioneiro
como discutida na Se¢ao 2.4 e apresentada, com uma matriz invertida para facilitar
a discussao posterior, como se segue:

C| D
I C|22|0,3
D |30 | 11

(C é a estratégia de cooperar com o oponente (isto €, se recusar a confessar) e D
é a estratégia de defeccdo com o oponente (isto &, confessar)). Muitas pessoas
acham incrivel quando um teorico dos jogos Ihes diz que nesse jogo os jogadores
designados com o honorifico “racional” devem escolher de tal modo a produzir o
resultado (D, D). A explicagdo parece requerer apelo a formas muito fortes de
individualismo tanto descritivo quanto normativo.  Afinal de contas, se os
jogadores atrelassem um valor maior ao bem social (para a sua sociedade de
ladrdes e com duas pessoas) do que ao seu bem-estar individual, eles poderiam
se sair melhor individualmente também; a “racionalidade” jogo-tedrica, objeta-se,
produz um comportamento que é perverso mesmo do ponto de vista da
otimizag&o individual. Alguém poderia argumentar que os jogadores prejudicam
seu proprio bem-estar porque eles se recusam, obstinadamente, a prestar
qualquer atencdo ao contexto social de suas escolhas. Sugden (1993) parece ter
sido o primeiro a sugerir que 0s jogadores que merecem verdadeiramente ser
chamados de “racionais”, incluindo-se aqueles nao-altruistas, iriam raciocinar
como um grupo na versao de lance unico do DP, isto é, cada um chegaria as
suas escolhas de estratégias se perguntando “O que é o melhor para nés?” em
vez de “O que é o melhor para mim?”.

Binmore (1994) argumenta vigorosamente que essa linha de criticismo
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confunde a teoria dos jogos enquanto matematica com questbes sobre quais
modelos jogo-tedricos séo mais aplicaveis comumente as situagdes em que as
pessoas se encontram. Se os jogadores valorizam a utilidade de uma equipe da
qual fazem parte acima de seus interesses mais estritamente individualistas,
entdo isso deve ser representado nas recompensas associadas com um modelo
jogo-tedrico de suas escolhas. Na situagdo modelada acima como um DP, se a
preocupagao dos dois jogadores pela “equipe” forem fortes o suficiente para
induzir uma mudanga nas estratégias de D para C, entdo as recompensas na
célula superior esquerda (interpretada cardinalmente) teria de ser aumentada
para pelo menos 3. (Em 3, os jogadores seriam indiferentes quanto a cooperar ou
a abandonar o acordo.) Portanto, obtemos a seguinte transformag&o do jogo:

C| D
I C|44|0,3
D|30] 11

Esse n&o é mais um DP; é um jogo da confianga, que tem dois EN em
(C, C) e (D, D), com o primeiro sendo Pareto superior ao Ultimo. Assim, se 0s
jogadores encontram esse equilibrio, ndo devemos dizer que jogaram estratégias
que nao sao EN em um DP. Em vez disso, devemos dizer que o DP era o modelo
errado para a situagao deles.

O que esta em questao aqui é a melhor escolha de uma convengéo para
aplicar a matematica as descri¢des empiricas. Binmore esta claramente certo, € a
maioria dos comentadores reconheceu isso, caso interpretemos as recompensas
de jogos por referéncia as fungdes de utilidade com dominio irrestritos. Essa é a
pratica standard predominante tanto em economia quanto em teoria formal da
decisdo. Por alguns anos, essa questdo foi considerada fechada na literatura
sobre o assunto. Contudo,Sugden (2018) argumenta, em um frabalho recente,
que ha razdes, independentes de consideragdes técnicas sobre quais convengdes
sS40 as mais convenientes para representar interacbes empiricas como jogos,
para evitar apelar a preferéncias em dominios irrestritos ao se analisar o
bem-estar (isto &, ao fazer economia normativa). Com base nesse argumento,
Sugden volta a usar modelos jogo-tedricos em que as recompensas estdo
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restritas a métricas objetivamente especificaveis, tal como retornos monetérios.
As questbes substanciais em economia do bem-estar sobre as quais Sugden
langa luz s&o interessantes demais para um critico recusar razoavelmente a se
engajar com elas por mera teimosia quanto a aderir a uma convengdo de
interpretagdo de representagdes de jogos. E muito cedo para avaliar se os
avancos em analises de bem-estar que Sugden busca s&o sustentaveis sob
pressao critica. Caso ndo o sejam, entdo sua motivagdo por uma convengéo
alternativa na interpretacdo de recompensas se dissolvera. Todavia, penso ser
mais provavel que um periodo de inovag&o intensiva em economia de bem-estar
esta logo & nossa frente, e que, no decurso disso, 0s economistas e outros
analistas se sentirdo confortaveis em operar duas convengdes representacionais
diferentes a depender dos contextos do problema. Se esse for, de fato, 0 nosso
futuro, entdo podemos antecipar um estagio mais adiante em que um novo
formalismo é exigido para permitir que ambas as convengdes cooperem sem
confus@o em uma Unica aplicagéo, porque os contextos de problemas tendem a
nao permanecer convenientemente isolados uns dos outros. Tais especulagdes,
no entanto, se situam bem a frente do estado atual da teoria.

Retornemos a linha do desenvolvimento da teoria que se seguiu a
acomodacdo generalizada da critica de Binmore. Os executores cientificos de
Bacharach, Sugden e Gold (em BACHARACH, 2006, p. 171-173), diferentemente
de Hollis e Sugden (1993), usam a convengéo standard para a interpretagéo de
recompensas, sob a qual os jogadores podem apenas ser modelados como
cooperando em uma versdo de lance Unico de DP se ao menos um jogador
comete um erro. (Para algumas especificacdes de erro, (C, C) poderia surgir
consistentemente com ERQ como o conceito de solugdo.) Sob essa
pressuposicdo, Bacharach, Sugden e Gold argumentam que os jogadores
humanos de jogos evitarao frequentemente elaborar situagdes de tal maneira que
uma versdo de lance unico de DP seja 0 modelo correto de suas circunstancias.
Uma situagéo que agentes “individualistas” elaborariam como um DP poderia ser
elaborada por agentes de “raciocinio em equipe” como na transformagéo do jogo
de confianga acima. Note que o bem estar da equipe poderia fazer uma diferenga
para recompensas (cardinais) sem fazer diferenca suficiente para superar a
atratividade da defecgdo unilateral. Suponha que ele as tenha aumentado para
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2.5 para cada jogador; entdo o jogo permaneceria um DP. Esse ponto é
importante, uma vez que, em experimentos em que 0s sujeitos jogam sequéncias
de DPs na vers&o de lance Unico (ndo DPs repetidos, visto que os oponentes nos
experimentos mudam de rodada para rodada), a maioria dos sujeitos comega por
cooperar, mas aprende a abandonar o acordo a medida que os experimentos
progridem. No relato de Bacharach desse fendmeno, esses sujeitos elaboraram
inicialmente o jogo como pensadores de equipe. Contudo, uma minoria dos
sujeitos o elabora como pensadores individualistas e abandonam o acordo,
tomando os lucros dos caroneiros. Desse modo, 0s pensadores de equipe
reelaboram a situagdo para se defender. Isso introduz um aspecto crucial do
relato de Bacharach. Pensadores individualistas e pensadores de equipe néo séo
considerados tipos diferentes de pessoas. Ele sustenta que as pessoas oscilam
entre acdo individualista e participacdo em agéo de equipe.
Considere agora o seguinte jogo de Coordenagao Pura:

C| D
I C|{11]0,0
D |00 |11

Podemos interpretar isso como representando uma situagdo em que os jogadores
sao estritamente individualistas, e, assim, cada um é indiferente quanto aos dois
ENde (C,C) e (D, D), ou s&o pensadores de equipe mas que ndo reconheceram que
sua equipe se da melhor caso eles se estabilizem em torno de um EN ao invés do
outro. Caso cheguem a tal reconhecimento, talvez por encontrar um ponto focal,
entdo o jogo de Coordenagdo Pura é transformado no seguinte jogo conhecido
como Hi-Lo:

t1 t2
I s1]10,10 | 0,0
s2| 00 | 11

De modo crucial, a transformagao aqui requer mais do que um mero raciocinio de
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equipe. O jogador também precisa de pontos focais para saber qual dos dois
equilibrios de Coordenagao Pura oferece a perspectiva menos arriscada para a
estabiliza¢éo social (BINMORE, 2008). Na verdade, Bacharach e seus executores
estdo interessados na relagao entre jogos de Coordenag&o Pura e jogos Hi-lo por
uma razao especial. N&o parece implicar qualquer criticismo do EN como um
conceito de solugdo que ele ndo favorega um vetor de estratégia em detrimento
de outro em um jogo de Coordenagéo Pura. Contudo, o EN também n&o favorece
a escolha de (s1,t1) em detrimento de (s2,t2) no jogo Hi-Lo apresentado acima,
porque (s2,t2) € também um EN. Nesse ponto, Bacharach e seus amigos adotam
o raciocinio filoséfico do programa de refinamento. E certo, eles se queixam, que
a “racionalidade” recomenda (s1,t1). Portanto, eles concluem, os axiomas para o
raciocinio de equipe devem ser embutidos nos fundamentos refinados da teoria
dos jogos.

N&o precisamos endossar a ideia de que conceitos de solugéo
jogo-tedricos devem ser refinados a fim de acomodar um conceito geral intuitivo
de racionalidade visando motivar o interesse na contribuicdo de Bacharach. O
tedrico dos jogos ndo-psicologico pode propor uma mudanga sutil de énfase: em
vez de se preocupar sobre se nossos modelos deveriam respeitar uma norma de
racionalidade centrada na equipe, poderiamos simplesmente apontar para as
evidéncias empiricas de que as pessoas, e talvez outros agentes, parecem
frequentemente fazer escolhas que revelam preferéncias condicionadas ao
bem-estar de grupos com os quais elas estdo associadas. Nessa medida, as suas
acbes sdo parcial ou inteiramente - e talvez aleatoriamente - identificadas com
esses grupos, €, quando as modelarmos usando fungdes de utilidade, isso
precisara ser levado em conta. Assim, poderiamos descrever melhor a teoria que
queremos como uma teoria de escolhas centradas na equipe ao invés de uma
teoria do raciocinio de equipe. Note que essa interpretacdo filosofica &
consistente com a ideia de que algumas de nossas evidéncias, talvez mesmo a
nossa melhor evidéncia, para a existéncia de escolhas centradas na equipe sejam
psicologicas. Também é consistente com a sugestdo de que 0s processos que
levam as pessoas a alternar entre agdes individualizadas e agdes centradas na
equipe sdo frequentemente ndo deliberativos ou conscientemente representados.
O ponto é simplesmente que ndo precisamos seguir Bacharach em pensar na
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teoria dos jogos como um modelo de raciocinio ou racionalidade a fim de sermos
persuadidos de que ele identificou uma lacuna que gostariamos de ter os
recursos formais para preencher.

Desse modo, as escolhas das pessoas parecem realmente revelar
preferéncias centradas na equipe? Exemplos standard, inclusive o préprio
exemplo de Bacharach, so retirados de esportes coletivos. Os membros de tais
equipes estdo sob consideravel pressdo social para escolher agbes que
maximizam as perspectivas de vitéria em detrimento de a¢des que aumentam as
suas estatisticas pessoais. O problema com esses exemplos é que eles
incorporam dificeis problemas de identificagcdo no que diz respeito a estimativa de
fungdes de utilidade; um jogador interessado estritamente em si proprio e que
quer ser popular com os fas poderia agir de maneira idéntica ao jogador centrado
na equipe. Soldados em condi¢bes de batalha fornecem exemplos mais
persuasivos. Embora tentar convencer soldados a sacrificar suas vidas em prol
dos interesses de seus paises seja frequentemente ineficaz, a maioria dos
soldados pode ser levada a cometer riscos extraordinarios na defesa de seus
companheiros ou quando os inimigos ameagam diretamente suas cidades natais
e suas familias. E facil pensar em outros tipos de equipes com as quais a maioria
das pessoas se identifica em parte ou na maior parte do tempo: grupos de
projetos, pequenas companhias, comités eleitorais politicos, sindicatos locais,
clas e lacos familiares. Teorias sociais fortemente individualistas tentam construir
tais equipes como equilibrios em jogos entre pessoas individuais, mas nenhuma
pressuposicdo embutida na teoria dos jogos (ou, nesse caso, a teoria econdmica
dominante) forga essa perspectiva (vide GUALA, 2016 para uma revisao critica de
opgdes). Em vez disso, podemos supor que as equipes sdo frequentemente
fundidas de modo exdgeno por processos psicoldgicos e institucionais complexos
inter-relacionados. Isso leva o tedrico dos jogos a se engajar em uma tarefa
matematica que consiste, ndo em modelar o raciocinio em equipe, mas, ao invés
disso, em modelar escolhas que séo condicionais a existéncia de dindmicas de
equipe.

Isso nos leva para a extensdo de Stirling (2012) a teoria dos jogos para
cobrir tais interagdes condicionais. O foco de Stirling é formalizar e derivar
condi¢bes de equilibrio para uma nogao de preferéncia de grupo que, por um
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lado, ndo seja uma mera aglomeragdo de preferéncias individuais, mas que
também, por outro, ndo pressuponha simplesmente a existéncia de uma vontade
coletiva transcendente que seja imposta aos individuos. O alvo intuitivo que
Stirling tem em mente é aquele de processos pelos quais as pessoas derivam
suas preferéncias reais parcialmente com base nas consequéncias comparativas
para 0 bem-estar de grupo de diferentes perfis possiveis de preferéncias que os
membros poderiam indiviualmente revelar. Uma restrigdo chave que Stirling
respeita é que os conceitos de solugéo da teoria (ou seja, seus equilibrios) devem
generalizar formalmente os conceitos de solugdo standard (EN, EPS, ERQ), ndo
substitui-los. A teoria condicional dos jogos deve ser uma “verdadeira” teoria dos
jogos, ndo uma “pseudo” teoria dos jogos.

Vamos desenvolver a ideia intuitiva de condicionalizagéo de preferéncia
com mais detalhes. As pessoas podem frequentemente - e talvez tipicamente -
postergar a resolucdo total de suas preferéncias até que obtenham mais
informagdes sobre as preferéncias de outros que sdo seus companheiros de
equipe atuais ou potenciais. O proprio Stirling fornece um exemplo simples
(certamente muito simples) de Keeney e Raiffa (1976), em que um fazendeiro
forma uma preferéncia clara entre diferentes condigbes climaticas para uma
compra de terra somente apos, e, em parte, a luz de, saber as preferéncias de
sua esposa. Esse pequeno experimento de pensamento € plausivel, mas néo
ideal enquanto uma ilustragao, porque ele é facilmente combinado com nogdes
vagas que poderiamos considerar sobre fusdo de a¢des no casamento ideal - e é
importante distinguir a dindmica da condicionalizagéo de preferéncias em equipes
de agentes distintos do simples colapso de agéncias individuais. Entdo vamos
construir um exemplo melhor.  Imagine um(a) presidente(a) corporativo(a)
consultando seu conselho de aversdo de risco sobre se eles deveriam levar
adiante uma perigosa e hostil tentativa publica de aquisicdo. Compare dois
procedimentos possiveis que ele(a) poderia usar: (i) ele(a) envia um e-mail com
essa ideia a cada membro do conselho uma semana antes da reunido; (i) ele(a)
propde a ideia ao conselho na prépria reunido. A maior parte das pessoas
concordara que os dois procedimentos poderiam produzir resultados diferentes, e
que a principal razdo para isso é que no procedimento (i), mas n&o no (ii), alguns
membros poderiam se fechar em opinides pessoais que eles nao teriam tempo de
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elaborar caso recebessem informagdes sobre a disposicdo uns dos outros de
desafiar o(a) presidente(a) em publico assim que ouvissem a proposta pela
primeira vez. Em ambos os procedimentos imaginados, no momento da votagéo,
ha conjuntos de preferéncias individuais a serem agregadas pelo voto. Mas é
mais provavel que algumas preferéncias no conjunto gerado pelo segundo
processo eram condicionais quanto as preferéncias de outros. Como Stirling a
define, uma preferéncia condicional de um agente é uma preferéncia influenciada
por informagdes acerca das preferéncias de outros agentes (especificados).

Uma segunda nogdo formalizada na teoria de Stirling é a de
concordancia. Ela diz respeito a extenséo de controvérsia ou discordia que um
conjunto de preferéncias, incluindo um conjunto de preferéncias condicionais,
geraria se o equilibrio entre elas fosse implementado. Membros e lideres de
equipes nem sempre querem maximizar a concordancia ao projetar todos 0s
jogos internos como jogos de Garantia ou Hi-lo (embora, de modo semelhante,
sempre quererdo eliminar DPs). Por exemplo, um gerente poderia querer
encorajar um grau de competicdo entre setores que geram lucro em uma
empresa, enquanto espera que o0s setores de gastos se identifiquem
completamente com a equipe como um todo.

Stirling define formalmente teoremas de representagao para trés tipos de
fungdes de utilidade ordenada: utilidade condicional, utilidade concordante e
utilidade concordante condicional. Elas podem ser aplicadas recursivamente, isto
é, para individuos, para equipes, e para equipes de equipes. Portanto, o nucleo
do desenvolvimento formal é a teoria que agrega preferéncias concordantes
condicionais de individuos para construir modelos de escolhas de equipe que néo
sdo impostas de modo exégeno aos membros da equipe, mas, ao invés disso,
derivam de suas varias preferéncias. Aqui, ao enunciar o procedimento de
aglomeragéo de Stirling, é Util alterar a sua terminologia, e, portanto, parafrasea-lo
ao invés de cita-lo diretamente. A razéo disso é que Stirling se refere a “grupos”
em vez de “equipes’. O trabalho inicial de Stirling na TCJ foi inteiramente
independente do trabalho de Bacharach, de modo que néo foi configurado dentro
do contexto do raciocinio de equipe (ou 0 que poderiamos reinterpretar como
escolhas centradas na equipe). No entanto, as ideias Bacharach fornecem um
cenario natural no qual enquadrar a conquista técnica de Stirling enquanto um
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enriquecimento da aplicabilidade da teoria dos jogos na ciéncia social (vide
HOFMEYR; ROSS, 2019). Assim, podemos parafrasear suas cinco restricdes a
aglomeragao como se segue:

1. Condicionamento: A ordem de preferéncia de um companheiro de equipe
pode ser influenciada pelas preferéncias dos outros membros da equipe,
ou seja, pode ser condicional. (A influéncia pode ser marcada como zero,
e, nesse caso, a ordem de preferéncia condicional colapsa na ordem de
preferéncia categorial para a TPR standard.)

2. Endogenia: Uma ordenacdo concordante para uma equipe deve ser
determinada por interagdes sociais de suas subequipes. (Essa condi¢do
garante que as preferéncias da equipe ndo sdo simplesmente impostas as
preferéncias individuais.)

3. Aciclicidade: As relagdes de influéncia social ndo s&o reciprocas. (Isso
provavelmente parecera uma restricdo estranha a primeira vista:
certamente, a maioria das relagdes de influéncia social sdo reciprocas
entre pessoas de qualquer nivel. No entanto, como notado anteriormente,
precisamos manter a preferéncia condicional distinta da fusdo de agente, e
essa condi¢do ajuda a fazer isso. Mais importante, enquanto questdo de
matematica, ela permite que as equipes sejam representadas por grafos
diretos. A condigdo ndo é tdo restritiva a respeito da flexibilidade de
modelagem, como alguém poderia pensar a principio, por duas razées.
Primeiramente, ela s6 nos impede de representar um agente j influenciado
por um outro agente i de influencia-lo diretamente. Somos livres para
representar j influenciando k, que, por sua vez, influencia i. Em segundo
lugar, e mais importante, a luz da restricdo de intercambialidade (abaixo), a
aglomeragao é insensivel a ordenacdo de pares de jogadores entre os
quais existe uma relacéo de influéncia social.)

4. Intercambialidade: As ordenagdes de preferéncia concordante s&o
invariantes sob transformagdes representacionais equivalentes em relagao
as informagdes sobre preferéncias condicionais.

5. Monotonicidade: Se uma subequipe prefere a alternativa de escolha A ao
invés de B, e todas as outras subequipes séo indiferentes quanto a A e B,
entdo a equipe n&o prefere B ao invés de A.
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Sob essas restrigdes, Stirling prova um teorema da aglomeragéo que se segue de
um resultado geral para atualizar a utilidade a luz de novas informagdes que foi
desenvolvido por Abbas (2003). Cada membro individual da equipe calcula a
preferéncia da equipe agregando preferéncia concordantes condicionais. O
analista aplica entdo a marginalizagdo. Sejam X" uma equipe €
X™ = {Xj1, .., Xjm} € X* = {X;1, ..., X1} subequipes disjuntas de Xn.
A utilidade concordante marginal de X em relagéo a subequipe {X™, X*}
é obtida pelo somatério de .A*, produzindo

UZEm (am) = Z Ul’mi‘k (amv ak’)

aE

e a utilidade marginal do membro da equipe individual X; é dada por

Ux'm (Oém) = Z an(ala (A an)

~a;

onde a notagéo Zwai significa que a soma é de todos os argumentos com
excecdo de a; (STIRLING, 2012, p. 62). Essa operacdo produz as preferéncias
nao-condicionais de individuos 7 ex post - isto é, atualizados a luz de suas
preferéncias concordantes condicionais e informagdes a que séo condicionadas,
nomeadamente, as preferéncias concordantes condicionais da equipe. Uma vez
que todas as preferéncias ex post de agentes tenham sido computadas, os jogos
resultantes podem ser resolvidos via analise standard.

A construcao de Stirling é, como ele diz, uma verdadeira generalizagdo
da teoria da utilidade standard de modo a tornar a utilidade ndo-condicionada
(“‘categdrica”) um caso especial. Ela fornece uma base para a formalizagéo de
utilidade de equipe, que pode ser comparada com qualquer uma das seguintes: a
utilidade categérica pré-condicionada de um individuo ou subequipe; a utilidade
condicional de um individuo ou subequipe; ou a utilidade concordante condicional
de um individuo ou subequipe. Uma vez que todas as preferéncias individuais em
um problema de escolha da equipe tenham sido marginalizadas, as analises EN,
EPS ou ERQ podem ser propostas como solugdes para o problema desde que
haja informagéo total sobre influéncias sociais.  Situagdes de informacdes
incompletas podem ser resolvidas usando-se os equilibrios Byes-Nash ou
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sequencial.

Caso o leitor tenha se esforgado para seguir o ponto geral das
construcdes técnicas acima, podemos resumir a conquista da teoria condicional
dos jogos (TCJ) de maneira sofisticada como se segue. A TCJ modela a
propagacdo de fluxos de influéncia pela aplicagéo da sintaxe formal da teoria da
probabilidade (por meio da operagdo de marginalizagao) a teoria dos jogos, € pela
construgéo de representagdes teoricas em grafos. Uma preferéncia pode surgir
na medida em que a influéncia social se propaga por meio de um grupo € os
jogadores modulam suas preferéncias com base nas preferéncias de outros
jogadores. Preferéncias de grupo nédo s&o uma base direta para a agéo, mas
encapsulam um modelo social ao incorporar as relagdes € interdependéncias
entre os agentes. A TCJ nos mostra como derivar uma ordenagéo coordenada
para um grupo que combina as preferéncias condicionais e categéricas de seus
membros de maneira muito semelhante & maneira como, na teoria da
probabilidade, a probabilidade conjunta de um evento é determinada por
probabilidades condicionais € marginais. Desse modo, assim como a aplicagéo
convencional da sintaxe de probabilidade & um meio de expressar a incerteza
epistemoldgica do agente cognitivo a respeito da crenga, estender essa sintaxe a
teoria dos jogos nos permite representar a incerteza pratica de um agente a
respeito da preferéncia.

Se esse fosse o fim da histéria, a TCJ seria um pouco mais do que um
mecanismo de pré-processamento para identificar jogos standard. A verdadeira
inovacdo esta em representar a influéncia de consideragdes de concordancia na
determinagdo de equilibrio. O modelo social pode ser usado para gerar uma
definicho operacional de preferéncia de grupo, e para definir escolhas
verdadeiramente coordenadas. N&o ha nenhuma pressuposicao de que grupos
necessariamente otimizem suas preferéncias ou de que agente individuais
coordenem as suas escolhas. O ponto € meramente que podemos representar
formalmente condicdes sob as quais agentes em jogos podem fazer o que
pessoas reais frequentemente parecem fazer. adaptar e estabelecer suas
preferéncias individuais a luz tanto do que os outros preferem quanto do que
promove estabilidade e eficiéncia de um grupo. A acdo de equipe é assim
incorporado a teoria dos jogos ao invés de ser deixada como um constructo



366

psicoldgico exdgeno que o analista deve investigar para acelerar a construcéo de
um modelo jogo-tedrico de agentes socialmente inseridos.

Em trabalhos posteriores, Stirling (2016) estende a TCJ para incorporar
escolhas estratégicas sob incerteza. Stirling e Ross estéo atualmente envolvidos
em um projeto conjunto para aplicar a TCJ para modelar a estabilizagdo estratégica
e a manuteng&o de normas sociais no sentido de Bicchieri (2006).

6. Comprometimento

Em alguns jogos, um jogador pode melhorar seu resultado ao realizar
uma agdo que torne impossivel para ele realizar, no jogo de movimento
simultaneo correspondente, o que seria sua melhor agdo. Essas agbes séo
chamadas de comprometimentos e podem servir como alternativas aos reforgos
externos em jogos que, de outra forma, decidiriam por equilibrios Pareto
ineficientes.

Considere o seguinte exemplo hipotético (que nao é um DP). Suponha que
vocé possua um pedacgo de terra adjacente ao meu, e que eu gostaria de compra-
lo de modo a expandir meu terreno. Infelizmente, vocé ndo quer vendé-lo pelo
prego que estou disposto a pagar. Se agirmos simultaneamente - vocé anuncia
um valor de venda, e eu, de modo independente, dou ao meu corretor um valor de
oferta, ndo havera venda alguma. Eu poderia entdo tentar mudar seus incentivos
ao realizar uma jogada de abertura em que anuncio que construirei uma estagéo de
tratamento de esgoto com um cheiro putrido no meu terreno atras do seu a menos
que vocé o venda, induzindo-lhe, dessa forma, a abaixar seu preco. Ha agora
um jogo de movimento sequencial. Contudo, esse movimento ainda ndo muda
nada. Se vocé se recusar a vender mesmo diante de minha ameaga, entéo néo é
do meu interesse concretiza-la, porque estarei provocando dano em mim mesmo
ao provocar dano em vocé. Como vocé sabe disso, vocé deve ignorar a minha
ameaca. Minha ameaga né&o é crivel, € um caso de conversa fiada.

Todavia, eu poderia tornar minha ameaga crivel ao me comprometer
com ela. Por exemplo, eu poderia assinar um contrato com alguns fazendeiros
com a promessa de supri-los com dejetos tratados (fertilizantes) da minha
estacdo, mas incluir uma clausula de rescisdo no contrato, livrando-me da minha
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obrigag@o somente caso eu possa dobrar o tamanho do meu terreno e coloca-lo
para algum outro uso. Agora, a minha ameaga é crivel: se vocé ndo vender seu
terreno, eu estou comprometido a construir uma estacio de tratamento de esgoto.
Como vocé sabe disso, vocé tem agora um incentivo para me vender sua terra a
fim de escapar de sua ruina.

Esse tipo de caso expde uma de muitas diferengas fundamentais entre a
l6gica da maximizagdo ndo-paramétrica € da maximizagdo paramétrica. Em
situagdes paramétricas, um agente nunca pode ficar pior por ter mais opgdes.
(Mesmo se uma opg¢ao nova seja pior do que as opgdes com as quais comegou,
ele pode simplesmente ignora-la.) No entanto, quando as circunsténcias séo
nao-paramétricas, a estratégia de um agente pode ser influenciada em favor de
outra caso as opgdes forem visivelmente restritas. O incéndio, provocado por
Cortez, de seus préprios barcos (vide Se¢do 1) é uma instancia disso, que serve
para tornar literal a metafora comum.

Outro exemplo ilustrara esse ponto, bem como ilustrara a aplicabilidade
de principios através de tipos de jogos. Para esse fim, construiremos uma
situacdo imagindria que nao é um DP - visto que apenas um jogador tem
incentivos para a defecgédo -, mas que é um dilema social na medida em que seu
EN na auséncia de comprometimento é Pareto inferior em relagao a um resultado
alcangavel com um dispositivo de comprometimento. Suponha que dois de nos
desejem cagar um raro antilope de um parque nacional a fim de vender o troféu.
Um de nos deve atrair o animal na dire¢cdo da segunda pessoa, que espera de
tocaia para atirar nele e coloca-lo em um caminhdo. Certamente, vocé promete
compartilhar os rendimentos comigo, mas a sua promessa ndo € crivel. Assim
que vocé tiver o animal, vocé ndo tem motivos para ndo leva-lo embora e
embolsar o valor total. Afinal de contas, ndo posso fazer uma queixa policial sem
ser preso também. Mas agora suponha que eu adicione o seguinte movimento de
abertura ao jogo. Antes de nossa cagada, eu coloco no caminhdo um alarme que
s6 pode ser desligado digitando um cddigo. Apenas eu sei o codigo. Se vocé
tentar ir embora sem mim, o alarme soara e nds dois seremos pegos. Sabendo
disso, vocé tem agora um incentivo para me esperar. O que € crucial aqui é que
vocé prefere que eu ligue o alarme, uma vez que isso torna mais crivel sua
promessa de compartilhar os rendimentos. Se eu ndo fizer isso, deixando sua
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promessa nao crivel, nds seremos incapazes de concordar em tentar o crime em
primeiro lugar, e nds dois perderemos nossa chance de lucrar com a venda do
troféu. Portanto, vocé se beneficia do meu impedimento de que vocé faga o que
lhe € melhor em um subjogo.

Podemos agora combinar nossa analise de DPs e dispositivos de
comprometimento na discuss@o da aplicagdo que primeiro tornou a teoria dos
jogos famosa fora da comunidade académica. O impasse nuclear entre as
superpoténcias durante a Guerra Fria foi intensamente estudado pela primeira
geracgdo de tedricos dos jogos, muitos dos quais receberam suporte financeiro
direta ou indiretamente do exército dos Estados Unidos. Poundstone (1992)
fornece uma historia relativamente “higienizada” desse envolvimento que ja se
tornou disponivel para o historiador casual que se baseia em fontes secundérias
além das reminiscéncias publicas dos teoricos. Recentemente, um estudo
histérico mais ceticamente alerta e profissional foi realizado por Amadae (2016),
que fornece contexto académico para memorias ainda mais arrepiantes de um
pioneiro da teoria dos jogos aplicada, participante no desenvolvimento da
estratégia nuclear da Guerra Fria, responsavel também pelo vazamento de
arquivos secretos do Pentagono na guerra do Vietnda, Daniel Ellsberg
(ELLSBERG, 2017). Uma histéria consistente com esses relatos mas que
estimula uma menor dilatagdo de pupila no leitor € encontrada em ERICKSON,
2015.

Na narrativa convencional, 0 impasse nuclear entre os Estados Unidos
da América (EUA) e a Unido das Republicas Socialistas Soviéticas (URSS) atribui
a seguinte politica a ambas as partes. Cada uma ameagou responder um primeiro
ataque da outra com um contra-ataque devastador. Esse par de estratégias
reciprocas, que realmente significaria no final da década de 1960 explodir o
mundo, era conhecido como “Destruicdo Mutuamente Assegurada” [Mutually
Assured Destruction ou “MAD"]. Os teoricos dos jogos naquele tempo objetaram
que MAD era realmente louca, porque armou um DP como resultado do fato de
que as ameagas reciprocas ndo eram criveis. O raciocinio por trads desse
diagndstico ocorreu como se segue. Suponha que a URSS lance um primeiro
ataque contra os EUA. Nesse ponto, o presidente americano encontra seu pais ja
destruido. Ele n&o o traz de volta a vida ao explodir o0 mundo, entao ele ndo tem
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incentivos para levar adiante sua ameaga original de retaliagdo, que
manifestadamente falha em atingir seu proposito. Uma vez que os russos podem
antecipar isso, eles devem ignorar a ameaga de retaliagdo e atacar primeiro.
Obviamente, os americanos estdo em uma posi¢do exatamente simétrica e
também devem atacar primeiro. Cada poténcia reconhece esse incentivo por
parte da outra, e entdo antecipa o ataque caso elas ndo se apressem em
impedi-lo. Isso € o que devemos esperar, pois esse é o unico EN do jogo, uma
corrida entre as duas poténcias para serem as primeiras a atacar. A implicagéo
clara disso € a destruicdo do mundo.

Essa analise causou preocupagdo e medo genuinos em ambos os lados
durante a Guerra Fria, e tem a fama de ter produzido algumas tentativas extremas
de produzir dispositivos de comprometimento. Algumas anedotas, por exemplo,
contam que o presidente Nixon fez a CIA tentar convencer os russos de que ele
era insano ou se encontrava frequentemente bébado, assim eles acreditariam que
ele langaria um ataque retalhador mesmo quando nao seria mais de seu interesse
fazé-lo. Similarmente, alega-se por vezes que a KGB soviética, durante os Ultimos
anos de Brejnev, fabricou relatérios médicos exagerando a extenséo de sua
senilidade tendo o mesmo objetivo em mente. Mesmo se essas histérias nédo
forem reais, a sua persistente circulagdo indica compreensdo da légica de
comprometimento estratégico. Em Ultima analise, a simetria estratégica que
preocupou os analistas do Pentadgono era complicada e talvez quebrada por
mudangas nas taticas de implementagao de misseis americanos. Eles equiparam
uma frota mundial de submarinos com misseis suficientes para langarem sozinhos
um contra-ataque devastador. Isso tornou a confiabilidade das redes de
comunicagdes militares dos EUA menos direta, e, ao fazerem isso, introduziram
um elemento de incerteza estrategicamente relevante. O presidente dos EUA
provavelmente poderia estar menos certo de ser capaz de alcangar os
submarinos e cancelar suas ordens de atacar se as perspectivas de sobrevivéncia
americana tivessem se tornado desesperangosas. Obviamente, o valor disso na
quebra da simetria dependia dos russos estarem cientes desse problema
potencial. No classico filme de Stanley Kubrick, Dr. Fantastico, o mundo é
destruido por acidente porque os russos construiram uma maquina do juizo final
que aciona automaticamente um ataque retaliador independentemente da
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determinacdo de seu lider em seguir até o fim a ameaca implicita de MAD, mas
entdo a mantém em segredo. Como resultado, quando um coronel americano
inequivocamente louco langa misseis contra a Russia por conta prépria, e 0
presidente americano tenta convencer sua contraparte soviética de que o ataque
foi néo-intencional, o primeiro ministro russo lhe conta timidamente sobre a
maquina do juizo final. Agora, os dois lideres ndo podem fazem nada a néo ser
assistir, pesarosos, enquanto o mundo é explodido gragas a um erro jogo-tedrico.

Esse exemplo do impasse da Guerra Fria, embora famoso e de
importéncia consideravel na histéria da teoria dos jogos e da sua recepgéo
publica, baseou-se entdo em analises que ndo eram muito sutis. Em primeiro
lugar, os teoricos dos jogos militares estavam quase certamente enganados na
medida em que modelaram a Guerra Fria em uma vers&o de lance Unico do DP.
Por um lado, o jogo de equilibrio nuclear estava emaranhado em jogos maiores,
jogos de poder global de grande complexidade. Por outro, esté longe de ser claro
que, para qualquer uma das super poténcias, aniquilar a outra e evitar a
autoaniquilagao era, de fato, o resultado mais bem classificado. Caso ndo o
fosse, em qualquer um ou em ambos os lados, entdo o jogo ndo era um DP. Um
cinico poderia sugerir que os pesquisadores do setor de operagdes de ambos 0s
lados estavam jogando uma estratégia astuta em um jogo sobre financiamento,
um jogo que envolvia a cooperagdo mutua a fim de convencer seus respectivos
politicos a alocar mais recursos para armas.

Em circunstancias mais mundanas, a maioria das pessoas explora o
ubiquo dispositivo de comprometimento que Adam Smith tornou a peca central de
sua teoria da ordem social hd muito tempo: para as pessoas, 0 valor de suas
préprias reputagdes. Mesmo que eu seja avarento, posso desejar fazer com que
as pessoas pensem que eu seja generoso ao oferecer gorjetas em restaurantes,
inclusive em restaurantes em que nunca mais pretendo comer. Quanto mais eu
faco esse tipo de coisa, mais invisto em uma reputagdo valorosa que eu poderia
danificar gravemente por meio de um Unico ato de &bvia, e observada,
mesquinhez. Assim, a minha reputacdo duramente conquistada de generosidade
funciona como um mecanismo de comprometimento em jogos especificos,
reforgando, ele mesmo, um reinvestimento continuado. Com o tempo, a minha
benevoléncia pode se tornar habitual, e, consequentemente, insensivel a
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variagdes circunstanciais, ao ponto em que um analista ndo possui nenhuma
justificagdo empirica restante para continuar a me modelar como tendo uma
preferéncia pela avareza. Ha uma boa parcela de evidéncias de que a
hiper-sociabilidade dos seres humanos € apoiada por disposi¢des bioldgicas
evoluidas (encontradas na maioria das pessoas, mas nao em todas) em sofrer
emocionalmente por fofocas negativas e por ter medo dessas fofocas. As
pessoas sao também naturalmente dispostas a gostar de fofocar, o que significa
que punir os outros por espalhar as noticias quando seus dispositivos de
compromisso falham é uma forma de policiamento social que elas alegremente
assumem, além de ndo acharem custoso. Uma boa caracteristica dessa forma de
puni¢do € que ela pode ser removida sem deixar danos de longo prazo naquele
que foi punido, diferentemente de (digamos) bater em pessoas com pedagos de
pau. Essa € uma propriedade feliz de um dispositivo que tem como seu objetivo a
manutencdo de incentivos para contribuir para projetos sociais em conjunto; a
colaboragdo €, geralmente, mais frutifera com companheiros de equipe cujos
0ss0s ndo estejam quebrados. Assim, convengbes de perdao desempenham
também um papel estratégico nesse elegante mecanismo de comprometimento
que a selegdo natural construiu para nés. Finalmente, as normas s&o
expectativas matuas culturalmente evoluidas em um grupo de pessoas (ou,
talvez, em alguns outros animais sociais inteligentes) que possui a propriedade
adicional de que individuos que as violam podem punir a si mesmos se sentindo
culpados ou envergonhados. Assim, eles podem frequentemente realizar agdes
cooperativas contra seus préprios e limitados interesses, mesmo quando ninguém
mais esta prestando atencdo. As historias religiosas, ou as filoséficas envolvendo
uma “racionalidade” moral kantiana, s&o especialmente propensas a serem
contadas como explicagdo de normas porque a base jogo-tedrica subjacente néo
ocorre as pessoas, e as normas em questdo podem funcionar mais efetivamente
por essa mesma razao.

Embora as assim chamadas “emogdes morais” sejam extremamente
Uteis para manter comprometimentos, elas ndo sdo necessarias para tanto.
Instituicdes humanas maiores sdo, de modo notdrio, altamente obtusas em
questdes morais; contudo, o comprometimento é comumente crucial as suas
ldgicas funcionais. Por exemplo, um governo tentado a negociar com terroristas
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para assegurar a liberagdo de reféns em uma ocasido particular pode se
comprometer com uma estratégia ‘linha dura” para manter uma reputagao de
firmeza visando reduzir os incentivos dos terroristas em realizar futuros ataques.
Um diferente tipo de exemplo é oferecido pela companhia aérea australiana
Qantas. A Qantas nunca tinha sofrido um acidente fatal, e por um tempo (até ela
ter sofrido alguns acidentes n&o-fatais embaragosos para o0s quais,
provavelmente, temia chamar a atengao) fez muito uso disso em sua propaganda.
Isso significa que seus avides eram, provavelmente, mais seguros do que a
média pelo menos durante aquele periodo, ainda que a vantagem inicial fosse
meramente um pouco de boa sorte estatistica, porque o valor de sua capacidade
para reivindicar um registro perfeito aumentava a medida que isso durava, e
assim deu a companhia aérea incentivos continuos para incorrer em maiores
custos a fim de garantir a seguranga. Ela provavelmente ainda possui incentivos
para tomar um cuidado extra para evitar que o seu registro de fatalidades
ultrapasse a linha de reputagao magica entre 0 e 1.

Certas condigbes tém de ser cumpridas se os efeitos de reputagao
devem subscrever o compromisso. A reputagdo de uma pessoa pode ter um valor
permanente em uma série de jogos que ela jogar, mas, nesse caso, sua
preocupacgao pelo valor da reputagdo deve ser levada em consideracdo nas
recompensas em que se determina cada jogo especifico em que ela entra. A
reputacdo pode ser construida por meio de jogadas apenas no caso de um jogo
repetido. Entao, o valor da reputagéo deve ser maior para o seu cultivador do que
o valor de sacrifica-la em qualquer rodada particular do jogo repetido. Assim, 0s
jogadores podem estabelecer um comprometimento reduzindo o valor de cada
rodada de modo que a tentagdo para quebrar 0 acordo em qualquer uma delas
nunca seja alta o suficiente para constituir uma tentagéo de dificil resisténcia. Por
exemplo, as partes de um contrato podem mudar as suas obrigagcbes com
pequenos incrementos para reduzir os incentivos em ambos os lados para voltar
atras. Assim, empreiteiros em projetos de construgdo podem ser pagos em
parcelas semanais ou mensais. Similarmente, o Fundo Monetéario Internacional
frequentemente concede empréstimos para governos em pequenas parcelas,
reduzindo, desse modo, os incentivos dos governos em violar condicbes de
empréstimos uma vez que o dinheiro esteja em maos; na verdade, os governos
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podem preferir tais arranjos com o objetivo de remover a presséo politica interna
para 0 uso desviante do dinheiro. Obviamente, todos nés estamos familiarizados
com casos em que a recompensa de uma defec¢do em uma rodada atual se torna
muito alta relativamente ao valor de longo prazo de reputagédo para a cooperagéo
futura e ficamos sabendo que o tesoureiro da sociedade fugiu durante a noite com
os fundos. O comprometimento por meio da preocupagéo pela reputagdo é o
cimento da sociedade, mas qualquer agente com tal liga natural estara longe de
ser perfeitamente eficaz.

7. Teoria Evolutiva dos Jogos

Gintis (2009a, 2009b) se sente justificado em afirmar que “a teoria dos
jogos & uma linguagem universal para a unificacdo das ciéncias
comportamentais.” Existem bons exemplos desse trabalho unificador. Binmore
(1998, 2005a) modela a histdria social como uma série de convergéncias em
equilibrios cada vez mais eficientes em jogos de transagdo comumente
encontrados, interrompida por episodios em que algumas pessoas tentam se
mover para um novo equilibrio afastando-se de caminhos de equilibrios estaveis,
0 que resulta em catastrofes periddicas. (Por exemplo, Stalin tentou mudar sua
sociedade para um conjunto de equilibrio em que as pessoas se preocupavam
mais com o futuro poder industrial, militar e politico de seu Estado do que com
suas proprias vidas. Ele ndo foi bem sucedido; mas seus esforgos certamente
criaram uma situagdo em que, por algumas décadas, muitos soviéticos davam
muito menos importancia a vida de outras pessoas do que o usual.) Uma
perspectiva jogo-tedrica parece, de fato, amplamente util para compreender
fendmenos nas ciéncias sociais. Na Segdo 4, por exemplo, consideramos o
reconhecimento de Lewis de que cada lingua humana equivale a uma rede de
equilibrios de Nash em jogos de coordenagdo em torno da transmisséo de
informac&o.

Dada a época de seu trabalho, Lewis restringiu sua ateng&o a teoria dos
jogos estdtica, em que os agentes sdo modelados como escolhendo
deliberadamente estratégias dadas as fungbes de utilidade fixas de modo
exogeno. Como um resultado dessa restricdo, a sua explicagdo incitou alguns
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filbsofos a fazer uma busca equivocada por uma teoria analitica geral da
racionalidade de convengdes (como notado por Bickhard (2008)). Embora
Binmore tenha criticado esse foco repetidamente ao longo de uma valorosa
carreira de contribuicdes (vide a bibliografia deste capitulo para uma selec¢do),
Gintis (2009a) recentemente isolou o problema subjacente com uma claridade e
uma tenacidade particulares. O EN e o EPS s&o conceitos frageis de solugdes
quando aplicados a mecanismos computacionais naturalmente evoluidos como
cérebros animais (incluindo humanos). Como vimos na Segdo 3, em jogos de
coordenacdo (e outros) com multiplos EN, o que é economicamente racional para
um jogador fazer é altamente sensivel aos estados de aprendizagem de outros
jogadores. Em geral, quando os jogadores se encontram em jogos em que eles
nao possuem estratégias estritamente dominantes, eles s6 tém incentivos
descomplicados para jogar estratégias EN ou EPS na medida em que pode ser
esperado que outros jogadores encontrem suas estratégias EN ou EPS. Pode-se
racionalmente esperar que uma teoria geral da racionalidade estratégica, do tipo
que os filésofos tém buscado, cubra as contingéncias resultantes? Recorrer aos
principios bayesianos de raciocinio, como revimos na Seg¢ado 3.1, € o caminho
standard para tentar incorporar tal incerteza em teorias da decis@o racional e
estratégica. Contudo, como Binmore (2009) argumenta seguindo o exemplo de
Savage (1954), principios bayesianos s&o plausiveis somente como principios
da racionalidade nos assim chamados “mundos pequenos’, isto &, ambientes em
que distribuigbes de risco sdo quantificadas em um conjunto de parémetros
conhecidos e enumeraveis, como na solugao do nosso jogo de atravessar o rio da
Secao 3. A ideia de que a regra de Bayes diz aos jogadores como “ser racional” é
um tanto implausivel em mundos grandes, nos quais fun¢bes de utilidade,
conjuntos de estratégias e estrutura informacional séo dificeis de estimar e estéo
sujeitas a mudancga por influéncias exdgenas contingentes. Mas entéo por que
devemos esperar que 0s jogadores escolham estratégias EN, EPS ou de
equilibrio sequencial em uma ampla variedade de interagdes sociais?

Como Binmore (2009) e Gintis (2009a) enfatizam, se a teoria dos jogos
deve ser usada para modelar comportamentos reais e naturais e a sua histéria, do
lado de fora dos cenérios de mundos pequenos em que microeconomistas (mas
nao macroeconomistas, cientistas politicos, socidlogos ou filosofos da ciéncia)



375

transitam, ento precisamos de alguma explica¢do sobre 0 que seria atrativo nos
equilibrios em jogos, mesmo quando nenhuma analise pode identifica-los ao
domar toda a incerteza de tal modo que ela possa ser representada como puro
risco. Para fazer referéncia novamente ao tdpico de Lewis, quando a linguagem
humana se desenvolveu, ndo havia nenhum arbitro externo para se preocupar
com e providenciar uma eficiéncia de Pareto fornecendo pontos focais para
coordenagdo. Ainda assim, de alguma forma as pessoas em geral concordaram
em usar dentro de comunidades linguisticas as mesmas palavras e construcdes
para dizer coisas similares. Parece improvavel que qualquer escolha explicita e
deliberada de estratégia por parte de alguém tenha desempenhado um papel
nesses processos. No entanto, a teoria dos jogos acabou fornecendo conceitos
essenciais para compreender a estabilizacdo de linguagens. Esse é um ponto
marcante que apoia fortemente o otimismo de Gintis acerca do alcance da teoria
dos jogos. Para compreendé-lo, devemos voltar a nossa atengdo para jogos
evolutivos.

A teoria dos jogos tem sido aplicada proveitosamente na biologia
evolutiva, em que espécies e/ou genes sdo tratados como jogadores, desde o
trabalho pioneiro de Maynard Smith (1982) e seus colaboradores. A teoria
evolutiva (ou dindmica) dos jogos constitui agora uma nova e significativa
extensdo matematica aplicavel a muitos cenarios além do biolégico. Skyrms
(1996) usa a teoria evolutiva dos jogos para tentar responder a questfes que
Lewis n3o pode nem mesmo formular sobre as condi¢bes sob as quais a
linguagem, os conceitos de justica, a nogdo de propriedade privada e outros
fendmenos gerais que interessam ao filésofos seriam suscetiveis de surgir. O que
é novo acerca da teoria evolutiva dos jogos é que os movimentos ndo s&o
escolhidos por meio de deliberagdo de agentes individuais. Em vez disso, 0s
agentes sdo comumente geneticamente programados para estratégias
particulares, e 0 sucesso de uma estratégia é definido em termos do nimero de
copias de si mesma que ela deixara para jogar nos jogos de sucessivas geragoes,
dada uma populagdo em que outras estratégias com as quais ela interage séo
distribuidas em frequéncias particulares. Nesse tipo de cenario, as proprias
estratégias sdo os jogadores, e os individuos que desempenham essas
estratégias sdo seus meros executores, que recebem os custos e beneficios
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imediatos associados aos resultados.

A discussdo aqui seguira de perto a de Skyrms. Comegaremos por
introduzir a dindmica do replicador. Primeiramente, considere como a sele¢ao
natural funciona para alterar linhagens de animais, modificando, criando e
destruindo espécies. O mecanismo basico é a reprodugao diferencial. Qualquer
animal com caracteristicas hereditarias que aumenta seu nimero esperado de
descendentes em um dado ambiente tenderd a deixar mais descendentes do
que outros, desde que o ambiente permanega relativamente estavel. Esses
descendentes serdo mais propensos a herdar as caracteristicas em questao.
Portanto, a proporgdo dessas caracteristicas na populagdo aumentara
gradualmente a medida que as geragbes passam. Algumas dessas
caracteristicas podem ser fixadas, isto €, eventualmente tomar conta de toda a
populagao (até que 0 ambiente mude).

Como a teoria dos jogos entra nisso? Frequentemente, um dos mais
importantes aspectos do ambiente de um organismo sera o das tendéncias
comportamentais de outros organismos. Podemos pensar em cada linhagem
como “tentando” maximizar sua aptiddo reprodutiva (= frequéncias futuras de
suas estruturas genéticas caracteristicas) por meio da descoberta de estratégias
que séo otimizadas, dadas as estratégias de outras linhagens. Portanto, a teoria
evolutiva é outro dominio de aplicagéo para a analise ndo-paramétrica.

Na teoria evolutiva dos jogos, ndo pensamos mais em individuos como
escolhendo estratégias a medida que se movem de um jogo para outro. A razéo
disso & que os nossos interesses sdo diferentes. Estamos mais preocupados
agora com a descoberta de quais equilibrios sdo estaveis, e como eles mudam
com o tempo, do que em encontrar o equilibrio em jogos singulares. Portanto,
modelamos agora as proprias estratégias como jogando umas contra as outras.
Uma estratégia € “melhor” do que outra se for mais provavel que deixe mais
copias de si mesma na proxima geragao, quando o jogo sera jogado novamente.
Estudamos as mudangas em distribuicdo de estratégias na populagao a medida
que 0 jogo se desenrola.

Para a teoria evolutiva dos jogos, introduzimos um novo conceito de
equilibrio, gragas a Maynard Smith (1982). Um conjunto de estratégias, em
alguma proporg&o particular (por exemplo, 1/3:2/3, 1/2:1/2, 1/9:8/9, 1/3:1/3:1/6:1/6
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- sempre somando 1), estd em um equilibrio de EEE (Estratégia Evolutiva
Estavel) somente no caso em que (1) nenhum individuo jogando uma estratégia
poderia aprimorar sua aptiddo reprodutiva trocando para uma das outras
estratégias na proporgdo, € (2) nenhum mutante jogando uma estratégia
completamente diferente poderia se estabelecer na (“invadir a”) populagéo.

Os principios da teoria evolutiva dos jogos sé@o melhor explicados através
de exemplos. Skyrms comega por investigar as condi¢des sob as quais um senso
de justi¢a - compreendido, para propésitos de sua andlise especifica, como uma
disposicdo para ver divisdes iguais de recursos como justas a ndo ser que
consideracbes de eficiéncia em casos especiais sugiram o contrario - poderia
surgir. Ele nos pede para considerar uma populagdo em que os individuos se
encontrem regularmente e devem negociar recursos. Comece com trés tipos de
individuos:

a. Justos sempre demandam exatamente a metade dos recursos.

b. Gananciosos sempre demandam mais da metade dos recursos.
Quando um ganancioso encontra outro ganancioso, eles desperdicam o0s
recursos lutando entre si para obter esses recursos.

c. Modestos sempre demandam menos da metade dos recursos.
Quando um modesto encontra outro modesto, eles pegam menos do que o total
dos recursos disponiveis e desperdicam alguns.

Cada encontro em que as demandas totais somam 100% € um EN
daquele jogo individual. Similarmente, pode haver muitos equilibrios dindmicos.
Suponha que os gananciosos demandem 2/3 dos recursos e que 0 modestos
demandem 1/3. Desse modo, dado um pareamento aleatério para interagao, as
duas proporgdes seguintes sdo EEEs:

i. Metade da populagdo é gananciosa e metade é modesta. Podemos calcular o
resultado médio aqui. O modesto ganha 1/3 dos recursos em todo encontro. O
ganancioso ganha 2/3 quando encontra um modesto, mas néo ganha nada
quando encontra outro ganancioso. Entdo, sua recompensa média é também 1/3.
Isso & uma EEE porque o justo ndo pode invadir. Quando o justo encontra um
modesto, ele recebe 1/2. Mas quando o justo encontra um ganancioso, ele néo
recebe nada. Entdo sua recompensa média € de apenas 1/4. Nenhum modesto
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tem incentivos para mudar de estratégia, nem tampouco qualquer ganancioso.
Um justo mutante, que surgisse na populacgdo, faria o pior de tudo, e entdo a
selecdo ndo encorajara a propagacao de nenhum mutante do tipo.

ii. Todos os jogadores séo justos. Todo mundo sempre recebe metade dos
recursos, e ninguém pode se sair melhor trocando de estratégia. Os gananciosos
que entram nessa populagdo encontram justos e recebem uma recompensa
média de 0. Modestos ganham 1/3 como antes, mas isso € menos do que a
recompensa do justo de 1/2.

Note que o equilibrio (i) é ineficiente, visto que a recompensa média ao
longo de toda a populagdo é menor. Contudo, assim como resultados ineficientes
podem ser EN de jogos estaticos, eles também podem ser EEES nos evolutivos.

Referimo-nos aos equilibrios em que mais de uma estratégia ocorre como
polimorfismos. Em geral, no jogo de Skyrms, qualquer polimorfismo em que o
ganancioso demanda z e o modesto demanda 1 — = é um EEE. A questdo que
interessa ao estudante da justica diz respeito a likelihood relativa com o qual esses
diferentes equilibrios surgem.

Isso depende das proporgbes de estratégias no estado populacional
original. Se a populagdo comeca com mais de um justo, entdo ha alguma
probabilidade de que os justos encontrardo um ao outro, e receberdo a
recompensa média mais alta possivel. Os modestos, por si s6, ndo inibem a
propagacao de justos: apenas 0s gananciosos o fazem. Mas 0s gananciosos, por
si s6, dependem de ter modestos por perto para serem viaveis. Entdo, quanto
mais justos existirem na populagéo relativamente aos pares de gananciosos e
modestos, melhor o justo se saira na média. Isso implica um efeito de limiar. Se a
proporcao de justos cair abaixo de 33%, entdo a tendéncia serd que eles entrem
em extingdo, porque ndo encontram uns aos outros com frequéncia suficiente. Se
a populagéo de justos subir acima de 33%, entdo a tendéncia sera que eles se
tornem fixos, porque seus ganhos extras quando encontram uns aos outros
compensa suas perdas quando encontram gananciosos. Vocé pode ver isso ao
notar que todos tém uma recompensa média de 1/3 quando cada estratégia é
adotada por 33% da populagdo. Portanto, qualquer elevagdo acima desse limiar
por parte dos justos tendera a torna-los fixos.
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Esse resultado mostra que e como, dadas certas condigdes relativamente
gerais, a justica como a definimos pode surgir dinamicamente. A nova para os fas
da justica se torna ainda melhor se introduzirmos jogadas correlacionadas.

O modelo que acabamos de considerar assume que as estratégias ndo
sdo correlacionadas, isto é, que a probabilidade com que cada estratégia
encontra toda outra estratégia € uma fungédo simples de suas relativas frequéncias
na populagéo. Agora, examinaremos 0 que acontece em nosso jogo dindmico de
divisdo de recursos quando introduzimos a correlagdo. Suponha que os justos
tenham uma pequena habilidade de distinguir e procurar outros justos como
parceiros de interacdo. Nesse caso, em média, o justos se saem melhor, e isso
deve ter o efeito de abaixar seu limiar para se tornarem fixos.

Um modelador de jogos evolutivos estuda os efeitos da correlacdo e de
outras restricdes paramétricas por meio da realizagdo de grandes simulagdes de
computador em que as estratégias competem umas com as outras, rodada ap6s
rodada, no ambiente virtual. As proporgdes iniciais de estratégias, e qualquer grau
escolhido de correlagao, podem simplesmente ser definidas no programa. Pode-se
entdo assistir as suas dindmicas se desenrolarem no tempo e medir a proporgéo
de tempo que elas permanecem em qualquer equilibrio. Essas proporcdes séo
representadas pelos tamanhos relativos das bacias de atragao para diferentes
equilibrios possiveis. Equilibrios sdo pontos de atragdo em um espago dinamico;
uma bacia de atrag&o para cada ponto desses é entdo o conjunto de pontos no
espago ao qual a populagédo convergira até o equilibrio em questao.

Ao introduzir a correlagdo nesse modelo, Skyrms, primeiramente, define
o grau de correlagdo muito pequeno em 0.1. Isso faz a bacia de atragdo para o
equilibrio (i) encolher pela metade. Quando o grau de correlagéo é definido em
0.2, a bacia polimérfica se reduz ao ponto em que a populagdo inicia um
polimorfismo. Assim, aumentos muito pequenos na correlagao produzem grandes
aumentos proporcionais na estabilidade do equilibrio em que todos
desempenham o papel do justo. Uma pequena quantia de correlagdo € uma
pressuposicao razoavel na maioria das populagdes, dado que vizinhos tendem a
interagir uns com os outros e a imitar uns aos outros (seja geneticamente ou por
causa de tendéncias em copiar deliberadamente uns aos outros), e porque
animais genética e culturalmente similares sdo mais propensos a viver em
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ambientes comuns. Desse modo, se a justica pode surgir em todos, ela tendera a
ser dominante e estavel.

Muito da filosofia politica consiste em tentativas de produzir argumentos
dedutivos normativos destinados a convencer um agente injusto de que ele tem
razdes para agir de modo justo. A analise de Skyrms sugere uma abordagem um
tanto diferente. O justo se saira melhor do que todos no jogo dindmico caso ele
realize passos ativos para preservar a correlagdo. Portanto, ha uma presséo
evolutiva para emergir tanto uma aprovagdo moral da justica quanto
instituigoes justas. A maioria das pessoas pode pensar que divisdes 50-50 séo
“justas” e que valem a pena serem mantidas por meio de recompensas e san¢oes
morais e institucionais porque somos os produtos de um jogo dindmico que
promoveu nossa tendéncia de pensar dessa maneira.

O tépico que tem recebido a maior parte da atengdo por parte de teéricos
evolutivos dos jogos é o altruismo, definido como qualquer comportamento de um
organismo que diminui sua propria aptiddo esperada em uma Unica interagdo mas
aumenta aquela do outro com quem interage. Ele é discutivelmente comum na
natureza. Mas como ele pode surgir, dada a competicdo darwiniana?

Skyrms estuda essa questdo usando a dindmica do Dilema do
Prisioneiro em seu exemplo. Trata-se simplesmente de uma série de jogos DP
jogados por uma populagéo, alguns membros da qual sdo desertores e outros séo
cooperadores. Como sempre em jogos evolutivos, as recompensas séo medidas
em termos do numero de copias esperadas de cada estratégia em geracOes
futuras.

Seja U (A)a aptiddo média da estratégia A na populagéo e U a aptidao
média da populagdo inteira. Entdo, a propor¢do da estratégia A na préxima
geragdo é apenas a razéo U(A)/U. Desse modo, se A possui uma aptiddo
maior do que a média da populagéo, entdo A aumenta. Se A possui uma aptiddo
menor do que a média da populagao, entdo A diminui.

Na dindmica do DP, em que a interagéo é aleatéria (ou seja, ndo ha
correlagdo), os desertores se saem melhor do que a média da populagéo desde
que os cooperadores estejam por perto. Isso se segue do fato de que, como
vimos na Seg¢do 2.4, a defeccdo é sempre a estratégia dominante em um Unico
jogo. Portanto, 100% de defecgéo é o EEE no jogo dindmico sem correlagéo, o
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que corresponde ao EN na versdo de lance Unico do DP estatico.

Contudo, introduzir a possibilidade de correlagdo muda radicalmente o
quadro. Precisamos agora calcular a aptiddo média de uma estratégia dada a sua
probabilidade de encontrar cada outra estratégia possivel. No DP evolutivo,
os cooperadores cujas probabilidades de encontrar outros cooperadores sao altas
se saem melhor do que os desertores cujas probabilidades de encontrar outros
desertores sdo altas. Assim, a correlacdo favorece a cooperagao.

A fim de ser capaz de dizer algo mais preciso sobre essa relagéo entre
correlagdo e cooperacdo (e a fim de ser capaz de relacionar a teoria evolutiva dos
jogos com problemas em teorias da decis&o, um assunto que esta além do escopo
deste artigo), Skyrms introduz um novo conceito técnico. Ele chama uma estratégia
de adaptativamente ratificavel caso haja uma regido ao redor do seu ponto de
fixagdo no espago dindmico tal que havera fixagdo a partir de qualquer lugar nessa
regido. Os tamanhos relativos das bacias de atragdo sao altamente sensiveis aos
mecanismos particulares pelos quais a correlagéo € alcangada. Para ilustrar esse
ponto, ele constréi varios exemplos.

Um dos modelos de Skyrms introduz a correlagdo por meio de um filtro
de pareamento para interagéo. Suponha que, na rodada 1 de um DP dindmico, os
individuos inspecionam uns aos outros e interagem, ou néo, a depender do que
eles encontram. Nas segunda rodada e nas subsequentes, todos os individuos
que n&o parearam na rodada 1 so pareados aleatoriamente. Nesse jogo, a bacia
de atracdo para desertores é grande a nao ser que haja uma alta proporgéo de
cooperadores na rodada um. Nesse caso, os desertores falham em parear na
rodada 1, entdo ficam emparelhados, principalmente uns com os outros, na
rodada 2 e levam uns aos outros a extingdo. Um modelo que é mais interessante,
porque O seu mecanismo & menos artificial, ndo permite que os individuos
escolham seus parceiros, mas exige que eles interajam com aqueles que lhes séo
préximos. Devido ao parentesco genético (ou a aprendizagem cultural por copia),
os individuos sdo mais propensos a se assemelhar aos seus vizinhos do que a
nao se assemelhar. Se essa populacdo (finita) esta ordenada em uma Unica
dimenséo (isto é, em uma linha), e ambos cooperadores e desertores séo
colocados em posicdes ao longo dela de modo aleatério, entdo nés temos as
seguintes dinamicas. Cooperadores isolados tém aptiddes esperadas menores do
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que os desertores em volta e sdo levados localmente a extingdgo. Membros de
grupos de dois cooperadores tém uma probabilidade de 50% de cada um interagir
com um desertor. Como resultado disso, as suas aptiddes médias esperadas
permanecem menores do que as de seus vizinhos desertores, e eles enfrentam
também uma provavel extingdo. Grupos de trés cooperadores formam um ponto
instavel do qual tanto a extingdo quanto a expanséo séo igualmente provaveis.
Contudo, em grupos de quatro ou mais cooperadores, € garantido ao menos um
encontro de um cooperador com outro suficiente para substituir o grupo original.
Sob essa circunstancia, os cooperadores enquanto grupo se saem melhor do que
os desertores em volta e aumentam as suas custas. Eventualmente, os
cooperadores quase se tornam fixos - mas ndo exatamente. Os desertores,
sozinhos na periferia da populacéo, atacam os cooperadores nas extremidades e
sobrevivem como pequenas “‘comunidades criminosas”. Assim, vemos que 0
altruismo néo apenas pode ser mantido pela dinédmica dos jogos evolutivos, mas,
com correlagao, podem mesmo se propagar e colonizar populagdes que nao séo
originalmente altruistas.

Desse modo, a dindmica darwiniana oferece boas novas qualificadas
para a cooperagdo. Mas note que isso ocorre apenas enquanto os individuos
estiverem presos a sua programagao natural ou cultural € ndo puderem reavaliar
suas utilidades por si mesmos. Se 0s nossos agentes ficarem muito espertos e
flexiveis, eles podem notar que estdo em DPs e que cada um se sairia melhor
caso abandonasse o acordo. Nesse caso, eles eventualmente levardo a si
mesmos a extingdo - a ndo ser que desenvolvam normas morais estaveis e
efetivas que funcionem para reforgar a cooperagdo. Mas, é claro, isso é
justamente o que esperariamos que evoluisse em popula¢des de animais cujos
niveis de aptiddo média estdo intimamente ligados as suas capacidades para uma
cooperagdo social bem sucedida.Mesmo com isso, essas populagdes seréo
extintas a menos que elas se preocupem com as geragdes futuras por alguma
razdo. Mas ndo ha nenhuma razdo nao sentimental que j& ndo pressuponha
moralidade altruistica para explicar por que os agentes deveriam se preocupar
com as geragles futuras se cada nova geracdo substitui inteiramente a anterior
em cada mudanca de associados. Por esse motivo, 0s economistas usam
modelos de “geragdes sobrepostas” quando modelam jogos de distribui¢éo
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intertemporal.  Os individuos na geracdo 1 que durardo até a geragdo 5
economizam recursos para os individuos da geragdo 3 com quem v&o querer
cooperar; na geragdo 3, os novos individuos se importam com a geracéo 6; e
assim por diante.

Gintis (2009a) argumenta que, quando nos propusemos a usar a teoria
evolutiva dos jogos para unificar as ciéncias comportamentais, deveriamos
comegar por usa-la para unificar a prépria teoria dos jogos. Afirmamos em varios
pontos neste artigo que EN e EPS s&o conceitos de solugdo problematicos em
muitas aplicagdes em que faltam regras institucionais explicitas, porque os
agentes s6 possuem incentivos para jogar EN ou EPS caso estejam confiantes de
que os outros agentes fardo o mesmo. Na medida em que os agentes ndo
possuem tal confianga - e isso, a propésito, é por si mesmo uma intuicio gragas a
teoria dos jogos -, 0 que deve ser previsto é a desordem geral e a confuséo social.
Gintis mostra em detalhes como a chave para esse problema é a existéncia do
que ele chama de um “coredgrafo”. Ele quer dizer com isso algum elemento
exogeno que informa os agentes sobre quais estratégias de equilibrio eles devem
esperar que 0s outros joguem. Como discutido na Segao 6, normas culturais séo
provavelmente os coreografos mais importantes para as pessoas. Fungdes de
utilidade interessantes que incorporam normas do tipo relevante sao estudadas
extensivamente em (BICCHIERI, 2006). Nesse contexto, Gintis mostra mais um
elemento unificador de grande importancia: se os agentes atribuem uma utilidade
positiva em seguir as sugestdes do coreografo (isto €, em serem estrategicamente
correlacionados com outros unicamente em fungéo disso), entéo, onde quer que
as recompensas potenciais concorrentes nao sobrecarreguem esse incentivo,
pode-se esperar também que os agentes estimem consistentemente prévias
bayesianas, e chegar, desse modo, aos equilibrios de crengas, como discutido na
Segdo 3.1, em jogos de informagdes imperfeitas. Finalmente, como discutido na
Secdo 5, a teoria condicional dos jogos promete fornecer os recursos para
modelar a emergéncia endogena do coreografo dentro da dinamica de jogos.

A luz disso, quando pensamos acerca do valor de modelos jogo-tedricos
aplicados ao comportamento humano fora de mercados bem estruturados, muitas
coisas dependem do que consideramos plausivel e como fontes empiricamente
validadas de incentivos das pessoas para se coordenarem umas com as outras.
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Recentemente, isso tem sido um assunto de intenso debate, o que iremos rever na
Secao 8.3 abaixo.

8. Teoria dos Jogos e Evidéncia Comportamental

Em secOes anteriores, revimos alguns problemas que surgem quando se
trata a teoria dos jogos classica (ndo-evolutiva) como uma teoria normativa que
diz as pessoas 0 que elas devem fazer caso desejem ser racionais em situacoes
estratégicas. Como vimos, a dificuldade € que néo parece haver nenhum conceito
de solucdo que possamos recomendar inequivocamente para todas as situagoes,
especialmente situagdes em que os agentes possuem informagdes privadas.
Contudo, na secéo anterior, mostramos como o apelo a fundamentos evolutivos
langa luz sobre as condi¢des sob as quais fungdes de utilidade explicitamente
elaboradas podem ser aplicadas de maneira plausivel aos grupos de pessoas, 0
que leva a modelos jogo-tedricos com solugdes plausiveis e estaveis. No entanto,
nao revisamos até entdo nenhuma evidéncia empirica real de observagdes ou
experimentos comportamentais. A teoria dos jogos tem realmente ajudado os
pesquisadores empiricos a fazerem novas descobertas sobre o comportamento
(humano ou n&o-humano)? Se sim, qual tem sido, de modo geral, o contetido
dessas descobertas?

Um problema epistémico imediato surge quando abordamos essas
questdes. Nao ha forma alguma de aplicar a teoria dos jogos “por si sd”
independentemente de outras tecnologias modeladoras.  Utilizando-se uma
terminologia standard em filosofia da ciéncia, pode-se testar um modelo
jogo-tedrico de um fenémeno somente em conjunto com “suposigdes auxiliares”
sobre o fendmeno em questdo. No minimo, isso se segue caso sejamos rigorosos
quanto a tratarmos a teoria dos jogos puramente como matematica, com nenhum
conteido empirico por si s6. Em certo sentido, uma teoria sem nenhum contetido
empirico nunca esta aberta a teste; pode-se querer saber apenas se 0s axiomas
sob as quais a teoria esta baseada sdo mutuamente consistentes. Todavia, uma
teoria matematica pode ser avaliada em relacdo a sua utilidade empirica. Um
tipo de critica filoséfica que tem sido feita & teoria dos jogos, interpretada como
uma ferramenta matematica para modelar fendmenos comportamentais, é que
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sua aplicacéo exige sempre ou frequentemente recorrer a pressuposicdes falsas,
enganadoras ou terrivelmente simplistas acerca desses fendmenos. Na medida
em que as suposicdes auxiliares variam, esperariamos que essa critica tivesse
diferentes graus de forga em diferentes contextos de aplicagao.

E assim as coisas acontecem. Nao ha nenhum dominio interessante em
que as aplicagdes da teoria dos jogos tenham sido completamente incontroversas.
Contudo, de modo geral, tem havido geralmente um consenso mais facil quanto a
como usar a teoria dos jogos (tanto classica quanto evolutiva) para compreender
0 comportamento animal ndo-humano do que quanto a como emprega-la para a
explicagdo e a previsdo das atividades estratégicas de pessoas. Permita-nos,
primeiramente, considerar brevemente problemas filoséficos e metodolégicos que
surgem em torno da aplicagéo da teoria dos jogos na biologia ndo-humana antes
de dedicarmos maior ateng&o a ciéncia social jogo-tedrica.

A modelagem jogo-tedrica menos controversa tem aplicado a forma
classica da teoria em consideracdes de estratégias por meio das quais animais
nao-humanos buscam adquirir recursos basicos relevantes para a sua competicéo
evolutiva: oportunidades de produzir descendentes propensos a se reproduzirem.
A fim de maximizar sua aptiddo esperada, os animais devem fazer escolhas
otimizadas dentre varios bens intermediarios, tais como nutricdo, seguranga
contra predadores e habilidade de superar rivais na disputa por parceiros. Pontos
de escolhas eficientes dentre esses bens podem ser frequentemente estimados
por determinadas espécies em determinadas circunstancias ambientais, e, com
base nessas estimativas, podem ser derivados equilibrios tanto paramétricos
quanto n&o-paramétricos. Modelos desse tipo possuem um impressionante
histérico na previsao e expliagdo de dados empiricos independentes a respeito de
fendmenos estratégicos como disputas por alimento, selecdo de parceiros,
nepotismo, rivalidade entre irmaos, arrebanhamento, vigilancia e sinalizagéo
coletiva contra predadores e mutualismo interespecifico (simbiose). (Para
exemplos, vide KREBS; DAVIS, 1984, BELL, 1991, DUGATKIN; REEVE, 1998,
DUKAS, 1998, e NOE; VAN HOOF; HAMMERSTEIN, 2001). Por outro lado, como
Hammerstein (2003) observa, a reciprocidade, sua exploragdo e sua
metaexploragdo s&o muito menos observadas em animais sociais ndo-humanos
do que a modelagem jogo-tedrica nos levaria a supor. Uma explicagéo disso,
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sugerida por Hammerstein, é que animais ndo-humanos tém comumente menos
habilidade para restringir seus parceiros de interagdo do que pessoas. A nossa
discussdo na se¢do anterior sobre a importéncia da correlagio para estabilizar
solugdes de jogos da suporte teorico a essa sugestao.

Por que a teoria dos jogos classica tem ajudado a prever o
comportamento de animais ndo-humanos mais diretamente do que ela o faz com
a maioria dos comportamentos humanos? Presume-se que a resposta esteja nos
diferentes niveis de complicagdo das relagdes entre suposi¢des auxiliares e
fendmenos. Ross (2005a) oferece o seguinte critério. Os problemas de
maximizacdo de utilidade e de maximizagdo de aptiddo sdo do dominio da
economia. Uma teoria econdmica identifica as unidades maximizadoras - agentes
econdmicos - com campos de preferéncia inalteraveis. A identificacdo de
individuos bioldgicos inteiros com tais agentes é mais plausivel quanto menos
sofisticado cognitivamente for o organismo. Assim, insetos (por exemplo) s&o
feitos sob medida para uma aplicagdo facil da Teoria da Preferéncia Revelada
(vide Segdo 2.1). Contudo, encontramos animais que aprendem a medida em
que os sistemas nervosos se tornam mais complexos. Aprender pode causar um
grau suficiente de modificagdo permanente nos padrdes de comportamento de um
animal a ponto de podermos preservar a identificagdo do individuo biolégico com
um Unico agente em toda a modificagdo somente sob o custo de obtermos um
vazio explicativo (porque as atribui¢des de fungbes de utilidade se tornam cada
vez mais ad hoc) . Além disso, uma complexidade cada vez maior confunde a
modelagdo simples em uma segunda dimensdo: animais cognitivamente
sofisticados ndo apenas mudam suas preferéncias com o tempo, mas também
sdo governados por processos de controle distribuido que os tornam locais de
competicdo entre agentes internos (SCHELLING, 1980; AINSLIE, 1992, 2001)
Assim, eles ndo sdo agentes econdmicos simples nem mesmo por um momento.
Ao tentar modelar o comportamento de pessoas usando qualquer parte da teoria
econdmica, inclusive teoria dos jogos, devemos reconhecer que a relagdo entre
qualquer pessoa e um agente econdmico que construimos para fins de
modelagao sera sempre mais complicada do que a simples identidade.

N&o ha nenhum ponto de passagem subito em que um animal se torna
cognitivamente sofisticado demais para ser modelado como um Unico agente
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econdmico, e, para todos os animais (inclusive humanos), ha contextos em que
podemos ignorar de maneira utl a dimensdo sincronica de complexidade.
Contudo, encontramos uma mudanca de fase em dindmica de modelagem
quando passamos de animais antissociais para animais sociais ndo-eusociais.
(Isso se refere a animais que sdo sociais mas que nao alcangam cooperagéo
gracas a mudangas fundamentais em sua genética populacional que tornam
quase clones os individuos dentro dos grupos, como é o caso das formigas,
abelhas, vespas, cupins e ratos-toupeira-pelados. Alguns exemplos conhecidos
Sa0 papagaios, corvideos, morcegos, ratos, caninos, hienas, porcos, guaxinins,
lontras, elefantes, hiracoides, cetaceos, e primatas.) No caso desses animais, a
estabilizacdo da dinamica de controle interno € parcialmente localizada fora dos
individuos, no nivel da dinédmica de grupo. Com essas criaturas, modelar um
individuo como um agente econdmico, com uma Unica e abrangente fun¢do de
utilidade, é uma idealizagéo drastica, que sé pode ser realizada com a maior
cautela metodologica e atengdo a fatores contextuais especificos relevantes para
0 exercicio de modelagem especifico. Nesse caso, aplicagdes da teoria dos jogos
s6 podem ser empiricamente adequadas na medida em que a modelagem
econdmica seja empiricamente adequada.

O H. Sapiens ¢é aqui 0 caso extremo. Individuos humanos s&o
socialmente controlados em um grau extremo em comparagao com a maioria das
outras espécies ndo-eusociais. Ao mesmo tempo, sua grande plasticidade
cognitiva lhes permite variar significativamente entre culturas. Desse modo,
pessoas sdo0 0s agentes econdmicos menos simples dentre todos 0s organismos.
(Pode ser considerado irbnico que elas foram tomadas, originalmente, e por
muitos anos, como sendo os exemplos mais embleméticos de agentes
econdmicos, em funcdo de sua alegada ‘“racionalidade” superior.)
Consideraremos abaixo as implicagdes disso para as aplicagbes da teoria dos
jogos.

Mas antes sdo necessarios alguns comentarios a respeito da adequagéao
empirica da teoria evolutiva dos jogos para explicar e prever distribuicdes de
disposi¢des estratégias em populagdes de agentes. Tal modelagem é aplicada
tanto a animais como produtos da selecdo natural (HOFBAUER; SIGMUND,
1998)) quanto a animais sociais ndo-eusociais (mas especialmente humanos)
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como produtos da selegao cultural (YOUNG, 1998). Ha dois tipos de suposicoes
auxiliares que devem ser justificadas, relativamente a um caso especifico, ao se
construir essas aplicagdes. Primeiramente, deve-se possuir fundamentos para a
confianga de que as disposicdes que se busca explicar sdo adaptagoes (sejam
bioldgicas ou culturais, conforme o caso) - isto &, disposigdes que foram
selecionadas e sdo mantidas em razdo do modo como elas promovem sua
prépria aptidao ou a aptidéo do sistema mais amplo, ao invés de serem acidentes
ou subprodutos estruturalmente inevitaveis de outras adaptagdes. (para uma
discussdo geral dessa questdo, videvide DENNETT, 1995) Em segundo lugar,
deve-se ser capaz de definir o empreendimento de modelagem no contexto de um
conjunto justificado de suposicBes sobre as interrelagdes entre 0s processos
evolutivos abrigados em diferentes escalas de tempo. (Por exemplo, no caso de
uma espécie com dinamica cultural, como a lenta evolugdo genética restringe a
rapida evolugdo cultural? Como a evolugdo cultural retroalimenta a evolugéo
genética, se é que ela a retroalimenta de fato? Para uma discussdo magistral
dessas questdes, vide STERELNY, 2003). Visdes conflitantes sobre quais
suposi¢des devem ser feitas acerca da evolugdo humana sdo a base para
acaloradas discussdes atuais na modelagem jogo-tedrica evolutiva das
disposicdes e instituigdes do comportamento humano. E aqui que questées na
teoria evolutiva dos jogos se encontram com questdes no campo em expanséo da
teoria dos jogos comportamental-experimentais. Descreverei primeiramente o
segundo campo antes de dar uma ideia das controvérsias mencionadas ha pouco,
que constituem agora 0 campo mais acalorado de discussao filosofica acerca dos
fundamentos da teoria dos jogos e de suas aplicagdes.

8.1. Teoria dos Jogos no Laboratério

Os economistas tém testado teorias realizando experimentos em
laboratorio com humanos e outros animais desde o trabalho pioneiro de
Thurstone (1931). Em décadas recentes, o volume de tal trabalho tem se tornado
positivamente enorme. A sua grande maioria coloca sujeitos em ambientes de
problema microecondmico que ndo sdo perfeitamente competitivos. Uma vez que
essa é precisamente a condigdo em que a microeconomia colapsa na teoria dos
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jogos, a maior parte da economia experimental tem sido a teoria experimental dos
jogos. Desse modo, é dificil distinguir questdes experimentalmente motivadas
sobre a adequagdo empirica da teoria microecondmica das questdes sobre a
adequagao empirica da teoria dos jogos.

Aqui, podemos dar apenas uma visdo geral de uma enorme e
complicada literatura. Os leitores sdo direcionados para pesquisas criticas em
KAGEL; ROTH, 1995; CAMERER, 2003, SAMUELSON, 2005, e GUALA, 2005.
Um principio 0til de alto nivel para classificar a literatura a indexa em diferentes
pressuposicdes auxiliares com as quais 0s axiomas da teoria dos jogos sé@o
aplicados. Em apresentagdes populares (por exemplo, ORMEROD, 1994), diz-se
frequentemente que os dados experimentais geralmente refutam a hipdtese de
que pessoas sdo agentes econdmicos racionais. Tais reivindicagbes sdo muito
imprecisas para serem interpretagdes sustentaveis dos resultados. Todos o0s
dados sé&o consistentes com a visdo de que as pessoas sdo agentes econdmicos
aproximados, pelo menos por periodos de tempo longos o suficiente para
permitir analises jogo-tedricas de cenarios particulares, no sentido minimo de que
seu comportamento poder ser modelado compativelmente com a Teoria da
Preferéncia Revelada (vide Se¢dao 2.1). Contudo, a TPR faz tdo poucas
exigéncias empiricas que isso ndo é tdo surpreendente quanto muitos
nao-economistas supdem (ROSS, 2005a). O que esta realmente em questdo em
muitos dos debates em torno da interpretacdo geral da evidéncia empirica é a
extensdo em que as pessoas sd0 maximizadoras de utilidade esperada. Como
vimos na Se¢ao 3.1, a teoria da utilidade esperada (TUE) é geralmente aplicada
em conjunto com a teoria dos jogos com o objetivo de modelar situagbes que
envolvem incerteza - ou seja, a maioria das situagbes de interesse em ciéncia
comportamental. Contudo, uma variedade de modelos estruturais alternativos de
utilidade se prestam a cardinalizagcdo de preferéncias de Von Neumann
-Morgenstern e sé@o definiveis em termos de subconjuntos dos axiomas de
utilidade subjetiva de Savage (1954). A utilidade empirica da teoria dos jogos
seria colocada em questdo apenas caso pensassemos que o comportamento de
pessoas nao fosse geralmente descrito por meio de fuvNMs cardinais.

O que a literatura experimental realmente aparenta mostrar € um mundo
de comportamentos usualmente ruidosos do ponto de vista do tedrico. O ruido em
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questdo surge de uma heterogeneidade substancial, tanto entre pessoas quanto
entre vetores (de pessoa, de situagdo). Nao ha uma Unica fung¢do de utilidade
estrutural tal que todas as pessoas ajam de modo a maximizar a fungéo dessa
estrutura em todas as circunstancias. Frequentemente, as pessoas se comportam
como maximizadores de utilidade esperada quando se deparam com problemas
bem aprendidos em contextos que ndo sdo excessivamente exigentes, ou que
sdo altamente e institucionalmente estruturados. Para revisdes gerais de
exemplos de problemas e evidéncias tedricas, vide SMITH, 2008, e BINMORE,
2007. Para uma sequéncia estendida de exemplos de estudos empiricos, vide os
assim chamados experimentos de leildo duplo continuo discutidos em PLOTT,
SMITH, 1978, e SMITH, 1962, 1964, 1965, 1976, 1982. Como resultado, a teoria
dos jogos classica pode ser usada em tais dominios com alta probabilidade de
previséo de comportamentos e de implementagdo de politicas publicas, como é
demonstrado por duzias de leildes governamentais extremamente bem sucedidos
de bens e outros ativos projetados por tedricos dos jogos para aumentar a receita
publica (BINMORE; KLEMPERER, 2002).

Em outros contextos, interpretar o comportamento de pessoas como,
geralmente, maximizagéo de utilidade esperada requer uma violéncia indevida a
necessidade de generalidade na construgdo da teoria. Obtemos uma melhor
previsao ao usarmos menos restricdes especificas de casos se supusermos que
0s sujeitos maximizam de acordo com uma ou (comumente) mais de varias
alternativas (que ndo serdo descritas aqui porque elas ndo dizem respeito
diretamente & teoria dos jogos): a teoria da perspectiva cumulativa (TVERSKY;
KAHNEMAN, 1992), ou a teoria da utilidade alpha-nu (CHEW; MACCRIMMON,
1979), ou a teoria da utilidade de hierarquia dependente (QUIGGIN, 1982),
(YAARI, 1987). (A Ultima alternativa de fato denota uma familia de especificagbes
alternativas. Uma dessas, a especificacdo de Prelec (1998), tem emergido em
uma massa acumulada de estimativas empiricas como a fungdo de utilidade
humana estatisticamente mais comum.) Harrisson e Rutstrom (2008) mostram
como projetar e codificar modelos de mistura de likelihood maxima, que
permite um modelador empirico aplicar uma gama dessas fungdes de decisao a
um Unico conjunto de dados de escolha. A andlise resultante identifica a
proporgdo do conjunto de escolhas total melhor explicado por cada modelo na
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mistura.  Anderson (2014) leva essa abordagem ao estado atual da arte,
demonstrando o valor empirico de incluir um modelo de processos psicoldgicos
nao-maximizadores em uma mistura juntamente com modelos econdmicos
maximizadores. Essa flexibilidade nova e efetiva no que diz respeito a modelagem
de decisdo que pode ser empregada em aplicagdes empiricas da teoria dos jogos
alivia a maior parte da press&o de buscar ajustes nas estruturas jogo-tedricas elas
mesmas. Assim, ela se encaixa bem com a interpretacdo da teoria dos jogos
como parte do kit de ferramentas matematicas do cientista comportamental, em
vez de um modelo empirico de primeira ordem da psicologia humana.

Uma ameaca mais séria a utilidade da teoria dos jogos € a evidéncia da
reversdo sistematica de preferéncias, tanto em humanos quanto em outros
animais. Isso é mais sério tanto porque se estende para além do caso humano
quanto porque desafia a Teoria da Preferéncia Revelada (TPR) em vez de
desafiar apenas o compromisso desnecessariamente rigido com TUE. Como
explicado na Se¢dao 2.1, a TPR, diferentemente da TUE, esta entre as
fundamentacbes  axiomaticas da teoria dos jogos interpretada
nao-psicologicamente. (Nem todos os escritores concordam que o aparente
fendmeno da reverséo de preferéncias ameaga a TPR ao invés da TUE; mas vide
as discussbes em CAMERER, 1995, p.660-665, e ROSS, 2005a, p. 177-181.
Uma base para reversdes de preferéncias que parecem ser comuns em animais
com cérebros é o desconto hiperbdlico do futuro (STROTZ, 1956), (AINSLIE,
1992). Esse é o fendbmeno através do qual agentes descontam prémios futuros
mais abruptamente em distancias temporais préximas do ponto de referéncia
atual do que em distancias temporais mais remotas. Isso € melhor compreendido
por contraste com a ideia encontrada na maioria dos modelos econémicos
tradicionais de desconto exponencial, em que ha uma relacao linear entre a taxa
de mudanga na distancia de uma recompensa e a taxa em que o valor da
recompensa declina do ponto de referéncia. A figura abaixo mostra curvas
exponenciais e hiperbolicas do mesmo intervalo de um ponto de referéncia a uma
recompensa futura. O de baixo representa a fung&o hiperbdlica; a forma curvada
resulta da mudanca na taxa de desconto.
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Valor da Recompensa

Adiamento

Figura 15

Um resultado disso é que, @ medida em que perspectivas posteriores se
aproximam mais do ponto de possivel consumacg&o, pessoas € animais irdo, por
vezes, gastar recursos desfazendo as consequéncias de agdes anteriores que
também lhes custam recursos. Por exemplo: ao decidir hoje se corrijo uma pilha
de redagbes de graduandos ou se assisto a um jogo de baseball, eu decido
procrastinar, apesar de saber que coloco fora de alcance alguma possibilidade
mais divertida que possa surgir amanha (quando havera um um jogo de baseball
igualmente atrativo caso uma melhor op¢ao nao surja). Até entdo, isso pode ser
explicado de uma forma que preserve a consisténcia de preferéncias: se o0 mundo
poderia terminar hoje a noite, com uma probabilidade bem pequena mas diferente
de zero, entdo héa algum nivel de averséo ao risco no qual eu preferiria deixar as
redagdes ndo corrigidas. A figura abaixo compara duas curvas de desconto
exponencial, a curva menor para o valor do jogo que assisto antes de terminar
minhas corregdes, € a curva maior para o0 jogo mais valoroso que aproveito depois
de completar meu trabalho. Ambas possuem maior valor do ponto de referéncia
quanto mais préximas estiverem dele; mas as curvas ndo se cruzam, entdo
minhas preferéncias reveladas s&o consistentes ao longo do tempo néo importa o
quao impaciente eu possa ser.
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Figura 16

Mas se eu me precaver contra a procrastinagdo comprando um ingresso
para o0 jogo de amanha, quando na auséncia da terrivel tarefa eu ndo o teria feito,
entdo violei a consisténcia de preferéncias intertemporal. Mais vividamente, caso
eu estivesse em posi¢éo de escolher na semana passada se procrastino hoje, eu
teria escolhido néo fazé-lo. Nesse caso, minha curva de desconto desenhada do
ponto de referéncia da semana passada cruza a curva desenhada da perspectiva
de hoje, e minhas preferéncias séo revertidas. A figura abaixo mostra essa

situagao.

—>

Valor

Tempo —>
Figura 17

Esse fendbmeno complica as aplicagdes da teoria dos jogos cléssica a
animais inteligentes. Contudo, ele claramente nao a prejudica de modo completo,
uma vez que pessoas (e outros animais) nao revertem frequentemente suas
preferéncias. (Se isso ndo fosse verdadeiro, os modelos de leildo bem sucedidos
e outros assim chamados “projetos de mecanismos” seriam misteriosos.)
Curiosamente, as principais teorias que visam explicar porque descontos
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hiperbdlicos poderiam frequentemente se comportar de acordo com os préprios
RPTs apelam para principios da teoria dos jogos. Ainslie (1992, 2001) produziu
uma explicagdo de pessoas como comunidades de interesses internos de
negociagao em que subunidades baseadas em interesses de curto, médio e longo
prazos enfrentam conflitos que elas devem resolver porque, caso ndo o fagcam, e
em vez disso gerem um colapso hobbesiano interno ( Seg¢do 1), os agentes
externos que evitam o resultado hobbesiano podem arruina-las. O dispositivo do
tirano hobbesiano ndo estd disponivel para o cérebro.  Portanto, seu
comportamento (quando a insanidade no sistema é evitada) € uma sequéncia de
equilibrios auto-aplicaveis do tipo estudado pela literatura da escolha publica
jogo-tedrica sobre negociagdes de coalizéo em legislaturas democraticas. Isto €,
a politica interna do cérebro consiste em trocas de favores (STRATMANN, 1997).
Desse modo, essas dindmicas internas sao parcialmente reguladas e
estabilizadas por jogos sociais mais amplos em que coalizdes (pessoas como
totalidades de subpartes temporais de suas biografias) sdo inseridas (ROSS,
2005a, p. 334-353). (Por exemplo: expectativas sociais acerca do papel de
alguém como vendedor coloca metas de equilibrios comportamentais para os
processos de trocas de favores em seu cérebro.) Isso potencialmente adiciona
elementos relevantes adicionais a explicagdo por que e como institui¢des estaveis
com regras relativamente transparentes sdo condigbes-chave que ajudam
pessoas a se assemelharem mais com agentes econdmicos simples, tal que a
teoria dos jogos classica seja de modo confiavel aplicavel a elas como unidades
inteiras.

Uma importante nota de cautela é aqui necessaria. Muito da literatura
comportamental recente toma como certo que descontos temporalmente
inconsistentes sdo 0 caso standard ou predefinido para pessoas. Contudo,
Anderson et al.(2008) mostra empiricamente que isso surge de (i) assumir que
grupos de pessoas sdo homogéneos no que diz respeito a quais formas
funcionais melhor descrevem seu comportamento de desconto, e (i) falhas em
obter e controlar de maneira independente os diferentes niveis de aversdo ao
risco das pessoas ao estimarem suas fungdes de desconto. Em uma gama de
populagdes que tém sido estudadas com essas duas consideragdes em mente, 0s
dados sugerem que descontos temporalmente consistentes descrevem
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proporgdes substancialmente mais altas de escolhas do que escolhas
temporalmente inconsistentes o fazem. Portanto, a generalizagdo excessiva de
modelos de desconto hiperbdlico deve ser evitada.

8.2. Neuroeconomia e Teoria dos Jogos

A ideia de que a teoria dos jogos possa encontrar novas aplicagdes para
a dindmica interna de cérebros, conforme sugerido na se¢édo anterior, tem sido
desenvolvida a partir de motivagdes independentes pelo programa de pesquisa
conhecido como neuroeconomia (MONTAGUE; BERNS, 2002),(GLIMCHER,
2003),(ROSS, 2005a, p. 320-334), (CAMERER; LOEWENSTEIN; PRELEC,
2005). Gragas as novas tecnologias escaneadoras néo invasivas, especialmente
a imagem de ressonancia magnética funcional (RMF), recentemente tem se
tornado possivel estudar atividades sinapticas de cérebros em funcionamento
enquanto respondem a sinais controlados. Isso tem permitido um novo caminho
de acesso - embora um caminho ainda bastante indireto (HARRISON; ROSS,
2010) - a computagéo do cérebro de valores esperados de prémios, que s&o
(naturalmente) tomados como tendo um papel crucial na determinagéo do
comportamento. A teoria econdmica é usada para enquadrar a derivagéo de
fungbes maximizadas por computagdes de nivel sinaptico desses valores
esperados; portanto 0 nome “neuroeconomia”.

A teoria dos jogos desempenha um papel de lideranga na
neuroeconomia em dois niveis. Primeiramente, a teoria dos jogos tem sido usada
para prever os calculos que neurdnios individuais e grupos de neurdnios que
servem o sistema de prémios devem realizar. No melhor exemplo divulgado,
Glimcher (2003) e seus colegas escanearam via ressonancia magnética macacos
que eles treinaram para jogar os assim chamados “jogos de inspe¢éo” contra
computadores. Em um jogo de inspe¢do, um jogador enfrenta uma série de
escolhas entre trabalhar por um prémio, nesse caso, onde ele certamente o
recebera, ou de realizar outra agdo, mais facil (“fugir’), caso no qual ele recebera
0 prémio somente caso o outro jogador (o “inspetor”) ndo estiver o monitorando.
Suponha que o comportamento do primeiro jogador (o “trabalhador”) revela uma
fungdo de utilidade limitada em cada extremidade como se segue: ele trabalhara
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em toda ocasido caso o inspetor sempre 0 monitorar, € ele fugird em toda ocasiéo
caso o inspetor nunca o monitorar. O inspetor prefere obter a maior quantia
possivel de trabalho pela menor taxa de monitoramento possivel. Nesse jogo, 0
Unico EN para ambos os jogadores esta em estratégias mistas, uma vez que
qualquer padrao na estratégia de um jogador que possa ser detectado pelo outro
pode ser explorado. Qualquer par de estratégias em que, em cada tentativa, o
trabalhador é indiferente entre trabalhar e fugir, ou o inspetor ¢ indiferente entre
monitorar € ndo monitorar, € um EN, para qualquer par de fungdes de utilidade
especificas para os dois jogadores que atendem as restrigdes acima.

Aplicar anélises de jogos de inspecdo a pares ou grupos de agentes
requer ou que tenhamos justificado de maneira independente suas fungdes de
utilidade sobre todas as variaveis relevantes para seu jogo, caso no qual
podemos definir o EN e entdo testar para ver se elas maximizam de forma bem
sucedida a utilidade esperada; ou assumir que elas maximizam a utilidade
esperada, ou que obedegam a alguma outra regra tal como uma fungéo de
pareamente, e entdo inferir suas fungdes de utilidade a partir de seus
comportamentos. Qualquer um desses procedimentos pode ser sensato em
diferentes contextos empiricos. Mas a vantagem epistemolégica aumenta
enormemente se a fungdo de utilidade do inspetor for determinada de modo
exogeno, como frequentemente € o caso. (Por exemplo, a policia que implementa
inspecdes aleatérias nas estradas para pegar motoristas bébados possui
comumente uma incidéncia méxima de diregéo alcoolizada atribuida a elas como
meta, e um orgamento definido de modo exdgeno. Isso determina as suas
fungdes de utilidade, dada uma distribuicdo de preferéncias e atitudes quanto ao
risco dentre a popula¢do de motoristas.) No caso dos experimentos de Glimcher,
0 inspetor € um computador, entdo seu programa esta sob controle experimental
e seu lado da matriz de recompensas é conhecido. Representantes da utilidade
esperada dos sujeitos (nesse caso, esguichos de suco de frutas para os
macacos), podem ser determinados com antecedéncia em configuragdes de teste
paramétrico. O computador é entdo programado com o modelo econdémico dos
macacos, € pode procurar por padrdes exploravei snos dados em seus
comportamentos em condi¢des de jogo, variando entdo as suas estratégias. Com
essas variaveis fixas, 0 comportamento EN de maximizagao da utilidade esperada
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por parte dos macacos pode ser calculado e testado manipulando-se a fungdo de
utilidade do computador em varias rodadas do jogo.

O comportamento dos macacos apés treinamentos rastreia EN de forma
bastante robusta (como o comportamento de pessoas que jogam jogos similares
por prémios monetarios o fazem (GLIMCHER, 2003, p. 307-308)). Glimcher e
seus colegas puderam ent&o realizar os experimentos importantes ao trabalharem
com macacos treinados. Os comportamentos dos macacos de trabalhar ou de
fugir foram associados por seu treinamento com olhar para a direita ou para a
esquerda em uma exibigdo visual. Em experimentos anteriores, Platt e Glimcher
(1999) tinham estabelecido que, em cenarios paramétricos, a medida em que
prémios em suco variavam de um bloco de tentativas para outro, as taxas de
disparo de cada neurdnio parietal que controla os movimentos oculares poderiam
ser treinadas para codificar a utilidade esperada para o macaco de cada
movimento possivel relativamente & utilidade esperada do movimento alternativo.
Desse modo, “movimentos que valeram 0.4ml de suco eram representados de
maneira duas vezes mais forte [em probabilidades de disparo neural] do que
movimentos que valeram 0.2ml de suco” (p. 314). Nao surpreendentemente, as
taxas de disparo também variavam quando as quantias de suco recompensadas
por cada movimento variavam de um bloco de tentativas para outro.

Contra esse plano de fundo, Glimcher e seus colegas puderam investigar
0 modo como os cérebros dos macacos implementaram o rastreio do EN. Quando
0S macacos jogaram o jogo de inspegéo contra 0 computador, a meta associada a
fuga pdde ser estabelecida como o local ideal, dado o treinamento prévio, para
um neurdnio especifico sob estudo, enquanto a meta de trabalho apareceria em
uma localizagdo nula. Isso permitiu a Glimcher testar a resposta a seguinte
questdo: os macacos mantiveram o EN no jogo ao manterem constante a taxa de
disparos do neur6nio enquanto o comportamento real e ideal do macaco como um
todo variava? Os dados deram a resposta “sim” de maneira robusta. Glimcher
interpreta razoavelmente esses dados como sugerindo que as taxas de disparos
neurais, a menos nesta regiéo cortical para essa tarefa, codificam a utilidade
esperada tanto em configuragdes paramétricas quanto em n&o-paramétricas.
Aqui, nés temos uma aparente defesa da aplicabilidade empirica da teoria dos
jogos classica em um contexto independente de instituicdes ou convencdes
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sociais.

Andlises adicionais levaram a hipétese mais a fundo. O computador que
interpretava o inspetor foi apresentado com a mesma sequéncia de resultados
que seu oponente macaco havia recebido no jogo do dia anterior, e, para cada
movimento, foi solicitado avaliar os valores relativos esperados das acdes de fuga
e de trabalho disponiveis no proximo movimento. Glimcher relata uma correlagéo
positiva entre pequenas flutuagdes em torno das taxas de disparo EN estaveis no
neurdnio individual e os valores esperados estimados pelo computador ao tentar
rastrear o mesmo EN. Glimcher comenta sobre essa descoberta que:

Os neurbnios pareceram estar refletindo um
calculo préximo aquele realizado pelo nosso
computador em uma base de lance a lance ...
[EJm uma ... escala [relativamente] microscdpica,
fomos capazes de utilizar a teoria dos jogos para
comegar a descrever os calculos de decisdo por
decisdo que os neurbnios na area LIP estdo
realizando. (GLIMCHER, 2003, p. 317)

Desse modo, encontramos a teoria dos jogos indo além do seu papel
tradicional enquanto uma tecnologia para enquadrar restricdes de alto nivel a
dindmica evolutiva ou ao comportamento por agentes bem informados que
operam sob camisas de forga institucionais. Nas méos de Glimcher, ela é utilizada
para modelar diretamente a atividade no cérebro de um macaco. Ross (2005a)
argumenta que grupos de neurdnios assim modelados ndo deveriam ser
identificados com as unidades de jogos subpessoais encontradas na teoria de
Ainslie sobre negociagdes intrapessoais descrita anteriormente; isso envolveria
um tipo de reducéo direta que a experiéncia nas ciéncias comportamentais e da
vida tém nos ensinado a néo esperar. Essa questao tem surgido desde entdo em
uma disputa direta entre neuroeconomistas a respeito das interpretagdes rivais
das observagdes RMF de escolhas e descontos intertemporais (MCCLURE et al..,
2004; GLIMCHER et al.., 2007). O peso das evidéncias até entéo favorece a viséo
de que, se é util analisar, as vezes, as escolhas das pessoas como equilibrios em
jogos entre agentes subpessoais, 0s agentes subpessoais em questdo néo
deveriam ser identificados com areas do cérebro separadas. Infelizmente, a
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interpretagéo contraria ainda é muito comum em literaturas menos especializadas.

Vimos o primeiro nivel em que a neuroeconomia aplica a teoria dos
jogos. Um segundo nivel envolve condicionar variaveis em atividades neurais que
poderiam impactar as escolhas de estratégias de pessoas quando elas jogam
jogos. Isso envolve comumente repetir protocolos da literatura da teoria
comportamental dos jogos com sujeitos de pesquisa deitados em scanners de
RMF duranto o jogo. Harrison ( 2008) e Ross (2008b) tém argumentado em favor
do ceticismo sobre o valor de trabalhos desse tipo, que envolvem varios saltos de
inferéncia desconfortavelmente grandes ao associar o comportamento observado
com respostas neurais imputadas especificas. Também se pode questionar se
muito conhecimento novo generalizavel & obtido na medida em que tais
associacdes podem ser identificadas com sucesso.

Permita-nos fornecer um exemplo desse tipo de “jogo em um scanner” -
que envolve diretamente interagdo estratégica. King-Casas (2005) tomou um
protocolo standard da teoria comportamental dos jogos, o assim chamado jogo
“da confianga”, e o implementou com sujeitos cujos cérebros eram escaneados
em conjunto e usando uma tecnologia para conectar os mapas funcionais de seus
respectivos cérebros, conhecida como “hyperscanning”. Esse jogo envolve dois
jogadores. Em seu formato repetido, como usado no experimento de King-Casas,
0 primeiro jogador é designado como o ‘“investidor’” e o segundo como o
“administrador”. O investidor comega com R$20, do qual ele pode manter para si
qualquer porgéo de sua escolha enquanto investe o restante com o administrador.
Nas maos do administrador, a quantia investida é triplicada pelo experimentador.
O administrador pode entao devolver ao investidor o mesmo tanto ou uma quantia
menor desse lucro que ele julgar adequado. O procedimento é executado por dez
rodadas, com as identidades dos jogadores mantidas anénimas uns dos dos
outros.

Esse jogo possui um niimero infinito de ENs. Os dados anteriores da
economia comportamental s&o consistentes com a reivindicagéo de que o EN
modal em jogos humanos aproxima ambos os jogadores utilizando estratégias de
“olho por olho” (vide Segao 4) modificadas por defecgdes ocasionais para sondar
informacdes, e algumas cooperagdes pos-defeccdo que manifestam tolerancia
(limitada) a tais sondagens. Esse é um resultado muito fraco, uma vez que ele é
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compativel com uma vasta gama de hipéteses sobre exatamente quais variacoes
de estratégias olho por olho sdo usadas e mantidas, e, assim, ndo permite
inferéncias sobre dindmicas potenciais sob diferentes condigdes de
aprendizagem, de institui¢des ou de transferéncias culturais.

Quando executaram esse jogo sob o hyperscanning, os pesquisadores
interpretaram suas observagdes como se segue. Pensou-se que 0s neurdnios no
nicleo caudado do administrador (geralmente vistos como implementando
computagbes ou oufputs de sistemas dopaminérgicos do mesencéfalo)
mostravam uma forte resposta quando os investidores retribuiram a confianga
com benevoléncia - isto é, responderam & defecgdo com maior generosidade. A
medida que o jogo progredia, acreditava-se que essas respostas passavam de
reacionarias a antecipatorias. Assim, os perfis de reputagdo como previstos por
modelos jogo-tedricos classicos foram inferidos como construidos diretamente
pelo cérebro. Um aspecto adicional dos achados ndo previsiveis somente via
modelagem tedrica, e cuja observagao puramente comportamental ndo havia sido
suficiente para discriminar, foi que as respostas pelos neurbnios caudais a
reciprocidade malévola - isto é, a generosidade reduzida em resposta a
cooperagéo - era significativamente menor em amplitude. Isso foi especulado
como sendo um mecanismo pelo qual o cérebro implementa modificagdes de olho
por olho de modo a impedir defecgdes ocasionais por sondagem de informagdes
de desfazer a cooperagao permanentemente.

O avango em compreensdo que os praticantes desse estilo de
neuroeconomia esperam néo consiste no que ele nos diz sobre tipos particulares
de jogos, mas sim em inferéncias comparativas que facilita sobre as maneiras
pelas quais 0 enquadramento contextual influencia as conjecturas das pessoas
sobre quais jogos elas estéo jogando. Conjectura-se que 0 RMF e outros tipos de
sondagens de cérebros em funcionamento poderiam nos possibilitar estimar
quantitativamente graus de surpresas estratégicas. As expectativas de interagéo
reciprocas sobre surpresa podem elas mesmas estarem sujeitas @ manipulagéo
estratégica, mas essa é uma ideia que mal tem comegado a ser teoricamente
explorada por tedricos dos jogos (vide ROSS; DUMOUCHEL, 2004). A viséo de
alguns neuroeconomistas de que temos agora a perspectiva de testar
empiricamente tais teorias novas, contrariamente a s6 modela-las por hipétese,
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tem estimulado crescimento nessa linha de pequisa.
8.3. Modelos Jogo-Tedricos da Natureza Humana

Os desenvolvimentos revisados na segao anterior nos trazem até a
fronteira movel das aplicagdes experimentais/comportamentais da teoria dos
jogos classica. Agora, podemos retornar ao ponto de ramificagdo no qual
haviamos parado varios paragrafos atras, no qual essa corrente de investigagao
se encontra com aquela vinda da teoria evolutiva dos jogos. N&o ha nenhuma
razao séria para duvidar que, em comparagao com outros animais ndo-eusociais -
inclusive nossos parentes mais préximos, 0s chimpanzés e os bonobos -, 0s
humanos realizaram faganhas prodigiosas de coordenagdo (vide Segao 4, e
também TOMASELLO et al, 2004).  Atualmente, existe uma calorosa
controvérsia, com importantes implicacdes filoséficas e desenvolvida em ambos
os lados com argumentos jogo-tedricos, sobre a questdo de saber se essa
capacidade pode ser completamente explicada por adaptagao cultural ou se ela é
melhor explicada pela inferéncia de uma mudanca genética no inicio da carreira
do H. sapiens.

Henrich et al. (2004, 2005) realizaram uma série de jogos experimentais
com populagdes extraidas de quinze sociedades de seres humanos pequenas na
América do Sul, Africa e Asia, inclusive trés grupos de exploradores, seis grupos
de horticultores de corte e queima, quatro grupos de pastores némades, e dois
grupos de agricultores de pequena escala. Todos os jogos (Ultimato, Ditatorial, e
de Bens Publicos) que eles implementaram colocam os sujeitos em situagdes que
sdo amplamente semelhantes ao jogo da Confianca que discutimos na segéo
anterior. Isto é, os jogos de Ultimato e de Bens Publicos s&o cenarios em que
tanto o bem-estar social quanto o bem-estar de cada individuo sao otimizados
(tem a eficiéncia Pareto alcancada) se, e somente se, ao menos alguns jogadores
usam estratégias que néo sao estratégias de equilibrio perfeito de subjogos (vide
Secdo 2.4). Em jogos Ditatoriais, 0 primeiro estritamente egoista a se mover
capturaria todos os lucros disponiveis. Assim, em cada um dos trés tipos de
jogos, os jogadores EPS que se preocuparam apenas com seu proprio bem-estar
monetario receberiam resultados que envolvem recompensas altamente
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desiguais. Em nenhuma dessas sociedades estudadas por Henrich et al. (ou
qualquer outra sociedade em que jogos desse tipo sejam realizados) s&o
observados tais resultados. Os jogadores cujos papéis séo tais que eles ficariam
com todo o lucro monetario, com excegéo de épsilon, caso eles e seus parceiros
jogassem EPS, sempre ofereceram aos seus parceiros de maneira substancial
mais do que épsilon, € mesmo assim 0s parceiros recusaram, por vezes, tais
ofertas ao custo de ndo receberem nenhum dinheiro. Além disso, diferentemente
dos sujeitos tradicionais da economia experimental - estudantes universitarios em
paises industrializados -, os sujeitos de Henrich et al. nem mesmo jogaram
estratégias de Equilibrio de Nash no que diz respeito aos resultados monetéarios.
(Isto €, jogadores estrategicamente em vantagem ofereceram maiores por¢des de
lucro aqueles estrategicamente em desvantagem do que era necessario para
induzir a anuéncia com suas ofertas.) Henrich et al. interpreta esses resultados
sugerindo que todas as pessoas reais, diferentemente do “homem econdmico
racional”, valorizam resultados igualitarios em alguma medida. Contudo, seus
experimentos também mostram que essa medida varia significativamente com a
cultura, e esta correlacionada com variagdes em duas varidveis culturais
especificas: as recompensas comuns a cooperagao (até que ponto a vida
econdmica na sociedade depende da cooperagdo com parentes ndo imediatos) e
a integragdo de mercado agregado (um constructo edificado a partir de graus
medidos independentemente de complexidade social, anonimato, privacidade e
tamanhos de assentamento.) A medida que os valores dessas duas variaveis
aumentam, o comportamento do jogo muda (de forma fraca) na dire¢éo da jogada
do equilibrio de Nash. Portanto, os pesquisadores concluem que as pessoas sao
dotadas geneticamente com preferéncias por igualitarismo, mas o peso relativo
dessas preferéncias é programavel via processos de aprendizagem social
condicionadas por sinalizagdes culturais locais.

Ao avaliar a interpretagé@o de Henrich et al. desses dados, devemos notar
primeiramente que nenhum axioma de TPR, ou de varios modelos de deciséo
mencionados naSeg¢ao 8.1, que s&o aplicados conjuntamente com a modelagem
jogo-tedrica dos dados de escolhas humanas, especificam ou implicam a
propriedade de egoismo estrito. (vide ROSS, 2005a, cap. 4;BINMORE, 2005b e
2009); e qualquer texto de economia ou de teoria dos jogos que permita que 0s
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matematicos falem por si). Portanto, a teoria dos jogos ortodoxa ndo prevé que as
pessoas jogardo estratégias de EPS ou de EN derivadas pelo tratamento de
recompensas monetérias como equivalentes & utilidade. Binmore (2005b) esta
entdo justificado em criticar Henrich et al. por sugerirem retoricamente que seus
trabalhos empiricos envergonham a teoria dos jogos ortodoxa.

Isso nao significa sugerir que a interpretagdo antropoldgica dos
resultados empiricos deve ser tomada como incontroversa. Binmore (1994, 1998,
2005a, 2005b) argumentou por muitos anos, com base numa ampla gama de
dados comportamentais, que, quando as pessoas jogam jogos com n&o
familiares, elas tendem a aprender a jogar equilibrios de Nash no que diz respeito
as fungBes de utilidade que correspondem aproximadamente as fungbes de
renda. Como ele aponta em (BINMORE, 2005b), os dados de Henrich et al. ndo
testam essa hipotese para as suas sociedades de pequena escala, porque seus
sujeitos ndo foram expostos aos jogos de teste pelo periodo de aprendizagem
(um tanto longo, no caso do jogo de Ultimato) que os modelos tedricos e
computacionais sugerem que sdo requeridos para as pessoas convergirem para
EN. Quando as pessoas jogam jogos ndo familiares a elas, elas tendem a
modela-los por referéncia aos jogos com os quais estdo acostumadas na
experiéncia do dia a dia. Em particular, elas tendem a jogar versdes de lance
Unico de jogos de laboratdrio, embora fossem familiarizadas com jogos
repetidos, uma vez que jogos em versdo de lance Unico s&o raros na vida social
normal fora dos contextos institucionais especiais. Muitos dos comentarios
interpretativos realizados por Henrich et al. s&o consistentes com essa hipotese a
respeito de seus sujeitos, embora eles rejeitem explicitamente a hipétese ela
mesma. O que é controverso aqui - os problemas de deixar de lado a teoria
“ortodoxa” - € menos sobre 0 que os sujeitos particulares nesse experimento
estiveram fazendo do que sobre 0 que os seus comportamentos deveriam nos
levar a inferir sobre a evolugdo humana.

Gintis (2004, 2009a) argumenta que dados do tipo que temos discutido
apoiam a seguinte conjectura acerca da evolugdo humana. Nossos ancestrais
aproximaram maximizadores de aptiddes individuais. Em algum lugar ao longo da
linha evolutiva, esses ancestrais chegaram em circunstancias em que um nimero
suficiente deles otimizaram suas aptiddes individuais ao agir de modo a otimizar o
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bem-estar de seu grupo (SOBER; WILSON, 1998), tal que uma modificagao
genética se tornou fixa na espécie: desenvolvemos preferéncias ndo apenas
sobre 0 nosso préprio bem-estar individual, mas também sobre o bem-estar
relativo de todos os membros de nossas comunidades, indexadas as normas
sociais programaveis em cada individuo via aprendizagem cultural. Assim, o
pesquisador contemporaneo, ao aplicar a teoria dos jogos para modelar uma
situacdo social, é aconselhado a desenterrar as fungdes de utilidade de seus
sujeitos pela (i) descoberta de qual comunidade (ou comunidades) de que s&o
membros, € entdo (i) inferir a(s) fungdo(des) de utilidade programada(s) em
membros dessa comunidade (comunidades), estudando representantes de cada
comunidade relevante em uma variedade de jogos e assumindo que os resultados
sao equilibrios coordenados. Visto que as fungbes de utilidade sao as variaveis
dependentes aqui, 0s jogos devem ser determinados de maneira independente.
Gintis supbe que podemos comumente manter fixos ao menos os formatos
estratégicos dos jogos relevantes em virtude de (a) nossa confianga de que as
pessoas preferem resultados igualitarios, todo o resto permanecendo igual, aos
néo igualitarios dentro dos “grupos internos” culturalmente envolvidos a que
percebem a si mesmos como pertencentes e (b) uma exigéncia de que equilibrios
de jogos s&o retirados de atratores estaveis em modelos jogo-tedricos evolutivos
plausiveis da dindmica histdrica da cultura.

O requerimento (b) como uma restrigdo & modelagem jogo-tedrica das
disposi¢Oes estratégicas humanas gerais nao é mais muito controverso - ou, ao
menos, ndo é mais controverso do que a capacidade adaptativa genérica na
antropologia evolutiva da qual ela € uma expressdo. No entanto, alguns
comentadores séo céticos quanto & sugestdo de Gintis de que haveria uma
descontinuidade genética na evolugdo na sociabilidade humana. (Para uma
antropologia cognitiva-evolutiva que nega explicitamente tal descontinuidade, vide
STERELNY, 2003). Parcialmente com base em tal ceticismo (mas mais
diretamente nos dados comportamentais), Binmore (2005a, 2005b) resiste a
modelar pessoas como dotadas de preferéncias auto engendradas pelo
igualitarismo. De acordo com 0 modelo de Binmore (1994, 1998, 2005a), a classe
basica de problemas estratégicos enfrentados por animais sociais ndo-eusociais
sd0 jogos de coordenagdo. Comunidades humanas desenvolvem normas
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culturais para selecionar equilibrios nesses jogos, e muitos desses equilibrios
serao compativeis com altos niveis de comportamentos aparentemente altruistas
em alguns (mas ndo em todos 0s) jogos. Binmore argumenta que as pessoas
adaptam suas concepcdes de justica a quaisquer que sejam suas regras de
selecdo de equilibrio localmente prevalentes. No entanto, ele sustenta que o
desenvolvimento da dindmica de tais normas deve ser compativel, a longo prazo,
com a negociagado de equilibrio entre individuos egoistas. De fato, ele argumenta
que, a medida que as sociedades desenvolvem instituicbes que encorajam o que
Henrich et al. chama de integragdo de mercado interno (discutido acima), suas
fungdes de utilidade e normas sociais tendem a convergir em uma racionalidade
econdmica egoista no que diz respeito ao bem-estar. Isso nao significa que
Binmore é pessimista quanto as perspectivas para o igualitarismo: ele desenvolve
um modelo que mostra que sociedades de negociantes de modo geral egoistas
podem ser levadas ao longo de caminhos de equilibrios dinamicamente estaveis
em direcdo a normas de distribuigdo correspondentes a justica rawlsiana
(RAWLS, 1971). De acordo com Binmore, as principais barreiras para tal
evolucdo sdo precisamente os tipos de preferéncias altruistas que conservadores
valorizam como forma de desencorajar o exame de mais equilibrios de
negociagao igualitaria que estéo ao alcance ao longo dos caminhos de equilibrio
das sociedades.

Felizmente, a resolugéo desse debate entre Gintis e Binmore n&o precisa
esperar por descobertas acerca do profundo passado evolutivo humano que
talvez nunca tivemos. Os modelos fazem previsdes empiricas rivais de alguns
fendmenos testaveis. Se Gintis esta correto, entdo ha limites, impostos pela
descontinuidade na evolugdo hominidea, na medida em que as pessoas podem
aprender a ser egoistas. Essa € a principal importancia da controvérsia discutida
acima sobre a interpretagéo de Henrich et al. de seus dados de campo. O modelo
de selegdo de equilibrio social de Binmore também depende, diferentemente do
de Gintis, de disposicdes difundidas dentre as pessoas para infligir punicdes de
segunda ordem aos membros da sociedade violadores das normas sociais.
Usando um modelo de teoria dos jogos, Gintis (2005) mostra que isso é
implausivel se os custos de punigéo forem significativos. Contudo, Ross (2008a)
argumenta que a pressuposicdo difundida na literatura de que a punigdo de
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violagdo de normas deve ser custosa resulta de uma falha em distinguir
adequadamente entre modelos da evolugéo original da sociabilidade, por um lado,
e modelos da manutengéo e do desenvolvimento de normas e instituicbes assim
que um conjunto inicial delas é estabilizado. Finalmente, Ross aponta também
que os objetivos de Binmore s&o tanto normativos quanto descritivos: ele visa
mostrar a igualitdrios como diagnosticar os erros em racionalizagbes
conservadoras do stafus quo sem exigir revolugdes que colocam a estabilidade
dos caminhos de equilibrio (e, portanto, 0 bem-estar social) em risco. E um
principio sélido na construgdo de propostas de reforma que elas devem ser “a
prova de patifes” (como Hume colocou), isto é, devem ser compativeis com
menos altruismo do que pode prevalecer nas pessoas. Portanto, apesar do fato
de que a maioria dos pesquisadores que trabalham nas fundamentacbes
jogo-tedricas da organizagdo social parecerem, no momento, ficar do lado de
Gintis e dos outros membros da equipe de Henrich et al., 0 modelo alternativo de
Binmore possui algumas consideragdes fortes a seu favor. Aqui, entdo, esta outra
questdo ao longo da fronteira da aplicagdo da teoria dos jogos aguardando por
resolugao nos anos vindouros.

9. Olhando Adiante: Areas de Inovagao Atual

Em 2016, o Journal of Economic Perspectives publicou um simpdsio
em “O que esta Acontecendo em Teoria dos Jogos?”. Cada um dos participantes
notou de forma independente que a teoria dos jogos se tornou t&o firmemente
entrelagada com teorias microecondmicas em geral que seria dificil distinguir a
questdo da investigagao na fronteira mével de toda essa subdisciplina, que, por
sua vez, é a maior parte da economia como um todo. Assim, o limite entre a
filosofia da teoria dos jogos e a filosofia da microeconomia sdo agora
similarmente indistintas. Obviamente, como tem sido salientado, as aplica¢des da
teoria dos jogos se estendem para além do dominio tradicional da economia, em
direcdo a todas as ciéncias comportamentais e sociais. Mas a medida que os
métodos da teoria dos jogos se fundem com os métodos da microeconomia, um
comentador poderia igualmente enxergar essas extensfes como aplicacbes
exportadas da microeconomia.
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Seguindo-se décadas de desenvolvimento discutido (incompletamente)
no presente artigo, os ultimos anos tém sido relativamente quietos em relagdes a
inovagdes fundamentais do tipo que convidam contribuicdes de filésofos.
Contudo, algumas partes dos fundamentos originais estdo sendo recentemente
revisitados.

A introducédo de von Neumann e Morgenstern (1944) da teoria dos jogos
dividiu a investigagdo em duas partes. A teoria dos jogos ndo-cooperativos
analisa casos construidos sob a pressuposi¢do de que cada jogador maximiza
sua propria fungdo de utilidade enquanto trata as respostas estratégicas
esperadas de outros jogadores como restrigdes. Como discutido acima, o jogo
especifico ao qual von Neumann e Morgenstern aplicaram a sua modelagem era
o pdquer, que é um jogo de soma zero. A maior parte do presente artigo tem
focado nos muitos desafios teéricos e intuigdes que surgiram da extensdo da
teoria dos jogos ndo-cooperativos para além do dominio de soma zero. Mas isso,
na verdade, desenvolve apenas metade da teoria classica de von Neumann e
Morgenstern. A outra metade desenvolveu a teoria dos jogos cooperativos,
sobre 0 qual nada tem sido falado aqui. A razdo para esse siléncio é que, para a
maioria dos tedricos dos jogos, a teoria dos jogos cooperativos é, na melhor das
hipoteses, uma distragéo, e, na pior, uma tecnologia que confunde o ponto da
teoria dos jogos por ignorar o aspecto de jogos que os torna potencialmente
interessantes e iluminadores ao se aplicar a exigéncia de que o equilibrio seja
selecionado de modo enddgeno sob as restrigdes impostas por Nash (1950a).
Afinal de contas, é isso que torna o equilibrio autoaplicavel, da mesma maneira
que pregos em mercados competitivos 0 s&o, e assim os torna estaveis a menos
que levem um choque por algo do lado de fora. Nash (1953) argumentou que
solugbes para jogos cooperativos devem sempre ser verificadas mostrando-se
que elas também sdo solugbes para jogos nao-cooperativos formalmente
equivalentes. A conquista de Nash no artigo foi a identificagdo analitica da
equivaléncia relevante. Uma maneira de interpretar isso foi demonstrando a
redundancia da teoria dos jogos cooperativos.

A teoria dos jogos cooperativos comega a partir da pressuposic¢ao de que
os jogadores ja concordaram, por meio de algum processo néo especificado, com
um vetor de estratégias, e, portanto, com um resultado. Entdo o analista
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implementa a teoria para determinar o conjunto minimo de condi¢des sob as
quais o acordo permanece estavel. A ideia € comumente ilustrada pelo exemplo
de uma coaliz&o parlamentar. Suponha que haja um partido dominante que deve
ser membro de qualquer coalizdo caso for para comandar a maioria dos votos
parlamentares em legislagdo e confianga. Poderia haver entdo uma gama de
possiveis agrupamentos alternativos de outros partidos que poderiam sustenta-la.
Para tornar o exemplo mais estruturado e interessante, imagine que alguns
partidos ndo atuardo em uma coalizio que inclua certos outros partidos
especificos; entdo, o problema enfrentado pelos organizadores da coalizagdo néo
é simplesmente uma questao de somar os votos potenciais. O teérico dos jogos
cooperativos identifica o conjunto de possiveis coalizbes. Em acréscimo ao
partido dominante, pode haver alguns outros partidos que acabam por se tornar
necessarios em toda coalizdo possivel. Identificar esses partidos revelaria, nesse
exemplo, o ndicleo do jogo, os elementos compartilhados por todos os equilibrios.
O nucleo ¢é o conceito de solugédo chave da teoria dos jogos cooperativos, pelo
qual Shapley dividiu o prémio Nobel. ((SHAPLEY, 1953) é um grande artigo.)
Nash (1953) definiu 0 “programa Nash” como aquele que consiste em verificar um
equilibrio cooperativo particular mostrando que jogadores n&o-cooperativos
poderiam chegar até ele por meio do processo de negociacdo sequencial,
especificada em (NASH, 1950b), e que todos os resultados de tal negociagao
incluiriam o nucleo.

A luz do exemplo, ndo é nenhuma surpresa que os cientistas politicos
foram os principais usuarios da teoria cooperativa durante os anos em que que a
teoria dos jogos néo-cooperativos ndo estava ainda totalmente desenvolvida. Ela
tem sido aplicada de maneira util também por economistas do trabalho estudando
negociagdes de acordo entre empresas e sindicatos, e por analistas de
negociagdes comerciais internacionais.  Poderiamos ilustrar o valor de tal
aplicagdo por referéncia ao segundo exemplo. Suponha que, dado o peso dos
lobbies domésticos na Africa do Sul, o governo sul-africano nunca concordara
com nenhum acordo comercial que nédo lhe permita proteger seu setor de
montagem automotiva (Esse tem sido o caso, de fato, até o momento.) Entéo, a
permissdo para tal protecdo é parte do nlcleo de qualquer tratado comercial que
outro pais ou bloco poderia realizar com a Africa do Sul. Saber disso pode ajudar
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os partidos durante negociagdes a evitar a retérica ou 0s comprometimentos com
outros lobbies, em qualquer um dos paises em negociagdo, que colocaria o
nucleo fora de alcance e, assim, garantiria a falha da negocia¢do. Esse exemplo
também nos ajuda a ilustrar as limitagbes da teoria dos jogos cooperativos. A
Africa do Sul tera que equilibrar os interesses de alguns outros lobbies para
proteger sua industria automotiva. Quais outros seréo escolhidos sera uma
funcéo do jogo de formato extensivo de propostas sequenciais ndo-cooperativas e
contrapropostas, e 0s negociantes sul-africanos, caso tenham feito sua devida
diligéncia, devem estar atentos a quais caminhos na arvore aniquilam interesses
domésticos especificos. Assim, realizar a analise cooperativa ndo os alivia da
necessidade de conduzir também a analise ndo-cooperativa. Seus consultores de
teoria dos jogos poderiam da mesma forma simplesmente codificar os pardmetros
nao-cooperativos em seus Software de Jogador, que produzira o ndcleo como
output caso solicitado.

Mas a teoria dos jogos cooperativos ndo morreu ou se tornou confinada
as aplicacdes da ciéncia politica. Tém surgido uma gama de problemas politicos,
que envolvem muitos jogadores com diferentes atributos com fungdes de utilidade
ordinal simétricas; para esses problemas, a modelagem n&do-cooperativa, mesmo
que possivel em principio, é absurdamente desajeitada e computacionalmente
exigente, mas a modelagem cooperativa é perfeitamente adequada. E importante
que estejamos lidando com funcdes de utilidade ordinal, pois frequentemente néo
ha precos nos mercados relevantes. O exemplo classico (GALE; SHAPLEY,
1962) é um mercado de casamentos. Abstraindo-se da escala de dramas e
comédias romanticas individuais, a sociedade apresenta, por assim dizer, um
vasto conjunto de pessoas que querem formar pares mas se preocupam bastante
com quem elas acabardo emparelhadas. Suponha que temos um conjunto finito
de tais pessoas. Imagine que o casamenteiro, ou o aplicativo da moda, divida
primeiramente o conjunto em dois subconjuntos préprios, e anuncia uma regra
que todos no subconjunto A proporéo em casamento alguém no subconjunto B.
Cada uma daquelas pessoas em B que receber uma proposta de casamento sabe
que ela € a primeira escolha de alguém em A. Ela seleciona sua primeira escolha
das propostas que recebeu e retorna as restantes ao jogo. Cada uma daquelas
pessoas em A cujas propostas iniciais ndo foram aceitas propordo agora em
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casamento alguém que elas ndo propuseram anteriormente, inclusive,
possivelmente, aquelas pessoas que estdo com propostas da rodada anterior -
Nkosi sabe que Barbara preferiu Amalia na rodada 1, mas Nkosi ndo fazia parte
daquele conjunto de escolhas de Béarbara e ent&o poderia tomar o lugar de Amalia
na rodada 2.) Provavelmente, existe uma rodada final ap6és a qual nenhuma
proposta adicional sera feita, e o aplicativo casamenteiro tera encontrado o nicleo
do jogo cooperativo, porque nenhuma pessoa i no conjunto B preferira formar um
par com alguém do conjunto A que prefere i a quem quer que esteja com um
conjunto A de propostas dos sonhos. Todas as pessoas do conjunto B aceitardo
agora a proposta que elas receberem, e, caso 0s dois conjuntos tenham a mesma
cardinalidade e todos prefiram formar um par, entdo ninguém ficara sozinho.

Isso ndo é um modelo diretamente aplicavel de um mercado de
casamentos, portanto ninguém ficara rico vendendo o aplicativo casamenteiro
descrito acima. O problema é que ndo temos garantia de que, no exemplo, Nkosi
e Amalia ndo sejam feitas uma para a outra, mas ndo possam formar um par
porque ambas comegaram no subconjunto A. Em livros didaticos sobre teoria dos
jogos, esse problema é frequentemente contornado assumindo-se que o conjunto
A contém homens e que o conjunto B contém mulheres, e que todos estao tao
comprometidos com a heterossexualidade que eles prefeririam formar um par
com qualquer pessoa do sexo oposto do que com alguém do préprio sexo. Por
outro lado, 0 modelo fornece algum insight, de uma maneira que modelos
comumente o fazem, caso nao insistamos em aplica-lo muito literalmente. Depois
de esmiugar isso, vé-se a ldgica dos fatos acerca da sociedade que alguém que
esteja desenvolvendo um aplicativo casamenteiro real deveria entender melhor:
que o aplicativo tera que registrar propostas sob consideragdo mas que ainda néo
foram aceitas, deixar no mercado pessoas com propostas sob consideragéo, e se
lembrar de quem rejeitou anteriormente quem (sem criar uma catastrofe
emocional generalizada ao postar publicamente essa informagao). O aplicativo
real ndo sera capaz de encontrar o nucleo do jogo cooperativo de modo confiavel
a menos que o conjunto de pessoas no mercado seja pequeno, restrito, e
auto-organizado em subconjuntos ao menos o suficiente para fornecer
informagdes como “pessoa de tipo X procura pessoa de tipo Y” para propriedades
X e Y que todo mundo prioriza. (Existem tais propriedades, ao menos como uma
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aproximacao?) Mas os aplicativos casamenteiros reais parecem funcionar bem o
suficiente para transformar a maneira com que a maioria das pessoas jovens
encontram companheiros em paises com acesso a internet geralmente disponivel.
As relagdes entre mercados de casamentos teoricamente idealizados e reais séo
amplamente revisadas em CHIAPPORI, 2017.

O renascimento da teoria dos jogos cooperativos como um local de
interesse renovado tem ocorrido porque tém sido encontrados problemas politicos
que satisfazem as pressuposicdes cruciais do modelo, diferentemente da
ilustracdo diminuta original usando mercados de casamentos totalmente
heterossexuais. Os exemplos principais combinam candidatos universitarios e
universidades, e combinam pessoas que precisam de transplantes de 6rgéo com
doadores (vide ROTH, 2015). Nesses mercados, ndo ha ambivaléncia na parti¢do
dos conjuntos a serem combinados. As preferéncias ordinais sdo as relevantes:
as universidades nédo vendem classificacdes para o lance mais alto (a0 menos
nao geralmente), e 6rgdos nao estdo a venda (ao menos néo legalmente). Os
modelos s&o realmente aplicados, e eles possuem demonstrativamente eficiéncia
aprimorada e salvam vidas.

E comum na ciéncia que modelos que s&o encaixes praticamente
desajeitados para seus problemas originais acabem por fornecer solucdes
altamente eficientes para novos problemas gerados pela mudanga tecnoldgica. A
internet tem criado um ambiente para aplicagdes de algoritmos de combinacao -
viajantes e locatarios de flats, pessoas querendo jantar e restaurantes, estudantes
e tutores, e (lamentavelmente) pessoas socialmente alienadas e fornecedores de
propaganda e fanatismo - que poderiam ser projetados por um tedrico a qualquer
momento desde as inovagbes originais de Shapley, mas que teriam sido
praticamente impossiveis de implementar anteriormente. Essas aplicagbes da
teoria dos jogos cooperativos tém sido aplicadas em conjunto com a teoria dos
jogos néo cooperativos de leildes (KLEMPERER, 2004) para impulsionar projetos
de mercado de bens e servigos de modo téo eficiente a ponto de aniquilar o
outrora poderoso shopping center até mesmo nos suburbios dos EUA. Por que
hotéis sdo muito mais lucrativos e facilmente disponiveis do que havia sido o caso
em todas menos nas maiores cidades antes de 2007? A resposta é que 0s
algoritmos de pregos dindmicos (GERSHKOV; MOLDOVANU, 2014) misturaram a
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teoria do pareamento e a teoria dos leildes para permitir que hotéis, combinados
com agregadores de servicos de viagens online, encontrem clientes dispostos a
pagar taxas premium por seus locais e datas ideais, e entdo preencher os quartos
remanescentes com cagadores de ofertas cujas preferéncias sdo mais flexiveis.
Companhias aéreas operam tecnologia similar. Assim, a teoria dos jogos continua
a ser uma das invengdes do século XX que esta conduzindo revolugdes no século
XXl, e Samuelson (2016) prevé uma onda de interesses renovados na
matematica mais profunda dos jogos cooperativos e suas relagdes com jogos
nao-cooperativos.

Uma gama de aplicagbes adicionais tanto da teoria dos jogos classica
quanto da evolutiva tem sido desenvolvida, mas esperamos ter fornecido agora o
suficiente para convencer o leitor da tremenda, e em constante expanséo,
utilidade dessa ferramenta analitica. Se o seu apetite para investigar a teoria dos
jogos mais a fundo foi despertado por este artigo, saiba que vocé tem agora uma
compreensdo suficiente dos fundamentos para ser capaz de trabalhar com a
grande literatura, da qual alguns destaques serdo listados abaixo.

Bibliografia
Anotagdes

Na seg&o seguinte, os livros e artigos que ninguém seriamente interessado
na teoria dos jogos pode se dar ao luxo de perder estdo marcados com (**).

O livro didatico mais acessivel que abrange todos os principais ramos da
teoria dos jogos é (DIXIT, SKEATH; REILEY, 2014). Um estudante novo no campo
deve trabalhar com esse material antes de passar para qualquer outra coisa.

A teoria dos jogos tem inimeras aplicacdes, das quais esse artigo sugeriu
apenas algumas. Os leitores que procuram por mais, mas nao desejam mergulhar
na matematica, podem encontrar varias boas fontes. (DIXIT; NALEBUFF, 1991 e
2008) sao especialmente fortes em exemplos politicos e sociais. (MCMILAN, 1991)
enfatiza as aplicagdes aos negocios.

O grande avanco histérico que langou oficialmente a teoria dos jogos é
(VON NEUMANN; MORGENSTERN, 1944), e aqueles com interesse académico
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em teoria dos jogos devem ler com os artigos classicos (NASH, 1950a, 1950b,
1951). Uma cole¢éo muito dtil de artigos chave fundamentais, todos classicos, é
(KUHN, 1997). Para um tratamento matemético contemporéneo
extraordinariamente sofisticado filosoficamente, (BINMORE, 2005c) (**) é um
classico. A segunda metade de (KREPS, 1990) (**) é o melhor ponto de inicio
disponivel para um tour sobre as preocupagdes filoséficas em torno da selegéo
de equilibrio para normativistas. (KOON, 1992) leva esses problemas mais
adiante. (FUDENBERG; TIROLE, 1999) é o texto matemético mais exaustivo e
completo disponivel. (GINTIS, 2009b)(**) fornece um texto repleto de excelentes
exercicios, e também é Unico por tratar a teoria evolutiva dos jogos como
fornecendo a base fundamental para a teoria dos jogos em geral.
Desenvolvimentos recentes na teoria fundamental estdo bem representados em
(BINMORE; KIRMAN; TANI, 1993). Qualquer pessoa que queira aplicar a teoria
dos jogos as escolhas humanas reais, geralmente relacionadas de modo aleatério
ao invés de deterministico com os axiomas de otimizagao, precisa entender a
teoria da resposta discreta (TRD) como um conceito de solugdo. O
desenvolvimento original disso é encontrado em (MCKELVEY; PALFREY, 1995) e
(MCKELVEY; PALFREY, 1998). (GOEREE; HOLT; PALFREY,2016) fornece uma
revisao abrangente e atualizada da TRD e de suas principais aplicagoes.

Os fundamentos filosoficos dos conceitos basicos da teoria dos jogos
como os economistas os entendem sdo apresentadas em (LACASSE;
ROSS,1994). (ROSS; LACASSE, 1995) esboga as relagbes entre jogos e as
pressuposicoes axiomaticas da microeconomia e da macroeconomia. Enigmas
filoséficos nesse nivel fundamental sdo criticamente discutidos em (BICCHIERI,
1993). (LEWIS, 1969) faz uma aplicagédo mais ampla na filosofia dos conceitos de
equilibrio jogo-tedricos, embora faga algumas pressuposi¢des fundamentais que
os economistas geralmente ndo partilham. Seu programa é levado muito mais
adiante, e sem as pressuposicoes contestadas, em (SKYRMS, 1996(**) e 2004).
(vide também NOZICK, 1998.) GAUTHIER, 1986 apresenta uma literatura nédo
levantada nesse artigo, em que é investigada a possibilidade de fundamentacdes
jogo-tedricas para a ética contratualista. Esse trabalho é criticamente discutido
em (VALLENTYNE, 1991), e estendido para um cenario dindmico em
(DANIELSON, 1992). Contudo, (BINMORE, 1994, 1998) (**) critica fortemente
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esse projeto como inconsistente com a psicologia natural. Filésofos também
acharéo interessante (HOLLIS, 1998).

Em uma classe separada, em decorréncia de insight, originalidade,
legibilidade, e importancia transdisciplinar, estdo os trabalhos do vencedor do
prémio Nobel, Thomas Schelling. Ele é a fonte da enorme literatura que aplica a
teoria dos jogos as questdes sociais e politicas de relevéancia imediata, e mostra
com que leveza é possivel usar a matematica se a légica for suficientemente
segura. Ha quatro volumes, todos essenciais: (SCHELLING, 1960) (**),
(SCHELLING, 1978/2006) (**),(SCHELLING, 1984) (**), (SCHELLING, 2006) (**).

(HARDIN, 1995) é um dos muitos exemplos da aplicacdo da teoria dos
jogos a problemas em teoria politica aplicada. (BAIRD; GERTNER; PICKER,
1994) revé os usos da teoria dos jogos em teoria legal e jurisprudéncia.
(MUELLER, 1997) pesquisa a aplicagd em escolhas publicas. (GHEMAWAT,
1997) fornece estudos de caso destinados a servir como um modelo metodoldgico
para aplicacbes praticas da teoria dos jogos a problemas de estratégia de
negdcios. (POUNDSTONE, 1992) fornece uma histéria vivida do Dilema do
Prisioneiro e seu uso por estrategistas da Guerra Fria. (AMADAE, 2016) conta a
mesma histéria, baseada em investigagbes académicas originais, com menos
complacéncia quanto as suas implicagbes. A auto-biografia de Ellsberg
(ELLSBERG, 2017) confirma enormemente a perspectiva de Amadae.
(DURLAUF; YOUNG, 2001) é uma util colegéo de aplicagdes a estruturas sociais
e mudanca social.

A teoria evolutiva dos jogos deve sua génesis explicita a Manynard Smith
(MAYNARD SMITH, 1982) (**). Para um texto que integra a teoria dos jogos
diretamente com a biologia, vide HOFBAUER; SIGMUND,1998 (**). SIGMUND,
1993 apresenta esse material em um formato menos técnico e mais acessivel.
Algumas aplicagbes excitantes da teoria evolutiva dos jogos a uma gama de
questdes filosdficas, em que esse artigo se baseou fortemente, estdo em
(SKYRMS, 1996) (**). Essas questbes e outras sao discutidas criticamente de
varios angulos em (DANIELSON, 1998). Fundamentos matematicos para jogos
evolutivos sdo apresentados em (WEIBULL, 1995), e levados mais adiante em
(SAMUELSON, 1997). Como notado acima, (GINTIS, 2009b) (**) € um livro
didatico introdutdrio que toma a modelagem evolutiva como fundamental para
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toda a teoria dos jogos. (H. P. YOUNG, 1998) fornece modelos sofisticados da
dindmica evolutiva das normas culturais através de interagbes jogo-tedricas de
agentes com capacidades cognitivas limitadas mas disposi¢des para imitar uns
aos outros. (FUDENBERG; LEVINE, 1998) fornece os fundamentos técnicos para
modelagens desse tipo.

Muitos filosofos também ficardo interessados em (BINMORE, 1994,
1998, 2005a) (**), que mostram que a aplicagdo da analise jogo-tedrica pode
subscrever uma concepgdo rawlsiana de justica que nd@o requer recurso a
pressuposicdes kantianas sobre o que agentes racionais desejariam por tras de
um véu da ignorancia no que diz respeito as suas identidades e papeis sociais .
(Em acréscimo, Binmore oferece excursdes por uma gama de outras questdes
tanto centrais quanto periféricas para ambos os fundamentos e as fronteiras da
teoria dos jogos; esses livros sd@o particularmente ricos em problemas que
interessam aos filésofos.) Quase todo mundo ficard interessado em
(FRANK,1988) (**), em que a teoria evolutiva dos jogos é utilizada para iluminar
aspectos basicos da natureza e da emogao humanas; embora os leitores desse
material possam encontrar criticas ao modelo de Frank em (ROSS;
DUMOUCHEL, 2004).

As aplicagdes comportamentais e experimentais da teoria dos jogos séo
pesquisadas em (KAGEL; ROTH, 1995). (CAMERER, 2003) (**) € um estudo
abrangente e mais recente dessa literatura, e ndo pode ser perdido por ninguém
com interesse por essas questdes. Uma pesquisa mais curta que enfatiza criticas
filosoficas e metodoldgicas é (SAMUELSON, 2005). Os fundamentos filoséficos
sdo0 também cuidadosamente examinados em (GUALA,2005).

Dois volumes dos principais tedricos que oferecem visdes abrangentes
dos fundamentos filosoficos da teoria dos jogos foram publicados em 2009. Eles
sao (BINMORE, 2009) (**) e (GINTIS, 2009a)(**). Ambos so indispensaveis para
fildsofos que visam participar em discussdes criticas de questdes fundacionais.

Um volume com dezenove principais tedricos dos jogos, expressando
suas visdes em topicos motivacionais e fundacionais, &€ (HENDRICKS; HANSEN,
2007).

Um maravilhoso desenvolvimento recente nos fundamentos da teoria dos
jogos é a invengao da teoria dos jogos condicionais por Stirling. (STIRLING, 2012)
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se restringe a matematica, com algumas possibilidades principais de aplicagao,
juntamente com extensdes técnicas que fornecem pontes com a economia, sendo
encontrada no seguinte, (STIRLING, 2016). A importancia filosofica desse trabalho
é melhor compreendida a luz de consideragdes introduzidas em (BACHARACH,
2006).

A dindmica jogo-tedrica subpessoal recebe uma profunda porém
acessivel reflexdo em (AINSLIE, 2001). Textos seminais em neuroeconomia, com
uso extensivo e implicagbes para a teoria comportamental dos jogos, séo
(MONTAGUE; BERNS, 2002), (GLIMCHER, 2003) (**), e (CAMERER;
LOEWENSTEIN; PRELEC, 2005). (ROSS, 2005a) estuda os fundamentos
jogo-tedricos da microeconomia em geral, mas especialmente a economia
comportamental e a neuroeconomia, da perspectiva da ciéncia cognitiva e em
préximo alinhamento com Ainslie.

A teoria dos jogos cooperativos é consolidada em (CHAKRAVARTY;
MITRA; SARKAR, 2015). Uma aplicagdo acessivel e ndo técnica de aplicacdes
do pareamento pelo economista cujos trabalhos nisso recebeu um prémio Nobel,
é (ROTH, 2015).
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