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Produto Interno

Produto Interno em Espacos Vetoriais

Introducao

Anteriormente estudamos o produto escalar (produto interno usual). A
partir da generalizacdo do conceito de produto interno serdo definidas as
nogdes de comprimento, distancia e angulo em espagos vetoriais genéricos.

v

Definicao

Chama-se produto interno no espago vetorial V uma fungcdode V x Vem R
que a todo par de vetores (iZ, ¥) € V x V associa um nimero real, indicado
por i.V ou {ii, ¥, tal que os seguintes axiomas sejam verificados.

Axiomas

P, dv=v.il

Py, d.(V+w)=dV+idw

P; (ail) V=a.(@) V,Ya e R

Py it > 0eii.0 = 0se, e somente se, i = 0
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Produto Interno em Espacos Vetoriais

O ndmero real #.V é chamado produto interno dos vetores i e V. )

Propriedades
Dos quatro axiomas da definicdo decorrem as seguintes propriedades:
[0d=u0=0,VieV
I (@+7V)w=uw+vw
I . (aV) = a (d.V)

IViad@i+h+...+v)=dd +idbh+...+idv,

Defini¢do: Espaco Vetorial Euclidiano

Um espago vetorial real, de dimens3o finita, no qual esta definido um
produto interno, € um espaco vetorial euclidiano.
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Modbdulo de um Vetor

Moédulo de um Vetor

Dado um vetor ¥ de um espago vetorial euclidiano V, chama-se médulo,
norma ou comprimento de ¥ o nimero real ndo-negativo, indicado por |V]

definido por
[Vl = ViV

Seja V um espago vetorial euclidiano.

Propriedades do Médulo de um Vetor
i[>0,V e Vel =0 se, e somente se, ¥ = 0.
ii |aV] =lal.lV], ¥YWeV,VaeR
iii @V < @V, Yd,veV
(Desigualdade de Schwarz ou Inequacdo de Cauchy-Schwarz)

v [@+V <ld+ W, Yid, VeV
(Desigualdade triangular)




Médulo de um Vetor

Distancia entre dois Vetores (ou pontos)

Sejam i e il vetores. Entdo a distancia é dada por

d (i, V) = |ii — V]

Vetor Unitdrio
Todo vetor nao nulo ¥ € V pode ser normalizado da seguinte forma:

N

v

i=—
[

il vetor unitdrio.
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Angulo Entre Dois Vetores

O angulo de dois vetores i e V é dado por

- o
u.v

.|V

cosf = 0<é<nm

Vetores Ortogonais

Seja V um espago vetorial euclidiano. Dizemos que o dois vetores ¥ e i sdo0
ortogonais, e representamos por #.LV se, e somente se, ii.V = 0.

Conjunto Ortogonal de Vetores

Seja V um espago vetorial euclidiano. Um conjunto de vetores
{¥1,V, ..., V¥,} C V é ortogonal se dois vetores quaisquer, distintos, sdo
ortogonais, isto é, V;.¥; = 0 para i # j.

Teorema

Um conjunto ortogonal de vetores ndo nulos A = {¥,V,,...,V,} C V€
linearmente independente (L.L.).




Base Ortogonal

Uma base {V}, V>, ...
ortogonais.

,V¥.} C V é ortogonal se os seus vetores sdo dois a dois

Base Ortonormal

Uma base B = {V, 1, ..
seus vetores sao unitrios, ou seja,

oo _ |0 para i # j
"1Vl para i o=

., ¥u} C V é Ortonormal se B é ortogonal e todos os

Componentes de um Vetor em uma Base Ortogonal
Seja V um espago vetorial euclidiano e uma base B =
w eV, tem-se :

Ww=aVi +...+av; +...+a,v,

a; i-ésima coordenada de w em relag@o a base B.

{V1,...,V,} de V. Para
- =
wW.V;

a; = >—
Vi.Vi
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- Conjunto Ortogonal

Conjuntos Ortogonais

Sejam S e S, subconjuntos de um espaco vetorial euclidiano V. Entdo §; é
ortogonal a .S, (S1L5,).
Se qualquer vetor V| € S; é ortogonal a qualquer vetor ¥, € S,

Teorema

Seja V um espago vetorial euclidiano e B = {¥, ..., ,} uma base de um
subespago S de V, gerado por B. Se um vetor u € V é ortogonal a todos os
vetores da base B, entdo i é ortogonal a qualquer vetor do subespago S
gerado por B. Logo, ii é ortogonal a S e se representa por iZ.LS.

Processo de Ortogonalizacdo de Gram-Schmidt

Dado um espago vetorial euclidiano V e uma base B = {V, ..., V,} desse

espago, € possivel, a partir dessa base, determinar uma base ortogonal de V.
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Exercicios e demonstracoes

EM AULA



Slides estdo postados no seguinte site:
http://wp.ufpel.edu.br/kiesow/

D—

Mais informagdes:

e-mail: felipekiesow@gmail.com

D—

Thanks!
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