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Introducao

Seja o sistema linear Ax = b, onde:
Introdugo @ A: Matriz dos coeficientes, n X n;
@ x: vetor das variaveis, n X 1;

@ b: vetor dos termos independentes, n X 1.

Convertemos este sistema em um sistema do tipo x = Cx + g, onde C é
matriz n X n e g vetor n X 1. ¢(x) = Cx + g funcdo de iteracao na forma
matricial.

Esquema iterativo:

x@ (vetor aproximacio inicial)
D = Cx© + g = p(x©), (primeira aproximagio)
2 = CxD + g = D), (segunda aproximagao)

2D = cx® 4 g = go(x(k)),k =0,1,...




Introducao

Introdugio

Observagdo

Se a sequéncia de aproximacdes x@, x(D, .. . x® . & tal que
limy—o x* = @, entdo a = Ca + g, ou seja, & é a solugio do sistema
linear AX = b.




Testes de Parada

O processo iterativo é repetido até que o vetor x¥) esteja suficientemente préximo do vetor
xk-1),

Introdugio

Medimos a distancia entre x® e x( =D por d® = max | x0 - x &= D[,

I=i=n

Assim, dada uma precisio €, o vetor x¥) serd escolltido como X, solugao aproxi-
mada da solugio exata, se d¥) < e.

Da mesma maneira que no teste de parada dos métodos iterativos para zeros de
funcoes, podemos efetuar aqui o teste do crro relativo:

diky
mix |x{K |’

l=i=n

Computacionalmente usamos também como teste de parada um niimero méaximo
de iteragdcs.
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Método Iterativo de Gauss-Jacobi

A forma como o método de Gauss-Jacobi transforma o sistema linear
Ax =bemx = Cx + g é o seguinte:

appxy +apxy + -+ agmx, = bl
ar1Xy + axpxy; + -+ ayXx, = b,

A1 X + ApXp + - + AppXy = by

Supondo que a; # 0,i = 1,...,n isolamos o vetor x mediante a
separacdo pela diagonal, assim:
1
X1 = — (b1 — apxy — ai3xz — -+ — AipXy)
ail
Xy = — (by — azix1 — axx3 — -+ — doyXy)

an

1
Xn = (bn —ap1X] —AappXy — an,n—lxn,n—l)
nn




Método Iterativo de Gauss-Jacobi

Desta forma, temos x = Cx + g, onde

Gauss-Jacobi
—a —ai3 P —a
0 ‘2/a|| l’/an l"/‘411

_112|/a22 0 _llz3/azz oo _az"/azz

a, a, a,
— nl/a’m — nl/am, — n}/a’m . 0

b'/an

bz/ an

ba / A



Método Iterativo de Gauss-Jacobi

Gauss-Jacobi

0 método de Gauss-Jacobi consiste em, dado x, aproximacio inicial,
obter XV, ..., x® através da relagio recursiva x**1 = Cx® + ¢

1

k+1 k k

x(1 e —1 (b1 —algx(z) —a13x(3) e —ay xﬁ,))
k+1 k k

x(2+ ) = —22 (bz—azlx(l)—anxg) e —a ,,x(n))

ey _ 1 k k k
= by = anx)” — @) — o~
nn



Método Iterativo de Gauss-Jacobi

Exemplo
Gauss-Jacobi

Resolva o sistema linear:

lle + 2)(2 + X3 = 7

X, +5x2+ Xy -8

|
>

le + 3x2 + 10x; =

07

pelo método de Gauss-Jacobi com x) = [ —1.6 |e & = 0.05.
0.6




O processoiterativoé

1 1 7
k+1) - _ k) _ 5y = gxk) _ 2 yk) ( )+ L
Xy 10 (7 2x§ x§7) = Ox} ]0 Xy 10 + 0
k+1)y _ | x Ky = 4k o1l wx_ 8
x‘:z*)—g(—S—x{l}gxg’)——g(1’+0x(2)—§xg*——§
dor 1y = Lo ox® _aglky = 2 a3k gt &
Xy 0 (6 - 2x§ 3x5) 10 x§ 10 X5 + Ox3 + 0
Na forma matricial (1) = Cx® + g temos
0 -2/10 -1/10 7/10
C=|-1/5 0 ~1/5 eg=| -85

-1/5 =3/10 0 6/10
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Assim (k = 0) tcmos

*D = —0.2x - 0150 + 0.7 = -0.2 (-1.6) — 0.1 x 0.6 + 0.7 = 0.96
D =~ 02x(® — 0.2x - 1.6 = —02 x 0.7 - 0.2 x 0.6 - 1.6 = -1.86
x4 = -02x" — 03xY + 0.6 = -02 x 0.7 - 03 (-1.6) + 0.6 ~ 0.94

0.96
XW=Cx®+g=| -186 |.
0.94

Calculando d{l), temos:

[x{D - x(0] = 0.26

0.34 0.34
te 2 320 0182
mix |x{0] = 186 = 1828 > ¢

1=i=s3

|xgl) - xg’)| =026 = dlV =

D D - 034
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Prosscguindo as iteragGes, temos:

parak = 1:
0.978
x? = | _1.08 | = a@ = %2 _ 50606 > ¢
: L 1.98
(1.966
e para k = 2:
0.9994
@ _ @) _ 00324
X 1.9888 | = dy 1 9888 0.0163 < ¢.

0.9984



Entio, a solugdo X do sistema linear acima, com erro menor que 0.03, obtida pelo
método de Gauss-Jacobi, é

(.9994
X = x@) = [ -1.9888
0.9984
0.7 by/ay
Neste exemplo tomamos x(® = | -1.6 | = | by/ay; |. No entanto, o valor de
0.6 b3/ﬂa3

x( ¢ arbitrério, pois veremos mais adiante que a convergéncia ou nio de um método
iterativo para a solugiio de um sistcma linear de equagées é independente da aproximagio
inicial escolhida.




Gauss-Jacobi

Método Iterativo de Gauss-Jacobi

Teorema - Critério das linhas

Seja o sistema linear Ax = b e seja

n
op = (X, lay | Ma .
j=1

=k

Se
a=max a; < 1
1<k<n
entdo o método de Gauss-Jacobi gera uma sequéncia x*’ convergente
para a solugdo do sistema dado, independente da escolha da
aproximacio inicial x(©.

Obs: este teorema € uma condicdo suficiente para a convergéncia do
método iterativo de Gauss-Jacobi.




Método Iterativo de Gauss-Jacobi

Gauss-Jacobi

Andlise do Exemplo com o teorema do Critério das Linhas

Analisando a matriz A do sistema linear do Exemplo 10,

10 2 1
A= 1 ) 1 |, temos
2 3 10
a1=2;)17:%=0.3<]; o = I;I =04<1; a3=%=0.5<1 e

entio max oy = 0.5<1 donde, pelo critério das linhas, temos garantia de convergéncia
l=k=3

para o método de Gauss-Jacobi.




Método Iterativo de Gauss-Seidel

Gauss-Seidel

1

x(k+l) —

(k+1) _
Xy =

A

Da mesma forma que no método de Gauss-Jacobi, no método de
Gauss-Seidel o sistema linear Ax = b € escrito na forma equivalente
x = Cx + g por separacdo da diagonal.
O processo iterativo consiste em, sendo x* uma aproximagio inicial,
calcular x\V, x® .

x® . por:
L (b1 — alzx(z) —-a 3x;k)
aj
k
(bz - a21x(1 )~ a23x(3 )
an
1 o _

k
(b - anlx( ) Xy
ann

e al)

e — )

(k)
Prr— anvn_lxn’n_]

16
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Método Iterativo de Gauss-Seidel

O esquema iterativo de Gauss-Seidel pode ser escrito na forma matricial.
Inicialmente escrevemos a matriz A como A = L + D + R, onde:

Gauss-Seidel

L: matriz triangular inferior com diagonal nula;
D: matriz diagonal comd;; #0,i=1,...,n;
R: matriz triangular superior com diagonal nula.

Podemos escrever como

0 0 ap

0 0 a a
oo 1
azy 0 ce 0 an 0 0 . "
az  amp - 0 2
L= ,D= e R=
. 0 0 - a
an  ap o A "



Método Iterativo de Gauss-Seidel

Portanto, Ax =b <> (L+D+R)x=b< Dx=b~Lx- Rx <
Gauss-Seidel

< x=D1b-DLx - D!Rx.
No método de Gauss-Seidel o vetor x&*1) ¢ calculado por:

x(k+t1) = plp — D1 x&+1) _ pr1Rx (),

Agora, podemos ainda escrever x*1) = Cx(®) 4 g, considerando
A =D(L; +1+ R,) onde:



Método Iterativo de Gauss-Seidel

Gauss-Seidel




Método Iterativo de Gauss-Seidel

entio Ax = b <
ST D(L, +1+R)x=b =
(L, +1+R)x=D"be
x=-Lx - Rx + D7l b ¢ 0 método de Gauss-Seidel &
xlktl = 1, x(k+D) R;x® + Db,

donde (1 + L)) xt+D = — R x® + D-'b

ou x6* D= T+ LY IRx® + G+L)ID b =Cx + g
N~ — h - ——"—
C g
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Exemplo - Interpretacdo Geométrica

Consideremos a aplicagdo geométrica dos métodos de Gauss-Jacobi ¢ Gauss-Seidel ao
sistema linear:

X+ Xy = 3

Interpretagdo
Geométrica

Preparagio:

X; =3 -x,

i
x2=§(3+x1).

O esquema iterativo para Gauss-Jacobi &:

IRV QR ()

xé‘”” = ; 3+ xﬁk))



Exemplo - Interpretacdo Geométrica

Teremos:

_ (0N, o (3Y., »_(2 @_{ VY., qa_ (43
X (0)”‘ (1)”‘ (2”“5/3”“4/3

Xy

Interpretagdo
Geométrica




Exemplo - Interpretacdo Geométrica

O esquema iterativo para Gauss-Seidel é:
xfrD 23 -y

Interpretagdo
Geométrica

kD o % (3 + xfk+1)

Para melhor visualizagdo gréfica, marcaremos ne grifico os pontos (xﬁk), x&k));

(x(lk+ 1, xg‘)); (x&lH by, xgk +1), .. parak =0,1,2,..
x(lu) 0 xgl) 3 x(ll) 3

W Lo x| lo] [x] [2

)
o
3



Interpretagdo
Geométrica

Exemplo - Interpretacdo Geométrica

x{!
= - - = -

x40 2 x4 2 P 473

x{? 1 x3 5/3 x® 53
= = - = =

xP 43 @2 4/3 x$ 14/9

Observamos que 0s pontos (xT‘*l), xg‘)) satisfazem a primeira equagio e o0s

pontos (xgk +0), xg‘ + 1)) satisfazem a segunda equagdo.



Exemplo - Interpretacdo Geométrica

Interpretagdo
Geométrica




Exemplo - Interpretacdo Geométrica

Interpretagdo R ) _ ~

Geométrica Embora a ordem das equagdes num sistema linear ndo mude a solugdo exata, as
seqiiéncias geradas pelos métodos de Gauss-Seidel e de Gauss-Jacobi dependem fundamen-
talmente da disposicao das equacdes.

E fécil verificar que a seqiéncia x@, x(),.., x®¥,__ estd convergindo para a so-
lugao exata do sistema linear que é x* = (1.5, 1.5}, tanto no método de Gauss-Jacobi quanto
no de Gauss-Seidel.
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Slides e outros materiais serdo postados no seguinte site:
http://wp.ufpel.edu.br/jahnecke/disciplinas/algebra-lin

L

Obs: em junho colocarei o material no meu site.

Mais informacgoes:

e-mail: felipekiesow@gmail.com

Thanks!
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