Capitulo 4: Derivada

Parte 1

> A reta tangente;
» A derivada de uma funcdo num ponto;
» A derivada de uma funcao;

» Exemplos e exercicios.

A reta tangente (contexto geométrico):

Vamos definir a inclinagdo de uma curva y = ﬂx) para, em segulda, encontrar
a equacio da reta tangente a curva num ponto dado.

Seja y = fix) uma curva definida no intervalo (a, b}, como na Figura

Sejam P(x;, y;) e Q(x,, y,) dois pontos distintos da curva y = flx).

_ Scjé s a reta secante que passa pelos pontos P e . Considerando o trifingulo
retdngulo PMQ, temos que a inclinagéo da reta s (ou coeficiente angular de s) é




Suponhamos agora que, mantendo P fixo, Q se mova sobre a curva em diregdo
a P. Diante disto, a inclinagio da reta secante s variari. A medida que Q vai se
aproximando cada vez mais de P, a inclinacdo da secante varia cada vez menos,
tendendo para um valor limite constante (Ver Figura).

Esse valor limite, € chamado inclinag@o da reta tangente 3 curva no ponto P,
ou também inclinagdo da curva em P.

m - e s

Defini¢do. Dada uma curva y = fix), seja P(x,, ¥,) um ponto sobre ela. A
inclinagdo da reta tangente a curva no ponto P € dada por

sy fm) - A

m(x,) = lim = (D
: g-p Ax X, X X — X
quando o limite existe.
Fazendo x, = x; + Ax podemos reescrever o limite (1) na forma
fix, + Ax) - fix)) _
mx) = lim — . 2)

Ax— 0 Ax




Conhecendo a inclinagdo da reta tangente & curva no ponto P podemos encon-
trar a equagdo da reta tangente a curva em P. '

Equacdo da Reta Tangente. ‘Seafungio f(x) € continua em x,, entéo a reta
tangente & curva y = flix) em P(x, f (x,)} é:

(i) A reta que passa por P tendo inclinagdo

_ f(xI + Ax) — f{xl) o ) :
m(x) = lim - ———, se este limite existe. Neste caso temos a
m-;n_ Ax
equacio
J"_ﬁxl) =m {x—xl). (3)
fory + Ax) — fix)
(i) Aretax=x, se lim — L for infinito.
: Ar—0 Ax
Exemplos:

(i)  Encontre a inclinag@o da reta tangente a curva y = x> — 2x + 1 no ponto (x,, y,).

Se f(x) = x* = 2x + 1, entdo
f(x) =xt-2x +1e
f(x; + Ax) = (x; + Ax)> = 2(x, + Ax) + 1

= x] + 2x,Ax + (Ax)® — 2x; — 2Ax + 1.
Usando (2), vem:

i £Gr+A%) = f(x)

milx
(x1) Ax—0 Ax

lih O+ 2xAx + (Ax?) — 2x, — 2Ax + 1 — (xf — 2x; + 1)

Ax—0 Ax

2 — + Ax —2
lim 2xAx + (Ax)” — 2Ax  _ - Ax(2x; %= 2

Ax—0 Ax Ax—0 Ax

= le i

Portanto, a inclinacdo da reta tangente a curva y = x> =2x + 1no ponto (x;, y,) €

m(x;) = 2x, — 2.




(if). Encontre a equagdo da reta tangente i curva y = 2x> + 3 no ponto cuja
abscissa € 2.

O ponto da curva y = 2x? + 3, cuja abscissa € 2, é o ponto P(2, A2)) = (2, 11).

Vamos encontrar a inclinagéo da curva y = 2x* + 3 no ponto P (2, 11). Para
isso, encontraremos primeiro, a inclinagdo da curva num ponto (x|, y,). Temos,

) fx, + Ax) — fix)
m(x)) = AJer—.l;l[! A
2x, + Ax)? + 3 - (2 + 3)
- Ax =0 Ax
22 + 4xAx + 2(Ax)? + 3 — 22 - 3
Ar—=0 Ax
y Ax(4x, + 2Ax)
- im —— =
Ax—0 Ax
= 4x

Como m (x,) = 4x,,entiom (2) =4 - 2 = 8.

Usando (3), escrevemos a equacio da reta tangente A curva y = 2x* + 3em
P(2, 11).

Temos,
y-flx)=mx-x)
y—11 =8 (x - 2), ou ainda,
Bx-y-5=0.

A Figura mostra a visualizacdo dareta8x — y — 5 = 0, que € tangente 4 curva y = 2x? + 3 no ponto P(2, 11).




A derivada de uma fun¢ao num ponto:

A derivada de uma fung@o f (x) no ponto x,, denotada por f"(x,), (1¢-se f linha
de x, no ponto x,), ¢ definida pelo limite ’

. Six) + Ax) - fix)
f'(x) = lim L Ax L quando este limite existe.
Ax— 0

Também podemos escrever

fo) = fx)

xz—x

f'(x) = lim

X, —»X

275 !

Como vimos na se¢do anterior, este limite nos d4 a inclinag@o da reta tangente
a curva y = f{x) no ponto (x,, f{xl)). Portanto, geometricamente, a derivada da funcdo
y = fix) no ponto x,, representa a inclinag@o da curva neste ponto.

A derivada de uma funcgao:

A derivada de uma fungo y = fix) € a fungdo denotada por [’ (.f). (1&-se f linha
de x), tal que, seu valor em qualquer x € D (f) € dado por

lim fix + Ax) — fix)

Ax » g¢ este limite existir.
Ax—0

fix) =

Dizemos que uma funcio € derivdvel quando existe a derivada em todos os
pontos de seu dominio.

Uma outra notacao utilizada para representar a derivada é:

%‘i (1&-se a derivada de y em relago a x).




Exemplos:

(i) Dadaf(x) = 5x* + 6x — 1, encontre f’ (2).

f(2

. ym M) -2

Ax >0 Ax

FFisl . A ,,\2 . £y N A N 1 - AL i ‘T L |
SZ+Ax) +6(2+Ax) -1 -00-22+6-2 1)

= lim

Ax—0 Ax
. 20 + 20Ax + S(Ax)* + 12 + 6Ax — 20 - 12

= lim -

Ax—0 Ax
_ lm  208% + 507 _ lim AX(26 + 5Ax)

Ax—0 Ax Ax>0 Ax
= lim (26 + SAx) - 26.

Ax—0

(ii) Dada fix)

f1(x)

x - 2 ,
=+ 3 , encontre [ {x).

o G AY) - f(x)

Ax—0 Ax
x+Ax—2_x—2
x+Ax+3 x+3

= i
mlc]—l}o Ax

~ lim (x+Ax —2)(x +3) — (x —2)(x + Ax + 3)
Ax—0 (x+ Ax +3)(x +3) - Ax

— lim x*+ x4+ xAx +3Ax — 6 — x> — xAx — x + 2Ax + 6
Ax—0 (x + Ax +3)(x + 3) - Ax

~ lim SAx
ax—=0 (x + Ax + 3)(x + 3) - Ax

= lim >
ax—0 (x + Ax + 3)(x + 3)

5

“ G




Continuidade de fung¢oes derivaveis:

Teorema: Toda funcao derivavel num ponto x: é continua

neste ponto.

MAS, f(x) ser continua em x1 nao implica a existéncia de

f'(x1).

Capitulo 4: Derivada

Parte 2

» Regras de derivacao;

» Derivada da funcao composta




Regras de derivacao:

Se ¢ € uma constante e
1. Fung¢do constante: fix) = ¢ para todo x, entio
f (x)=0.

Prova. Seja f(x) = c¢. Entao,

lim f(x + Ax) _ﬂx)

Ax—0 Ax

f'm

c-c

=- lim
a0 Ax

= Iim O
Ax—0

2. Regra da Poténcia:

Se n € um nimero inteiro positivo ¢
fx)=x",  entdo
ff)=n-x""1,

Exemplos

(i) Se flx) = x° entdo f’ (x) = 5x*.
(if) Seg(x)=xentdo g’ (x) = 1.

(iii) Se h(x) = x'*entdo h’ (x) = 10x°.




3. Derivada de uma constante por uma funcao:

Sejam f urna fungdo, ¢ uma constante e g a fun¢ao definida por
gx)=cf(x). Sef’ (x)existe, entdo
g () =cf (x).

Exemplos

() Sefx)= 8x2 entdo f’(x) = 8(2x) = 16x.
(i) Se g(z) = 22’ entdo g’(z) = —2(7z% = —145,

4. Derivada da soma de fungoes:

Sejam f e g duas fungdes e k& a fungdo definida por
h(x)=f(x)+gx). Sef’ (x)eg (x)existem, entdo
@) =f"x) +g ).

Exemplos

(i) Sejaf(x)=3x*+ 8x + 5. Entdo,

3-(4°)+8-1+40
1223 + 8.

@

(if) Seja g(y) = 9y° — 4y? + 2y + 7. Entio,

9-(5yH—-4-2»+2-1+0

g

45y* — 8y + 2.




5. Derivada do produto de funcdes:

Sejam f e g fungoes e h a funcio definida por
h(x) =flx) - g(x). Sef’(x)eg (x)existem, entdo
h()=fx) g )+f (x)-gx).

Exemplos

() Sejaf(x)=(2x3-1) x* + x3). Entdo,
fr ) =23 -1 @41 +2x) + (x* + 2 (6.

(ity Sejafir) = % ( + 5) (£ + 41) . Entdo,

'@ = % [(2 + S)(65 + 4) + (° + 4)(20)] .

5. Derivada do quociente de funcdes:

Sejam f e g fungdes e h a fungio definida por
h(x) = fix)/g(x), onde g(x) #0. Se f* (x) e g’ (x) existem, entdo

80 - ') ~ ) - 8°®

h'(x) =
) [g@I?
Exemplos
, -3
a) Encontrar f’ (x) sendo flx) = 2513
Temos,
fr = (2 - 5x + 3)2 - 4 - 0) - (2x* - 3)(2x - 5)
- 2 — 5z + 3

B (2 - 5x + 3)(8x%) — (2x* - 3)(2x - 5)
- (2 - 5x + 3)?




b) Se gx) = %r encontrar g’(x).

Temos,

Proposicao. Se f(x) = x™" onde n € um inteiro positivo e x # 0,

entiof’ (x)=—n-x""1,

Prova. Podemos escrever fix) = ﬁ

Aplicando a proposigéo 4.10.10, vem

' = X0 zx:)Z. e
— -1
- 2
= —n-x"l.x2n
= —nx -1

Exercicios ...




Derivada de Fun¢ao composta:

Consideremos duas fungGes derivdveis fe g onde y = g(u) e u = f(x).

Para todo x tal que f(x) estd no domfnio de g, podemos escrever y = g(u) =
g [fx)], isto €, podemos considerar a fungdo composta (g , f) (%).

Por exemplo, uma fungio tal como y = (x> + 5x + 2) pode ser vista como a
composta das fungdes y = u’ = g(u) e u = 2+ Sx + 2 = f(x).

A seguir apresentamos a regra da cadeia, que nos dd a derivada da fungio
composta g , f em termos das derivadas de f ¢ g.

6. Regra da Cadeia

Se y = g(u), u = fix) e as derivadas dy/du e du/dx existem,
entdo a fungdo composta y = g [x)] tem derivada que é dada por

DD By ywWegw W

Exemplos:

a) Dada a fun¢io y = (x* + 5x + 2)’, determinar dy/dx.

Vimos anteriormente que podemos escrever y = g(u) = u’, onde u = x* + 5x + 2.
Assim, pela regra da Cadeia,

dy  _ dy  du
d« du ~ dx
= Tub - (2x + 5)

7%+ 5x+2)%- (2x+5).




5
~ _(3x+ 2 '
b) Dadaa fungdo y = [21: - 1] , encontrar y’.
3x+2 . .
2+l Aplicando a regra da cadeia,

Podemos escrever y = u°, onde u =

temos
dy _ dy du
dx - du dx
s x+1)-3-(x+2-2
(2x + 1)?

6x +3 - 6x — 4

_ g (me2Y)
2 + 1 (2x + 1)
-1

o s (me2)
2+ 1) (2x+ 1)

Proposicdo. Sec u = g(x) € uma fungio derivdvel € n € um niéimero inteiro ndo

nulo, entdo

d n_ e .
4 181" = - [g)] bogm).

() Dada a fungdo fix) = 5Vx* + 3, determinar f’ (x).

Exemplos:

Podemos escrever
flx) =52+ 3)'2,

'Assim,
f'x) = 5 % (2 +3)172. 2

Sx

T V2 +3




C) Dada a fungdo g(r) = £

NE + 1

Escrevendo a fung¢do dada como um produto, temos

g = 2.3+ 1715

» determinar g ’(¢).

Assim,

_1_1

@[‘71)(@1» 1f s @02

g @

A+ D)+ uE+ )8,

Il

Podemos resumir as proposi¢coes anteriores na seguinte tabela de derivadas:

Tabela. Sejam u = u(x) e v = v(x) fungdes derivdveis e ¢ uma constante
qualquer.

@ y=c = ¥y =0

2) y=x = y'=1

3) y=c-u = :v'=c u

4 y=u+v = y'=u +v

5 y=u-v = Y =u-v+v-u
6 y 2% - y,_vu’;zuv’

7) y=u*%0zoe Q = y =o' .




Exemplos. Determinar a derivada das fungbes:

@By = B+@x+D3+ Vx.

* = 8 43442241 xR

H -
il

2
1
= 8x+6(2x+4)2+ ——=-
( ) e
.. o ox+1
i) y= =3

(Vx2—3)-1-—(x+1)-%-(x2—3)'”?-2x

r

’ (Va? - 3)?
V-3 —x(x+1)/Vx?-3
a x> =3

(x* = 3) —x(x + 1)

- V2 — 3 B -3 —x
a x> —3 (x* = 3)Vx* -3




(i) y = 3x(8x-2).

’ 3x (24x%) + (8x°=2) - 3

‘<
Il

72x% +24x3 - 6
96x> — 6.

Il

(v) y = Vo2 + 7x + 2 .

Podemos escrever y = (6x% + 7x + 2)13.

Temos,
y = %(t‘.ix2+7.avz:+2)—z”3 - (12x + 7)

12x + 7 .
3
3 V(622 + Tx + 2)2

It




Capitulo 4: Derivada
Parte 3

» Derivadas de funcdes elementares;

> Derivadas sucessivas.

Derivadas das fun¢oes elementares:

Exponenciais, logaritmicas e trigonométricas

1. Derivada da fun¢ao exponencial:

Se y=a*, (a>0e a#1)entio

y'=a'lna(@>0ca#1).

Caso Particular:
Se y = e* entdo
F X

y =e'+“lne- x = e

onde e € 0 nimero neperiano = 2,71828...




2. Derivada da fun¢ao logaritmica:

Se y:logcx(a:'O, a # 1), entdo

1

L

y'=_ loge (@a>0,a21)
. o, 1
Caso Particular: Sey=Inxentioy = —-Ilne = —.
- X

3. Derivada da fungao exponencial composta:

Se y=u",onde u =u (x) e v=v(x)séo fungdes de x,

derivdveis num intervalol e u (x) >0,V xe 1 entdo

Y=v-u' ' w+uw - lnu- v,




Exemplos:

Determinar a derivada das seguintes fungdes:

a) y=3?.t2+3x~l.

Fazendo u = 2x* + 3x — 1, temos y = 3% Portanto,

y = . In3.u

_ a2 3103 4y 4 3),

o) v=(2)"

’1 I
Temos y = (E) .onde u = Vx. Assim,

l‘ﬁ"—

|
o~
b | =
“--.___.-;:’
=}

D | =




c) y=¢e
x +1
Fazendo y = ¢“ com u = T 1 temos:
y =e"-u
— pXtlfx—1, (x —1)-1~- (x+1)-1
(x = 1)°
= pX+1/x—1, — 2 _
(x = 1)°
d) y = E.‘r'lnx+

Neste caso fazemos y = e, onde u = x - In x.
Entdo,

[ I r

y =e€"-u

— ex-ln:-: . (JC In .IT)’

:
e’“"“[x +—+Inx- l}
X

= ¢"™5(1 + In x).




e) y=Ilog,(3x*+7x—1).

Temos y = log, u, onde u = 3x* + 7x — 1. Portanto,

’

, u
y' = —-log,e.

i

. bx + 7
3x2 4+ 7x — 1

- log, e.

E.r
) ¥y= ln(x + 1)'t

EI
Temos y = In u, onde u = — 1.L0g0,
,_ W
y U
(x +1)ef —e* -1
(x +1)° X
e* x+1

x+1




Derivadas das funcdes trigonométricas:
seno e cosseno

Fun¢do Seno:

Se y = sen x entdo
y' = cos x.

Funcao Cosseno:

Se y= cosx, entao

y'= —senux.

Derivadas das demais fung¢oes trigonométricas:

Por exemplo,

SCT X
5e ={gx =~ »  cntio ' = sectx
¥ & COS X Y

De fato, usando a regra do quociente, obtemos
.o COSX - COSX — senx (—senx)
cos 2x

WSEI + SE-I‘J.ZI

cos” x




Similarmente, encontramos:

Se ¥ = COtg x entdo ¥y =—cosec’ x;

e y=secx entdo y=secx-tgx e

se ¥ = COSec x entdo ¥y’ =—cosec x - colg x.
Exemplos:

Determinar a derivada das seguintes fungdes:

a) y = sen (x).

¥ = senu, u=x.
¥ = (cosu)u’
= [cos (x*)] - 2x

= 2xcos (x%).




b) vy = cos(1l/x).
y = cos u,u = (1/x).
V= (-senu) - u

= [—sen (1/x)] - — 1/x?

= isen (1/x).

2
X

c) v= Stg\/; + cotg 3x.
y' = (3tg \/})* + (cotg 3x)’

=3+ sec’Vx - (Vx)' + (—cosec?3x) - (3x)’

1
= 3sec? Vx - — (cosec®3x)3.
r ! )




COS X
d) YT 1H cotgx‘

, (1 + cotgx)(cosx) —cosx(l+ cotg x)’
B (1 + cotg x)?

_ (1 + cotg x)(—sen x) — cos x(—cosec? x)
(1 + cotg x)?

— sen x — sen x cotg x + cos xcosec’ X
(1 + cotg x)?

y = sec(x’+3x+7).
y = sccu,u=f+1ﬂ:+7.
y = secu-tgu-u

= Isec (2 +3x+7)-tg (2 +3x+ T (2x + 3)

= (x+3sec (@@ +3x+T) tg(x+3x+ 7).




Derivadas Sucessivas

Seja f uma fungao definida num certo intervalo. A sua derivada f " é
uma funcao, definida no mesmo intervalo. Podemos, portanto, pensar na
derivada da funcao f * derivavel.

Definicdo: Seja f uma funcdo derivavel. Se f° também for derivavel, entdo

a sua derivada é chamada de derivada segunda de f e é representada por
£

Se f " é uma funcao derivavel, sua derivada, representada por f "',
é chamada de derivada terceira da variavel da fung¢ao inicial.

A derivada de ordem n ou n-ésima derivada de f, representada por
f(n) & obtida derivando-se a derivada de ordem n-1 de f.




Exemplos:

(i) Sef(x)=3x2+8x+1,entdo
f'(x)=6x+8 e
f’(x)=6

(ii) Se f(x) = tg(x), entdo
f’(x) =sec?(x) e
f 7 (x) = 2sec(x) . sec(x) . tg(x)
= 2 sec?(x) . tg(x)

Mais exemplos:

(i) Se f(x) = 3x° + 8x?, entio: (if)
f’(x) = 15x* + 16x

F"(x) = 60x* + 16

£ (x) = 180x?
¥(x) = 360x
F®(x) = 360
fo(x) =0

f(x) =0, paran = 6.

Se f(x) = e*, entéo:

Fr(x) = S

1
fn (x) — Z e_\‘/z

fm(x) — _er/z
1
f(”)(x) — .i; /2.




(iii) Se f(x) = sen x, entdo:

f'(x) = cosx
f"(x) = —senx
f"(x) = —cos x

f¥(x) = senx

cosx, paran =1,5,9, ...

—senx, paran = 2,6,10, ...
—cosx, paran = 3,7,11, ...

senx, paran = 4,812, ....




