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Coniuntos numéricos — o.

Conjuntos numericos

Os primeiros conjuntos numeéricos conhecidos pela humanidade séo os
chamados inteiros positivos ou naturais. Temos entdo o conjunto

N = {1,2,3,..}. (1)

Os numeros -1,-2,-3,... sdo chamados inteiros negativos. A unido do
conjunto dos numeros naturais com os inteiros negativos e o zero (0)
define o conjunto dos nimeros inteiros que sao denotados por

7 = {0,+1,+2,+3,..}. (2)

Os numeros da forma m/n, n£0, m,n € Z, sdo chamados de fracbes e
formam o conjunto dos nimeros racionais. Denota-se

Q = {zlr=m/n,mnecZ,n#0. (3)
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Finalmente encontramos nimeros que ndo podem ser representados na
forma m/n, n £0, m,n € Z, tais como v/2 = 1,414..., 7 = 3,141592...,

e =2,71.... Esses numeros formam o conjunto de niumeros irracionais,
denotado por Q'.

Da unido do conjunto dos nimeros racionais com o conjunto dos nameros
irracionais resulta o conjunto dos nimeros reais, que € denotado por

R=QUQ. (4)

A seguir apresenta-se 0s axiomas, definicdes e propriedades referentes
ao conjunto dos numeros reais.
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Axiomas da adicao e da multiplicacao

No conjunto dos numeros reais introduzimos duas opera¢cdes, chamadas
adicao e multiplicacao, que satisfazem os axiomas a seguir:

1. Fechamento: Se a e b € R, existe um e somente um numero real
denotado por a + b, chamado soma, e existe um e somente um
namero real, denotado por ab (ou a x b, ou a.b), chamado produto.

2. Comutatividade:Se a, b€ R,entdoa +b=>b+a e a.b = b.a.

3. Associatividade:Sea,becec R,entdoa+ (b+c)=(a+bd)+ce
a.(b.c) = (a.b).c.

4. Distributividade:Se a, be ce R, entdo a.(b+c¢) =a.b+a.c.
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Axiomas da adicao e da multiplicacao

5. Existéncia de elemento neutro: Existem O e 1 € R tais que
a+0=aea.l=a,paraqualquera € R.

6. Existéncia de simétricos: Todo a € R tem um simeétrico, denotado
por —a, tal que a + (—a) = 0.

7. Existéncia de inversos: Todo a € R, a # 0 tem um inverso,
denotado por 1/a, tal que a.1/a = 1.

8. Subtracéo: Se a,b € R, a diferenca entre a e b, denotada por a — b, €
definida pora — b = a + (-b).

9. Diviséo: Se a,b € R e b # 0, o quociente de a e b é definido por
a/b=a.l/b.
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Conjuntos

Um conjunto é uma colecao de objetos e os objetos de um conjunto sdo
chamados de elementos. Se todo elemento de um conjunto S for também
elemento de um conjunto T, entdo S serad um subconjunto de T.

Em calculo estamos interessados no conjunto R dos nimeros reais.

Dois exemplos de subconjuntos de R s&o o conjunto IN dos naturais e Z
dos inteiros.

Vamos usar o simbolo € para indicar que um determinado elemento
pertence a um conjunto. Assim, podemos por exemplo escrever, 8 € IN e
lemos: “8 € um elemento de IN”. A notacéo a,b € S indica que ambos a e
b sdo elementos de S. O simbolo ¢ indica “ndo é um elemento de”.
Assim, entendemos % ¢ IN como “3 ndo é um elemento de IN".

Coniuntos numéricos — o.




Conjuntos

Um par de chaves usadas para delimitar palavras ou simbolos pode
descrever um conjunto. Se S for o conjunto dos nimeros naturais
menores do que 6, podemos escrever o conjunto S como:

{1,2,3,4,5}.
Podemos também escrever o conjunto S como:

{z, tal que = seja um namero natural menor do que 6}

gue lemos: “o0 conjunto de todos os z, tal que = seja um nimero natural
menor do que 6”.
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Conjuntos

Dois conjuntos A e B serdo iguais, e escrevemos A = B, se A e B tiverem
elementos idénticos.

A uniédo de dois conjuntos A e B, denotada por A U B, que lemos “A uniao
B”, € o conjunto de todos 0s elementos que estdo em A ou em B, ou em
ambos.

A interseccao de A e B, denotada por A N B, que lemos “A intersecc¢édo B”,
€ 0 conjunto dos elementos que estdo em A e B.

O conjunto que ndo contém nenhum elemento é chamado de conjunto
vazio, sendo denotado por @.

Exemplo 1: Suponha A=1{2, 4,6, 8, 10, 12}, B={1, 4, 9, 16} e
C ={2, 10}. Entao:

AuUuB={1,24,6,8910,12,16}

BuC={12,4,9,10,16}

ANB={4}

BNC=go
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Desigualdades

Para podermos dizer que um namero real € maior ou menor que outro,
devemos introduzir o conceito de numero real positivo e uma relacéo de
ordem.

Axioma de ordem: No conjunto dos numeros reais existe um
subconjunto denominado numeros positivos tal que:

1. sea € R, uma das 3 afirmacdes é correta: a = 0; a € positivo; —a é
positivo;
2. a soma de dois niumeros positivos é positiva;

3. 0 produto de dois numeros positivos € positivo.

Definicdo: O numero real a € negativo se e somente se —a € positivo.
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Desigualdades

Definicdo: Os simbolos < (menor que) e > (maior que) sdo definidos
Ccomo:

$®» a<b < b-aépositivo;

» a>b < a-beé positivo.

Definicdo: Os simbolos < (menor ou igual que) e > (maior ou igual que)
sao definidos como:

® a<besa<boua=b;

®» a>besa>boua=h.

Expressbes que envolvem os simbolos definidos acima sdo chamadas de
desigualdades, a < b e a > b sdo desigualdades estritas, enquantoa < b
e a > b séo desigualdades nao estritas.
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Desigualdades

Propriedades: Sejam a, b, ce d € R, entéo:

® Sea>beb>c,entdoa>c
Sea>bec>0,entdoac>bc
Sea>bec<0,entdoac<bc
Sea>Db,entdoa+c>b+ cparatodoreal c

Sea>bec>d,entdtoa+c>b+d

e o o 0 @

Sea>b>0ec>d>0, entdo ac > bd

As propriedades enunciadas podem ser facilmente provadas usando-se

as definicdes anteriores. Por exemplo:
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Valor absoluto

Definicdo: O valor absoluto de a, denotado por |a|, € definido como:

la| =a,sea>0
la| =-a,sea<0

Interpretacdo geomeétrica: Geometricamente o valor absoluto de a,
também chamado de mddulo de a, representa a distancia entre a e 0, ou

seja,

lal = Va?
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Valor absoluto

Propriedades:

® |x]<ae -a<x<a,ondea>0

® |x|>ae x>aoux<-a, ondea>0

®» Sea, belR,entédo|a-b|=|al-|b]

9 Sea,be]Reb;éO,entéo|%|:%

® (Desigualdade triangular) Se a, b € R, entéo |a + b|] < |a| + |b]

®» Sea belR,entdo|a-b| <|a]+|b|

®» Sea belR,entdo|al-|b] <l|a-b
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Intervalos

Intervalos sao conjuntos infinitos de numeros reais, como segue:

Intervalo aberto: {x/ a < x < b} denota-se (a,b) ou ]a,b][ .
Intervalo fechado: {x/ a < x < b} denota-se [a,b].

Intervalo fechado a direita e aberto a esquerda: {x/a < x < b}
denota-se (a,b] ou ]Ja,b] .

Intervalo aberto a direita e fechado a esquerda: {x/a < x < b}
denota-se [a,b) ou [a,b] .

Intervalos infinitos:

o
N
o
N

{x / x > a} denota-se (a,+ o0) ou Ja,+ oo
{x / x > a} denota-se [a,+ co) ou [a,+ oo
{x I x < b} denota-se (- oo, b) ou ]- co,b[

{x / x < b} denota-se (- co,b] ou ]- co,b]

Exemplos ...

Coniuntos numéricos — o. 1




Intervalos

Os intervalos sao usados para representar conjuntos-solucoes de
desigualdades. O conjunto-solucédo de uma desigualdade é o conjunto de
todos os numeros que satisfazem a desigualdade.

Exemplos ...

Exercicios ...
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Funcao

Sejam A e B subconjuntos de R. Uma funcédo f : A — B € uma lei ou
regra que a cada elemento de A faz corresponder um Unico elemento de
B.

O conjunto A é chamado dominio de f e € denotado por D(f).
B é chamado de contradominio de f.

Escrevemos:
fiA—B
X =y = f(X)
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Exemplos de Funcéao

Exemplos: Sejam A ={1,2,3,4} e B ={2,3,4,5}.
1. f: A — B dada pelo diagrama abaixo € uma funcéo de A em B.

2. ¢A—B
X — X + 1 é uma funcédo de A em B.

1) 2) s

- =
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Contra-Exemplos de Funcao

Contra - Exemplos: Sejam A ={3,4,5} e B = {1,2}.
1. f: A — B dada pelo diagrama a seguir ndo € uma funcéo de A em
B, pois o elemento 4 € A tem dois correspondentes em B.
2. :A—B
X—=X-3
nao € uma funcéo de A em B, pois 0 elemento 3 € A ndo tem
correspondente em B.

1) . 2)

f— g
\ =
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Imagem

Seja f: A — B.

® Dadoz € A, o elemento f(z) € B € chamado de valor da fungéo f
no ponto z ou de imagem de z por f.

#® O conjunto de todos os valores assumidos pela funcdo é chamado
conjunto imagem de f e € denotado por Im(f).

Exemplo: Sejam A={1,2,3,45}eB =Z¢e f: A — B definida pela regra
gue a cada elemento faz corresponder o dobro. Ent&o:

$® aregraque define f éy = 2x;

$®» aimagemdoelemento1é€2,de2¢é4,de3é€6,de4é8edebeé
10;

$® odominiode f, D(f) = A;
#® aimagemde f, Im(f) ={2,4,6,8,10}.
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Exemplos

Exemplo: Seja f: R — R
z — 2
Entdo, D(f) = R; Im(f) = [0,+00).

Quando trabalhamos com subconjuntos de R, € usual caracterizar a
funcéo apenas pela regra ou férmula que a define. Neste caso,
entende-se que o dominio de f é o conjunto de todos 0os nimeros reais
para os quais a funcao esta definida.
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Graficos

Definicdo: Seja f uma funcdo. O gréfico de f € o conjunto de todos 0s
pontos de (z, f(z)) de um plano coordenado, onde z pertence ao dominio

de f.
Recordando: Como fazer um grafico de uma funcao?

Assinalamos uma série de pontos, fazendo uma tabela que nos da as
coordenadas. Vejamos:
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Exemplos de Graficos

Exemplo 1: O gréafico da funcéo f(z) = z? consiste em todos os pares
(z,y) € R? tais que y = z2.

x| y=g
s
-1 1
0 0
1 1
2 4

(TR
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Exemplos de Graficos

Exemplo 2: O gréfico da funcdo f(z) = z consiste em todos os pares
(z,z) € R2.

4l--——
-2, se x%£-2 o_z_.qr.
fx)=12 s -2<x<2 E i

4, se x>2. ] 2 ;
M— 2
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Graficos

Pergunta: Dada uma curva c no plano zy, ela sempre representa o
grafico de uma funcao?

Resposta: Nao

Sabemos que, se f é uma func&o, um ponto de seu dominio pode ter
somente uma imagem. Assim a curva c s6 representa o grafico de uma
funcdo quando qualquer reta vertical corta a curva no maximo em um
ponto. No gréafico abaixo, a curva c¢; representa uma funcéo, enquanto a

curva cso nao representa.
c,
J} | et

I X

>V

[
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Operacoes

Definicao:
Assim como podemos adicionar, subtrair, multiplicar e dividir nimeros,
também podemos produzir novas funcdes através de operacdes. Essas

séo produzidas como segue:
L (f+9)(z) = f(z) + 9(z);
2. (f—9)(z) = f(z) — 9();
3. (f9)(z) = f(z).9(z);
4. (f/9)(z) = L

O dominio das fungdes f + g, f — g e f.g € a intersec¢cdo dos dominios de
f e g. O dominio de f/g é a interseccao dos dominios f e g, excluindo-se
0s pontos z onde g(z) = 0.
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Operacoes

Exemplos:

Sejam f(z) = /5 — z e g(z) = v/ — 3. Entao:
. (ft9)(z)=vE-—z+ VT -3
C(f-g)@)=vE—a—Va—35

- (f9)(z) = V5 -z -3

. (f/9)(z) = L=

=

A W DN

Como D(f) = (—o0,5] e D(g) = [3, +00), entdo o dominio f +g, f —ge
f.g € [3,5]. O dominio de f/g € (3,5]. O ponto 3 foi excluido porque
g(z) = 0 quando z = 3.
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Operacoes

Definicao:
Dadas duas funcdes f e g, a funcdo composta de g com f, denotada por
g o f, é definida por

(90 f)(z) = 9(f(z)).
O dominio de g o f € 0 conjunto de todos os pontos de z no dominio de f
tais que f(z) esta no dominio de g.

Simbolicamente, D(g o f) = {z € D(f)/f(z) € D(g9)}.

O diagrama pode ser visualizado na figura abaixo.

f g
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Operacdes

Exemplos:

1. Sejam f(z) = +/z e g(z) = z — 1. Encontre g o f.

Solugéo:

Temos, (g o f)(z) = 9(f(z)) = 9(vz) = vz - 1.
Como D(f) =[0,400) e Im(f) =[0,+00) C D(g) = (—00, +00),
entdo, D(go f) = D(f) = [0, +0).

2. Sejam f(z) =2z — 3 e g(z) = /z; Encontrar:
a)go f;
b) fog;
C) fof
d)gog.

Mais exemplos
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Funcdes especiais

1. Funcgéo constante: E toda funcéo do tipo f(z) = k, que asssocia a
qualquer numero real z um mesmo numero real k.

O dominio da fungdo f(z) = k€ D(f) = R.

O conjunto imagem é o conjunto unitario Im(f) = {k}.

Exemplos:

2) flz)=2 T

b) f(z)=-3 L
(@) * (b)

2. Funcéo identidade:

E a fungéo f : R — R definida por f(z) = z.
O gréfico desta funcdo € uma reta bissetriz do primeiro e terceiro
guadrante.

O dominio de f(z) =z € D(f) = R.
O conjunto imagem € Im(f) = R.
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Funcdes especiais - continuacao

3. Funcédo do 1° grau: é toda funcéo que associa a cada numero real z 0
namero real az + b, a # 0. Os numeros reais a e b sdo chamados,
respectivamente, de coeficiente angular e linear.

# Quandoa > 0afuncdo f(z) = az + b € crescente, isto é, a medida
gue z cresce, f(x) também cresce (Fig. (a)).

® Quandoa < 0afuncdo f(z) = az + b € decrescente, isto é, a
medida que z cresce, f(x) decresce (Fig. (b)).

O grafico da funcéo f(z) = az + b € uma reta ndo paralela aos eixos
coordenados.

O dominio de f(z) =az+bé D(f) =R.
O conjunto imagem é Im(f) = R.
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Funcdes especiais - continuacao

4. Fungédo modulo: A fungéo definida por y = |z| chama-se funcéo
madulo.

O seu dominio é o conjunto D(f) = R.
O conjunto imagem é Im(f) = [0, +o0).

O grafico desta funcéo esta ilustrado a seguir:

Lt N
o

1

1
—1
—_
Hﬂr
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Funcdes especiais - continuacao

5. Funcéo quadratica: A funcéo f : R — R definida por
f(z) = az?® + bz + ¢, a # 0 é chamada funcdo do 2° grau ou quadrética.
O seu dominio é o conjunto D(f) = R.

¥

¥

O grafico de uma fungéo quadratica € uma parabola com eixo de
simetria paralelo ao eixo dos y.

Se o coeficiente de z2 for positivo (a > 0), a parabola tem a
concavidade voltada para cima.

Se a < 0, a parabola é voltada para baixo.

A interseccao do eixo de simetria com a parabola € um ponto
chamado vértice.

A interseccao da parabola com o eixo dos z define os zeros da
funcao.
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Funcdes especiais - continuacao

No quadro seguinte caracterizamos as diferentes possibilidades:

A=b—dac>0 | A=8*—dac=0 A=8 —dac<0
a parfibola imercepta a pardbola intercepia a paribola ndo
o eito dos x em dois o eixo dos x intercepta ©
| pontos disuntos. | em um Umco ponto. eixo dos x.
s 'S s
'
. !
0 'f | i \/
o X, =X, X : x

1. Raizes reais diferentes: z; = % ez, = =b=VA

2. Raizes reais iguais: z; = z; = 32

3. Na&o ha raizes reais: VA ¢ R.
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Funcdes especiais - continuacao

Dada uma fungdo quadratica qualquer y = az? + bz + ¢, com a # 0,
usando a técnica de completar os quadrados, podemos facilmente
escrevé-la na forma

y = a,(:c - xv)z + Yu,
sendo (z,,y,) = (52, 52) o vértice de parabola. Neste caso o eixo de

simetria € dado por z = z,.
Exemplo:

1. A parabola dada por y = 22 — 6z + 5 por ser escrita como

y = (z*—6z)+5
= (z*—62+9)—9+5
= (:c—3)2—4.

O veértice da parabola é (z,, y,) = (3,-4) e 0 eixo de simetria é z = 3.
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Funcdes especiais - continuacao

2. Aexpressdo y = a(z — z,)? + ¥, € muito Util quando queremos fazer
um esboco rapido do gréfico de uma funcdo quadratica, pois
permite identificar a concavidade, o vértice e o eixo de simetria.
Para obter um esboco do gréafico basta determinar mais alguns
pontos, que podem ser tomados de um so lado do eixo de simetria.
Dada a funcéo

Yy = 202 + 4z — 1
podemos escrever
y = 2(z*+2z-1/2)
= 2(z®+2z+1)+2(-3/2)
= 2(z+1)* 3.
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Funcdes especiais - continuacao

Logo o eixo de simetria é x = —1 e o vértice (z,, ¥,) = (-1,-3). Como
a = 2 > 0, a parabola tem concavidade voltada para cima, conforme
grafico abaixo.

-
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Funcdes especiais - continuacao

6. Funcao polinomial: é a funcdo f : R — R definida por

f(z) = apz™ + a1z™ 1 + ... + an_1z + a, ONde ag,as, ..., an, ag # 0, S80
nameros reais chamados coeficientes e n, inteiro nao negativo, determina
o grau da funcéo.

O grafico de uma funcéo polinomial € uma curva que pode apresentar
pontos de maximos e minimos. Posteriormente faremos esbocgos de
graficos dessas fungdes com o auxilio das derivadas.

O dominio é sempre o conjunto dos numeros reais.
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Funcdes especiais - continuacao

Exemplos:
1. Afuncgédo constante f(z) = k é uma fungéo polinomial de grau zero.
2. Afuncdo f(z) = az + b, a # 0 € uma funcéo polinomial de 1° grau.

3. Afuncdo quadratica f(z) = az? + bz + ¢, a # 0 € uma funcéo
polinomial do 2° grau.

4. Afungdo f(z) = z3 é uma fungéo polinomial chamada funcéo
cubica.

5. Afuncdo f(z) = 5z° — 6z + 7 é uma fungdo polinomial de grau 5.
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Funcdes especiais - continuacao

7. Funcéo racional: € a funcéo definida como o quociente de duas
funcdes polinomiais, isto €, f(z) = 58; onde p(z) e g(z) séo polinbmios
e g(z) # 0.

O dominio da funcéo racional é o conjunto dos reais excluindo aqueles z
tais que g(z) = 0.

Exemplo:

a) A funcao f(z) = z—;} é funcéo racional de dominio D(f) = R — {—1}.

b) f(z) = (52135__142))((“;2;39)) é racional de dominio D(f) = R — (—4, -3, 3).

(@) ' AY () AY
J 1 = =" ,/ >

Funcdes - Parte 2 — p. 1

Funcoes - Parte 3
Notas de aula

Fonte: Leithold 1 e Célculo A - Flemming

Dr. Régis Quadros

DME - UFPel

Funcdes - Parte 3 — o.




Funcdes pares e impares

Dizemos que uma fungéo f(z) é
® par se, para todo z no dominio de f, f(—z) = f(z).

® impar se, para todo z no dominio de f, f(—z) = — f(z).

O grafico de uma funcéo par é simétrico em relacéo ao eixo dos y € 0
grafico de uma funcao impar é simétrico em relacao a origem.

Exemplos:

a) Afungdo f(z) = z2 é par, ja que f(—z) = (—z2%) = z? = f(=z).

(z
b) Afuncéo f(z) = z° + 2> é impar, ja que
f(=z) = (=2)° + (-2)° = —(2° + 2°) = — f(2)

c) Afuncéo f(z) = z® + 4 ndo é nem par nem impar.
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Funcdes perioddicas

Uma fungéo f(z) € periddica se existe um numero real T' # 0 tal que
f(z+T) = f(z) paratodo z € D(f), onde T é o periodo da fun¢éo f(z).
O grafico de uma funcéo periddica se repete a cada intervalo de
comprimento |T'|.

Exemplos:

a) FuncOes trigonométricas f(z) = sen(z) e f(z) = cos(z) sé&o
periodicas de periodo T' = 2.

b) A funcdo constante é periddica com periodo T' # 0.

c) Abaixo encontra-se outras fung¢des periodicas.
Y AY
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Funcdes elementares

1. Funcéo exponencial: Chamamos de funcao exponencial de base a a
funcdo f de R em R que associa a cada z real o nimero real a*, sendo a
umnumeroreal,0 <a#1,0u, f:R— R,z — y =ad®.

O dominio € D(f) = R. Aimagem é Im(f) = (0, ).

Com relagéo ao grafico da fungéo f(z) = a® podemos afirmar:

1. acurva gque o representa esta toda acima do eixo das abcissas,
pois y = a® > 0 para todo z € R;

2. corta o eixo das ordenadas no ponto (0,1);

3. f(z) =a” écrescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1.

¥4

(0.1)

oD

Funcdes - Parte 3 — o.

Funcdes elementares - continuacao

2. Funcéao logaritmica:
Dado um namero real a(0 < a # 1), chamamos funcéo logaritmica de
base a a funcédo de R em R que se associa a cada z 0 nUmero log,z.

As funcbes f de R7 em R, onde Im(f) = (0,00) = R, definida por

f(z) =log.x
e g de R em R definida por

T

g9(z) = a®;
0 < a # 1, sdo inversas uma da outra.

Temos D(f) = R e Im(f) = R.

Funcdes - Parte 3 — o.




Funcdes elementares - continuacao

Com relagéo ao gréafico da fungéo f(z) = logsz (0 < a # 1) podemos
afirmar:

1. estatodo a direita do eixo y;

2. corta o eixo das abcissas no ponto (1,0);

3. f(z) =logex é crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1;
4

€ simétrico ao gréfico da funcdo g(z) = a® em relagdo areta y = z.

Funcdes - Parte 3 — o.

Funcdes trigonomeétricas

1. Funcao seno:

Seja £ um numero real. Marcamos um angulo com medida z radianos na
circunferéncia unitaria com centro na origem. Seja P o ponto de
interseccéo do lado terminal do angulo z, com essa circunferéncia.

o
o
cY

Denominamos seno de z a ordenada OP; do ponto P em relagao ao
sistema UQV.

Funcdes - Parte 3 — o.




Funcdes trigonomeétricas - continuacao

Definimos a fungcdo seno como a funcdo f de R em R que acada z € R
faz corresponder o nimero real y =sinz,istoé f: R — R, z — y = sinz.

O dominio da fungéo seno € R e o conjunto imagem € o intervalo [-1,1].
A funcéo y = sin z € periddica e seu periodo é 2, pois sin(z + 27) = sin z.

Em alguns intervalos sin z € crescente e em outros € decrescente. O
grafico da fungéo f(z) = sin z, denominado senoide, esta representado
abaixo. v

'\ -2 0 2 Iw X
o

Funcdes - Parte 3 — o.

Funcdes trigonomeétricas - continuacao

2. Funcao cosseno:
Seja z um nimero real. Denominamos cosseno de z a abcissa Op, do
ponto P em relacdo ao sistema U0V

AV
B2

Definimos a fungdo cosseno como a funcéo f de R em R que a cada
z € R faz corresponder o nimero real y = cosz, isto é, f : R — R,
T — Y =COoSZT.

Funcdes - Parte 3 — o.




Funcdes trigonomeétricas - continuacao

O dominio da funcdo cosseno é R e a imagem é o intervalo [-1,1].

Para todo z € R, temos cos(z + 27) = cos z. Portanto, a funcio cosseno é
periddica e seu periodo € 2.

Em alguns intervalos cos z € crescente e em outros é decrescente. O
grafico da fungdo f(z) = cosz, denominado cosendide, esta representado
abaixo.

Funcdes - Parte 3 — o. 1

Funcdes trigonomeétricas - continuacao

3. Funcao tangente, cotangente, secante e cossecante:
Estas funcdes séo definidas em termos de seno e cosseno.

As fungdes tangente e secante sdo, respectivamente, denotadas pelos
simbolos tg e sec e definidas por
sinz 1

tgr = secx =
cos T cos T

para todos 0s numeros reais z tais que cos z # 0.

As funcdes cotangente e cosecante sao, respectivamente, denotadas
pelos simbolos cotg e cosec e definidas por

COS T

cotgr = coSecT = —

sin sin

para todos 0s numeros reais z tais que sinz # 0.

Funcdes - Parte 3 — p. 1




Funcdes trigonomeétricas - continuacao

O dominio das func¢@es tgz e secz é 0 conjunto de todos 0s numeros reais
z para os quais cosz # 0. Como cosz = 0, quando z for +Z, +37, +5%
isto €, quando z = +% + nm, n € Z, temos

D(tg) = D(sec) ={z € R|lz # /2 +nm,n € Z}.

Analogamente, o dominio das fun¢des cotgz e cosecx € 0 conjunto de
todos 0s numeros reais z para 0s quais sinz # 0. Como sinz = 0 para
T =nm, n € Z,temos

D(cotg) = D(cosec) = {z € R|z # nm,n € Z}.

Funcdes - Parte 3 — o. 1

Funcdes trigonomeétricas - continuacao

Os graficos dessas fun¢cBes podem ser vistos na figura abaixo. Observe
que as fun¢des tangente e cotangente sdo periddicas de periodo 7 e que
as funcdes secante e cossecante sao periddicas de periodo 2.

AY : : AY E
LA

=7 R 3L X Bz \—n EX.E T' 5 X/z':x
y=tgx. EEy=¢:c3tg.\r§E
U U

B2 2|0 w2 3w2: % 211: ;—n 0 u 21 %

A EEEARA

y = sec x : Eyv---t:ose‘:;:rE
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Capitulo 3: Limites
Parte 1

Fonte: Cdlculo A - Flemming

» Nocdo intuitiva;

» Definicao formal;

» Unicidade do limite;

» Propriedades dos limites;
» Limites laterais.

1. Nogao intuitiva:

No conjunto dos nimeros reais, podemos escolher um conjunto de nimeros segundo
gualquer regra preestabelecida. Analisando as sucessdes numéricas:

1)y 1,2, 3,45, ..

(2) 1/2,2/3, 3/4, 4/5, 5/6, ...
@) 1.0 =12 =3,..

4 1,3/2,3,5/4,5,7/6,7, ..

I

Na sucessdo (1), os termos tornam-se cada vez maiores sem atingir um LIMITE.
Dado um numero real qualquer, por maior que seja, podemos sempre encontrar, na
sucessdo, um termo maior. Dizemos entdo que os termos dessa sucessdo tendem
para o infinito ou que o limite da sucessao é infinito, ou seja x = o

Na sucessdo (2), os termos crescem, mas ndo ilimitadamente. Os numeros
aproximam-se cada vez mais do valor 1, sem nunca atingirem esse valor. Dizemos que
x 2> 1.

De maneira analoga, dizemos que na sucessdo (3) x = - oo.

Em (4) os termos da sucessao oscilam sem tender para um limite.




Analisa-se agora alguns exemplos de
limite de uma funcgao:

s o
Exemplo1: Sejaafuncio y=1-1/x X
x 1 2 3 4 5 6 500 1000
y 0 172 213 3/4 4/5 5/6 499/500 999/1.000
L 5 -1 -2 =3 —4 — —100 —=500
y 2 372 4/3 5/4 6/5 101/100 501/500

Esta funcdo tende para 1 quando x tende para o infinito. Basta observar as tabelas
e o grafico para constatar que: y = 1 quando X = * oo.

Denota-se lim (1-1/x)=1
X—>*o0

Exemplo 2:

A fungdo y = x? + 3x — 2 tende para +% quando x —> *o.

Denota-se lim (x? + 3x —2) = +oo,

Xy

De fato, intuitivamente, basta analisar o grafico e as sucessoes da Tabela .

Tabela
X 1 2 3 4 5 6 7 100 1.000
y 2 16 26 38 52 68 10.298 1.002.998
X | -2 -3 —4 =5 -6 =100 =500
y -4 -4 =2 2 8 16 9.698 248.498

(Y% 4

e e —




; AY:
Exemplo 3. :
1 . :
Afungﬁoyzgfjl tende para 2 quandox > e, | 2; T
2+ 1 - ) >
e escrevemos  lim =2 N X
3t X7 1 \ !
Tabela i
x 3 2 1,5 1,25 1,1 1,01 1,001 1,0001
y 35 5 8 14 32 302 3002 30002
X -1 0 0,9 0,99 0,999 0,9999
¥ 0,5 -1 -~ -28 —-298 -—2998 20998

Observando a Figura e a Tabela .  ainda podemos dizer que y — + o
quando x — 1 através de valores maiores do que 1 e que y — — quando x — 1 através
de valores menores do que 1. Neste caso, estamos nos referindo aos limites laterais

denotados por:

I 2.x+1=+m e lim 2x+1=_°°,

m
o1t X1 S

respectivamente chamados limite a direita ¢ limite a esquerda.

Exemplo 4:
1

A Figura nos mostra o grifico da fungio y =——3-
- (x +1)°

Observando a Figura e a Tabela podemos afirmar que esta funcio tende para o infinito quando x tende para
—1 e escrevemos

1

Iim —— AY
2 (212

= 4w

ou ainda, i
fim ——— = lim ——— =+ E
B P A S P T A i N
1! X
Tabela

x -3 —'2____ __—_LS =125 =—1.1 —1,01 —1,001

¥ 0,25 | 4 16 100 10.000  1.000.000
x| 1 0 =05 -=-075 -09 -099 —0,999

y 0,25 1 4 16 100 10.000 1.000.000




Exemplo 5

. 1
Na Figura temos o gréfico da fungéo y = cos X Observando esta figura e a Tabela , podemos afirmar que

o gréfico dessa fungdo oscila numa vizinhanga de zero, sem tender para um limite.

EE—
Sl
w
xv

Tabela -
1 1 _ 1 1 ]
X | —= — = 4 — =0,106103 — = 0,0795774 f
—=0318309 - 0,15915 = A i
y } -1 1 - 1 1 - wrj
Exemplo 6:

1 .
Na Figwa temos o gréfico da fungio y = 2* + 3. De modo andlogo aos exemplos anteriores, observando esse

grifico e a Tabela , podemos escrever que

1 5 1
im (= = —x+3|=5
leT'( 2x + 3) ,ILT—( 275 )

ou ainda,
1
im | >x +3)=5. Y
ey (2x ) _
2
14
% 5 4 o 2 1 2 34667
Tabela &
X 5 4,5 4,1 4,01 4,001 4,0001
y 5.5 5,25 5,05 5,005 5,0005  5,00005
x| 3 35 39 399 3999 3999 .. :
¥ 4.5 4,75 4,95 4,995 4,9995  4,99995 i




2. Definicao formal de limite:

Seja f (x) definida num intervalo aberto 1, contendo a, exceto possivelmente
no préprio a. Dizemos que o limite de f (x) quando x aproxima-se de a € L, e escrevemos

lim fx) =L

x—=a

se para todo'€ > 0, existe um & > 0, tal que If (x) — LI < € sempre que 0 < lx —al < 8.




Proposi¢ao: Unicidade do Limite

Se im Afx) =L, e lim fix) =L,entdoL, =L,

X—ra Xx—a

Propriedades dos Limites:

1. Se a, m e n sdo nimeros reais, entdo: lim (mx + n) = ma + n.
xX—a

2. Se lim fix) e lim gx) existem e céum n°real qualquer, entdo:
x—a X—a

(@ Im [x)xgx)]= lim fix) £ lim g()

x—a xX—a X—a

(b) lim ¢flx) = ¢ - lim fx);

x—a xX—ra

(© lim fi) - g®) = lim f9) - lim gW);

x—=a x—oa . x—a
lim fix)
lim fx) = 29 ., desde que lim x) # 0;
@ I T tm e e Lm 50
- xX—=>a

() lim [fx)]" [lim f(x)]" para qualquer inteiro positivo n;
xX—a X—a

li

¢ lim ”'Jﬂx) Y tim fx), se lim ﬂx) > 0 ¢ n inteiro ou se

X—ra x-ra x—a

lim Ax) £ 0enéum inteiro positivo fmpar;

xX—ra

(¢ lim In[fn] =In[lim fx)], se lim fx) > 0

X—=a X—rd xX—ra

(h) lim cos[filx)] = cos[lim fx)];

xX—=a x—a

@) lim sen[fx)] = sen[lim A)};
xX—a ' X—a
: lim f(x)
() lim /@ = ¢*7°

X—a -




Proposicdo: Teorema do Confronto ou Teorema do Sanduiche

Se fix)=h(x)s g(x) paratodox em um intervalo aberto contendo a, exceto

possivelmente em x = a, e se lim flx) = L = lim g(x) , entdo lim h(x) = L .
x—=a x—=a x=»a
+x)
g%
h(x)
\e va
f(x)

Exemplos:

(i) Encontrar lim (x> + 3x + 5).

x—2
Temos,

lim (2 + 3x + 5) lim x> + lim 3x+ lim 5

r—2 x—=2 x=2 =32

lim ¥* +3 lim x+ lim §

x—2 x—2 x—2
= 22+ 3.2+5
= 15,
. . -5
(ii) Encontrar lim X .
x—3 13_7
lim (x - 5)
m X =3 _ x93 __3=5_-
153X -7 Im -7 27-7 10




(iii) Encontrar lim Vx* — 4x + 1.

x—>=2
lim Vx* —4x + 1=V lim (x* — 4x + 1)
r—=>=1 x——2
=V(-2)*-4(-2) +1
=35.
. .ox'—1
(iv) Encontrar im -
=1 x—1

Nesse caso, ndo podemos aplicar a propriedade do guociente, pois lim (x — 1) = 0.
1

Porém, se fatoramos o numerador, obtemos

¥-1_ (x=—1D(x+1)

x—1 x—1

=x+ 1parax # 1.

Como no processo de limite os valores de x considerados sdo préximos de 1, mas diferentes de 1, temos

2 —
fim ¥ 1 ~ fim (x 1)—-(x+1)

=1l + 1) =2.
—1x—1 x—1 X 1 ]\"—:El (X )

lim li .
V) Dada a fungdo fix) = (1 + Vx — 3), determinar, se possivel, x:n;+ fx) e xl)n;— A

A fung@o dada s6 ¢ definida para x 2 3. Assim, ndo existe lim fx).

x—3

Para calcular lim Ax), podemos aplicar as propriedades. Temos,
x—>3 ' ’ )

lim Ax) 1im+ 1+ Vx — 3)

x=3t x—3

= lim1+1im+m

x—3" x—>3

= 1+V lim (x-3)

x—3

= 1+0




Vi) Seja flx) = lxl. Determinar lim - flx) e lim fx). Esbogar o gréfico.

x—0 x—0

Sex 20, entdo ix) =x. Logo, lim flx) = lim x=0.
-0t x—-0"

Se x < 0, entdo fix) = -x. Logo, lim Ax) = lim (—=x) =0.

x-»0 ., x—0

Podemos observar neste exemplo que  1im flx) = Lm flx).
x—0 x—0

AY

3 /

O Teorema a seguir nos da a relacdo entre limites laterais e limite de uma funcao:

Teorema. Se f¢ definida em um intervalo aberto contendo a, exceto possivel-
lim fix) = L sc ¢ somente s¢ lim fix) =L

mente no ponto a, entdo
x—=a x—+at
e lim fix) =L.
x—=a
Exemplos:
i) Analisando o exemplo anterior podemos concluir que hmo i =0
x—=




*+1, para x<?2
(i) Sejaflx) =4 2 , para x=2
9 - x2, wpara x> 2.
Determinar, se existirem, ]im+ fix), im fix) e lim f{x). Esbogar o grifico
"~ x-2
da fungfo.

x—2 x—2

Sex>2, entio.f(x)=9—x2.

JLY
Assim,

lim fl) = lim (9 -x) = lim 9 - lim P=9-4=05

x—22 x=2 x—=2 x—2

'
e

Se x < 2, entfio, flx) = 2% + 1.

b

Portanto,

lim fix) = lim (@ +1)= lim ¥ + lm 1=4+1=5

=2 37 132 x=2

Como lim fix) = lim fix) = 5, conclufmos que lim Ax) =5.
x—2" x22 x—2

(%3 2

Capitulo 3: Limites

Fonte: Cdlculo A - Flemming

Calculo de limites




Antes de apresentar os exemplos de calculo de limites vamos falar um pouco

sobre expressdes indeterminadas do tipo:
0

0 0 1o
_9_700_0090'0090 , 0 91

0 o

Mas o que significa isto?

Vejamos, por exemplo, 0/0

Sejam f e g fungdes tais que lim/(x)=limg(x) =0 Nada se pode afirmar,
a priori, sobre o limite f/g. Dependendo das funcgdes f e g ele pode assumir
qualquer valor real ou néo existir. Exprimimos isso, dizendo que 0/0 € um

simbolo de indeterminagao.

Vejamos 2 exemplos:

2

Exemplo1: (i) Sejam f(x) = x’e g(x) = x".

Temos, lim f(x) = 11_1}1% g(x)=0

x=0

L)

etim 28) — jim X = lim x = 0.
—0 g(x) x20 X% 10

[

Exemplo 2: (i) Sejam f(x) = x*e g(x) = 2x°.
Temos, lim f(x) = lim g(x) = 0 e, neste caso,
x—+) x—=0

2

fim ) i X lim

1_1
=0 g(x) 102X -0 2 2




Nos exemplos a seguir artificios algébricos s&o necessarios. Sao os
casos de fungbes racionais em que o limite do denominador € zero num
determinado ponto e o limite do numerador também & zero neste mesmo ponto.

Simbolicamente temos uma indeterminacgéo do tipo 0/0.
Artificios algébricos utilizados:
1. Fatoragéo do numerador ou do denominador
2. Racionalizagéo do numerador ou do denominador

3. Mudanca de variaveis

4. Desenvolvimento do numerador ou do denominador

Exemplo 1: lim f;?-x_‘*‘_z
x— -2 12—4

Neste caso, fatora-se o numerador e o denominador, fazendo
em seguida as simplificagdes necessarias.

. X -3x+2 P+ D +2)
lim ———= =
x—-2 3‘2 -4 xl—lrrEI (x - 2) (x + 2)
l.____;c’5-2;c+1
= m —
x—=-2 x— 2

lim (2 - 2x+ 1)
x+-2
lim (x — 2)

x—+-2

= -9/




C Vx+2-V2
Exemplo 2: lim

x—0 X

Neste caso iremos racionalizar o numerador e fazer as
simplificagbes possiveis.

g VX + —\f LV —\/_)(‘\/xT-i-\/_)
x—0 r~+n x(\//l_4__+\/_)

(Vrt2)r - (V2
Pl x(Vx+2+V72)

x+2-2

E’Illlx(\/er +\/_)

= lim
0N x + 2 +\/_

Vx-1

Exemplo 3: Iim —
=1Vx — 1

Neste caso faremos uma troca de variaveis na fungéo para
facilitar os calculos. Toma-se x =t . Quando t® — 1 temos que t — 1.

= (e —1){t +1)
=1 (I—l)([ + 4+ 1)
t+ 1
—hm———
—1 f +f+1
= 2/3.




2 _ 2
Exemplo 4: |im (x + h) *
h=0 h

Neste exemplo, desenvolve-se o humerador para poder
realizar as simplificacoes.

(x + h)*> — x? :‘iz + 2xh + h:’_ - x?

lim = lim
h—0 h h—0 h
. 2xh + W
= lim -
h—=0 h
h(2x +
= im M2 * k)
h—0
= E_T] (2x + h)
= 2x.
Exercicios

1) Calcule os limites:

2 2 3
a)lim(4x* ~Tx+5)  b) lim ©_T2¥ =3 c)hn{W]

>3 5-3x -2 —x? +3x+4
. [2x"+3x-3 . 3% =5x* —x+3 . N2x7+3x+2
d)lim,[— ¢)lim3} )lim
x>l S5x— x—>-2 4x+3 =2 6—4x

Resp.: a)2 b)0 o)/8 d)2/3 e)3359 -2

2) Calcule os limites abaixo:

2 2 2
a)lim > =L pyfim 2% ¢) lim 2x2+5x 3
x>l x —1 x>-2 2+ x x> U 2x" —5x + 2
3 3 3 2
x =1 8 + x x° —-3x"+6x—-4
d) lim e) lim lim
)x—>1x2—l )x—>—24—x2 f)x—>1x3—4x2+8x—5

Resp.: a)2 b4 ¢)-7/3 d)3/2 e)3 [)l




Exercicios

3) Calcule os limites abaixo:

D G
lim —
a) n==Tyd 4

. ¥ - 2x
I|m2—
c) 1t —du+4

lirm
e) =3 )(3 _83

¥t -{a+x+a

RESP_0

RESP_1/3

resp 47!

RESP 1
RESP 3
RESP -1/56

RESP 312

RESP_1

fim X1
by **-1x% +3x+2
”m)<3 -3 +2
d) =t —d+3

3 _ .03
fim X1 =X

ﬂ h—0

|im£
h} =ty —

3k A+
i 'Jﬂr? _1)2
) (x

.o -8
lim

I) x-»&?uf}?_z

lim 22X
n) ’H“']—“\ﬂ

jim 2P
p) h—0 h

RESP -2
RESP 112

RESP_3X2

RESP 172

RESP 1|

RESP 12

RESP -1/3

RESP VX :

q

Capitulo 3: Limites

Fonte: Calculo A - Flemming

Limites no infinito




Recordando da primeira aula de

AY
limites:
e & B
i >
Exemplo 1: &
Sejay =1-1/x
Tabela
x 1 2 3 4 3 6 500 1000
y 0 1/2 2/3 3/4 4/5 5/6 .. 499/500 . 999/1.000
x -1 -2 -3 —4 =5 —100 —=500
y 2 312 4/3 5/4 6/5 ... loi/ioo .. 501/500

Esta func@o tende para 1 quando x tende para o infinito. Basta observar as tabelas e o grafico para constatar que:

y—1quando x &> *=,

Denota-se lim (1 —1/x) = 1.

O seguinte teorema nos ajudara muito nos calculos de limites no infinito:

Teorema de limites no infinito: Se n € um ndmero
positivo, entao:

@0 Im — =0

X—)+ee x"




Exemplos:

. . . 2x -
i) Determinar lim — -

I—I*-I+S

Neste caso, temos uma indeterminacgéo do tipo

Vamos dividir o numerador e o denominador por x e depois aplicar as

propriedades de limites juntamente com o teorema para limites no infinito.
Temos:

im (2 - 5/x)
im 23 o fm 253 5. T
fyim X+ 8 rs+e L EEX T um 1+ 8/
X =b 4o
lim 2 - lim 5/x
I Xt - 2 -50 _ 2,
lim 1 + lim 8/x 1+ 8.0
X—34o= I=34oo
.. . 2¢ -~ 3xr + § . . - . 0
i) Encontrar lim a2 Novamente temos uma indeterminagéo do tipo —
X —3 —oe - o0

Para usarmos o teorema, dividimos numerador e denominador pela maior poténcia
de x, que neste caso é x>

2 _3.53
l_lmlxj—:ix-kj__ . x! x"' xs
I 4x3 -2 - K—l’]?aa 4 — Z/xs
Iin_'l (2/x% = 3/x* + 5/x°)
B lim (4 - 2/x%)

-

2 lim 1/x* = 3 lim 1/x* + 5 lim 1/x°
= L= = K=+ —0 X =

lim 4 — 2 lim 1/x°)

xA—F—x A —o

_20-3:0+5-0
4-2-0




. Ix+4
EXEMPLO 3 Ache lim ———
=+ f2x? =5

Solugao: Como a maior potencia de x € 2 e ela aparecendo sob o radical, dividimos
o numerador e o denominador por yx*, que & |x|. Temos ent&o,

3x - 4
lim Xt g VXL VX
x=taw \f2x% — 5 x=tm J2x* -5
r-'xz
3x ., 4
= tim P
x= 4 a0 2 5
T X2
Como x —+ +o0, x > 0; entdo |x| = x. Assim temos
3x 4
im 3Ix +4 lim > x
x=+m f2x2 — 5 ax=+w 5
2-3
X
lim 3+ lim 4- lim (1)
— X= % x— + o x—= %o \X
Jlim 2— lim 5--:lim L:)
x= + oo x—+ + a0 x—+ +a \X
_3+44-0
Vw2—5-0
=3
V2
. 3x + 4
EXEMPLO 4 Ache lim ——e—

=t =0 2x2""5

Solugao: A fungéo é igual a do exemplo 3. Novamente, comegamos por
dividir o numerador e o denominador porx* ou, equivalentemente, |[x|.

Como x - —e, x < 0; portanto |x| = —x. Temos, entdo,
.3" 4
lim Ix+4 K ;Jt:+—_x
—_—= i —
s~—m o 2xt =5 i--a= ,‘2 5
-3
X

lim (-=3)— lim 4- Lm —

== @ X=—m I+ =m

lim 2 -~ [im S--].i.irlL

X = = — - X
-3-4-0
J2-5-0

3

V2




Limites de funcbes racionais quando x—+owo:

1. Numerador e denominador de mesmo grau:
5* +8x -3 _ . 5+(8/x)-(3/x*) _5+0-0 _5

lim 5 - = ==
xom o 3T+ 2 X 3+(2/x°) 3+0 3
2. Grau do numerador menor que o grau do denominador:
im x+2 . (11 /x*)+(2/x%) _0+0
x5 2x3 -1 x> 2 - (1/x3) T 2-0
3. Grau do numerador maior que o grau do denominador:
a) 2x*-3 . 2x-(3/x) [numeradortendea- « . 2x* -3
lim = lim =———-* ; = = —0
x> /X +4 x> 7+(4/%x) |denominadortendea?7 x-o—= 7x+4
b) lim -4 +7X lim__~ X+ (/%) onumeradors i -4 +7X
x> x? —3x-10 x>=2-(3/x)-(10/x*) lodenominado—»2 ~x>=2x*> -3x-10
Sy o s
—~" M_{_:-‘il: * | 7= 355 gl
ifis Retay —'_ B ,\:I 7 I' |I 2 \. ' .
/ l\_l S ;'ll )
1 s e | L Tl W LT | "'.;l—ul‘-—l‘l 1|__—f_" '5 ;,,__.', £ ‘j_
5 0 0" N =i . ==y 2 -
2p = I
i i I
o L
= FORA DE ESCALA & <Il 1
Exercicios
1. Calcule os valores dos seguintes limites infinitos:
lim12 = f) on—2 i L 03 a2 _
a) lim ) lim = ) lim(-8n° —2n* +1)=
=L n—»o 5 —n n—>0
2 6
b) 1im “8”2 = 9) lim(n® -9)= ) tim 5”4 =9
n—o §_Tp n—»o n—o pt 43
. 2
c) im——=  h) limGn’ +50° +1)= m) 2t 7non
n—>opn+ 1 n—»o0 o I’ZS +I’l4
. 10 f—
d) 23 ) lim(8n° —5n* +n° +1) = N)  lim” 88 =
n»o 5§ _p n—» n—»>o | —p
. 8-5
€) lim "




Exercicios

2. Calcule:
. x*—2x+3 b) lim X . 2
D e e Olimgsed
2 3
d)lim ¥ e 1imM 7 tim (e +1)
xoo 3x 42 xoo x4+ 3 X—>+0
. 5xt-2x+1 2x* +1 M x
lim ——— h) lim — /) lim 3
g)H+°° 4x* +3x+2 )H—w x*+2x+3 l)inEO x> +3
Vxd +2x-1 .3 :
7)) lim —— l))lcljg— m)hm(\/x+ —\/x+3)
X—>+00 x2 +x+1 X X—>0
Exercicios

3. Calcule os seguintes limites infinitos:

Jx+1 b)mnbx—vx2+ﬂ

a) lim ——— e
cL@g[—Vx2+3J d)hm{vx+J_—Jx—1}
o lim £EYE3 £ tim |3 12|

X—>+00 2x —1

) lim [r—x+3] W limjx 3231 |

Resposta dos exercicios
1.a)12 b)-8/7 ¢c)1 d)-1 e)-5/6 f)-5 g)o hjo i) o o m)0 n)-w
2.a)1/3 b)0 ¢) Y5 d)1/3 )0 Ho  g)54 o 0 )1 N0 m)o

3.0 bt )0 d)1/2 e)l2 fy-w g)+w h)-o




Capitulo 3: Limites

Fonte: Calculo A Flemming e Leithold 1

Limites infinitos

Recordando um exemplo da primeira aula de limites:

Exemplo 4:

A Figura nos mostra o grifico da funcio y

_ 1
S (x+ 1)

Observando a Figura e a Tabela podemos afirmar que esta fungio tende para o infinito quando x tende para

—1 e escrevemos

1

lim ——— =
0 (x + 1)

ou ainda,

lim

s (E+1)

Tabela

>

' AY
to 5
PO SRS i
Rae SIS A A PN
Y X
=15 —125 -1l -101  —1,001
4 16 100 10.000 1.000.000
-05 —075 —09 -099  —0999

4 16 100 10.000  1.000.000




Analogamente ...

A Figura mostra o grifico da fungio 4y :
=1 :2 -
= — . — ) v
7T - 2p | X
Escrevemos lim — ) ou - d 9 :
= —oo —=o quando x — 2, .
svz (X - 2P yooe |
|
Tabela i
X 4 3 2,5 2,1 2,01 2,001
¥ - 0,25 -1 -4 —100 - 10000 - 1000000
x 0 1 1,5 1.9 1,99 1,999
¥ -025 -1 -4 100 - 10000 - 1000000

O seguinte teorema é muito usado no calculo de limites infinitos:

Teorema de limites infinitos: Se n € um numero inteiro positivo qualquer,

entao:

. 1
lim = 4o
(1) Jim
i +es, sen & par
(@) lim - =
x50 X —ea, sen é impar




Propriedades de limites infinitos: As propriedades de limites vistas

anteriormente permanecem validas para limites infinitos, embora seja

necessario tomar muito cuidado quando combinamos fun¢des envolvendo

esses limites.

A tabela a seguir nos da um “resumo” validos para limites infinitos, onde

podemoster y g x—>a',x >a ,x >+ ou x— —ow.

Na tabela, 0* indica que o limite é zero e a fung&o se aproxima de zero por

valores positivos, e 0- indica que o limite é zero e a fungéo se aproxima de

zero por valores negativos.

lim A(x) .

simbolicamente

lim f(x) lim g(x) hix) =
01 *w oo f() + g(x) *oo oo *oo = oo
02 + 40 fx) — glx) ? (+o0) — (+=) € indeterminacdo
03 +oo k flx) + glx) +oo +oo + k= +oo
04— k F() + g(x) o0 —® + k= —o
05 +oo +o0 Fx) - gx) oo (+o0) - (+00) = +oo
06 oo —oo F&) - g —o0 (+%0) - (=) = —o0
07 +oo k>0 F) - gx) +o0 +oo - k= 4o k>0
08  +oo k<0 f&) - gx) —oo +oo k= —w k<0
09 +oo 0 fx) - glx) ? *o - ( € indeterminagio
10 k oo fFx)g(x) 0 kit =0
11 +oo +oo f(x)g(x) “ *eo/*eo € indeterminagdo
12 k>0 0" F)/gx) +00 k0Y = 4o k>0
13 +o0 0* J(x)/g(x) +oo +/07 = 4o
14 k>0 0 S0/g(x) —o© O = —o, k>0
15 +oo 0 Fx/gx) —o0 +2/07 = —

0 0 ?

16

Fx)/g(x)

0/0 € indeterminagio




Exemplos:

(i) Determinar lim(x* + Vx + 1/x2).

x—0

Temos,

lim (x* + Vx + 1/x?) = lim x* + lim Vx + lim 1/x?

x—+0 x—0 x—0 x—0
=0+0+ =
= + 0:1‘

(if) Determinar lim (32 — 4x + 1).

X +ee

Neste caso, temos uma indeterminagéo do tipo e — oo, Para determinar o limite
usamos um artificio de célculo. Escrevemos,

4 1
lim (3x° — 43 + 1 = lim xX*|3-—= + —
o o= I [ f*f)
= +(3-0+0)

= + =o,




2+ 3

iii) Determinar lim .
x + 2

X3 +ee

Dividindo o numerador e o denominador por x2, temos

1)
2
im 2+3 0 _ lim -
xrte X T2 x+ee [ 1 2
=3
3
3

, . 5-2
iv) Determinar lim :
vie BX 42

Dividindo o numerador ¢ o denominador por x>, temos

S
. 5 - X
lim S—= = lim
X =3 +teoe 81+2 X =)+ oo ,8___1__2_
2
lim (5/2° - 1)
- X3 +ee
lim (8/x* + 2/x°)
X—>+ oo
-1

0+




V) Determinar lim 20 432 + 2+ 1
e 4 - x*

Dividindo o numerador e o denominador por x*, temos

2 A S P S P S I
lim = lim

4
X3+ 4 -x X3+

Propriedade:

P)=apx"+ax" " '+..+a.e Q)= bx™+ bx" "'+ .. +b_, entio

lim P(x)= lim a, x"

x—>*o0 X—>+0

tim 29 _ i %X
X—>+00 Q(x) x—>+00 boxm




