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Equagdes separaveis

As equagdes diferenciais ordindrias separdveis sdo equagdes que podem ser
escritas na forma

g(y)%: f0
X

Seja
n(y) = [ a(y)dy
Entdo
TRl
Substituindo-se g(y) por dh/dy na equagdo (1) obtemos
ahdy _ ¢ 2)

dy dx



Equagdes separaveis

h
Mas pela regra da cadeia —h( (X)) = 3—%

O que implica que (2) pode ser escrita como: %h(y(X)) = f(x) (3)

A eq. (3) € do tipo (1.3) (% =q(t) , vista na aula 02), ou seja, é da forma

dy
—=f(X
o~ 1)

Em que Y(x) = h(y(x)). Assim, integrando-se (3) dos dois lados obtemos que a
solugdo geral de (1) é dada implicitamente por

h(y(x)) = j f(X)dx+C



Equagdes separaveis

Também podemos obter a solugdo anterior da seguinte maneira:
Integrando-se em relagdo a x ambos os membros de (1) obtemos

dy . _
jg(y)&dx_jf(x)dxw

Que pode ser reescrita como
j g(y)ydx = j F (X)dX+C

Fazendo a substituigdo y'dx = dy obtemos

[ oy = fogdxc

Observagdo: As curvas que sdo solugdes de uma equagdo separdvel
podem ser vistas como curvas de nivel da fungdo

2 =F(x,y) = h(y() - [ f (x)ox



Equagdes separaveis

Exemplo 1: Modo de resolugdo 1

d
Encontrar a solugdo geral da EDO: Zyd_i =—4X

: d o2 dy
A EDO pode ser reescrita como: d_y(y )& = —4x
: d >
ou pela regra da cadeia: &(y ) =—4x
Assim a solugdo geral é dada implicitamente por:
y? = j(—4x)dx ——2x?+C

As solugdes sdo elipses (ver fig. 1) que sdo curvas de nhivel da fungdo
z=F(x,y)=y%+2x>
O grafico da fungdo F(x,y) dada é um paraboléide eliptico (ver fig. 2)



Equagdes separaveis

Exemplo 1: Modo de resolucdo 2
d .
Encontrar a solugdo geral da EDO: 2y dy —4x ou  2yy'=—4x

=
Integrando-se em relagdo a x ambos os membros obtemos:

j2w'dx=—j4xdx+C

Fazendo a substitui¢do y'dx = dy obtemos:
IZydy:—j4xdx+C
Assim a solugdo geral é dada implicitamente por
y2 =—2x?+C
As solugdes sdo elipses (ver fig. 1) que sdo curvas de nivel da fungdo

z=F(X,y)=y?+2x°
O gradfico da fungdo F(x,y) dada € um paraboléide eliptico (ver fig. 2)



Equagdes separaveis
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Figura 1: Solugées da equagdo diferencial do exemplo 1



Equagdes separaveis

Figura 2: Solugoes da equagdo diferencial do exemplo 1 como
curvas de nivel do paraboldide eliptico z = F(x,y) = 2x2+y2.



Equagdes separaveis

Exemplo 2:

a) Encontre a solugdo do PVI
dy 2x-1
dx 3y*-3
y(1)=0

b) Determine o intervalo de validade da solugdo, ou seja, o maior
intervalo contendo xy=1 para o qual a solugdo y(x) e sua derivada
dy/dx estdo definidas.

c) Determine os pontos onde a solugdo tem um mdximo local.

d) Faga um esbogo do grdfico da solugdo.



~ V4 °
Equagoes separaveis
Solucao:
(a) Podemos reescrever a equacgio como
(32 —=3)y' =2x —1

Integrando-se em relacdo a x ambos os membros obtemos

/(By -3y dx = [{21 — 1L)dx +C.

Fazendo a substituicio y'dx = dy obtemos
/(3;; —3)dy = [{23: _1)dx +C.

Assim a solucdo geral é dada implicitamente por

y3—3y:x2—x—|—ﬂ
Para encontrar a solucdo que satisfaz a condicao inicial y(1) = 0 substituimos
x = 1ley = 0nasolucdo geral obtendo C = 0. Assim a solugdo do problema

de valor inicial é dada implicitamente por

(8]

=3y —x24x=0

Exercicio: Fazer pela primeira metodologia para verificar



Equagdes separaveis

(b) Para determinar o intervalo de validade da solucdo do PVI vamos determinar

o maior intervalo que contem x = 1 em que a solugdo e sua derivada estao
i = dy 2y iv
definidas. Pela equacio 3 = 7= temos que os pontos onde a derivada

ndo esta definida sdo aqueles tais que 3y*> — 3 = 0, ou seja, y = +1. Como o

ponto inicial € (1,0), entao a solucdo do PVI esta contida na regiao do plano
—1 < y < 1. Substituindo-se y = —1 na equacao que define a solucdo obtemos
a equacdo x* —x — 2 = 0, que tem solugio x = —1 e x = 2. Substituindo-se
y = 1 na equagao que define a solucio y* — 3y — x> + x = 0 obtemos a equacéo
x? —x 42 = 0, que ndo tem solucéo real.

Como a solucdo esta definida para todo x, mas a derivada ndo esta definida
parax = —le x = 2e o ponto inicial xp = 1 esta entre os valores x = —1 e
x = 2 concluimos que o intervalo de validade da solucdo ¢ o intervalo (—1,2),
que é o maior intervalo em que a solugédo y(x ) e a sua derivada estao definidas.
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Equagdes separaveis

(c) Nos pontos onde a solugao tem maximo local a reta tangente a curva e horizon-
. i ~ . .
tal, ou seja, pontos onde ﬁ = 0. Neste caso nio precisamos calcular a derivada
da solucdo, pois a derivada ji estd dada pela equacao diferencial, ou seja,
dy 2y —1
dx — 3y* -3

Assim, a reta tangente é horizontal para x tal que 2x — 1 = 0, ou seja, somente
parax = 1/2.

12



Equagdes separaveis

(d) Nos pontos x = —1 ex = 2 areta tangente a curva solugdo > — 3y —x? +x =0
€ vertical, ou seja, ﬂ—; = 0, pois pela equacdao diferencial,
d« 1 3y*-3

1y dv 2y —17
dy 2L X

para x #= 1/2. Assim ja sabemos pelo item (b) que a solucdo esta contida em
uma curva que passa pelos pontos (—1, —1) e (2, —1) onde a tangente é vertical,
e que passa pelo ponto inicial (1,0). Neste ponto a inclinacdo da tangente é

—1/3, pois substituindo-se x = 1 e ¥y = 0 na equagao diferencial obtemos gﬁi =
—1/3. Além disso sabemos que o tnico ponto em que a tangente é horizontal

ocorre para x = 1/2. Deduzimos dai que a solugdo é crescente até x = 1/2
depois comeca a decrescer.
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Equagdes separaveis

Figura 3: Solugdo do PVI do exemplo 2.



Figura 4: Solugdes da EDO
e do PVI do exemplo 2.

Equagdes separaveis




Equagdes separaveis

Figura 5: Solugoes da EDO
do exemplo 2 como curvas
de nivel de uma fungdo de
duas varidveis
z=f(x,y)=y3-3y-x2+x.

16



Solugoes por Substituigoes

Muitas Equagdes Diferenciais, o primeiro passo para resolvé-la é

transformar em outra E.D. "conhecida” por meio de uma substituigdo.

> Equagdes Homogéneas;
> Equagoes de Bernoulli;

> Equagoes de Riccati:;



Equagbes Homogéneas

Definigdo: Funcdo homogénea

Se uma func¢do f satisfaz

F (A%, 2) =) l

Para algum ndmero real n, entdo dizemos que f é uma fungdo

homogénea de grau n .
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Equagdes Homogéneas

Exemplo 1: f(x,y) = x% — y2

f(Xy)=x"-y?
f (X, Ay) = 22X% = 2y% = 2 (X2 —y2) = 22 (%, V)

Exemplo 2:: f(x,y) = 3x% — xyz +1
f(x,y)=3x>—xy*+1
f(AX, Ay) =33%3 — AxA2y2 +1= 22 (X, y)

19



Equagbes Homogéneas

X
Exemplo 3:: f(x,y) = eY —sen (5)
f(x,y)=e*Y —sen(x/y)
f (Ax, y) =™ —sen(Ax/ Ay) = XY —sen(x/ y) = 22 (X, y)

C femomgresegorres

OBS:

1. Nos exemplos 2 e 3 observamos que uma constante adicionada a
fungdo destrdi a homogeneidade, a menos que a fungdo seja
homogénea de grau zero.

2. Uma fungdo homogénea pode ser reconhecida examinado o grau
de cada termo

20



Equagbes Homogéneas

Definigdo: Equacdo homogénea

Uma equagdo diferencial da forma

¢ chamada de homogénea se ambos os coeficientes M e N

sdo fungdes homogéneas do mesmo grau.
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Equagbes Homogéneas

Método de solugdo: Equacdo homogénea

Uma equagdo diferencial homogénea

M (X, y)dx+ N(X, y)dy =0

pode ser resolvida por meio de uma substitui¢do algébrica. Neste

caso a substituicdo:

y = VX

transformard a equagdo em uma equagdo diferencial de 1% ordem

separdvel.

Lembrando: y=vx  dy=vdx+xdv



Equagbes Homogéneas

Exemplo1: dy Xy
dX X2_y2

xydx— (x> —y?)dy=0 == fg homog. de mesmo grau

xvxdx— (x% —v2x%)(vdx+ xdv) =0

(X2V = X2V +Vv3x2)dx+ (=x3 +v2x3)dv =0
v3x2dx+x3(v2 =1)dv=0 (variaveis separaveis)
v3x%dx = —x>(v2 =1)dv

2 2 2
X“dx :_(v 1)dv:> %:_J‘ (v 31)dv
X '

x° Ve

v=Yy/X X 2

In x:—Inv—inrc = Ihy+—=c
2V 2y

23



Exercicios

« Resolva as equagdes diferenciais homogéneas:
x?+y%2—=2xyy'=0

1)

2)

3

N’

4)

e)

(x% + 2xy)dx + xydy = 0

xy' cos (X) = y coS (

X

yy' =2y —x

y—xy' =x+yy

arctan(y/x) = C

6)

y =4+ ()+()5 v =2

y

X

)—x

Sol. Geral: y? — x* = Cx

Sol. Geral: In|x +y| + =—=C
x+y

Sol. Geral: sen (i) = In (5)

X

Sol. Geral: y — x = Ce*/=%)

Sol. Geral: In ‘\/m‘ n

Sol. Particular: arctan(y/2x) = In|x| + n/4



Equagbes Homogéneas

Observagdes: Caso M(x,y) e N(x,y) sejam fungdes de trinomios lineares

em x ey, ou seja
(ayx+byy+c)dx+(a,x+b,y+c,)dy=0 (1)

Teremos de analisar se os coeficientes q;, a,, b; e b, sdo proporcionais

ou ndo.



Equagbes Homogéneas

1° caso:
a b

=0
a, b,

Os coeficientes q,, a,, b; e b, sdo proporcionais , ie,

ﬂ:&=R381=RaZ 6b1=Rb2
a b,

Substituindo em (1):
[R(a;Xx+b,y)+c Jdx+ (a,x+b,y+¢,)dy =0 (2)

_ dt—a,dx
b,

A transformagdo t=a,x+byy; dy

reduz (2) a forma de uma equagdo de varidveis separdveis.



Equagbes Homogéneas

Exemplo 1° caso:

(—2x—y+1)dx+ (4x+2y+5)dy =0



Equagbes Homogéneas

2° caso:
a b

a, b,

Os coeficientes g, a,, b; e b, ndo sdo proporcionais , ie, #0

A transformacado
; {X=X+h — dx =dX

y=Y+k = dy=dY

onde h e k sdo coordenadas da solucdo do sistema

reduz (1) a forma de uma equagdo homogénea.



Equagbes Homogéneas

Exemplo 2° caso:
x—y+4)dy+(—x—y+2)dx=0
|—1 :

j:1+1:2¢0

X=X+h = dx=dX

Transformagdo: {y =Y+k = dy=dY

h e k sdo coordenadas da solugdo do sistema

—h—-k+2=0
+h—k+4=0 k=3 h=-1

reduz a forma de uma equagdo homogénea.

(X =Y)dY + (=X —Y)dX =0



Equagdes Homogéneas

Exemplo 2° caso:
(X—Y)dY + (=X —V)dx =0 =—> Eq.Homogénea de Grau 1

Substituigdo: Y =vX; dY =vdX + Xdv

X —vX)(vdX + Xdv) + (X —vX)dX =0

¥

(1—v)X2dv+(/f—v2X—X—)/£)dX=O

Lav+ =g —> ~tan™ v +In [v? + 1| + In |X| =

2+1

Y2+X2

— -3
—tan_1Y+ “In| |+ In|X| = —tan™! (ﬁ) +In|y/(y —3)2+(x + 1D?|=C




Equagoes de Bernoulli

Seja a equagdo diferencial:

24 Py = Y™, (1)
Onde n € R

E.D. Ndo linear

Note que:
¢ n=0 e n=1aequagdo se torna linear.

< Paran # 0 e n # 1, a substitui¢do u = y'™ reduz qualquer equagdo
da forma (1) a uma equagdo diferencial linear.



Equagoes de Bernoulli

Metodologia para resolver Equagdes de Bernoulli:

Seja a E.D. na forma (1):

24 P(x)y = FOOY™, (1)

1. Dividir aeq. (1) por y™
2. Substituiru=yl™"e % = (1-— n)y‘"%
3. Pelos passos 1 e 2, obtém-se a sequinte equagdo:

— 4 P(x)u = f(x) (2)

1-n

< Note que a eq. (2) € uma Equagdo Linear de 1% Ordem ha fungdo
incégnita u (Pode ser resolvida multiplicando pelo Fator Integrantel)



Equagoes de Bernoulli

Exemplo:
d
di’ y = exyz

Exercicios: Resolva a equagdo diferencial dada utilizando uma
substituigdo apropriada.

@ _ _ — a2
a) x———(1+x)y=xy
24y 2 _
b) t°—+y° =ty

c) xZZ—Z — 2xy = 3y*



Equacgoes de Riccati

Uma E.D. na forma (3):

dy , Se ndo for dada a
ax = Py” +Q(x)y + R(x) (3) sol. Particular
testar: yp(x) =
funcgoes simples: cte;
funcoes lineares;
funcgoes quadraticas; etc

é chamada de uma eq. de Riccati.

Obs: Se P(x) =0 = Eq. ¢ Linear!

Se P(x) # 0 e conseguirmos de alguma forma obter uma solugdo particular
da Equagdo Diferencial de Riccati (E.D.R.) y,(x), entdo fazemos a

seguinte troca de varidvel:

1
y =yp(x) +E

<* Note que esta troca de varidvel transforma a E.D.R. em uma equagdo
diferencial linear em x e z.



Exemplo:

Equagoes de Riccati

1
=1 =1+4+-—
yp (x) >y +Z

Obs:

Eq. de Bernoulli X Eq. de Riccati
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