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1 Introducao

Sabe-se que a funcao de utilidade indireta representa o valor méaximo atingivel pela
funcao de utilidade a um dado conjunto de precos p e de renda y. Geometricamente ela
representa o nivel da mais alta curva de indiferenca que o consumidor pode atingir dado
o conjunto de pregos p e renda y.

Tem-se uma fungao U(z) continua e estritamente crescente e quase concava em R’
denominada V(p,y) e uma das propriedades desta fungdo é a identidade de Roy. Esta
identidade mostra que a razao da divisao da derivada da funcao V em relacdo a um
qualquer sobre a derivada fungdo V em relacao a y ¢ igual a demanda mashaliana para o
mesmo p; correspondente ao preco, no entanto este resultado tem o sinal negativo.

Logo, isto é muito importante para a teoria microeconomia. Para fazer a prova desta
identidade, deve-se utilizar o teorema do envelope o qual possui extrema relevancia para a
ciéncia econdmica, pois através do uso deste consegue-se “envelopar” todas as demandas

marshalianas no ponto de méaximo. A seguir mostrar-se-a4 a prova deste teorema.
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2 Teorema do Envelope

Para chegar-se neste resultado utilizar-se-a4 a abordagem de Jehle e Reny (2000,
p.505-507). Quando tenta-se maximizar uma fungao, geralmente depara-se com o seguinte

problema:

Mazx f(x,a)
sujeita a

g(x,a)=0ex >0

Onde x é um vetor de escolha de varidveis e a = (ay, ..., a,) é um vetor de pardmetros
que pode estar na fungao objetivo, na restricio ou em ambos. Certamente, as solucgoes
deste problema dependerao de alguma forma do vetor de parametros, a. Supde-se que
para cada vetor a, hd uma tnica solu¢ao dada por z(a). Dentro desta abordagem, supoe-
se ainda que a fungao objetivo e a restricao do problema sao continuamente diferenciaveis
em a. Logo, para cada a, considere que z(a)>>0 (estritamente maior que zero) resolve
o problema de maximizacao e assume-se que z(a) também é continuamente diferencidvel
no parametro a.

Assim, o problema associado ao multiplicador de lagrange L (x,a,\) e considera-se
(x (a),A(a)) que estao de acordo com as condigoes propostas pelo teorema de Kuhn-
Tucker!.

Prova: Partir-se-4 do problema dos multiplicadores de Lagrange:

L= f(x,a)+ Xg(z,a)] (2.1)

Considerando-se as condigoes enunciadas acima pode-se deduzir o seguinte:

Of(z(a),a) dg(z(a),a) .
T—i_}\(a)T =0,2=1,...,n (22)
g(z(a),a) = (2.3)

Elas podem ser escritas como identidades, pois elas servem para definir solugoes para

z(a) e AMa). A derivada parcial de L em relagdo a um pardmetro a; é o seguinte:

Veja Simon e Blume (1994, p. 439-442)



OL  Of(w,a) dg(z,a)
da;  daj A da; (2.4)

Ao valorar esta derivada no ponto (z (a), A(a)):

oL Of(z(a),a)

oLy d0te(0).0)
aaj z(a),\(a) aaj

+ Aa) 5.
j

(2.5)

Ao mostrar que esta derivada parcial da fungao valor maximo em relagao a a; ¢ igual
ao lado direito da equagao (2.5) chegar-se-4 na prova do teorema. Pode-se comecar dife-
renciando a fun¢ao M(a) em relagao a aj. Sabe-se que a; afeta f direta e indiretamente,
através da sua influéncia em cada variavel z;(a), portanto na derivagdo deste problema

sera necessario usar a regra da cadeia, como segue:

OM(a) < (2.6)

B Of(z(a),a)| Oxi(a) Of(x(a),a)
da; [ oz ] *

i=1 i da; da,
Retomando as condigoes de primeira ordem em (2.2) e apenas rearranjando a igualdade

tem-se:

Li=1,..,n (2.7)

Substituindo (2.7) dentro dos termos em colchetes do somatério em (2.6), pode-se

escrever a derivada parcial de M(a) como:

OM(a) " | 9g(x(a),a)dx;(a) Of(z(a),a)
8aj N )\(a> Zl B 8% 8aj + 8aj

1=

(2.8)

Para chegar-se ao resultado final deste teorema precisa-se retornar as condigoes de
primeira ordem e observar-se a equagao (2.3). Logo pode-se diferenciar ambos lados de
(2.8) em relagao a um a; e o resultado serd o mesmo do que (2.7), pois a derivada de uma

constante é zero. Aplicando esta condi¢ao na equagao do somatoério:

" dg(xz(a),a) 0x;(a df(x(a),a
o[-tk out)] __ofte(o)0



E entdo:

dg(x(a),a) " [0g(x(a),a) Ox;(a)

1=

Trazendo o sinal de menos para dentro dos colchetes, pode-se substituir o lado esquerdo
de (2.9) em (2.8) para obter:

oM (a) dg(z(a),a) = 0f(z(a),a)
=\ 2.10
da; (a) ox; Oa, (2.10)
Assim, o lado direito desta equagao é idéntico ao visto na equagao (2.5), entao:
oL, _ OM(a) (2.11)
8% @(a).Ma) = 8aj '

c.q.d
3 Identidade de Roy

A identidade de Roy é uma das propriedades da funcao de utilidade indireta, esta relata
que a demanda marshaliana? para o bem 7 ¢ simplesmente a relacao entre as derivadas
parciais desta fungao em relagao a p e y. Mostrar-se-a4 a prova desta relagao utilizando o

teorema do envelope.

Seja V(p,y) = [z1(p,y), 22(0,Y), -, 2n(p, )]

Derivando esta fungdo em relagao a y:

IV (p,y)  OU Oz U

o —amay T oy (3.1)

2Demanda do bem 7 no ponto de maximo.



Aqui utilizar-se-a4 o problema de maximizacao da utilidade pelos multiplicadores de

Lagrange:

Max U(x)
sujeita a

Y =21 Pi%i

L(z,\)=U+ A [y - zn:pziﬁz]

=1

As condigoes de primeira ordem sao:

gﬁb[; = SZ =Ap;, Vi=1,...,n (3.2)
Substituindo a equagao (3.2) em (3.1):
8V(§Z,y) = A 185;1 + ... +Apna;"
Isolando Lambda:
avg;’y):A pl?;yl—l—...—l—pnaaxy” (3.3)

Agora considera-se a lei de Walras, onde a soma dos pregos vezes suas respectivas

quantidades sao iguais a renda:

Yy = Z DiZ;
i=1

Derivando em relacao a y:

=N ay Pn dy

Substituindo este resultado na equacao (3.3):

oV(p,y)
o= (3.4)



O préximo passo ¢ derivar-se a funcao de utilidade indireta em relagao a um p; qual-

quer:
ov oU o oU Oz,
(P,y) _ v OV (3.5)
Opi dxy Op; Oz, Op;
Utilizando novamente a equagao (3.2):
oV (p,y) Oz O,
—— = o+ Pp— 3.6
Opi b Opi et Opi (3.6)
Agora deriva-se a lei de Walras em relagdo a um p; qualquer:
0=p 22 4t p 2y g, O
=P 81?1 ) Pi apl . Pn apl
0xy ox,,
;= . i 3.7
e opi et Ipi (3.7
Inserindo a equacgao (3.7) na equacao (3.6):
oV (p,y)
= —\z; 3.8
o0, x (3.8)

Logo, divide-se a derivada da funcao de utilidade indireta em relagdo ao um preco
qualquer pela derivada da funcao de utilidade indireta em funcao da renda tem-se o

seguinte:

c.q.d

4 Consideracoes Finais

Apos verificar-se as demonstragoes do teorema do envelope e da identidade de Roy,

pode observar que elas sao analogas. Na verdade, o teorema do envelope ¢é utilizado para
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realizar a prova desta identidade. Quando se faz a substituicdo da solu¢ao do problema
de maximizagao (3.1) em (3.2) consegue-se agrupar todas as derivadas das demandas
marshalianas 6timas em relagdo a sua renda vezes o seu preco, depois faz-se outra substi-
tuigao inserindo a lei de Walras chegando em (3.4). O mesmo procedimento é semelhante
para chegar-se a (3.8).

Em suma, o teorema do envelope mostra o efeito total sobre o valor 6timo da funcao
objetivo quando o pardmetro se altera (e por sua vez, precisaria ser otimizado novamente)
pode ser deduzido simplesmente tomando parte do problema do dos multiplicadores de
Lagrange em relagao ao parametro que se modificou e entao valorar a derivada em rela-
¢ao solugao do problema de primeira ordem das condi¢oes de Kuhn-Tucker. Assim, este
teorema permite “envelopar” as solugoes 6timas, o que é muito util para a ciéncia econo-
mica e uma das contribuigoes deste teorema ¢é a o uso desta ferramenta para a prova da

identidade de Roy, como foi mostrado neste trabalho.
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