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Capitulo 1

Fundamentos

1.1 Definicao de Fluido

O termo fluido em fisica se refere a matéria, quando esta se deforma frente uma forca
aplicada, em contrapartida ao que é observado nos solidos. E do senso comum a presenca dos
fluidos na vida cotidiana. O ar na atmosfera, a agua em rios e oceanos e os liquidos e gases
nas mais distintas aplicacoes tecnologicas. De fato, tanto liquidos como gases sao considerados
fluidos. A diferenca esté apenas nas suas compressibilidades, nao obstante ambos sao descritos
pelo mesmo conjunto de equagoes matematicas.

Podemos definir os fluidos a partir do conceito de tensao. Na figura 1.1, uma forca AF' é
aplicada sobre uma superficie AA, definida pelo vetor n, normal a superficie. A forca divida
pela area da superficie, na qual, a mesma esta sendo aplicada é definida como a tensao. Como
a forca pode ser decomposta em uma componente normal AF), e uma componente tangencial
AF}, o mesmo é observado para a tensdo. Uma tens@o normal (compressao) e outra tangente a
superficie AA (esta ultima conhecida como tensao de deformagcao ou cisalhamento - componente
tangencial da forga por unidade de area ).

AF

"

G = ()

—

Figura 1.1: Componentes normal e tangencial da forga.

A tensao de deformagao matematicamente é escrita como:
. AF
= lim —. (1.1)
AA— 0 AA
"Assim, ao longo deste curso, iremos nos deter em fluidos que tendem a responder por meio de
movimentos ou deformagoes a tensoes'.

T

1.2 Fluido, Sistema Infinitesimal ou Particula de Fluido e
Livre Caminho Médio

A mecéanica dos fluidos é o ramo da fisica que aborda os movimento dos fluidos (os fluxos).
Exemplos sao a circulagao atmosférica, a circulagao marinha, o escoamento da fumaca de uma
chaminé, entre tantos outros encontrados no nosso dia a dia. De outra forma, a mecéanica
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dos fluidos é o ramo onde os principios fundamentais da mecéanica sao aplicados a liquidos e
gases. A esséncia da mecénica dos fluidos se d& tanto do ponto de vista tedrico, bem como
experimental. Desde que ela obedece a principios fisicos bem estabelecidos, existe uma estrutura
tedrica bem fundamentada. Entretanto, esta estrutura é muitas vezes frustrante, visto que é
desenvolvida considerando-se situagoes ideais, muitas vezes distantes dos fenémenos reais. Os
maiores obstaculos a aplicagao da teoria sao as complexas geometrias envolvidas e a propriedade
fisica conhecida como viscosidade. As equagoes basicas do movimento dos fluidos sao muito
dificeis de serem resolvidas para geometrias arbitrarias. Muitas vezes, calculos numéricos sao
empregados na solugao das equagoes via métodos computacionais, sendo este ramo conhecido
como mecanica dos fluidos computacional (CFM). O segundo problema, a viscosidade, que
aumenta o grau de dificuldade para a solucao das equacoes do movimento, além de gerar
instabilidades ao longo do fluxo dando origem a turbuléncia. Atualmente, a mecéanica dos
fluidos se constitui em uma teoria aceita, entretanto ela precisa ser suportado por experimentos.
Em muitas situagoes, a partir dos experimentos resultam as principais informagoes e dados a
respeito de um fenémeno.

Uma hipotese fundamental é de que os fluidos possam ser considerados meios continuos.
Sabemos que os fluidos sao formados por moléculas muito espagadas entre si no caso dos gases,
e mais proximas no caso dos liquidos. Além disso, estas moléculas se movem por grandes
distancias com relativa liberdade. Assim, a conceito de massa e, massa por unidade de volume
(densidade), perdem o sentido na escala molecular por que o nimero de moléculas ocupando um
determinado volume unitério varia continuamente. O efeito comeca a ficar desprezivel quando
o volume unitéario é da ordem do espacamento intermolecular elevado ao cubo. Neste caso, o
ntimero de moléculas no interior do volume comecga a se tornar aproximadamente constante,
embora exista transito de um grande ntimero de moléculas através das fronteiras do volume.
Por outro lado, se o volume unitario for muito grande o calculo da densidade pode ser afetado
pela agregacao volumétrica de particulas. O comportamento da densidade, calculado a partir
da massa molecular dm contida no volume unitario dV é plotado versus este mesmo volume
unitario na figura 1.2. Entao existe um limite inferior abaixo do qual os efeitos moleculares
dominam; e um limite superior no qual os efeitos devido a agregacao se tornam importantes.

A densidade do fluido fica bem definida quando:

dm

= i av (1.2)

, onde dV* ~ 10~ 9mm?3.

P Incerteza Microscdpica

i i
I
I
|
: Incerteza Macroscdpica
| \
|

1200 |- age—— N — — — -

|
I
I
I
|

T

an
0 §U* =107 mm’

Figura 1.2: Densidade versus volume unitéario.
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Uma forma mais adequada de testar a hipétese do continuo é comparar o comprimento
caracteristico do sistema [ com o livre caminho médio molecular \; a distancia média que uma
molécula se desloca sem colidir com outra molécula. Se [ > A, a hipdétese do continuo é aceita.
Da teoria molecular, o comprimento caracteristico de um sistema se relaciona ao livre caminho
médio por:

A= 0.255—= . (1.3)
pd?
Na equagao 1.3, m é a massa da molécula (Kg), p é a densidade (Kg/m?®) e d o diametro da
molécula (m). Para o ar m = 4.8 x 1072 kg e d = 3.7 x 107 m. Em condigoes atmosféricas
padrao, o livre caminho médio ¢ de aproximadamente 6.4 x 107% cm. A uma elevagao de 100
km é de 10 cm, e a 160 km ¢é 5000 cm. Obviamente, neste caso a hip6tese do continuo nao é
aceita, e outras teorias devem ser aplicadas.

As leis basicas que aplicamos em nosso estudo da mecéanica dos fluidos podem ser formula-
das em termos de sistemas infinitesimais ou finitos e volumes de controle. As equacoes gerais
parecerao diferentes nos dois casos. Ambas as abordagens s@o importantes no estudo da me-
canica dos fluidos. No primeiro caso, as equagoes resultantes sao equagcoes diferenciais, e suas
solucao fornecem um meio de determinar os detalhes do comportamento do movimento dos
fluidos. Frequentemente, a informacao procurada nao requer um conhecimento detalhado do
movimento do fluido. Muitas vezes estamos interessados no comportamento médio de um fluido
que se move ao longo de um determinado volume (de controle), e nesses casos ¢ mais apropriado
usar formulagoes integrais das equacoes béasicas.

Por fim, ao longo deste curso iremos adotar o conceito de particula de fluido. Quando
tratamos da dindmica de um fluido, nos deparamos com o fato de que um fluido é formado por
um grande numero de moléculas. Nao estamos interessados na dinamica molecular, por isso
ignoraremos o movimento das moléculas e trabalharemos apenas com os valores médios das
grandezas fisicas, de forma a analisar o comportamento macroscopico dos fluidos. Essas sao as
grandezas que podem ser medidas experimentalmente. Entao, precisamos definir um elemento
de fluido com dimensao apropriada para que as médias tenham sentido e sejam representativas
do comportamento do fluido. Usaremos um modelo tedrico/abstrato de particula de fluido para
representar o fluido. Dessa forma, consideraremos a pressao, temperatura, densidade, etc, de
um fluido chamado de particula de fluido. Esta particula deve satisfazer as seguintes condigoes:
i) grande o suficiente para conter um numero significativo de moléculas de forma que os valores
médios das grandezas fisicas sejam significativos; ii) pequeno o suficiente para que os valores
médios das grandezas fisicas sejam os mesmos ao longo do parcel; iii) univocamente definido em
pequenos intervalos de tempo. O conceito de particula de fluido e sua aplicacao ficarao claros
ao longo do curso. No entanto, podemos comentar que este conceito é fundamental para a
dindmica dos fluidos. Ele permitira a aplicacao das leis de conservacao a fluidos, e a partir das
solucoes destas leis determinar a dindmica do movimento. As dimensdes da particula de fluido
irao depender do fluido ou das propriedades do fluxo (fluido em movimento). Por fim, o volume
de uma particula de fluido pode variar ao longo do fluxo. Isto ocorre em fluxos compressiveis
com consequente variacao da densidade da particula de fluido.

1.3 Densidade e Pressao em um Ponto de um Fluido

1.3.1 Densidade

O conceito basico de densidade de uma substancia é dado pela razao entre a massa de uma
quantidade de substancia e o volume ocupado por esta.
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P = v (1.4)

Para liquidos esta definicao é satisfatéria. Entretanto, como os gases sao compressiveis, e
para estes a definigao deve ser estendida. Uma propriedade dos fluidos diretamente relacionada
a densidade é o peso especifico v , ou peso por unidade de volume definido por:

W{(peso) mg
% Vv

Na equagao anterior, g é a gravidade local. A gravidade especifica é geralmente usada para

determinar o peso especifico e a densidade. Ela é definida como a razao entre a densidade de

uma substancia e a densidade da agua a 4° C.

’y:

p
S = . 1.6
o (1.6)

A gravidade especifica é também conhecida por densidade relativa.

1.3.2 Pressao em um ponto de um fluido

A pressao é a razao entre uma forga normal (perpendicular) e a area de superficie sobre
a qual esta forca é aplicada. E uma grandeza escalar, o que implica que ela independe das
diregoes espacias. A determinacgao da pressao em um ponto de um fluido pode ser feita a partir
da variagao da pressao entre este ponto e um ponto de referéncia.

Considere a figura 1.3. Se assumirmos que a pressao no centro do elemento de volume é p,
onde p = p(x,y, 2), o diferencial ! de pressao é:

Op dp op
_op dp,  Op 1.
dp 8a;d T + By dy + 8zd (1.7)
] (m_'ai;ct)cbm&f
1 9P
" 1 (P2 M) ¥®
13p :
(p- zarﬂjadxdzdz /:/'A"__ (Prigy )&k
i gy P4 /
(pif@ae ¥ | (oo
pgaxdydz

Figura 1.3: Forgas agindo em um elemento infinitesimal de volume com respeito aos eixos x,y,z.

1O diferencial de uma funcao de varias variaveis significa a mudanca total na variavel dependente devido as
mudangas em todas as varidveis independentes.

3

Z




1.3. DENSIDADE E PRESSAO EM UM PONTO DE UM FLUIDO 9

A equacgao anterior pode ser usada para a determinagao da pressao sobre cada uma das faces
do elemento de volume. Ao longo da direcao z, a variacao total da pressao entre a face anterior
e posterior é,

-+ 2+ - 28] - - [ L] (18)

Multiplicando o resultado obtido na equagao 1.8 pela area da face, (dydz), obtemos a forga
total que age sobre o elemento de fluido ao longo da direcao x.

F, = —(%dm)dydz (1.9)

Usando o mesmo procedimento para as demais dire¢oes, determinamos a forca total ao longo
das diregoes y e z.

dp
1.1
F, (ydy)dmdz (1.10)
ap
= —(= 1.11
F, (z=dz)dxdy (1.11)

Aplicando a segundo lei de Newton ao longo de cada uma das diregoes espaciais,

F, = may, (1.12)
F, =ma,, (1.13)
F, =ma,. (1.14)

A massa pode ser escrita em termos da densidade por, m = p/V = p/(dzdydz), de forma que:

dp

—(8—)dxdydz = padrdydz, (1.15)
T
dp
—(a—y)d:cdydz = pa,dxdydz, (1.16)
dp
—(&)dxdydz = p(a, + g)dzdydz. (1.17)

Dividindo as equagoes anteriores pelo volume do elemento (dxdydz), podemos reescrever a
equacao 1.7 para a variagao total da pressao em um ponto como:

dp = —pazdx — pa,dy — (pa, + g)dz. (1.18)

Diferencas de pressao entre pontos podem ser obtidas a partir da integracao da equacao 1.18,
através da anéalise de casos especificos.
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1.3.2.1 Fluido em Repouso

Um fluido em repouso por definicao é tal que nao sofre nenhuma aceleracao; logo a, = a, =
a, = 0. Neste caso, a equagao 1.18 se reduz a:

dp = —pgdz (1.19)

ou

dp = —vydz (1.20)

A solugao da equagao 1.20 implica que nao ocorrem variagoes de pressao ao longo da direcao x
e y. A pressao varia apenas com a coordenada vertical. Além disso notamos que dp é negativo
quando dz é positivo. Ou seja, a pressao diminui com o aumento de z.

1.3.2.2 Liquidos em Repouso

Se a densidade for assumida constante, podemos integrar a equagao 1.20 de forma que:

/dp _ —/ydz, (1.21)

p=—yz+C, (1.22)

Py.-c (1.23)
f)/
Note que a variavel z é positivo ao longo da direcao positiva do eixo Oz. Se o ponto de
interesse onde queremos calcular a pressao fica a uma distancia h abaixo da superficie do liquido,
a equacao 1.23 pode ser reescrita como:

p = vh. (1.24)
onde p = 0 quando h = 0 (figura 1.4).
z

Superficie Livre i
" N
Liguido #

h
P z=-h

Figura 1.4: Pressao abaixo da superficie em um liquido.
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1.3.2.3 Pressao em um Ponto da Atmosfera

O calculo da pressao na atmosfera envolve algumas sutilezas. Em primeiro lugar, a densidade
da atmosfera ndo é constante, mas varia com a altitude p = p(z). A atmosfera também pode ser
divida em quatro importantes camadas, a troposfera, a estratosfera, a mesosfera e a ionosfera
(figura 1.5). As condigoes nestas camadas mudam no tempo e com a latitude, sendo que essas
camadas sao mais espessas no equador e mais finas nos polos. Assim basearemos nossos célculos
na atmosfera padrao, a qual se encontra a 40° de latitude.

‘_'_,_,_.--""
Ionogfera
Zz(km) |
~-90°C >
~
\“\-\\\ 60 ~ Mesosfera
=y
T2=T,-az 40~
Estratosfera
20+
=56.5°C
—|___ Troposfera
15°C 7B

Figura 1.5: Diagrama de altitude z(km) versus temperatura T'(K) para a atmosfera padrao.

Na troposfera a temperatura varia linearmente com a altitude.
T(z)=To— az, (1.25)

onde @=0.0065 Km/m ¢é a taxa de variagdo da temperatura e T7—=288.16 K. Na parte inicial
da estratosfera a temperatura é constante e volta a aumentar com a proximidade a mesosfera,
a0 passo que cai novamente até o limite da ionosfera. Para o calculo da variacao de pressao na
troposfera, procedemos a partir da equacao 1.19 e da fungao de estado do gas ideal.

dp = —pgdz (1.26)
T
pV =nRT,p = %,p:pRT (1.27)

Nesse ponto, substituimos p obtido da equagao 1.27 na equagao 1.26, e integramos ambos o0s
lados da equagao resultante de forma que:

P odp —g [ d
/ d_z9 [Tz (1.28)
Patm p R 20=0 T

Porém, na estratosfera, a dependéncia da temperatura com a altitude se d& por meio da equacao
T =T(z) =Ty — az, onde T é uma constante, de forma que:

P dp g [* dz
I - 1.29
/ ! R/O (=) (1.20)
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Usamos a troca de variaveis u = Ty — az, com u = Ty quando 2y = 0 e u = Ty — az quando
z = z, a integral é reescrita como:

P dp g To—az gy,
[ S ) (1.30)
Patm p « TO u
sendo as solucoes,
P g Ty —az
l = —In(——). 1.31
npatm aR n( TO ) ( )

Simplificando a funcao logaritmo em aboas os lados de 1.31,

Ty —az
P (0 am (1.32)
Patm TO
Por fim, obtemos uma expressao para a variacao da pressao ao longo da troposfera com a

seguinte forma:

Ty — az
T
Na parte inferior da estratosfera, onde a temperatura é constante, a equacao 1.19 sera

integrada como:

P = Patm( )(&R) (1.33)

D dp g /z:z
- = dz (1.34)
Ps p RTS Z

Na equagao anterior, o subindice s significa que a integracao inicia no limite entre a troposfera
e a estratosfera. O resultado da integracao leva a seguinte expressao:

0==%s

P -9
In—=—(z — z, 1.35
L =) (1.3)
Multiplicando ambos os lados da equagao anterior por In e, e aplicando a propriedade dos
logaritmos e simplificando obtemos:

lnp% In(e) = %(z — 2,) In(e) (1.36)
znpﬂ In(e) = In(e)wh == (1.37)
p _ =L (z—2s)
In—1=lIn(e)®T (1.38)
Ds
p = pserr =77 (1.39)

A expressao anterior relata a pressao em funcao da altitude z ao longo da troposfera.

1.4 Campo de Velocidades

E definido como sendo a distribuicao de velocidades das particulas de um fluido ao longo
do espago e do tempo. Essa distribui¢ao é uma fungao vetorial ¥(z,y, z,t), a qual representa
a velocidade do fluido no ponto (x,y, z) no instante t. A quantidade v(x,y, z,t) é chamada
de campo vetorial de velocidade. Pode ser pensado em cada instante no tempo como uma
colecao de vetores, um para cada ponto no espaco cuja dire¢ao e magnitude descrevem a direcao
e magnitude da velocidade do fluido naquele ponto. Esta descricao do campo vetorial de
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velocidade de um fluido refere-se a pontos fixos no espago e nao a particulas em movimento
no fluido. O campo de velocidades pode ser escrito em termos de trés componentes escalares
como:

T = v + vy) + v:k, (1.40)

onde v,, v, e v, sao as componentes do vetor velocidade #" ao longo das direcoes z, y e z. Em
geral, cada componente, v,, v, e v,, serd uma funcao de z, y, z e t. Precisamos ser claros
sobre o que ¥(z,y, z,t) mede. Ele indica a velocidade do fluido que passa pelo ponto (x,y, 2)
no tempo t. Podemos continuar medindo a velocidade no mesmo ponto ou escolher qualquer
outro ponto (z,y,z) no instante seguinte; o ponto (x,y, z) ndo ¢ a posi¢do continua de uma
particula de fluido individual, mas um ponto que escolhemos observar. Portanto, =, y e z sao
variaveis independentes. Entao, 0(x,y, z,t) deve ser entendido como o campo de velocidades
de todas as particulas, e nao como a velocidades de uma particula individual.

Se as propriedades em cada ponto em um campo de velocidades de um fluxo nao mudam
com o tempo, o fluxo é denominado permanente ou uniforme (estacioario). Matematicamente,
podemos escrever esta condi¢ao como:

In
— =0, 1.41
o (1.41)
onde 7 representa qualquer propriedade do fluido. De forma geral, em um fluxo uniforme,
0
9Pp_ 0, ou p = p(z,y, 2), (1.42)
ot
e
a—)
a—: =0, out =v(x,y, 2) (1.43)
O gréfico abaixo apresenta um representagao do campo de velocidades dado por v = —y% + a:j',

onde a barra lateral indica a intensidade da velocidade no ponto (z,y).

Campo de Velocidades 7 = —yi + ]
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1.5 Tensao de Deformagao (ou Corte) e Lei de Newton da
Viscosidade

1.5.1 Tensao de Deformacao

Na secao 1.1 foi demonstrado que uma forca que atua sobre uma superficie de um fluido,
da origem a duas tensbes; uma normal a superficie e uma tangencial ou paralela superficie. A
origem destas tensoes ocorrem do contato entre a particula de fluido e as demais particulas
adjacentes ou a vizinhanca. Considere uma porc¢ao AA de uma superficie em ponto C' (figura
1.6). A orientagao de AA ¢ dado pelo vetor unitario normal a superficie n.

Figura 1.6: Componentes normal e tangencial da forca.

A forga AF agindo sobre AA pode ser resolvida em duas componentes de tensao, no senso da
secao 1.1, e escritas na forma:

AF,

n = Alﬁr—?o AA (1.44)
e
. AF,
= Aljg 0 AA (1.45)

Podemos generalizar o conceito de tensao considerando uma particula infinitesimal de fluido
como a da figura 1.7 a seguir, onde estao destacadas as faces da particula, bem como as tensoes
sobre cada uma destas. Em cade face da particula existem trés tensoes, sendo uma normal e
duas paralelas a face. Estas duas tltimas sao tensoes de deformagao e atuam no plano da face.
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rn']
T
Ix
Ty A /
T,
T»'I &, !
J‘ Tu 1 T“
7 A
T,

v/

Figura 1.7: Particula infinitesimal de fluido onde sobre cada face temos a acao de trés tensoes,
uma normal e duas paralelas a face (tensoes de deformagao).

Considere um elemento de area AA,, com dire¢ao para fora da particula de fluido, e apon-
tando no sento positivo do eixo x. A forca sobre esta face pode ser decomposta em trés
componentes, cada uma associada a uma dire¢cao espacial. Dividindo a magnitude de cada
componente da forca pela drea AA,, e tomando o limite de AA, com este tendendo a zero,
definimos as trés componentes de tensao que agem sobre a face.

. AF,

Tz = Aflllxrg 0AA, (1.46)
N

Tay = A/lxlgg 0AA, (1.47)
. AF,

Taz = Ajllfg 0AA, (1.48)

As componentes da tensao apresentam uma notagao com dois subindices. A convengao
para a interpretagao do par de indices considera que o primeiro indice representa a direcao
perpendicular ao plano sobre no qual a tensao esta atuando. O segundo indice indica a dire¢ao
na qual a tensao atua. Se considerarmos o elemento de area AA,, podemos definir outras
trés componentes de tensao representadas por 7,,, Ty, € T,.. O mesmo raciocinio pode ser
estendido para a direcao espacial z. Embora tenhamos generalizado o conceito de tensao sobre
uma particula de fluido ciibica, esta pode ter qualquer forma e pode ser formada por infinitos
planos (faces). Entretanto, o estado de tensdo em um ponto pode ser descrito completamente
especificando as tensdes que atuam em quaisquer trés planos mutuamente perpendiculares as
diregoes espaciais. No limite onde a particula de fluido tem um volume infinitesimal, estas sao
as tensoes que agem no ponto ocupado pela particula. De forma geral, a tensao em um ponto é
especificada por nove componentes, que podem ser agrupadas na forma de uma matriz 3 x 3.

Tex Tyz Tzx
Tii =\ Toy Tyy Toy (1.49)
Tez Tyz Tzz
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1.5.2 Lei de Newton da Viscosidade

Uma das diferengas marcantes entre solidos e fluidos tem a ver com os efeitos sofridos por
ambos sob a acao de uma forga aplicada. Os sélidos se deformam pouco sob a acao da forca, e
na maioria das vezes, voltam a forma original quando a forca é cessada. Neste caso a forga é
conhecida como tensao e seu efeito deformacao. Os fluidos por sua vez, se deformam de forma
continua sob a agao de uma forga e nao retornam a forma original quando esta cessa. Quando
uma forga ¢ aplicada, os elementos de um fluido se movem. Camadas de fluido deslizam umas
sobre as outras, sendo que a medida deste deslizamento tem uma relagao de proporcionalidade
com a distancia. Esta relacao de proporcionalidade é diferente entre liquidos e gases. Para
fluidos em geral a forca aplicada, a tensao, é proporcional a deformacao ou mais precisamente,
a taxa de deformacgao. O valor desta quantidade é simplesmente a diferenga de velocidade entre
camadas adjacentes de fluido. Se duas camadas adjacentes se movem com velocidades diferentes,
definimos uma taxa de deformagcao entre as camadas. Por outro lado, se as velocidades forem
as mesmas nao existe deformacao entre as camadas. A medida que o fluido acelera, de acordo
com a Lei de Newton, a taxa de deformacao aumenta e consequentemente, as forgas internas
de tensao aumentam. O fluido pode eventualmente chegar a um equilibrio onde a taxa de forga
de tensao equilibra a forca aplicada.

A viscosidade é uma medida empirica das forcas internas de tensao que se opoem a defor-
macao do fluido. As forcas internas sao forcas intermoleculares. Essas forcas dependem da
distancia de separagao entre as moléculas. Elas terao valor significativo quando as moléculas
simplesmente se aproximam.

Liquidos que fluem muito lentamente, como glicerina ou mel, tém alta viscosidade. Aqueles
como éter ou gasolina, que fluem muito prontamente, tém baixa viscosidade. A viscosidade
tem origem nas forcas intermoleculares de atracao e especialmente pela forma das moléculas
do liquido. Liquidos cujas moléculas sao polares ou podem formar ligacoes com dtomos de
hidrogénio sao geralmente mais viscosos do que substancias apolares semelhantes.

Liquidos contendo moléculas longas sao geralmente muito viscosos, porque as cadeias mole-
culares se ligam para formar emaranhados como espaguetes de moléculas, e para que o liquido
flua as moléculas devem primeiro se desemaranhar. Oleos, graxas, lubrificante e compostos
similares de cadeias longa sao bastante viscosas por esse motivo. O glicerol, é viscoso em parte
devido ao comprimento da cadeia, mas também devido as amplas possibilidades de ligagoes de
hidrogénio entre as moléculas.

A viscosidade de um liquido sempre diminui com o aumento da temperatura. A medida
que as moléculas adquirem mais energia cinética, elas podem escapar a atracao mutua mais
facilmente. Moléculas de cadeia longa também podem se desemaranhar mais facilmente a altas
temperaturas.

A viscosidade nos gases independe da pressao ou densidade. A viscosidade de um gas diluido
aumenta & medida que a temperatura aumenta, ao contrario dos liquidos. A taxa de aumento
varia aproximadamente como 7%, onde s esté entre 1/2 e 1, e depende do gas em particular.
Ela surge de moléculas que atravessam camadas de fluxo e transferem momento entre as essas
camadas. Essa transferéncia de momentum pode ser pensada como uma forca de resisténcia
interna entre camadas do fluxo. Como a transferéncia de momentum é causada pelas colisoes
entre as moléculas do gas, e o aumento da agitagao térmica das moléculas resulta em um
aumento destas colisoes, a viscosidade aumenta. Assim, a viscosidade dos gases aumenta com
a temperatura.

A atmosfera é composta de uma mistura de gases chamada de ar e nossas leis devem ser
enderecadas a este caso. Do ponto de vista macroscépico, uma forga, a tensao de deformacao
pode ser definida como:

T = uVi, (1.50)
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onde Vu ¢é o gradiente de velocidade. De forma a ilustrarmos este conceito, considere o ex-
perimento simples a seguir. Uma camada de fluido incompressivel é confinada entre planos
horizontais separados por uma distancia | conforme a figura abaixo.

Placa Superior y‘

2D, ey mOVim(;{:ltO velocidade, v

fluido

oradiente, 94
' dy

y=0

Placa inferior 2D, em repouso

Figura 1.8: Fluxo de Couette ilustrando o conceito de viscosidade.

O plano y = 0 (yo) estd em repouso, enquanto o plano y = y se encontra em movimento com
velocidade u. O plano y tende a arrastar a camada de fluido por meio de uma forga aplicada
sobre a mesma. Por outro lado, o plano y = 0 tende a retardar o movimento do plano y por
meio de uma forca de mesmo modulo mas de sentido contrario. Esta é a mesma for¢a que deve
ser aplicada ao plano y para que este se movimente com velocidade constante. O experimento
indica que esta forga tangencial (de viscosidade) por unidade de area é:

"= ). (151)

onde p é o coeficiente de viscosidade dinaAmico dado em unidades de Kg/m-s= N -m-s/kg =
J - s/kg. Generalizando, escreveremos para um volume infinitesimal de fluido,
AF  Ad
— = u(— 1.52

No limite onde AA — 0, a razio AF/A ¢ definida como tensao de deformacdo ( ou corte) 7 .

. AF . AT ou
N v R (LU vl (1.53)
ou
= u—. 1.54
Tl (1.54)

A equagao anterior foi a confirmagao do postulado de Newton que acreditava que a tensao
tangencial entre duas camadas era proporcional ao gradiente de velocidade na direcao perpen-
dicular as camadas. Portanto, a equacao 1.51 é conhecida como lei de Newton da viscosidade
e os fluidos que a obedecem sao chamados de Newtonianos. O ar, a d4gua e outros fluidos sim-
ples sao Newtonianos. O coeficiente de viscosidade dinamico é constante para um determinado
fluido mas dependente da temperatura.
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1.6 Lista de Questoes e Problemas

Importante:

(1) Conversao de unidade de massa atdomica em gramas(g)

Uma(1) unidade de massa atomica (uma) é definida como sendo 1/12 avos da massa de 1 4tomo
de carbono 12. O ntimero de Avogadro é igual ao ntimero total de entidades em 12 g de 12C' =
6.02 x 10% atomos de *C. Um(1) mol de >C pesa 12 g. Portanto, 6.02 x 10?* atomos de 2C'

tem massa de 12g, o que implica que 1 d&tomo de 2C tem massa de,

lat'?C x 12g
6.02 x 1023at!2C

Por fim, uma unidade de massa atomica (luma) é:

=1.99 x 107 %g

mizg =

1
luma = 1g X Mo = 1.66 x 10~ g
(2) Da defini¢ao de ntimero de mols,

N (Ntmero de moléculas)

"= Na (Numero de Avogadro)

ou,

M, (Massa da amostra em gramas) M, (Massa da amostra em gramas)
n = =
M (Massa Molar em gramas/mol) mN,

A massa molar é também conhecida como "massa molecular ou peso molecular e sua unidade
e g/mol.
(3) Massa de uma molécula em gramas

Massa Molar em g/mol
N

m(Massa de uma molécula em g) =

1. Um gas a 20° pode ser considerado rarefeito, desviando-se do conceito de meio continuo,
quando contém menos de 1 x 10'2 moléculas por milimetro ctibico. Se o ntimero de Avogadro
¢ 6.023 x 10%® moléculas por mol, que pressao absoluta (em Pa) para o ar isso representa?
Solugao

O ar seco ¢ composto de 78,09 % de nitrogénio, 20,95 % de oxigénio, 0,93 % de argonio, 0,04
% de dioxido de carbono e outros gases em quantidades escassas. O vapor de agua também
¢ um constituinte do ar em quantidades variaveis, juntamente com as particulas de poeira.
Considerando apenas os gases, a massa molar da mistura é dada por:

k
Mpis = > YiM;
=1

Na equagao anterior, Y; é a fracao molar de cada gas, M; é a massa molar de cada gas. Para 1
mol de ar na atmosfera, as fracoes molares e massas molares de cada gas sao:
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Gas Y, M,

Ny | 0.7809 | 28g/mol
Oy | 0.2095 | 32g/mol
Ar | 0.0004 | 39.95g/mol

Tabela 1.1:

A massa molar de ar seco é:
M s = 0.7895 x 28g/mol 4 0.2095 x 32g/mol + 0.0004 x 39.95g/mol = 28.95g/mol

Agora, a massa de uma molécula de ar pode ser calculada.

Mnis 28.95g /mol

= =481 x107%
N, 6.02 x 1023moléculas/mol % &

m =

3

A densidade do ar contendo 1 x 10'2 moléculas por mm? ¢ no SI,

lécul
p= [1 X 1012M} [4.81 w108 9

mm3 molécula
k
p=481x10" L — 481 x 1072
mim m

Para aplicarmos valores na equagao do gés ideal, precisamos calcular a constantes dos gases
para a mistura de gases.

L
R, = R (8'31771011() ~ 831 x 1000%}552 = 287 m
TR 28.95-% T Ks?

Finalmente, obtemos:

2

kg m
_ _ =5 _
P =pR,T = (481 x 10 m3>(287K52)(293K> =4Pa

2. A tabela 3 da secao 1.7, lista a massa especifica da atmosfera padrao como funcao da altitude.
Utilize esses valores para estimar grosseiramente — digamos, dentro de um fator 2 — o ntimero
de moléculas de ar em toda a atmosfera da terra.
Solugao

A atmosfera da terra pode ser modelada como uma camada uniforme de ar com espessura
de 20 Km e densidade média de 0.51 Kg/m3. Considere que o raio da terra ¢ 6377 Km. A
massa total de ar contida nesta camada pode ser estimada por:

my = /dm = /pdv = /pmédiodv = Pmédio Vcamada

O volume da camada de ar sera:

Viamada = Area de superficie do planeta x Espessura da camada de ar

‘/;amada = 47TR2

terra

x 20000m

Veamada = 4m(6377 x 1000m)? x 20000m = 1.022 x 10"m?
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Agora, podemos calcular a massa de ar contida nesta camada multiplicando o volume obtido
pela densidade:

K
m = 0.51=5 x 1.022 x 10m® = 5.2 x 10K g
m

Dividindo agora a massa da atmosfera calculada pela massa de uma molécula de ar calculado
no exercicio 1, chegamos a uma estimativa para o niumero de moléculas na atmosfera.

m(atmosfera) 5.2 x 108K g “
Nmotculas = = — 1.3 % 10 lécul
leul m(molécula de ar) 4.8 x 1072 —I—- moléculas

3. Novamente, usado a tabela 3 da secao 1.7, calcule o livre caminho médio na atmosfera em
elevagoes de 30000 m, 50000 m e 80000 m.

Solucao

O livre caminho médio de uma molécula na atmosfera é dado por:

8.94 x 10~8Lg
A =0.255—= = m?
pd? p
sendo que a densidade para altitudes de 30000m igual a 0.0184 kg/m?>.

Y

A\ =4.85 x 1075m,

sendo que a densidade para altitudes de 50000m igual a 0.0010 kg/m?>.

A =28.94x 10°m

sendo que a densidade para altitudes de 80000m igual 0.0010 a kg/m?.

A =28.94x 107*m

8x10* 8x10*
Q:
6x10%| & 6x10*
‘.
E E
[:F] (%]
3 =
< <
2%10% gy 2x10*
T i] = - _
0 02505075 1 125 10° 10* 107 001 0.1

Densidade {kg/m3} Livre Caminho Médio (m)
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4. Se a pressao ao nivel do mar for 1.01350 x 10° Pa, calcule a pressao padrao a uma altitude
de 5.000 m, usando (a) a formula exata (eq.1.35) e (b) uma suposigao isotérmica de uma
temperatura padrao ao nivel do mar de 15°C. A aproximacao isotérmica é adequada?
Solucao

(a) Considere a equagao 1.34.

Ty — az

(&)
Ty )

p= patm(

O coeficiente - é adimensional. Considerando R = 2878’;"‘—12(, o coeficiente em questao vale 5.26.

) aR
Assim,

az

_ 1 — 573526

p patm( TO )

(0.0065K /m)5000m ] >
288.16K

p=101350Pa|1 —

p = (101350 Pa)(0.5328) = 54000 Pa

(b) Se a atmosfera fosse isotérmica a 288.16 K, usarfamos a equagao 1.37.

9.8 1M
(287m2/(52K%(288.16K) (0m—5000m)
p = (101350Pa)e (1.56)
p = (101350 Pa)e” "% =~ 56000 Pa (1.57)

Esse resultado é 4% maior que o resultado obtido em (a). A aproximagao isotérmica é entao
imprecisa.

5. O Newfound Lake, um lago de 4gua doce perto de Bristol, New Hampshire, tem uma
profundidade maxima de 60 m, e a pressao atmosférica média é de 91 kPa. Calcule a pressao
absoluta em kPa nessa profundidade maxima. (considere yg,, = 9.790 N/m?)

Solucao

P = Py — vz = 91000Pa — (9.709N/m?)(—60)m = 678400Pa ~ 678kPa

6. Vénus tem uma massa de 4.90 x 10** kg e um raio de 6050 km. A atmosfera em Vénus é
96 % CO,, mas vamos considerar que seja 100 %. A temperatura média na sua superficie é de
730 K, diminuindo para 250 K a uma altitude de 70 km. A pressao média na superficie é de
9,1 MPa. Calcule a pressao atmosférica de Vénus a uma altitude de 5 km.

Solucao

O valor da aceleracao gravitacional en Vénus é de 8.9 m/s?. O valor da contante dos gases
R para o diéxido de carbono pode ser obtido da tabela 4 da segao 1.7, sendo este de Rco, =
189m?/(s*K). A taxa de variagio da temperatura para Venus pode ser estimada a partir das
informagoes dadas:

AT 730K — 250K
AVenus ~ -
v Az 70000m

O expoente g/aR no caso especifico fica:

~ 0.00686K /m
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g 8.93
aR 189 x 0.00686

Neste ponto podemos usar a equacao 1.34 para estimar a pressao em z = 5km na atmosfera de
Vénus.

= 6.89

0.00686 K /m(5000m) 1%

—9.1MPal|l—
P “ 730K

~ 6.0M Pa

7. Uma atmosfera politropica® ¢ definida pela lei de poténcia (p/po) = (p/po)™, em que m
¢ um expoente da ordem de 1,3 e py e 7y sao valores da pressao e massa especifica ao nivel
do mar. (a) Integre essa expressdo na atmosfera estatica e encontre uma distribuicao p(z).
(b) Considerando um gas ideal, p = pRT, mostre que o seu resultado em (a) implica uma
distribuigao linear de temperatura, como na Equagao 1.25. (c¢) Mostre que o valor padrao
a = 0,0065 K/m é equivalente a m = 1.235.
Solucao
(a) Partimos da eq. 120.

dp = —vydz = —pgdz

A aproximacao de atmosfera politropica implica,
P (ﬁ)m
Po Po
(7Y
P=DPo\ —
Po

Substituindo na equacao 1.19 e integrando:

Po"
1
lp “r _ (pog >
1 =—\ %
T m dpo Dy
m—1 m—1

pm P (pog )
m—1  m—1 \ 17

m—1

Colocando p,™ em evidéncia nos termos a direita da igualdade na equagao anterior,

2E uma atmosfera idealizada na qual a temperatura varia linearmente com a altitude com um gradiente
vertical constante diferente de zero.
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m Po
Elevando ambos os lados da equagao anterior ao termo —"+,

m—1|pog ™'
p=po|l—|——|—=

m Po
p_<1 [m—l]pog )’"1
— = —|——x
Po m Po

(b) Considerando a equagao do gas ideal,

)
Po Po RT pyg

mo1  omel m — 11 pog
pm Do™ (1_{ }_Z

Resolvendo para T'/Tj,

_1-m m—1
B -6
To Po Po

Usando a resposta do item (a) para p/po,
w0 )T
S (e
Ty m Po
T 1 m—1| gz
TO N m RTO

(c¢) Comparando a resposta do item (b) com a equagaol.25,

r= (o[ )R)

T=T,— az

podemos escrever v como:

)

23
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Ra m—1
g = m
R
m—m—azl
g
R
m<1——0‘) —1
g
1
m =
)
g
1
m:g—Ra
g
m=—9
g — Ra
9.8m/s*

=1.235

"9 8ms? — (0.0065K /m28Tm?/ K s2

8. Sob algumas condicoes a atmosfera ¢ adiabatica, p =~ Cp*, em que k ¢ a razdo entre calores
especificos. Mostre que, para uma atmosfera adiabatica, a variacao de pressao é dada por

k
(k —1)gz]*"
= 1 —
p po{ kRT,

Compare essa formula para o ar em z = 5.000m com a atmosfera padrao da tabela 3, se¢ao 1.7.
Considere k=1.40.

Solucao

Inserindo a condicao adiabética na equagao hidrostatica,

dp _ _
d(Cp)* . rdp
et ,I{; _— = —
dz Cp dz g

d(p) Cpk_l . )

dz p k

dpCph=2 = —%dz

/de’pk_2 = —/%dz

Pkl p
= —=— 4 constante
k—1 k
Fazendo z = 0 na equagao anterior, determinamos a constante como:
k—1
Po

constante = C
k—1
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— k—
Cpkl_cpol gz

E—1 Ek—1  k

Dividindo ambos os lados da equagao anterior pela "constante",

z

k—1
<£) -k
- k—1

Po CZO

(ﬁ)k_l k=1 ge
Po ko Cpg

—_

Neste ponto considere que,

ot = Coly = P =70 _ g
Po = LPoPo = %*%* 0

Ty € a temperatura na superficie. Assim,
k—1

(k—1) gz _1_(k—1)£_ P\ *
ko Cptt k' RT,  \po

()= (-2

9. Uma forca aplicada de 26.5 MN & distribuida uniformemente sobre 152 cm? de area; entre-
tanto, ela age em um angulo de 42° com respeito ao vetor normal. Se ela produz uma tensao

de compressao, calcule a pressao resultante.
F=12635MN

““42°
7

arca

10. A forca em uma area de 0.2 cm? é devida a uma pressio de 120 kPa e uma tensao de
deformagao de 20 Pa, como ilustrado na figura abaixo. Calcule a magnitude da forca atuando

na area e o angulo da for¢a com respeito a coordenada normal.

11. Considere um fluxo de fluido entre duas placas paralelas fixas separadas por 5 cm, como
mostra a figura abaixo. A distribuigao de velocidade para o fluxo é dada por v(y) = 120(0, 05y —
y?) m/s onde y estd em metros. O fluido é agua a 10 ° C. Calcule a magnitude da tensao de
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deformagao atuando em cada uma das placas. O coeficiente de viscosidade dindmica para agua
a 10°C é p = 1.308 x 1073Ns/m?.

|y

u(y)

Solucao
A tensao de deformagao é obtida a partir da equacao 1.51.

e
Ty,
dv  d(120(0,05y — y?))

Assim, na placa inferior Y—O e:

d
]d—v\: 1120(0.05 — 0)]=6s"", 7=1.308 x 107% x 65" = 7.848 x 107°N/m?
Y

Na placa superior, y=005m e:

d
]d—vy: 1120(0.05 — (2 x 0.05))|= 657", 7=1.308 x 107® x 65 ' = 7.848 x 107> N/m?
y

12. Uma distribuicao de velocidade em um tubo com didmetro de 2 polegadas é medida como
u(r) = 30(1 —r2/(ro)?) ft /s, onde rqy é o raio do tubo. Calcular a tensio de corte na parede
do tubo se dgua a 75 ° F esta fluindo.

13. A distribuicao de velocidade em um tubo de 1,0 cm de didmetro é dado por u(r) =
16(1 — 72/(rg)*)m/s, onde 1y é o raio do tubo. Calcule a tensao de cisalhamento na linha
central, =0,25 cm, e na parede se dgua a 20 ° C esta fluindo.

14. O espaco entre duas placas paralelas distantes 3 mm uma da outra é preenchido com um
6leo de viscosidade dinamica 0,2 Pa-s. Qual é a tensao de tangencial na placa inferior fixa, se
a superior for movida com uma velocidade de 1.50 m/s?

15. A distribuigao de velocidade perto da parede sélida em uma se¢ao em um fluxo laminar é
dada por,

u =5 sen(bmy)

para y< 0,10 m. Calcular a tensdo tangencial em uma segao em (a) y = 0, (b) y = 0,05m e
(¢) y = 0,10m. A viscosidade dindmica do fluido é 0.5Pa - s.

16. Uma placa fina é colocada entre duas superficies planas distantes uma da outra de h
cm’s, de modo que a viscosidade dos liquidos na regiao acima e abaixo da placa sao u; e
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{2 respectivamente. Determine a posicao da fina placa de modo que a resisténcia viscosa ao
movimento uniforme seja minimo. (Suponha que h é muito pequeno).

i e ",

| T A
=
2
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1.7 Tabelas de Dados

Tabela 1: Viscosidade e densidade da agua a latm.

7,°C mkgim® N - s/m? v, m'fs T.F  p,shg/fit® p,lb-sié v, ft’fs
0 1.000 1,788 E-3 1,788 E-6 32 1,940 373 E-5 1,925 E-5
10 1.000 1,307 E-3 1,307 E-6 50 1,940 2,73 E-5 1,407 E-5
20 998 1,003 E-3 1,005 E-6 68 1,937 2,09 E-5 1,082 E-5
30 996 0,799 E-3 0,802 E-6 86 1,932 1,67 E-5 0,864 E-5
40 992 0,657 E-3 0,662 E-6 104 1,925 1,37 E-5 0,713 E-5
50 988 0,548 E-3 0,555 E-6 122 1,917 1,14 E-5 0,597 E-5
60 983 0,467 E-3 0475 E-6 140 1,908 0,975 E-5 0,511 E-5
70 978 0,405 E-3 0414 E-6 158 1,897 0,846 E-5 0446 E-5
80 972 0,355 E-3 0,365 E-6 176 1,886 0,741 E-5 0,393 E-5
90 965 0316 E-3 0,327 E-6 194 1,873 0,660 E-5 0,352 E-5
100 958 0,283 E-3 0,295 E-6 212 1,859 0,591 E-5 0,318 E-5

Tabela 2: Viscosidade e massa especifica do ar a latm.

T,°C pkgm® g N-s/m®*  w,mYs T,°F poslug/fe e, Ib - siit? v, fthis
—40 1,52 1,51 E-5  099E-5 —40 2,94 E-3 3,16 E-7 1,07 E-4
0 1,29 1,71E-5 1,33 E-5 iz 2,51 E-3 3,58 E-7 1,43 E-4
20 1,20 1,80 E-5  1,50E-5 68 2,34 E-3 3,76 E-7 1.61 E-4
50 1,09 195E-5 1,79E-5 122 2,12 E-3 4,08 E-7 1,93 E-4
100 0,946 2,17E-5  230E-5 212 1,84 E-3 4,54 E-7 247E4
150 0,835 238E-5 285E-5 302 1,62 E-3 4,97 E-7 307 E4
200 0,746 257E-5  345E-5 392 1.45 E-3 5,37 E-7 3,71 E4
250 0,675 275E-5 408E-5 482 1,31 E-3 5,75 E-7 439 E-4
300 0,616 293E-5 475E-5 572 1,20 E-3 6,11 E-7 5,12 E-4
400 0,525 325 E-5 6,20 E-5 752 1,02 E-3 6,79 E-7 6,67 E-4
500 0,457 355E-5  7,77E-5 932 0,89 E-3 741 E-7 837TE4
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Tabela 3: Propriedades da atmosfera padrao.

Propriedades da
atmosfera padrio

. m

IK

p. Pa

p, kg/m’

a, m/s

—500
0

300
1.000
1.500
2.000
2.500
3.000
3.500
4.000
4300
5.000
5.500
6.000
6.500
7.000
7.500
8.000
8.500
9.000
9.500
10.000
10.500
11.000
11.500
12.000
12.500
13.000
13.500
14.000
14300
15.000
15500
16.000
16.500
17.000
17.500
18.000
18.500
19.000
19.500
20.000
22.000
24.000
26.000
28.000
30.000
40.000
50.000
A0.000
T70.000

291,41
288,16
284,91
281,66
278,41
275,16
271,01
268,66
265,41
262,16
258,91
255,66
252,41
249,16
24591
242 66
239,41
236,16
232,01
229.66
226,41
223,16
219,91
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
216,66
218.6
2206
2225
2245
2265
2504
270,7
2557
2197

107.508
101.350
95.480
89.889
84.565
79.500
74.684
70.107
65.759
61.633
57718
54.008
50.493
47.166
44.018
41.043
38.233
35.581
33.080
30.723
28.504
20.416
24.455
22.612
20,897
19.312
17.847
16.494
15.243
14.087
13.018
12.031
11.118
10.275
9496
8775
8110
74495
6926
6401
3915
5467
4048
2972
2189
1616
1197
287
&0
22
6

1,2854
1,2255
1,1677
1,1120
1,0583
1,0067
0,9570
0,9092
0,8633
0.8191
0,7768
0,7361
0,6970
0,6596
0,6237
0,5893
0,5564
0,5250
0,4949
0,4661
0,4387
0,4125
0,3875
0,3637
0.3361
0,3106
0,2870
0,2652
0,2451
0,2265
0,2094
0,1935
0,1788
0,1652
0,1527
0,1411
0,1304
0,1205
0,1114
0,1029
0,0951
0,0879
0,0645
0,0469
0,0343
0,0251
0,0184
0,0040
0,0010
0,0003
0,0001

3422
3403
3384
336,35
3343
3326
330,6
328.6
326.6
324.6
3226
320.6
3185
316,35
3144
3123
310.2
308.1
306,0
303.8
301.7
2095
2073
205,]
205.]
295,1
205,]
205,]
295,1
295,1
205,
2051
205,]
205,]
205,
205,1
205,]
2951
295,1
205,
2051
205,]
296.4
297.8
209,]
300.4
301.7
317.2
3299
320.6
297.2

29



30 CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Tabela 4:Propriedades dos gases comuns a latm e 20°C.

Peso Razdio de calores  expoente n’ da

Gis  Molecular R, m%(s’ *K) pg,Nm® g, N-s/m’ especificos lei de poténcia
H, 2,016 4.124 0,822 9,05 E-6 1,41 0.68
He 4,003 2077 1,63 1,97 E-5 1,66 0,67
H,O 18,02 461 7,35 1,02 E-5 1,33 1,15
Ar 39,944 208 16,3 2,24 E-5 167 072
Ar seco 28,96 287 11,8 1,80 E-5 1,40 0,67
CO, 44,01 189 17,9 1,48 E-5 1,30 0,79
co 28,01 297 11.4 1,82 E-5 1,40 0,71
N, 28,02 297 114 1,76 E-5 1,40 0,67
0, 32,00 260 13,1 2,00 E-5 1,40 0,69
NO 30,01 277 12,1 1,90 E-5 1,40 078
N,O 44,02 189 17,9 145 E-5 1,31 0.89
Cl, 70,91 117 289 1,03 E-5 1,34 1,00

CH, 16,04 518 6,54 1,34 E-5 1,32 087




Capitulo 2

Fluidos em Movimento

2.1 Representacao de Euler e Lagrange

Duas representacoes distintas podem ser usadas para tratarmos os problemas na Mecéanica
dos Fluidos. A primeira, a representacao de Lagrange, considera o movimento individual das
particulas, sendo que as varidveis fisicas sao dadas como uma funcao tnica do tempo. Em outras
palavras, nesta representacao estamos interessados em parcéis individuais, e suas trajetorias ao
longo do tempo. Nesta representacao, a posicao, velocidade e aceleragao serao dadas por fungoes
do tipo 3(t), @(t) e d(t), sendo as quantidades derivadas calculadas a partir destas. O ponto
(%0, Yo, 20) localiza a posigao inicial de cada particula de fluido.

A representacao de Euler é uma alternativa a representagao anterior onde todas as particulas
de fluido sao equivalentes, sendo que aqui nao estamos interessados na dindmica individual de
cada particula de fluido. As grandezas fisicas sao representadas em termos de campos, por
meio de fungoes do tipo f(x,y,2,t).! De outra forma, descrevemos as grandezas fisicas e suas
variacoes ao longo do campo, sendo que os valores destas grandezas referentes as particula
de fluido estao diretamente associados aos valores do campo. Sabendo que qualquer grandeza
fisica pode variar no espago de forma independente do tempo, as taxas de variagoes em um
dado ponto nao dependerao do valor da grandeza antes ou apés a particula de fluido ocupar
o ponto do campo. Por exemplo, a aceleracao serd dada por meio de uma variacao local no
tempo adicionada a uma componente advectiva devido ao gradiente de velocidade.

Na representacao de Euler, o campo de velocidade é definido como:

7= a(F,t) = d(x,y, 2,1), (2.1)

i = u(z,y,z,t)i +v(x,y,2,1)] +w(z,y, 2, t)/% (2.2)

Em geral, as componentes de um campo de velocidades sao fungoes de z,y e z no tempo t. O
ponto (z,y,z) entdo nao define a posigdo de um particula de fluido. Ao contrario, este é um
ponto do campo assumido pela particula de fluido ao longo de seu deslocamento através do
mesmo campo.

2.2 Linha de corrente, Trajetoria e Linha de Emissao

2.2.1 Linha de Corrente

As linhas de corrente sao usadas para a visualizagao dos fluxos. Apresentam a propriedade
de serem sempre tangentes ao vetor velocidade em cada ponto do campo. Isso implica que nao

!Esta é uma consequéncia direta da hipétese do continuo em Mecénica dos Fluidos. Assim, cada propriedade
de um fluido, tal como massa especifica, temperatura, velocidade, etc., sdo consideradas fun¢oes continuas da
posicdo e do tempo. Sao definidas como campos escalares ou vetoriais.

31



32 CAPITULO 2. FLUIDOS EM MOVIMENTO

pode haver fluxo de matéria através das mesmas. Matematicamente, essa condicao é expressa
como:

V xdr=0 — Equacdo das linhas de corrente. (2.3)

/um

Figura 2.1: Linhas de corrente.

Resolvendo o produto vetorial,

@ x dFf = (ui 4+ vj + wk) x (dat + dyj + dzk) = (2.4)
(vdz—w dy)i + (w dz —udz)j + (udy — v de)k =0, (2.5)
bt o6
voow
i _i_, o
uw
d d
@ _ % _ . (2.8)
u v
Assim,
d d d
Ty, (2.9)
u voow

Exemplo 3.1 - Dado o campo de velocidade @ = 27 + yj', ache uma expressao para as linhas de
corrente. Faca um esbogo do campo.

U =ui+vj
u=z,0v=y

dr  dy

W v
/d:z: [ dy

v )y
In(y) = In(x) + C’

In(y) — In(z) = C'
Y

Inz =’
x

V_ o

x

Yy = ze
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s de (b)C ampo de Velocidades
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b
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Figura 2.2: (a)Familia de linhas de corrente y = #C. (b) Campo de velocidade 7 = xi + yJ.

Exemplo 3.2 - Dado o campo de velocidade @ = xi — y7, ache uma expressio para as linhas de
corrente. Faca um esbogo do campo.

dr dy
w v

dy dx

v )z
In(y) = —In(x) + C’
In(yz) =C'
yr = e’

C

V=5

(b} Campo de Velocidades

e —_——

7000\

Nl A AN
| N

b
=

|
|

777 T

TSN Y A

SN 777
I\
NN /%

!
&

Figura 2.3: (a)Familia de linhas de corrente y = C'/x. (b) Campo de velocidade 7 = i — y7.

2.2.2 Linhas de corrente — dependéncia temporal

Para um fluxo instavel, onde o campo de velocidade é dependente do tempo, as linhas de
corrente mudarao a sua configuragao com o tempo. O conjunto de figuras a seguir mostra a
evolugao das linhas de corrente com o tempo.
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Campo de Velocidades @ = zti +yj, t =0s  Campo de Velocidades ¢ = ati + yj, t = 1s

4 | I | I | I | 4 I I
NIRRT R Y \\E\ «S Zr /;///
2 H— * ] * * R ‘ * 2r \E\\ \ \ / ///////'
RN IEN JE SN g
] o s e e B S S s SR
e e e e RS L S AR R N
AT T 7RSS
_3, | _3 /| N\
MIBERIEEIEEIEEE] N %A R IR
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
X X

Campo de Velocidades 7 = ati +yj, t = 2s  Campo de Velocidades ¥ = xti + yj, t = 3s

4 T T T\ T /7 ] T T 4 I T
SN RESRNNIAe==—
N — \ | 7 SR N
T~ ] \ /S ——— U N Y g i
== /T B 7
SSBS == U P e s = S s ——— A —r |
ey N e e
-9 f//; _— // \\ \\\\i\\\, 2 —— // // \\ \i\\\fi
/ L~ ~ o
B A A RN NN NS
P N
—4 | | Y I A | | —4 / | | \
—4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 —4 -3 =2 —1 0 1 2 3 4
X X

2.2.3 Trajetoéria

Iremos nesta se¢ao adotar o ponto de vista da particula de fluido. Em tq = 0, a posigao
da particula de fluido é dada por 7y = (zo,%0,20). Seguimos o movimento subsequente da
particula de fluido ao longo do campo de velocidade @ = (7, t) = (u,v,w). Escrevendo a
posicao da particula de fluido ao longo do tempo durante o seu deslocamento através do campo
de velocidades como 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)), as equagdes do movimento da particula de fluido
Serao:

dx

pri u(z,y, 2, t), (2.10)
d
d_? =v(z,y, 2, 1), (2.11)
d
dj w(x,y,z,t). (2.12)

A solugiio para o conjunto de equacdes anteriores é R(7,t) = (x(t),y(t), z(t)), onde x(t) =
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(20, Yo, 20, 1), Y(t) = y(@o, Yo, 20, ), 2(t) = 2(20, Yo, 20, 1), com R(0) = 7. R

(t) é uma curva
paramétrica que representa a trajetoria da particula de fluido.

Exemplo 3.3 - Para o campo de velocidades @ = ti + j, ache a expressio paramétrica da
trajetoria para (a) uma particula que parte da origem, o = 0 e yo = 0 em ¢, = 0s, e (b) p
particula que parte da origem zog =0 ¢ yp =0 em ¢t = 2s.

Equagoes paramétricas:

i=ti+]

dv dy_l

d U dt

/da::/tdt
t2

/dy:/dt

y=t+0C,

Neste ponto devemos lembrar que na representacao de Lagrange seguimos uma particula
individual. Assim, as condic¢oes iniciais de cada particula definem sua trajetoria.

(a) Particula que parte da origem (xo = 0,y = 0) em ¢y = Os:

%+C
To= = .
07 9

0=0+C,, C,=0
Yo =1to+Cy, Cy, =0

Y=V
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Figura 2.4: Equacao da trajetéria com condic¢oes iniciais zg = 0, yo = 0 em 5 = 0

(b) Particula que parte da origem (z¢ = 0,y = 0) em ¢y = 3s:

Il
NI

|
[Sle}

y=vV2zr+9—-3

A fungao y(x) é a equagao da trajetoria.
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T

Figura 2.5: Equagao da trajetoria p/ o = 0 em ty = 3s

Campo de Velocidades @ = ti + J, t = 1s

Campo de Velocidades @ = ti + J, t = Os
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Campo de Velocidades © = ti + 5‘, t = 4s Campo de Velocidades @ = ti + }', t = 5s
4 L
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3 e e 3 e
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————— —————— _———————————
2 - >y ¥y ¥ vy ¥y ¥y ¥y vy ¥y ¥ 2 L > > > > > > > > > >
| —————————————————
> > > > > v — > > > > > > > > >
1 = T
| > > » ¥ » >y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ > > > > > > > > >
———— ——————— _———————————
> W= > e r_+r » » o
Y ————— ———————— ———————————————————
> v e S _— > > > > - > >
= pp=——-—==—————
> > > > e i > > > > > > >
= ss————————
_2 L > > > » > » v vy > » » | _2 L > > > > » » > » » | » 1
Y ——————— —————————————————
L > LV > Y > Y > > > A S A B
=TT ==
> > > > s — —> > > > > R
= s—————————————
_4 > > Ly » > v vl » v »l » _4 L v v > v > > ¥ > [ »
A T

2.2.4 Linhas de Emissao

Em muitos experimentos de visualizacao da dindmica de um fluido é comum a introducao de
marcadores para determinacao do padrao de fluxo associado. A curva instantéanea formada por
todos os parcéis que em tempos prévios passaram pelo ponto P (por exemplo onde o marcador
esta sendo inserido no fluxo) é chamada de linha de emissao. Se o fluxo for estacionario, as
linhas de emissao e de corrente coincidem.

linha de corrente

trajetaria

linha de emissdo

Figura 2.6: Fluxo estacionario: linhas de corrente (linhas solidas fina), trajetoria (linhas trace-
jadas) e linhas de emissao (linhas solida espessa).

Por outro lado, se o fluxo for dependente do tempo as trés linhas aparecerao de forma diferente
conforme ilustrado na figura 2.7.

Linha de corrente em um tempo t

Trajetdria -~ "¢,

- - Linha de corrente A rangente da linha de corrente

€ 4 [rajetdria coiciden.

-

A tangente da linha de corrente
€ da linha de emissdo cotciden.

Linha de emissdo
Figura 2.7: Fluxo dependente do tempo: linhas de corrente (linhas sélidas fina), trajetoria
(linhas tracejadas) e linhas de emissao (linhas solida espessa). O namero de fluido em P inicia
seu movimento no ponto O em um tempo £, e por fim se encontra no ponto P no tempo t apos
os tempos ty, to € t3.
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2.3 Derivada Total de Campos Escalares e Vetoriais (deri-
vada em um ponto)

O uso da representacao de Euler para a descri¢ao da dinAmica de um fluxo implica no conhe-
cimento do campo de velocidades associado ao fluxo e dos gradientes do campo de velocidades.
Isto por que nesta representacao os parametros fisicos que descrevem o fluxo sao dependentes
dos valores do campo de velocidades e de suas variagoes. Iremos nos deparar ao longo dos nos-
sos estudos com dois tipos de campos: escalares e vetoriais. A seguir discutiremos os célculos
das variagoes associadas a estes tipos de campos.

2.3.1 Derivada Total de um Campo Escalar

Considere uma particula de fluido ao longo de um campo escalar ¢(z,y, z,t) que varia no
espaco e no tempo. A variacao total de 1) pode ser escrita como:

0 9, 9, 0
di(z,y,z,t) = a—qfdt + a—fdx + a—z]dy + a—fdz. (2.13)

Multiplicando ambos os lados da equacao anterior por dt, obtemos:

d(z,y,z,t) O OYde opdy OYdz

_dv ovar  ovdy | dpdz 2.14
di ot Torat Toyat Vot (2.14)
Definindo u = %, v = iﬁ{ e w = % reescrevemos a equacdo anterior na forma:
dy(z,y,2,t) o oy O 0P
iy, 2t o 2.1
dt Ot T Oz v dy w a9z (2.15)

A equagao 2.15 é conhecida como Relagao de Euler. Ela exprime que a variagao total de ¢ é
a soma de uma variacao local no tempo adicionada a uma variacao devido ao movimento da
particula de fluido através do campo de velocidades (varia¢ao advectiva).

2.3.2 Notacao Indicial e Variacao Advectiva

Considere uma particula de fluido que se desloca no espago, ao longo de um campo vetorial.
A variacao da grandeza & pode ser escrita como:

5 3 3 5
65 o —dr + — By —dy + = 8z
Esta equagao possui um grande ntimero de termos. O diferencial total do campo £ é a soma das
variacoes das componentes do campo ao longo das trés diregoes espaciais. Cada componente do
campo depende das trés coordenadas espaciais, de forma que E: 5;(1:, Y, 2), 5: 5_;(9[;, Yy 2)yeene)-
Como resultado temos uma equagao com nove termos. Usando a representagao de Euler iremos
expandir em componentes a equagao 2.16 para fins didaticos usando a notagao indiciais. A no-
tagao indicial ¢ uma forma compacta para representacao e manipulacao de variaveis (grandezas
fisicas), sistemas de equagoes, combinagoes lineares e e somatorios. Um conjunto de variaveis
T1, X2, ...., L, € geralmente denotado como x; (i = 1,2,3,....n). Quando escrito isoladamente, o
simbolo z; indica qualquer uma das variaveis 1, xs, ....,,. O intervalo de variacao do indice
t deve ser sempre dado. Este indice pode ser denotado como um subscrito ou sobrescrito, ou
seja, z; ou z°. Um sistema de notacao usando indices é denominado notacao indicial. Nesta
notacao, as coordenadas espaciais passam a ser escritas como x; com ¢ = 1,2,3. Da mesma
forma, as componentes do campo passam a &;, de forma que é’ = &i+&J + 5312:. A equagao
2.16 fica entao:

St + o2 (2.16)
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. 06, OE 3 3
(55 = ot dt—|— 8ZE1 dl‘l + alL‘deQ + amgdl’gg, (217)

Nesse ponto, definimos os vetores unitarios ao longo das diregoes espaciais x; como e;, com
1=1,2,3.

- 08 [06é 0&aés 0&sés
&=L d d
S T I

0616 dzy + a§2€2d$2 i a§3€3d$2 (2.18)
| Ozy Oy Oz
ESE! 0862 O&ses

i 81’3 d.%’g + axg diL‘g"‘ 81’3

d[El

_|_

+

d.fl?g

_8951 81'2 8.1'3

(06 06 06 ]
+ 9, dri + Oy dxoy + ax3d$3_ €3,

Dividindo ambos os lados da equagao anterior por dt:

ot otdt |Oxy dt = Oxy dt  Oxs dt |
06 dry | O duy | 0% dus], (2.20)
| Oy dt Oxy dt Oxg dt |
_%% + %@ + %%- 2
| Oy dt Oxy dit Oxg dt |

+

+

Assumimos que dz;/dt sdo as componentes da velocidade da particula ao longo do campo, e a
derivada total fica:

06 08 [ 06 0& 9G],
5t ot "o T2 0m, T o7
[ 852 852 852 ~
52 52 i) 2.21
+ _ul&tl + u2 Oy + us D5 | €2 ( )
LLoos s 0,
i la ) 20$2 381‘3 3
0 _ 06, o 2.22
5= ot + (u; - V)E. (2.22)
Em notacao indicial,
59 L )
5t ot ;; {U’axjg]’ (2:23)
o6 0 0

(2.24)
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2.4 Divergéncia e Convergéncia

Alguns campos a velocidade tem magnitude e dire¢ao constantes. Porém, a grande maioria
varia sua magnitude e direcao de um ponto para outro do campo. Usamos a palavra divergéncia
quando um campo de velocidades tende a separar as particulas em pontos do campo. A con-
vergéncia esta associado a aproximacao das particulas nestes mesmos pontos.A representacao
matematica da divergéncia é obtida pelo produto escalar do operador diferencial nabla sobre
um vetor. Para um vetor ff, escrevemos seu divergente como:

— N 8 ~ a ~ a ~ ~ ~
V-A= (618951 + 6283:2 + é3 81‘3) - (Ayé1 + Agés + Azés),
> 0A;  0Ay 0A;
A= . 2.25
v 0;1:1 + 8&72 * 8.1’3 ( )
A expressao anterior é o divergente do vetor A.
A,
V-A:a -. (2.26)
3@-

Uma representacao grafica da convergéncia de um campo de velocidades é apresentada na figura
2.8.

@ p, ® — — —
T——

P, - K

el s e

Figura 2.8: Exemplo de um campo bi-dimensional convergente. (a) convergéncia devido a
variagao na dire¢ao da velocidade, (b) convergéncia devido a variagdo no modulo da velocidade.

2.5 Campo de Aceleracao

A aceleragao de um fluido é definida como:

Du
o= —— 2.27
- (227)
ou ou ou ou
- _ Ju el il 2.28
“ at + ulaxl + U28I2 + u38$3’ ( )
. 8u1 N 1 (9u2 “ i 8u3 " i aul R i 8U2 N 1 8u3 "
a= é é és+u €1+ U =——6€y +u —¢€
ot~ ot 2 ot P oy T o 2 o

8u1 R 8u2 R aug “

— — — 2.29
+us Oy €1+ U D2y €2 + Us Oy €3 ( )
+u —aulé +u —8u2é +u _8u3é

38963 1 38x3 2 381'3 3
Agrupando os termos,
. 8u1 811/1 aul au1 ~
=4 — 4+ U — +Up—— + uUz3— ;¢
ot 'om  C0xs  COxs
8u2 8u2 aUZ auQ ~
- — —_— — 2.30
+{ ot M om T 0m, T on, 1 (2.30)
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onde,
8u1 aul 8u1 aul
— 2.31
M= gp tigy, Tlg, Ty (2:31)
8uz 8uQ 8u2 auQ
= 2.32
2 3t +U18I1 +u23x2 +U38$37 ( )
0 0 0 0
as = 54 Uy i, U g us = (2.33)

ot 0x; 01, Oxs’
sao as componentes do vetor campo de aceleragao.
Exemplo 3.4 - Para o campo de velocidades U($1,ﬂf;,$3,t) = 10z%¢; — 20ywéy + 100té3 m/s,
determine a acelera¢ao de uma particula em P=(1m,2m,5m,0.1s).
Solugao:

Partimos da equacao das componentes da aceleragao:

up = 1024
Ug = —2OZE2I1
ug = 100t

9 ) 9 )
uy U T = 04 1022202, + 0 + 0 = 20043

0 = —F -+ U7— +Us—
YT ot Y9x, ' 20w O3

) 0 0
= 2 4y 2 4y T2 4y S 2 0 4 1022 (—202) + (—20@911) (—2021) + 0 = 200222,
(915 8x1 81’2 8x3
au;; 8U3 8U3 8U3
_ — 100+ 0+ 0+ 0= 100
as ot +Ulax1+Uan2+U3ax3 +0+0+

@ = 200z3¢; + 20023265 + 10063

Em P=(1m,2m,5m,0.1s), a aceleragao é:

@ = 200(1)%¢; +200(1)%2¢, + 100é3

a = 200é; + 400é5 4 100é3

2.6 Tensores Taxa de Deformacao e Rotacao de uma Par-
ticula de Fluido : Movimento Relativo Pré6ximo de um
Ponto

Particulas de fluido se deformam e giram. Iremos demonstrar formalmente que o movimento
relativo entre dois pontos vizinhos podem ser escritos como a soma do movimento devido a

rotagao local, adicionado ao movimento devido a deformacao local. Com base na notacao
indicial, o campo de velocidade é escrito como:

U= Ui(l'l,xg,l’g),i = 1,273, (234)
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ou na forma

ﬁ = ul(xl, Ta, (L’g)él + U2($1, T2, Jfg)ég + Ug(flfl, 9, I’g)ég. (235)

A variacao da velocidade para cada uma das dire¢oes espaciais sera:

-~ OJu . Ou . Ou .
) :8_1’1536161 + 8—‘%;5$261 + a—w;CSl‘gel
+%5l’1é2 + %(5.732(%2 + %(5%’3@2 (236)
0y 0o 0x3
8U3 . 8U3 “ 8u3 R
+a_$15x163 + a—@(sxzeg + a—x:))(SZL’geg.

Em termos das componentes de i,

- 0u ou ou .
51/4 :[a—xi(slh + a_:L‘:(;IQ + 8—1;5133]61,
- (9u2 (9u2 auQ ~
_ oguz 2.
duy [(%1(5.%1 + 0% oy + oz, dx3)és, (2.37)
- 8U3 Oug au;; ~
5163 _[8_:E15x1 + a—:m(;l‘g + a—x?)d%’g]eg.

Devemos notar que neste caso as componentes da velocidade sao vetores. Usando a notacao
matricial,

up  Ouwr  dw
Ox1 Oxzo  Oxz

5U1 51'1
Ouy| = |G G fu| |6y, (2.38)
5U3 5[)’23

Quz  Ouz  Oug
o0x1 02 Oxs

ou em notacao indicial,

= %5x

e
81']‘

Podemos entender a equagao 2.39 em termos de um vetor derivado do produto de um tensor de
segunda ordem operando sobre o vetor deslocamento. Os termos Ou;/0x; s@o as componentes
do tensor gradiente de velocidades ou tensor de deformagao. Cada componente esté associada
a deformacao ao longo das faces da particula de fluido nas direcoes dos eixos cartesianos.
Pensando com mais atencao, cada uma das componentes representam a variagao espacial das
componentes do campo de velocidades. Elas sao responséveis pela deformagao (contragao ou
elongagao nas diregoes dos eixos) e rota¢ao da particula ao longo do seu movimento no campo
de velocidades. De outra forma, podemos entender o tensor de deformagao como sendo um
tensor que opera sobre os deslocamentos para produzir as velocidades.

O tensor gradiente de velocidades pode ser escrito em termos de um tensor simétrico e um
anti-simétrico.

. Sy 2.4
5u,~
% = Eij + T’Z'j, (241)

J
onde
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‘= 5(8% * 8xi)’ (242)
e

A parte simétrica do tensor de deformacao, €;; é responsével pela deformacao da particula sendo
chamada de tensor taxa de deformacao. Ja a parte anti-simétrica r;; responde as rotagoes
da particula de fluido sendo designado como tensor de rotacao.

O tensor taxa de deformagao da conta das deformagoes da particula de fluido sem rotagao.
Os termos Ou; /Oz; representam a variagao da velocidade ao longo da extensao entre dois pontos
em faces adjacentes da particula de fluido , ao longo de um eixo cartesiano z(;. A soma
dos elementos da diagonal é o divergente do campo de velocidades Ju;/0z; . Existem seis
componentes independentes. Os termos da diagonal dao conta do "aumento ou diminuigao"da
distancia entre faces adjacentes da particula de fluido ao longo dos eixos z(; (elongacao ou
compressao).

Os demais termos dao conta da distor¢ao, medida pela variacao angular entre linhas perpendi-
culares coincidentes com os eixos ;).

V-u

(2.44)

2.7 Classes de Fluxos

Podemos classificar os diferentes tipos de fluxos em termos do campo de velocidades, da
forca de viscosidade, da vorticidade e da compressibilidade. A seguir iremos discutir alguns
aspectos béasicos dos diferentes tipos de fluxos.

2.7.1 Fluxos Laminares e Turbulentos, Classificacao em Termos do
Campo de Velocidades

Em um fluxo laminar, os parceis individuais se movem ao longo de sua trajetéria, indepen-
dentemente dos parceis em camadas adjacentes. Este tipo de fluxo pode ser subclassificado
como uniforme ou nao-uniforme e estacionario ou transiente. Um fluxo laminar é dito uni-
forme quando o campo de velocidade nao apresentam dependéncia espacial. Por outro lado,
seré classificado como estacionario quando o campo de velocidades nao apresentar dependéncia
temporal. Podemos considerar ainda como laminares os fluxos de cisalhamento, onde a velo-
cidade apresentam alguma dependéncia com as coordenadas espaciais e os fluxos rotacionais
e ondulatorios em que o campo de velocidades apresenta uma dependéncia periddica com o
tempo. Entretanto, de forma geral, fluxos laminares sao fluxos de baixas velocidades.

Em um fluxo turbulento as trajetorias das particulas sao randoémicas e imprevisiveis. Na
atmosfera ocorre em fronteiras de nuvens em formacao ou entre camadas adjacentes com regimes
de fluxos uniforme de ar puro diferente, tanto em escala local (tornados) bem como em larga
escala (furacoes). Fluxos laminares existem apenas sob condigoes especiais.

2.7.2 Inviscido e Viscoso, Classificagao em Termos da Viscosidade

Fluxos inviscidos s@o uma importante categoria de fluxos na mecéanica dos fluidos. Nestes
podemos desconsiderar as forcas internas presentes na dindmica do fluxo. Todos os fluidos
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tém algum atrito interno que fornece uma resisténcia ao movimento. Quando uma forca é
aplicada a um fluido, ele se deforma continuamente. O fluido mais préximo da forga acelera
mais e o atrito interno arrasta a camada de fluido adjacente. No entanto, a aceleragao nao
pode continuar indefinidamente, e eventualmente o arrasto do liquido atinge um ponto onde
equilibra a forca aplicada. Portanto, o grau em que um fluido comporta-se sem efeitos de
friccao depende da velocidade do fluxo e da eficacia do fluido em transmitir a forga interna
ao fluido adjacente. Fluxos mais rapidos e fluidos com pequeno estresse interno comportam-se
inviscidamente. Em um fluxo viscoso entretanto, a resisténcia interna ao fluxo nao pode ser
desconsiderada e a equacao da forga deve ter um termo adicional de forma a conderarmos os
efeitos da viscosidade.

2.7.3 Rotacional e Irrotacional, Classificacao em Termos do Vetor
Vorticidade

Um fluxo irrotacional é aquele onde o vetor vorticidade, é igual a zero.

£=Vxi=0. (2.45)

Neste caso existe uma dependéncia periddica do campo de velocidades com as variaveis
espaciais e com o tempo. Obviamento, em um fluxo irrotacional o vetor vorticidade é diferente
de zero.

2.7.4 Compressivel e Imcompressivel

Um fluxo imcompressivel existe se a densidade de cada parcel de fluido que se desloca pelo
campo de velocidades permanece contante, ou seja:
Dp
—Z 0. 2.46
Di (2.46)
2.8 Lista de Questoes e Problemas

1. Uma particula de fluido deve manter fixa sua densidade ou seu formato no fluxo? Pode-se
permitir, em hidrodindmica, a divisao de uma particula de fluido em duas ou mais particulas?
2. Trace as linhas de corrente representativas dos seguintes campos de velocidades.

(a) d(7,t) = (2, zy°)
(b) a(rt) = (2,y)

(c) u(ryt) = (o, wy)

(d) @(r,t) = (—wy, wx), com w constante para r = (z* +y2)% <ae, u(rt) = (;ﬂrfé, ;ﬂiﬁ),

para r = (mQ + yz)% > a, sendo I' constante. Em ambos os casos, a é constante.
(e) u(,t) = (—yz, zy?) o

3. Um campo de velocidades é dado por @ = (2t +2)i — 2¢j, em m/s. Apresente um esbogo da
trajetoria de duas particulas até um tempo ¢t = 5s. A primeira particula se origina na origem
em t = 0s, e a segunda que se origina na origem em um tempo de 2s. Também apresente um
esbogo das linhas de corrente em ¢ = 5s.

4. Para o campo de velocidades @ = Axti + Aytj, onde A = 2m2s~1, verifique que as equacoes
paramétricas para o movimento da particula sio dadas por = ¢; et e y = coe™*. Obtenha

1
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a equacao para a trajetoria da particula localizada no ponto (z,y) = (2,2) no instante ¢t = 0.
Compare essa trajetoria com a linha de corrente passando pelo mesmo ponto.
5. Considere o campo de fluxo dado na descricao euleriana pela expressao © = ax + byt , em
que @ = 0.257%, b = 0.04572, e as coordenadas sao medidas em metros. Deduza as funcoes de
posi¢ao lagrangiana para a particula fluida que passou pelo ponto (z,y) = (1,1) no instante
t = 0. Obtenha uma expressao algébrica para a trajetoria seguida por essa particula. Trace a
trajetoria e compare-a com as linhas de corrente que passam por esse mesmo ponto nos instantes
t =0.10s e t = 20s.
6. Considere a mangueira de jardim. Suponha que o campo de velocidade é dado por @ =
up + vo senjw(t — x/u)], onde a dire¢do x ¢é horizontal e a origem esté na posigdo média da
mangueira, uy = 10m/s, vg = 2m/s, e w = bciclos/s. Determine e trace em um grafico as
linhas de corrente instantaneas que passam através da origem em ¢ = 0s, 0.05s, 0.1s e 0.15s.
Também determine a trace um gréafico com as trajetorias das particulas que deixam a origem
para os mesmos quatro instantes de tempos.
7. Calcule o angulo que o vetor velocidade faz com o eixo Oz e o vetor unitério normal a linha
de corrente em (1, —2) para os campos de velocidade abaixo em ¢ = 2s com 4 em m/s.

(a)ii = zyi — 2y

(b)id = (2% 4 4)i — y°t]
()i = (zy* + 4)i — ytj
8. Ache o vetor campo de aceleracao para o fluxo de um fluido com os seguintes campos de

velocidade em m/s:
()i = 20(1 — y?)i

(b)@ = 2x1 — 2yt'/%)
()i = x%ti + 2xyt] + 2yztk
(d)T = i — 2ayz) + 2tk
9. Para todos os casos anteriores calcule a aceleracao em (2, —1,3) em t = 2s.
10. Dado o campo de velocidade,
Uy = 3T + 2Y2 + Uy,
Uy = 4wy + 3t + 2yz + Uy,
u, =0
onde ug, e u,, sao constantes, responda e calcule:
(a) Se enquadra na descrigao FEuleriana ou Lagrangeana?
(b) Qual a aceleragao local?
(c) Qual a aceleragao advectiva?
(d) Qual a aceleragao total?
11. Um aviao voa ao longo de uma frente quente em direcao ao norte a uma velocidade de
360K m/h. A temperatura de um navio ancorado nas proximidades apresenta um aumento de

12°C'/dia. Um satélite mede um gradiente horizontal de temperatura no clima do sistema de
—0,06C/km para o norte. Qual é a a variagdo de temperatura medido no aviao?
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12. A velocidade ao longo da linha central de um bocal de comprimento L é dado por:

o= ()]

onde u esta em m/s, t em segundos e medido a partir do inicio do fluxo, x ¢ a distancia da
entrada até o bocal. Encontre a aceleracao advectiva, a aceleracao local e a aceleracao total
quando t =3s, x = 0,5m e L = 0,8m.

13. Ache as componentes do tensor taxa de deformacao e rotacao para os campos de velocidade
do problema 10 em (2,-1,3) em t = 2s.

14. A densidade do ar na atmosfera varia de acordo com p(z) = 1.23¢7°"* em Kg/m?.
Conforme a figura abaixo, o ar sobe a montanha com velocidade @ = 20é; + 10é3 em m/s, em
um ponto igual a z=3000 m. Ache a taxa de variacao da densidade de uma particula de fluido
neste ponto.

15. A variagao da densidade com a altitude ¢ dada por p(z) = 1000(1 — %) Kg/m®. Em um

local onde @ = 10é; + 10é3 em m/s, ache %.
16. Escreva o vetor gradiente de @ na forma vetorial, indicial e matricial.

17. Apresente as seguintes expressoes expandindo em componentes e rearranjando.

(a) V- (fv) = fV-v+VfVo
(b) Vx (fu) = fVxu+Vfxu

(c) Ad-w = (A*w - 1)
18. Escreva o termo A;3 na expressao A;; = Byeireji.
19. Escreva as componentes Ay e Ass na expressao A;j = w;By;jvg + Wreji.
20. Mostre que a x b= €ijka;iby.
21. Considerando 7, j, k=1,2 e 3, apresente as expressoes abaixo em termos de suas componentes.

(a) Fi = G+ uyge

(b) €pgr g_i

22. O campo u; = 6(z173 + 23), ug = 3(23 + 23), w = 0 & divergente? Argumente.
23. Considere o fluxo descrito por @ = 10x1€; — 10x265. Qual sua divergéncia?

2.9 Apéndice

2.9.1 Tensores

Um tensor é uma generalizagao de vetores e matrizes, sendo facilmente compreendido como
uma matriz multidimensional. No caso geral, uma matriz de nimeros dispostos em uma grade
regular com um numero variavel de eixos é conhecido como tensor. Um vetor é um tensor
unidimensional ou de primeira ordem e uma matriz ¢ um tensor bidimensional ou de segunda
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ordem, contendo nove componentes. A notacao tensorial é muito parecida com a notacao de
matricial com uma letra maitscula representando um tensor, e letras mintsculas com inteiros
subscritos representando as componentes do tensor.

Ty T Ti3
Tij = | To1 Ty To3 (2.47)
T3 T Ti3

2.9.2 Produto de Matrizes-Revisao

A multiplicagdo de matrizes segue a regra:

sendoi=1,2,3,...,i,, = 1,2,3,....,j, e k =1,2,3, ..., k,. Para matrizes quadradas, 7,, = j, =
k, = n, o nimero de elementos em cada linha e coluna.

2.9.3 Representagao Matricial

Na forma matricial, um tensor pode ser escrito como:

T T Tis
T‘i‘ = T21 T22 T23 (249)
T3 T30 Ti3

Para uma matriz quadrada Tj;, dizemos que esta é simétrica se T;; = Tj;, e anti-simétrica
se T;; = —Tj;. A extensao se faz valida para tensores também. Desta forma, em um tensor
simétrico trés elementos sao repetidos; 1o = 1o, T3 = 131 e Thy = T35. Em uma matriz
3 x 3 existem apenas 6 escalares independentes, Tio, 113,153, 111,15 e T33. Em um tensor
anti-simétrico 11y, Too, T33 = 0, e os trés escalares independentes ocorrem com sinal positivo e
negativo. Estes trés escalares constituem o vetor dual definido como:

2.9.4 Teorema

Dado um tensor T;;, este pode ser decomposto na soma de um tensor simétrico e um ati-
simétrico.

1 1
T = §(TZ-]- + 1) + §(T1;- —Tj). (2.51)

2.9.5 Propriedades Basicas dos Tensores

2.9.5.1 Adigao:

U=T+S (2.52)
Un U Un Ty +S11 Tia+ S12 Tis+ Sis
Usi Uy Uss = T + So1 Tho + Soa Thg + Sas (2.53)
Ui Usy Uss T31 4 S31 Ts0 + Sso Tag 4 Sss

Em notacao indicial,
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Uij — T%j + Sl]

2.9.5.2 Produto de um Tensor por um Vetor:

Seja « um vetor e T um tensor de segunda ordem, entao:

v=T- -4
U1 Ty Ty Tiz| |w Thiuy + Thgug + Thigus
va| = [T Tae Tos| |uz| = |To1ur + Tagug + Togus
U3 T31 T3 Ts3| |us Ta1uy + Tsous + Th3us

Alternativamente, em notacao indicial temos:

V; = E]’U]’.

Note que de forma geral, « - T # T - ¢ a menos que T seja simétrico.

2.9.5.3 Produto de Tensores:

Sejam T e S dois tensores de segunda ordem.

U=T-8S
Un Uz Ui T Ty Tis S11 Sz Sis
Ut Usa Usg| = [T Toz Tasz| - [Sa1 Sz Saz| =
Usi Usz Uss Ty T3p T Ss1 S32 S33

T11511 + 112591 + Th13531  Th1512 + 11252 + 113532 111513 + 112593 + 113553
T51511 + 152591 + 153531 151512 + T S22 + To3S30 191513 + 192592 + 153552
T51511 + 152591 + T53551 151512 + T32.520 + 153530 151513 + 152593 + 133553

Na notagao indicial temos:

Uij = TikSkj-

Note também que o produto de matriz nao é comutativo, logo
T-S#S-T.

2.9.5.4 Tensor Transposto:

Seja S um tensor. O tensor transposto de S serd ST e definido como:
i-ST =8 1.
St Sa1 O3

ST = Sz Sz S
Siz Saz Ss3

Se A e B sao dois tensores, entao

(A-B)T =B”. AT
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(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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2.9.5.5 Tensor Delta de Kronecker

5. — 1 sei=y;
Y10 sei# 7.

Na forma matricial, o tensor delta de Kronecker aparece como:
100
010 |. (2.65)
0 01
O tensor delta de Kronecker é um tensor unitéario.

2.9.5.6 Tensor Unitario Alternado

E um tensor de ordem trés definido como:

1 seijk = 123,231,312 (permutagao par);
€ijrk = —1 seijk = 321,213,132 (permutagao impar);
0  sejk tem pelo menos dois indices iguais.

2.9.5.7 Produto Diadico de dois Vetores ou Produto Tensorial

Até aqui estamos habituados com dois tipos de produtos entre vetores, o produto escalar
e o produto vetorial. Um terceiro produto entre vetores é conhecido como produto diddico
ou produto tensorial. Sejam a e b dois vetores escritos na forma @ = a161 + agéy + azés e
b= bié1 + beés + bsés, o produto diadico entre os dois vetores sera:

6\6: 6, g = (Cblél + CLQéQ —|— agég)(blél —|— bgég + b3é3) =

a1b1é1é1 + albgéléQ + a1b3é1é3 + a2b1é2é1 + a2b2é2é2 + a2b3é2é3 + a3b1é3é1 + a3b2é3é2 + a3b3é3é3,

(2.66)

que em notacao indicial fica na forma
Aij = aibj. (267)
Para uma matriz quadrada T;;, dizemos que esta ¢ simétrica se T;; = Tj;, e anti-simétrica
se T;; = —T};. A extensao se faz valida para tensores também. Desta forma, em um tensor

simétrico trés elementos sao repetidos; T1o = Thy, Ti3 = T3 e Thy = T35. Em uma matriz
3 x 3 existem apenas 6 escalares independentes, T'o, 113,153, T11,T5 e T33. Em um tensor
anti-simétrico Ty, Tha, T33 = 0, e os trés escalares independentes ocorrem com sinal positivo e
negativo. Estes trés escalares constituem o vetor dual definido como:



Capitulo 3

Equacao da Continuidade, Vorticidade,
Funcao Potencial e de Corrente

3.1 Equacao da Continuidade no Sistema Infinitesimal e
num Volume de Controle

A analise do movimento de um fluido pode seguir dois caminhos: (1) descrever o padrao de
fluxo detalhado em cada ponto (x, y, z) do campo ou (2) a partir de um volume fixo (volume
de controle), fazendo um balan¢o do fluxo de entrada versus fluxo de saida de variaveis como
massa, momento e energia. A primeira abordagem se constitui na forma diferencial. A segunda
é conhecida como forma integral.

Considere uma particula de fluido de forma ctubica com volume 0V em um ponto 7 do
campo, em um tempo t. A massa da particula serd dada pela densidade multiplicada por seu
volume. A variavel de campo é a densidade. Se a particula se desloca ao longo de uma linha de
corrente para um regiao onde o fluxo esta convergindo, sua densidade ir4 aumentar. Da mesma
forma, regioes de divergéncia levam a uma diminuicao da densidade da particula. A densidade
da particula também pode variar no tempo®.

Na auséncia de fontes ou sumidouros no interior do particula de fluido, a taxa de variacao
temporal de massa da particula de fluido deve ser igual ao fluxo resultante de massa através
das superficies da mesma particula. Esta é uma suposicao valida para fluxos atmosféricos desde
que nao existem fontes ou sumidouros na atmosfera.

Considere a figura 3.1. A componente de fluxo de massa para fora da particula seréa (u-7). A
variacao de massa serd positiva se o fluxo for para o interior do particula de fluido. Integrando
sobre o volume obtermos a taxa de variagao volumétrica resultante com respeito ao tempo,

e sobre a area da particula de fluido, o fluxo resultante através da superficie.

[ 2~ [[ oz riaa o)
\%4 A

Aplicando o teorema da divergéncia 2 ao lado direito da equacao 3.1 obtemos:

LComo exemplo podemos citar o dominio de uma nuvem onde a competicdo entre condensacdo e a evaporacao
afetam a densidade.
20 teorema da divergéncia tem a seguinte forma:

/V/ V-de:/A/f-ﬁdA.7

O teorema da divergéncia implica que se a integral de superficie a direita for zero, ou seja, se o fluxo da liquido
da grandeza f for zero através da superficie, o divergente de f integrado sobre o volume dV’ ¢ zero. Em termos
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dpou

piidx, dx, [+

dx, |dx, dx,

X

3

Figura 3.1: particula de fluido em um ponto do campo (z1, x9, x3), em um campo de velocidades

—

u.

/V// %dv - _/V//(V'Pﬁ)d‘/v (3.2)

No limite onde dV — 0 no ponto 7, a equagao 3.3 € reescrita como:

ap o
E+v-(pu)_o , (3.3)

NV
Equagao Geral da Continuidade

J/

ou em notacao indicial como

ap L
a5 + V- (pu) = 0. (3.4)

A qultima equagao descreve a variacao da densidade em um ponto do campo. Ela exprime que
a taxa de varia¢do da massa por unidade de volume em um ponto do campo (variac¢ao local da
densidade no tempo) é igual ao fluxo de massa por unidade de volume neste ponto.

3.2 Equacao da Continuidade em Coordenadas Cilindricas
e Plano Polares

A alternativa mais comum ao sistema de coordenadas cartesiana é o sistema de coordenadas
cilindricas. Neste sistema, um ponto é definido por uma distancia z ao longo do mesmo eixo,
por uma distancia r do eixo e por um angulo ¢ em torno do eixo.

de uma particula de fluido, isso significa que néo hé fontes ou sumidouros no interior do volume da particula.
Logo, nao ha fluxo liquido através da superficie A.
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Figura 3.2: Sistema de coordenadas cilindricas.

A equacao da continuidade pode ser escrita em coordenadas cilindricas. Neste caso, o
conjunto (1, zs, xr3) que descreve um ponto no sistema cartesiano passa (r, , x3) no sistema de
coordenadas cilindricas. As equagoes de transformagao sao,

r= \/ac% + x%,
— -1 z2
0 = tan (—> ,
x1
L3 = T3,
e a equagao da continuidade neste sistema assume a forma a seguir:

@ la(rpur) la(Pue)_i_a(PU:s)
ot r Or r 060 03

No caso de fluxos no bidimensionais, onde z3 = 0, o sistema de coordenadas cilindricas se
resume ao sistema de coordenadas plano polares a partir da transformacao que segue.

_ 2 2
r=\/T]+ T3

0 = tan=! (i—f)

A equagao da continuidade por sua vez fica aproximada por:

= 0. (3.5)

Op  10(rpu,)  10(pug)
o T o Tran (3:6)

3.3 Forma Integral da Continuidade

A forma integral da continuidade se torna adequada para sistemas confinados em regioes
como taques e tubulagoes. Ao contrario do enfoque anterior, aqui iremos trabalhar com grandes
volumes denominados volume de controle. O volume de controle é confinado em uma regiao
determinada pelas superficies de controle. O caso mais geral ocorre quando o volume de controle
nao é fixo no espaco, mas possui uma determinada velocidade ao longo do fluxo. Assumimos
que a velocidade das superficies que confinam o volume de controle é w;. Neste caso aplicamos
o teorema de Leibnitz a densidade.

O teorema de Leibnitz permite calcular a taxa de variagao temporal (D/Dt) de uma gran-
deza fisica conservativa f sobre um volume que pode estar variando devido ao seu movimento
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com velocidade u. Essas variacoes de volume podem ser expansoes ou contracoes no tempo.
O volume em questao pode ser o volume de uma particula, de uma nuvem, de uma massa de
ar ou mesmo da atmosfera planetaria. O teorema de Leibnitz em sua forma analitica é escrito

como segue:
// fav = /// dV+/ f(i - A)d )

Na equagao anterior, V' representa o volume de integra¢ao. Se nao ocorrem variagoes de volume
(se ndo existe movimento relativo entre as fronteiras do volume) a integral de superficie é zero.
Isto significa que nao existe um fluxo liquido da grandeza f através do volume. A derivada
parcial no primeiro termo a direita na equacao anterior pode ser calculada tanto dentro como
fora da integral. Adicionalmente, a grandeza f pode estar variando devido a possiveis fontes e

sumidouros dentro do volume V.
D
E///de—Z@v (3.8)
v

() representa fontes ou sumidouros da grandeza f no interior do volume V’. Generalizando,

Sa- fff 2o ff -
Bl = [ 5 ff

Usando a continuidade no segundo termo da tultima equacao e aplicando o teorema da diver-
géncia, obtemos:
/// dv = — /// (pu, dV+//pwmidA. (3.11)
ox;
D
i /// pdV = —// pu;n;dA + // pwin;dA, (3.12)
/// pdV = // — w;)n;dA. (3.13)

A equacao anterior expressa que a taxa de variacao temporal da massa no volume de controle
é igual a densidade multiplicada pela componente normal do fluxo através das superficies do
volume de controle. Se o volume de controle for fixo, w;=0.

Assim,

3.4 Fluxos Rotacionais e Irrotacionais : Vorticidade

Rotacoes sao uma importante classe de movimento na natureza. O termo rotacao é usado
para relatar a velocidade angular, neste caso, de uma particula de fluido em torno de um eixo
ao campo de velocidades que existe em torno do mesmo eixo.

A vorticidade é um conceito associado a rotacao da particula de fluido em um ponto local.
Considere uma particula de fluido de volume infinitesimal com a face x1 — ys representada na
figura a seguir.
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Ougy 01y
dr, 2

Ug —

A

55
Ouy Oxg
u R
- O0zy 2
D
4 g Oy
U e e
| | 1 2
o
(5]
——1 B 8
Oy 0y
Ory 2
5.’]‘_.’ 1 ]

Figura 3.3: Particula de fluido infinitesimal.

A velocidade angular w,,, em torno do eixo x3, sera dada pela média das velocidades angulares

dos segmentos AB e CD.

Ve —Va

wqg = = (3.14)

P _VD(;%Z)VC (3.15)

e (s 2232, S} 50
ww:_@ﬁg—g%_ @-2%%)) - -ou (3.17)

A velocidade angular em torno de x5 serd dada pela média das velocidades angulares.

Para os demais eixos cartesianos,

1

Wy = §(VAB + Ven) (3.18)
B 1 8u2 (3u1

Wy =5 (a_ %) (3.19)
1 (9u1 8U3

(& 9 2

Wae =5 (axg 8x1>’ (3.20)
1 8U3 8u2

_ 1 N . 21

W 2 (81’2 63::;) (3 )

As quantidades w,,,w,, € w,, sdo as componentes do vetor velocidade angular. O vetor o é

relatado ao vetor velocidade por:

W=V x (3.22)

v,
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€1 €y €
. 81 82 03 Ous; Ous \ . n ouq Ous \ . n Ous oup \ .
w = a3 B.- A = — — — |]€1 - — — | €2 ~— — — J]eés3.
O 0wz Oms 81'2 81'3 6273 8371 83:1 81’2
Uq U2 us

Em notacao indicial,

8uk
= € 3.23
w € Jk axj ( )
A vorticidade é definida em termos da velocidade angular pela expressao:
€= 2. (3.24)

Entretanto, na representagao de Euler, consideramos que os valores da velocidade de uma
particula de fluido de fato sao os valores associados a potos especificos do campos de velocidades
pelo qual a particula de fluido se desloca. Assim, ao longo do seu deslocamento, a particula
de fluido assume os valores de velocidade do campo. As variacoes no campo de velocidades
determinam a dindmica do particula de fluido. A vorticidade entao deve ser pensada como
uma caracteristica do campo de velocidades, devido a um arranjo das derivadas da velocidade
que levam a formacao de um campo escalar em cada ponto do fluxo do fluido. Uma segunda
definicao para a vorticidade considerando o campo de velocidades é:

=V xV. (3.25)

Nesta formulacao fica evidente que a vorticidade caracteriza a tendéncia de uma particula de
fluido de girar em torno do seu eixo.

Quando a vorticidade ao longo do fluxo é zero, chamamos este fluxo de irrotacional, @ = 0.
A condicao basica é que,

816@ 8uj . .
o2 2

para fluxos irrotacionais.
Relatada a vorticidade esta o conceito de circulacao. A circulagdao em torno de um caminho
fechado é definida como a integral da componente tangencial da velocidade.

= 7{@7 ds. (3.27)

3.5 Funcoes de Corrente e Potencial em Fluxos
Bidimensionais

A funcao de corrente é uma fungao que satisfaz a lei da conservacao da massa para fluxos
incompressiveis. Ela é obtida no caso apenas de fluxos bidimensionais. Partindo da equacgao
da continuidade,

dp  O(pu;)

@ 9(pu1) a(PU2)+a(PU3)
ot 0y 0xs Oxs

=0, (3.28)

— 0. (3.29)
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Inicialmente eliminamos o termo local, o qual é uma aplicagao nao realista da funcao de corrente.
A seguir, reduzimos a equacao da continuidade a dois termos.

0(u1) + 0(U2)
81'1 8@

Essa equagao é satisfeita se definirmos uma funcao ¥ (xy, z5), de forma que:

= 0. (3.30)

o 81/1(131,132>
- 8’17/)(1‘1,$2)

de forma que,

8 a¢($1,$2) 8 81/1(131,.%‘2) .
81’1 ( 81’2 ) + 81’2 ( B 8x1 ) =0 (333)

3.5.1 Interpretacao Geomeétrica de

A defini¢ao de linhas de corrente vem da equagao,

oy _ dr,

= —, (3.34)
U1l U9
Uldl'g - Ugdﬂfl = 0. (335)
Em termos da funcao de corrente,
oY o
—d —dro=0=4d 3.36
9, 1 + Dy ) Y ( )

A equagao 3.23 mostra que a variagao de ¥ ao longo de uma linha de corrente é zero. Dessa
forma, tendo encontrado uma dada func¢ao ¥ (1, x2), podemos tragar linhas com 1 constante,
e resolver o padrao de linhas de corrente para o fluxo.

3.5.2 Interpretacao Fisica de v

O fluxo volumétrico () através de um elemento dA de uma superficie de controle com
profundidade unitaria ¢ (figura 3.3):

dQ = (i - h)dA = <§—Z% — S—Zj) : (%% — %j) dA (3.37)
dQ = (%% - %%) 44 (3.38)
dA=1ds
dQ = (%% - %%)ds (3.39)
dQ = (g—;id@ - g—idm) = dyp (3.40)

A variagao de v é igual ao fluxo volumétrico ao longo do elemento. Além disso, a dire¢ao do
fluxo pode ser determinada observando se 1) aumenta ou diminui. Conforme esbogado na figura
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df = (W = m) oA = dy

Figura 3.4: Interpretacao fisica funcao ¢: fluxo de volume através de uma porc¢ao diferencial
de um superficie de controle unitaria com respeito a profundidade.

3.4, o fluxo é para a direita se 1o for maior que 1, como na figura 3.4.(a); caso contrario, o
fluxo é para o esquerda. Tanto a funcao de corrente, bem como a velocidade potencial foram
descritas pelo matematico francés Joseph Louis Lagrange, publicadas em seu tratado sobre
mecanica de fluidos em 1781.

2 2
szl <ﬁ-ﬁ>dA=/1 dp = by — ¥ (3.41)

Flow

Figura 3.5: Convengao de sinais o fluxo em termos da mudanga na func¢ao do fluxo: (a) flui
para a direita se ¢, é maior; (b) flui para a esquerda se 1; for maior.

3.5.3 Fluxo Bidimensional Compressivel

Neste caso, a equagao da continuidade é apresentada como:

d(pur) i d(puz)

=0 3.42
81'1 6:1;2 ’ ( )
com fungao de corrente definida a partir de
oY
N 3.43
pul 81‘2 ) ( )
0

Oy
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Normalmente, linhas com v constante sao linhas de fluxo, entretanto, a variagao de v é igual
ao fluxo de massa e nao ao fluxo volumétrico.

dm = p(d - n)dA = dip (3.45)

2
1

3.5.4 Fluxo Bidimensional Incompressivel em Coordenadas Plano Po-
lares

Suponha que as coordenadas de interesse sejam r e #, com uz = 0, e densidade constante.
A equacao da continuidade fica reduzida a:

10(ru,)  10ug

Z — 4
r  Or * r 00 0 (3.47)
A equacgao equivalente em coordenadas cartesianas é:
Olw) | Oua) _
8x1 8[)32
Da definigao de v,
N
= 4
(75} 6x2 (3 8)
oY
__9% 4
(%) axl (3 9)
Em coordenadas plano polares,
oY
== 3.50
T (3.50)
oY
= —— 3.51
U2 67' 5 ( )
de forma que a equagao da continuidade em coordenadas cartesianas pode ser reescrita como
segue:
o (oY 0 o\
ooy o 0y, -
sendo
10y
oY
= ——. 3.94
1o or ( )

Mais uma vez, as linhas com ¢ constante sao linhas de corrente, e a variacao é o fluxo de volume
Q12 = ¢ — ¢1. A convencao de sinais é a mesma da figura 3.4.
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3.5.5 Velocidade Potencial

A irrotacionalidade dé origem a uma fungao escalar ¢ similar ou complementar a fungao de
corrente . Do calculo vetorial, um vetor que tem um rotacional zero pode ser escrito como o
gradiente de uma funcgao escalar. Portanto, dado um vetor , se

V x i =0, (3.55)

i=Vo. (3.56)

¢ é uma fungao de (z1,z9, x3,t), sendo denominada de velocidade potencial. O conhecimento
de ¢ permite a imediata determinacao das componentes da velocidade.

_9¢
Uy = o, (3.57)
¢
Em coordenadas plano polares,
¢
10¢

Linhas onde ¢ é constante sao chamadas de linhas potenciais de fluxo. Para um fluxo irrota-
cional, descrito por apenas duas componentes, tanto 1 como ¢ ambas existem, e a funcao de
corrente e potencial sao mutuamente perpendiculares, exceto em pontos de estagnacao, onde
u; = uy = ug = 0. Uma linha onde ¢ é constante apresenta d¢ = 0.

99 9¢
dp = —d —dzy = .61
¢ 0z, z1 + 9, 0 (3.61)
Da mesma forma para 1,
o oY
dyp = —d —dxy = .62
(G e x1+8x2 zy =0 (3.62)
UldQTl + Ugd(EQ =0 (363)
() T RN SRS S (364
dl’l p=cte dd—;; U2 _da_;‘bl Ui (3&)
o Pp=cte

A equagao anterior é a condi¢ao de ortogonalidade entre ¢ e ¢.

3.6 Casos particulares

3.6.1 Campo de Velocidade Uniforme I

Um campo de velocidade uniforme ao longo da dire¢ao x1, @ = wuqi, possui definidas a fungao
de corrente e a velocidade potencial. As rela¢oes sao apresentadas a seguir:
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w=20_9% (3.65)
I T

Uy = 0 _ % (3.66)
D) X1

A velocidade potencial e a funcao de corrente sao obtidas a partir das equagcoes 4.52 e 4.53.

¢ = w07, (3.67)
/ ¢ = / w1021 (3.68)
= (wmz1) +C (3.69)
O = u 079 (3.70)
/ O = / w02, (3.71)
= (uyma) + k (3.72)

Nas equagoes 4.56 e 4.59, x1 e x5 sao constantes.

; g B
— —  Fluxo Uniforme 18
—* — (diregdo positiva de x1). ———LL L 4=,
—- . — T ) y
u -‘:1__ u u,=U ) = Ux, T T e
X, u.= 0 ¢ =—-Ux —FTn, T ¥=a
— —_— 4 2
—t— 1_. —— =0
—_— —_— =0 i Yo
_'_| —'— = L]_
—_— —

Figura 3.6: Fluxo uniforme.

3.6.2 Fonte ou Sorvedouro na Origem I

Uma fonte é um modelo de fluxo no plano-z1x5, em que o fluxo é radial e para fora do eixo
r3, e simétrico em todas as diregoes (figura 3.6). A intensidade @ da fonte é o fluxo volumétrica
por unidade de profundidade. Para qualquer raio r de uma fonte, a velocidade tangencial uy
é zero; a velocidade radial u, é o fluxo volumétrica por unidade de profundidade () dividida
pela area de fluxo por unidade de profundidade 2zxr. Portanto, u, = @/27r para uma fonte.
Conhecendo u, e uy obtemos diretamente 1) e ¢ respectivamente.

Em um sorvedouro, o fluxo é radialmente para dentro; um sorvedouro é uma fonte negativa.
As fungoes 1 e ¢ sao as fungoes negativas correspondentes a um fluxo fonte. A origem tanto
da fonte quanto do sorvedouro é um ponto singular, visto que a velocidade radial se aproxima
do infinito conforme o raio se aproxima de zero. Portanto, embora um fluxo real possa se
assemelhar a uma fonte ou sorvedouro para alguns valores de r, as fontes e sorvedouros nao
possuem homologos fisicamente exatos. O principal valor do conceito de fontes e sorvedouros é
que, quando combinados com outros fluxos, produzem modelos que representam adequadamente
fluxos reais.
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Figura 3.7: Apenas a componente radial da velocidade é nao nula.

A relagao entre as componentes da velocidade, 1) e ¢ sao expressas na forma a seguir.

_ Q@ _m_10b_ 0¢
N T (3.73)
o= W _109¢
T T T o0 (3.74)
Resolvendo para 1 e ¢,
Loy —m
oY = madb, (3.76)
= (mb) + C, (3.77)
do m
5= (3.78)
96 = —ar, (3.79)
r
d=mlin(r)+k (3.80)

Nas equagoes anteriores, m = Q/2.

3.6.3 Linha de Voértice 1

Um modelo de fluxo em que as linhas de corrente sao circulos concéntricos é um vortice; em
um vortice livre (irrotacional), as particulas fluidas nao giram enquanto transladam em uma
trajetoria circular em torno do centro do vortice. As fungoes de corrente representam linhas
circulares, onde uy = f(r) somente, e u, = 0. Neste caso, o rotacional de wuy(r) é zero, e
up = K/r, sendo K uma constante denominada forga de vortice.

_o_tow 99
=T 00 T ar (3.81)
up = K/2mr = % _ 109 (3.82)

“or rof
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4 Fluxo fonte (a partir da origem)
Q . Q
" 1‘ i ur " -L.'l = _0
% S/ 2wy 2
e A _ L
e 2t¢1:.’:"1 g o U= 0 ¢ = Elnr
|
/ \ A origem & wm ponto singular Q é o
1 fluxo volumétrico por unidade de
# A profundidade.
¥ r=0
\ Fluxo sorvedouro (em direcio a origem) W=
N l / 2ar ' 2T R | - e
_\2 . a . Q Il,.' - x s &= kZ
ek e _]_'I' ! s Ug = 0 @ = —Inr I J_"' L S & s 'tl \
m el : [y
/T"\ T ' X, .llt_{j
Origin is singular point " v ’ i
A b g is volume flow rate per unit i R ;f
4 depth B i
r=o n__tf'\"“-h_______,r' W=y
=g
Figura 3.8: Fonte ou sorvedouro.
0 K
- 8—17% = (3.83)
K or
8”¢ = —%7 (3.84)
K
109 K (3.56)
rofd  2mr '
96 = K0 (3.87)
K
b= b0+k (3.88)
™
- Fluxo de Linha de Vortice
- . (anti-horario, centro na origem)
»
A \ i
1/4—‘\\\ Ur =0 L=—2£_]nr
X i
/ §Z4 “ I B B2 ety
v l l X /4 2ar 2 [P I S
g =
N\
x «
" —

Figura 3.9: Fluxo de linha de vortice.

A intensidade K do vortice é definida como K = 27rug; as dimensoes de K sao L?/t (vazio
volumétrica por unidade de profundidade). Mais uma vez, conhecendo u, e ug se obtém ¢ e ¢
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respectivamente. O vortice irrotacional é uma aproximacao razoéavel para o campo de fluxo em
um tornado (exceto na regiao da origem; a origem é um ponto singular).

3.7 Relacoes de Cauchy-Riemann
Neste secao, z denotara uma varidvel complexa

2 =xy +izy = re?, (3.89)

onde i = \/—1, (x1,75) sdao coordenadas cartesianas, e, (r,#) sdo coordenadas polares. Na
forma complexa, o niimero complexo z representa um ponto no plano-xxy cujo eixo real é x;
e o0 eixo imaginario é x5 (9). Na forma polar, z representa vetor posigdo Oz, cuja magnitude
&1 = (22 4+ 22)"/? e cujo angulo com o eixo z1 é tan""(zy/x1).

I:l

X
Figura 3.10: Plano complexo z.

O produto de dois niimeros complexos z; e 2z €

2129 = ryrect1t02) (3.90)

Portanto, o processo de multiplicar um ntmero complexo z; por outro ntimero complexo 2z
pode ser considerado como uma operagao que leva a magnitude de r; para rir, e aumenta o
argumento de ¢, para 6, +60,. Quando x; e x5 sdo consideradas varidveis, a quantidade complexa
2z = x1 + ix9 é chamada de variavel complexa. Suponha que definimos outra variavel complexa
w cujas partes real e imaginaria sejam ¢ e ¢:

w = ¢+ 1. (3.91)

Se ¢ e 1 sao fungoes de x; e w9, entao w também é. Da teoria de variaveis complexas é
demonstrado que w é uma func¢ao da combinacao x; + ixes = z, e em particular tem derivada
tnica e finita dw/dz quando suas partes reais e imagindarias satisfazem o par de relagoes,

9 _
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9 _ O

dry  Oxzy

conhecidas como relagoes de Cauchy-Riemann. Aqui, a derivada dw/dz é tnica se o valor de
dw/dz nao depender da orientagao do diferencial dz & medida que se aproxima de zero. Uma
fungao de valor tinico w = f(z) é chamado de fungdo analitica da variavel complexa z em
uma regiao se a derivada finita dw/dz existe em todos os pontos da regido. Pontos onde w ou
dw/dz sao zero ou infinitos sdo chamados de singularidades, onde ¢ e psi nao sdo ortogonais.
Por exemplo, w = Ln(z) e w = 1/z s@o analiticos em todos os lugares, exceto em um ponto
singular z = 0, onde as relagoes de Cauchy-Riemann nao sao satisfeitas.

(3.93)

3.8 Potenciais Complexos

A combinacao w = ¢ + 1) é chamada de potencial complexo para um fluxo. Visto que a
funcao de corrente e a velocidade potencial satisfazem as relacoes de Cauchy-Riemann, e que
a parte real e a parte imaginaria de qualquer fungdo w(z) = ¢ + i) também satisfazem as
mesmas relagoes, segue que qualquer funcao analitica de z representa um potencial complexo
de um fluxo bidimensional. A derivada dw/dz ¢ uma importante quantidade na descri¢ao de
fluxos irrotacionais. Por definicao,

dw ow

— = lim —. 3.94

dz 620 0z ( )
Como a derivada ¢é independente da orientagao de 0z no plano-x;zs, nos podemos assumir ¢z
paralelo ao eixo x1, levando a:

dw . ow OJw  O(p+ i)
—_— 1 — pu— .
dz 250 02 0x; ox; (3.95)
o que leva a
dw ,
o = i, (3.96)

E facil mostrar que tomando §z paralelo ao eixo x5 obtemos o mesmo resultado. A derivada
dw/dz é, portanto, uma quantidade complexa cujas partes reais e imaginarias representam as
componentes cartesianas da velocidade local; dw/dz é, portanto, chamado de velocidade com-
plexa. Em principio, qualquer fluxo potencial pode ser resolvido pelo método da transformacao
conforme, usando-se variaveis complexas.

3.8.1 Campo de Velocidade Uniforme II

Se o vetor velocidade local tiver um moédulo » um angulo o com respeito ao eixo x, entao

d 4
d—qj =re " =rcosa—irsena (3.97)
3.8.2 Fonte ou Sorvedouro na Origem II

Considere o potencial complexo

_ Q= D e
w = 27an z= 27an (re™). (3.98)
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w = gLn (re'?) = QLn (r) 4+ QLn (e, (3.99)
2m 2m 27
Q . Q
=—L —0. 1
w= o n(r)—l—zQWQ (3.100)
As componentes real e imaginaria sao:
¢ = QLn (r), (3.101)
2m
Q. _Q

Y= 2779 =m#, com m = 5" (3.102)

As componentes da velocidade sao:

1oy Q
=—-—=— 1
Y00 T o (3.103)
o

=——=0. 104

3.8.3 Linha de Vértice II

Considere o potencial complexo

K

w = ;—WLn z, (3.105)

o qual representa uma linha de voértice com circulacao I' = K, no sentido anti-horéario. As
componentes real e imaginéria sao:

K
K

6= -0, (3.107)
m

com as componentes da velocidade dadas por

u, = 0, (3.108)
K

= — 3.109

Y 2rr ( )

3.9 Lista de Problemas

1. Converta do sistema de coordenadas retangulares para plano polares as seguintes fungoes e
coordenadas:

(a) 11+ 29 =0

(

(

(d) (x,y)

(e) (3,4)

(f) 4= g + 5
(&) 4= g + 4
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(h) @ =y* + 22
2. Um fluxo idealizado incompressivel tem a distribuicao tridimensional de velocidade proposta

= 41’11'361 + f(.TQ)éQ - nggég. (3110)

Encontre a forma apropriada da fungao f(y) que satisfaz a relagdo da continuidade.

3. Apos descartar quaisquer constantes de integragao, determine o valor apropriado das ve-
locidades desconhecidas u; ou uy, que satisfacam a equacao da continuidade incompressivel
bidimensional para:

(a) uy = 22 xg;

b) uy = .7511'2,

c) up = ml — r172;

d) ug = 23 — 1122;

Py

4. Um campo de velocidade bidimensional é dado por:

K[E‘Q
U = ————s
2?2 + 23

K.ﬁl]l

Uy = ————
r? + 23

em que K é constante. Esse campo satisfaz a continuidade incompressivel? Transforme essas
velocidades em componentes polares u, e ug.

5. Considere a distribui¢ao de velocidade em coordenadas plano polares,

C K
Up = —, Up = —, U3:O
T r

em que C' e K sao constantes. (a) Determine se a equacdo da continuidade é satisfeita. (b)
Fazendo o esbogo de algumas dire¢oes do vetor velocidade, faga um grafico de uma tnica linha
de corrente para C = K.

6. Um campo de fluxo incompressivel tem as componentes em coordenadas cilindricos ug = Cr,
uz3 = K(R? —r?), u, = 0 em que C e K sao constantes e r < R, x3 < L. Esse fluxo satisfaz a
continuidade?

7. Um fluxo incompressivel em coordenadas polares é dado

b
:KCOSQ(l——3>
,
b
Uy = —Ksen@(l—f—ﬁ)

Esse campo satisfaz a continuidade? Para a consisténcia, quais devem ser as dimensoes das
constantes K e b7 Faca um esbogo da superficie em que u, = 0 e interprete.

8. Considere o seguinte fluxo incompressivel bidimensional, que claramente satisfaz a continui-
dade: u; = Uy = constante, us = Vj) = constante. Encontre a fungao corrente ¢ (r, §) para esse
fluxo usando coordenadas polares.
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9. Investigue a funcao corrente ¢ = K (22 — x3), com K =constante. Trace o gréafico de algumas
linhas de corrente no plano z;xs completo, determine quaisquer pontos de estagnacao.

10. Investigue a funcao corrente em coordenadas polares ¢ = K r2 sen %9, com K =constante.
Trace o grafico de algumas linhas de corrente no plano xyxy completo, deter- mine quaisquer
pontos de estagnacao e interprete.

11. Para o campo de velocidades

determine se existe uma fungdo corrente e, se existir, encontre uma expressao para ¥ (xy, z3) e
faga o esbogo da linha de corrente que passa pelo ponto (z1,z5) = (L/2,L/2).

12. Investigue o potencial de velocidade ¢ = Kz1x5, K =constante. Faca um esbogo das linhas
equipotenciais no plano zix, completo, encontre quaisquer pontos de estagnacao e faga um
esbogo aproximado das linhas de corrente ortogonais.

13. Um campo de fluxo incompressivel bidimensional é definido pelos componentes de veloci-
dade

Uy = —2V%

em que V e L sao constantes. Se elas existem, encontre a funcao corrente e o potencial de
velocidade.

14. Encontre o potencial de velocidade bidimensional ¢(r,#) para o padrao de fluxo em coor-
denadas polares u, = Q/r, ug = K/r, em que @) e K sdo constantes.

15. Um fluxo incompressivel bidimensional é definido por

KI‘Q
U = ————
2?2 + 23

K.l’l

U = 55
22 + a3

em que K é constante. Esse fluxo é irrotacional? Em caso afirmativo, encontre seu potencial
de velocidade, faca um esboco de algumas linhas equipotenciais e interprete o padrao de fluxo.
16. Problema de aplicacao: O vento esté soprando na rua principal com fluxo de um lado rua,
como mostra a figura. Qual é uma estimativa da velocidade no lado da rua mostrado? Assuma
fluxo 2-D e densidade constante.
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Capitulo 4

Fluidos Ideais

4.1 Equacao de Euler

Partindo da segunda Lei de Newton, a qual diz que a soma de todas as forgas agindo sobre
uma particula de fluido com volume dV é igual a taxa de variacao do seu momento linear.
Desde que Di/Dt é a aceleragao da particula a equagao de Newton fica:

Do
oy = / _pidA + / pGdV. (4.1)
v Dt S v

Aplicado o teorema da divergéncia,

Dit
p—“dvz/ —vpdv+/p§dv, (4.2)
v Dt v v
Dit
o2l gy — / (=Vp + pg)dV. (4.3)
v Dt v

No limite onde dv — 0,

Du

p—

Dt

A equacao anterior é conhecida como equacgao de Euler e governa o momento linear de uma

particula de fluido. A mesma nao considera efeitos de viscosidade, para os quais, o termo puVd
deve ser adicionado.

= —Vp+pg (4.4)

Du - -

4.2 Teorema de Transporte de Reynolds

Tem por finalidade converter a analise de sistema infinitesimal em uma analise sobre um
volume de controle. Essa transformacao, chamada de teorema de transporte de Reynolds, pode
ser aplicada a todas as leis bésicas de conservacao. Relaciona a derivada temporal de uma
grandeza extensiva do sistema infinitesimal & taxa de variagdo da mesma grandeza no interior
de uma certa regiao conhecida como volume de controle. A férmula de conversao desejada
difere ligeiramente, caso o volume de controle seja fixo, mével ou se deforme.

O volume de controle fixo da figura 4.1(a), engloba uma regido estacionaria de interesse
para o fluxo através de um bocal. O mesmo volume é envolvido por uma superficie de controle,
a qual € um conceito abstrato e nao interfere no fluxo de modo algum.

70
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Superficie Superficie
de controle de controle

L Superficie

de controle

Figura 4.1: Volumes de controle fixo, em movimento e deformével: (a) volume de controle
fixo, para analise de esfor¢os em bocais; (b) volume de controle em movimento, para anélise da
forga de arrasto; (c) volume de controle deforméavel no interior de um cilindro, para andlise da
variagao transiente de pressao.

A figura 4.1(b) ilustra um volume de controle movel. Nesse caso, o interesse estd no navio,
nao no oceano, de forma que a superficie de controle persegue o navio com velocidade V. O
volume de controle é constante, mas o movimento relativo entre a 4gua e o navio deve ser
considerado. Se V' é constante, esse movimento relativo assume um padrao de fluxo estavel, o
que simplifica a analise. Se V' é variavel, o movimento relativo é nao estavel, de modo que os
resultados variam com o tempo.

A figura 4.1(c) mostra um volume de controle que se deforma. O movimento relativo nas
fronteiras torna-se um fator importante, e a taxa de variacao da forma do volume de controle
entra na anélise.

4.2.1 Teorema de Transporte de Reynolds para um Volume Fixo Ar-
bitrario
A Figura 4.2 mostra um volume de controle fixo generalizado sendo atravessado por um
fluxo padrao arbitrario. Ha fluxo variavel na entrada e na saida, ao longo da superficie de
controle. Em geral, em cada elemento de area dA da superficie haverd uma velocidade 1%
diferente, formando um angulo # diferente com a normal local ndA. Assim, em determinadas
areas elementares, havera fluxo volumétrico ! de entrada, (V' A cos 0 dt)enirada; © €m outras
havera fluxo de volume de saida, (V' A cos 0 dt)sgiqe, conforme a figura 4.2. Algumas areas
poderao corresponder a linhas de corrente (# = 90°) ou a paredes solidas (V' = 0), sem fluxo de
entrada ou de saida.
Seja B uma propriedade qualquer do fluido (energia, momento linear etc.), e seja § = dB/dm
a grandeza intensiva correspondente, definida pela quantidade de B por unidade de massa em
qualquer porg¢ao pequena do fluido, a quantidade total de B no volume de controle (a curva
solida na figura 4.2) sera:

Byc = / Bdm = BpdyV (4.9)
vc vc
IFluxo volumétrico ou de volume através de uma superficie dA &,
dv = (V-n)dAdt (4.6)
dyv =
av _

Se (V -7n) > 0, o fluxo é para fora da superficie, caso contrario, o fluxo é para dentro da mesma.
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Sistema no
tempo t + df

Sistema no
tempo ¢

n, Vetor unitdrio
normal a dA na
saida

Volume
de controle
fixo

Superficie

n, Vetor unitirio

normal a dA na
entrada

de controle
fixa arbitriria
sC

d %:m = Ve dA gy COSE oy dli A= 1;"li dA ;058 di
=-VendAd: =VendAd:

Figura 4.2: Volumes de controle fixo, em movimento e deformavel: (a) volume de controle fixo,
para anéalise de esfor¢os em bocal; (b) volume de controle em movimento na velocidade de um
navio, para analise de forga de arrasto; (c¢) volume de controle deforméavel no interior de um
cilindro, para analise da variagao transiente de pressao.

A grandeza B na figura 4.2 possui trés fontes de variagao:

- Variacao no volume de controle;

d
— dv 4.1
a( [ soar) (4.10)
- Fluxo de saida de 8 no volume de controle;
BpV cos(8) dAsaida (4.11)
sc

- Fluxo de entrada de 8 no volume de controle;

- ﬁpv 005(9) dAentrada (412)
SC

Observe, na figura, que o sistema se moveu um pouco, ganhando uma porg¢ao no fluxo na saida
e perdendo uma porcao no fluxo na entrada. No limite quando dt — 0, a variacao instantanea
de B no sistema é a soma de sua variacao no interior do V'C' com o fluxo liquido de B através
da superficie de controle:

d d
N Bsis = -
dt ( ) dt

A equagao 4.13 é o teorema de transporte de Reynolds. A quantidade B (ou () pode ser
qualquer grandeza vetorial ou escalar do fluido. Duas formas alternativas sao possiveis para
os termos de fluxo. Primeiro, podemos notar que V cos(f) ¢ a componente de ¥ normal ao
elemento de area da superficie de controle. Logo, podemos escrever

( Bp d”//> + BpV cos(0) dAsaqa — BpV cos(0) dAentrada  (4.13)
ve sc sc

Termos de Fluxo = prn dAsada - ﬁPVn dAentrada = Bdmsada - ﬁdmentradaa
SC SC SC SC
(4.14)
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em que V, = (‘7 -n) e dm = pV,dA representando o fluxo de massa através da superficie. De
forma compacta, o teorema de Reynolds fica:

d d
n Bsis = -
dt ( ) dt

O termo da derivada temporal para um volume de controle fixo, no qual, os elementos de
volume d? nao variam no tempo toma a forma

S( [ soar)= [ (Gm)ar. (1.16)

levando ao teorema de Reynolds, escrito na forma compacta como:

( ﬁpd7/>+ Bp(V - i) dA. (4.15)
vc SsC

d 0 -
B = | 5B d & [ 5p(V i) da (4.17)

4.2.2 Teorema de Transporte de Reynolds para um Volume de Con-
trole em Movimento com Velocidade Constante

No caso onde o volume de controle se move com velocidade constante V,, a velocidade
relativa do fluido para um observador no volume de controle seréa:
sendo V' a velocidade do fluxo em relacao ao mesmo referencial no qual o movimento V; do
volume de controle é observado. Note que a equagao 4.18 representa uma subtragao vetorial.
Os termos de fluxo serao proporcionais a V,., mas a integral de volume ficara inalterada, pois o
volume de controle move-se com uma forma fixa, sem deformagao. O teorema de Reynolds fica
portanto como na equacao a seguir.

d d

@wsm):%( Vcﬁpd”f/)+ [ oV aa (4.19)

4.2.3 Teorema de Transporte de Reynolds para um Volume de Con-
trole de Forma Constante mas Velocidade Variavel

—

No caso onde o volume de controle possui velocidade Vi(t), sem se deformar, os elementos de
volume nao se alteram com o tempo, mas a velocidade relativa V, = V (r, t) — V,(¢) na fronteira
torna-se uma funcao complicada, dificultando o célculo das integrais de fluxo. A forma do
teorema de Reynolds nao se altera com respeito a equacao 4.19.

4.2.4 Teorema de Transporte de Reynolds para Movimentos e Defor-
magoes Arbitrarias

Para um volume de controle que tanto se move quanto se deforma arbitrariamente (figura
4.3), o fluxo de volume através da superficie de controle é ainda proporcional ao componente
normal da velocidade relativa, (‘Z -n). Por sua vez, a superficie de controle se deforma, sendo
sua velocidade V, = V,(r,t), de modo que a velocidade relativa, V, = V(r,t) — Vi(r,t), pode
ser uma funcao complicada, apesar da integral de fluxo ter a mesma forma que na equacao
4.19. Entretanto, a integral de volume na mesma equacao deve agora considerar a distor¢ao
dos elementos de volume com o tempo. Logo, a derivada temporal deve ser aplicada apos a
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integragao. Assim, o teorema de transporte para um volume de controle deforméavel assume a
forma:

d d A
Z(Bys)=—( | Bpdv )+ [ Bp(V.-n)da. (4.20)
dt at\ Jvc sc
Sistema no
VC no tempo ¢ + dt tempo ¢ + dt
!
Sistema e

VC no tempo ¢

dV =V, *n)dAdr

d¥, =V, sn) dA dr

Figura 4.3: Efeitos da velocidade relativa entre um sistema e um volume de controle quando
ambos se movem e se deformam. As fronteiras do sistema movem-se a velocidade V', e a
superficie de controle move-se & velocidade V.

O volume de controle movel e deformével, equacao 4.20, deve considerar que a derivada temporal
da primeira integral a direita deve ser efetuada do lado de fora e que a segunda integral envolve
a velocidade relativa V,. entre o fluxo e a superficie de controle.

4.2.5 Aproximacao unidimensional para termos de fluxo

Em certas situagoes, o fluxo que atravessa as fronteiras da superficie de controle apenas em
certas regioes simplificadas, que sao aproximadamente unidimensionais, isto é, as propriedades
do fluxo sao aproximadamente uniformes ao longo destas regides de entrada ou de saida. Logo,
os dois termos de integral de fluxo requeridos na equacao 4.20 se reduzem a uma simples soma
de termos com sinal positivo (saida) e termos com sinal negativo (entrada), dados por produtos
das propriedades do fluxo nestas regioes.

Para um volume de controle onde tais regioes representam entradas e saidas unidimensionais,
como na figura 4.4, o teorema de Reynolds assume a forma:

d d
E(Bsis) = E(/VC 5dm) + Zﬁm|sada_ Z Bm|ent7’adaa (421)

sada entrada

em que m; = p; A;V;.
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Secdo 2:
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Figura 4.4: Volume de controle com entradas e saidas unidimensionais simplificadas.

Entao, ainda com base na figura 4.4, com p=p; = .... = ps e A= A} = .... = Aj, expressamos
0 teorema como:

d d

45, = a( /| ﬁdm) oAV ot B (pAV )y B (0AV )o— Br(pAV)1 — Ba(pAV )y, (4.22)

4.3 Equacao do Momento Linear

A segunda lei de Newton ou equacao do momento linear relaciona a forca liquida sobre um
sistema & taxa de variacao do momento do sistema, medido em um referencial inercial.

= du
F=— 4.23
pILE (129
De forma a escrevermos a equacao de momento em termos do volume de controle fazemos
B = mi e § = d(mu)/dm = 4. Agora aplicamos o teorema de Reynolds sobre o volume de
controle, de forma que:

S F= ([ ot )+ Y iiaias ~ Y s (1.21)

Fazendo d?" — 0, reduzimos a integral sobre o volume de controle a forma,

0 0

—(ipd?) ~ —(iip))dxidxadxs. 4.25

C(iipdV) ~ - (iip)) ey (4:25)
Os fluxos de momento linear ocorrem nas seis faces, trés entradas e trés saidas, considerando

uma particula de fluido de forma ctibica. Uma tabela de fluxos de momento linear é apresentada

a seguir para cada uma das faces.
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Face | Fluxo de momento linear na entrada | Fluxo de momento linear na saida
1 puitidrodrs [pur @ + %(pulﬁ)dxl]d:cgdxg
T pustidrdrs [pustl + a%l(puﬂ)dxg]dxldxg
T3 pustidrdrs [pusti + a%l(pu;:ﬂ)dxg]dxldxg

Tabela 4.1: Tabela de fluxos de momento linear.

Levando estes termos e a condig¢ao 4.25 na equagao 4.24 obtemos como resultado,

_ a . 0 0 0 .
Z F = dxdxodas [a(pu) + 8—%(pu1u) s —(pugtl) + a—xg(pu;;u)] (4.26)
Resolvendo os termos entre colchetes,
0 0 0 . 0 "
875( pii) + a—(pulu) + a—@(puw) - a—xg(pu;;u) = (4.27)
8p ou ou  _0(puy) ou  _0(puz) ou  _0(pus)
= (4.2
Yo TPt (pulaxl T on ) T\ T o ) T\ T o (4.28)

(4.29)

- Tu +u +u
ot 85,171 @xg 8373 P ! 2 3

_[0p | 9(pur) | 9(puz) | O(pus) ou ou ou ou
u|i * i ot ox X ox T (99(:1

O primeiro termo a direita entre colchetes em 4.29 é a equagao da continuidade (a qual se anula
identicamente), enquanto que o segundo é a aceleragao.

3 0 0 o
1 2 3

N 8u+u o o ot o o (4.30)
Ploc ™ “oe, " or, T “on
R Du
Z F = dxidxodxs p Dr (4.31)

A Equacao 4.31, é a forma diferencial da equacao de momento para uma particula de fluido.
A determinacao da forga, lado direito da equagao 4.31, consistira de duas contribui¢oes; uma
associada as forcas de corpo (F’b)) e outra as forcas de superficie (F’S))

As forcas de corpo agem igualmente em cada elemento da particula de fluido. Esta forca
é representada por um vetor forca por unidade de volume atuando no centro da particula de
fluido. Podemos citar como forgas de corpo a forga de gradiente de pressao Vp e a forca da
gravidade pg.

As forgas de superficie decorrem das tensoes sobre a superficie da particula de fluido (figura
4.5). Essas tensoes sao a soma da pressao hidrostatica e das tensoes viscosas (0;;) que surgem
do movimento com gradientes de velocidade. Assim, a expressao da forga liquida por unidade
de volume sobre a particula de fluido pode ser escrita como:

F=pF,+F, (4.32)

As forgas de superficie, F decorrem das tensoes sobre as faces da superficie de controle da
particula (figura 4.5). Essas tensoes sdo a soma da pressao hidrostéatica mais as tensoes viscosas
0i; que surgem do movimento com gradientes de velocidade:
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Y + Ozi11 Ozozq Oz3y
Oij = Ozi20 Y + Ozoxo Ox3xo . (433)
Ogia3 Oxoxs —Pp + Ox3zs

Nao sao essas tensoes, mas seus gradientes, ou diferengas, que causam uma forca liquida sobre
a superficie da particula infinitesimal. Isso pode ser visto na figura 4.5, que mostra apenas as
tensoes na direcao x.

Grezn ] (00xz0'0x:) d2: b dxs

/
i

T Ay e
- —

X2

ﬂ};|_};_'ﬂ.‘{1dx3 il [ — [ E—— ¥ +HE"§};_}::-’&L] d.H|I'1’J._‘.{;d_‘I{3

f

dx;

———————————————— =y
Doz g ds
—— — —i d_'I-L3 [}

-
e
// dx,
X5

T T (0T 0] d o

Figura 4.5: Particula de fluido infinitesimal que apresenta as tensoes viscosas ao longo da
direcao x.

A forga (04,4, dxodrs) para a esquerda sobre a face esquerda esta equilibrada pela forca
O 0,dTxodxs para a direita sobre a face direita, deixando apenas a forca liquida para a direita
(00 4,2, /0x1)dz1dxedrs sobre a face direita. A mesma coisa acontece nas demais faces, de modo
que a forga de superficie liquida na direcao x; é

0 0 0
dle,sup = [8—m<011m1) + 8_1‘2<0-12m1) + a—x3<0'm3m1):| dxldl'le’g. (434)

A forca é proporcional ao volume do elemento. Note que os termos de tensao sao obtidos a
partir da primeira linha da matriz 4.33. Adicionando a tensao decorrente da pressao as tensoes
viscosas, podemos reescrever a equagao 4.34 como:

B i E o 4,
4 axl + 8371 (Ux1xl> + ax2 (szxl) + 8;[‘3 (0'1.3331) ( 35)

Para as demais direcoes,

del,su,,_{ ap 0 0 5 1

szz,sup . 8]9 a 0 6
v { By | Dy i) F g (Oma) +

(om)} : (4.36)

dFy, sup _{ o 0 ) )

I 7 7 . 4.
s = | = 2 ) (i) ()| (4.37)
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A equacao para o vetor forca liquida de superficie é:

dF dF
(W)W =~VPT (W)su; (4.38)

onde a forca de tensoes viscosas é composta de nove termos.

daF _¢ i(g )+i(g )+i(a )
AV )y N0z VT Oy T Qg
0 0 0
o —— —_ —_ 4.39
+ €2 ((91'1 (021962) + ax2 (022962) + ax?) (023962)) ( )

[ 0 0 0
+e3 (6_171(02?1%3) + 6_172(02&%3) + 6_1,3(0-933%))

Como cada termo entre parénteses representa o divergente de um vetor componente de tensao
agindo sobre as faces ao longo de x1, x5 e x3 respectivamente, a equacao 4.39 pode ser expressa
na forma divergente como:

dF >
il =V -0y, (4.40)
<dv sup

onde o;; é o tensor de tensoes viscosas agindo sobre a particula. A forca de superficie ¢, entao,
a soma do gradiente de pressao e o divergente do tensor de tensoes viscosas. Entao, a equagao
diferencial bésica do momento linear para uma particula de fluido tem a forma:

Du
~ "Dt
A equacao 4.41 é a forma compacta da equacao de momento linear, sendo que sua complexidade
é quase imperceptivel. Ela é uma equagao vetorial, em que cada uma das equagoes componentes
contém nove termos. As equagoes componentes ilustram as dificuldades matematicas inerentes
a equacgao do momento linear:

pg — Vp+V -0y (4.41)

_@4_&( )+i( )+i( )— %4_ au1_|_ 8u1+ aul
pgml 8[)31 8%1 O-Ilml 8%2 Umml 8x3 0-1'3m1 =P 8t b 8951 2 8x2 s 81'3
dp 0 0 0 [ Ouy Ous Ous Ous
PYzy — G + a—xl(%m) + a_xg<0’”m) + a—x?’(%m) = P(E + Uy 1 + u26x2 + ugaxs)
op 0 0 0 [ Ous Ous Ous Ous
PYzy — O1s + 8_331(%”3) + a_xz(o-x2$3) + (‘9_3;3(%39”3) = P( ot + Uiy ) + u26a:2 + U3ax3>

4.4 Equacao da Energia

Aplicamos o teorema de transporte de Reynolds & primeira lei da termodinamica?, onde a
variavel B torna-se a energia F, e a energia por unidade de massa é § = dE/dm = e.

E=Q-W (4.42)
dE  dQ dW
_ e ar 44
dt — dt  dt (4.43)

2(Q positivo significa calor adicionado ao sistema, e W positivo significa trabalho realizado pelo sistema.
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dEdQ dW 9 |
P at(/vcepdV) —|—/Scep(u n)dA (4.44)

A energia por unidade de massa do sistema é dada por varios fatores.

€ = €interna + Ecintica + Epotencial + Coutras (445)

A energia interna 4 é a energia armazenada em um sistema por atividade molecular e forcas de
ligacdo moleculares. A energia potencial é igual ao trabalho necessario para mover o sistema
de massa m da origem até uma posicao 7 = €121 + €379 + €373 contra o campo gravitacional
G. Seu valor é —mg - 7, ou —g - 7 por unidade de massa. A energia cinética ¢ igual ao trabalho
necessério para variar a velocidade da massa de zero até a velocidade |i]. Seu valor 1/2m]|u]?,
ou 1/2i|? por unidade de massa. Entdo, por convengao, a energia total armazenada e por
unidade de massa é a soma desses trés termos:

1
e=1+ §|ﬁ|2—(§- 7) (4.46)

Usando por conveniéncia o “ponto em cima” para denotar derivadas temporais, dividiremos o
termo de trabalho em duas partes:

W =W, + W, (4.47)

O trabalho das forcas gravitacionais jé foi incluido na forma de energia potencial na equacao
4.46. A taxa de trabalho Wp realizada pelas forcas de pressao ocorrem apenas na superficie;
todos os trabalhos das porcoes internas de material no volume de controle realizam-se por forgas
iguais e opostas e se cancelam.

O trabalho da pressao ¢é igual ao produto da forca de pressao sobre um elemento de superficie
dA, pelo componente normal da velocidade entrando no volume de controle.

W,= [ dW,= [ —p(—i n)dA (4.48)
sc sc
O trabalho das tensoes viscosas ocorre na superficie de controle, com os termos de trabalho
interno se cancelando, sendo o produto de cada tensao viscosa (uma normal e duas tangenciais)
pelo respectivo componente de velocidade.

W, = —/ (o -i)dA (4.49)
sc

o é o vetor de tensoes agindo sobre o elemento de superficie dA. Esse termo pode desaparecer

ou ser desprezivel, de acordo com o tipo particular de superficie naquela parte do volume de

controle:

e Superficie solida. Para todas as partes da superficie de controle que sao paredes solidas
de confinamento, # = 0, devido & condi¢ao de nao deslizamento; logo, W, = 0;

e Entradas ou saidas. Em uma entrada ou saida, o fluxo é aproximadamente normal ao
elemento dA; logo, o Ginico termo viscoso vem das tensoes normais, o,,u,dA. Uma vez
que as tensoes viscosas normais sao extremamente pequenas na grande maioria dos casos,
exceto em casos raros, tais como no interior de uma onda de choque, é costume desprezar
o trabalho viscoso nas entradas e saidas do volume de controle.

e Superficie de corrente. Se a superficie de controle corresponde a uma linha de corrente,
o termo de trabalho viscoso deve ser avaliado e retido, caso as tensoes viscosas forem
significativas ao longo dessa linha.
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Como resultado,

W= p(vj-ﬁ)dA—/ (o -@)dA (4.50)
SC SC

O termo de calor pode ser escrito considerando-se dois mecanismos: o primeiro é a absor¢ao
ou transferéncia de calor por fontes ou sumidouros ao longo do volume da particula de fluido.

- RdV 4.51
o /V o (4.51)

O segundo mecanismo se deve a conducao de calor.

G = /S (R -njaa (4.52)

Na equagao 4.52, K= k,V'T, sendo ky, o coeficiente de condugao de calor. Dessa forma,

Q= /dQ = /VCdev— /SC(I?-ﬁ)dA. (4.53)

Por fim, a equacao da energia na forma integral pode ser escrita como:

Q—W:Q(/ epdv)+/ ep(a’-ﬁ)dA:—/ p(ﬁ-ﬁ)dAJr/ (0 -)dA
ot \ Jve sc sc sc

/ deV—/ (K -7)dA.

vC SC

Agrupando os dois termos adjacentes a igualdade em 4.49,

(4.54)

Considerando que e = @ + 3|a]>*—(g - 7),
i Lo o N TP T NP
(a+ <|@’—(g-7)pdV ) + | (a+ <|@]>—(5-7) + S)pl(ii - 2)dA
e ? sc 2 P (4.56)

9
ot
:/ p(ﬁ-ﬁ)dA—/ (o—-ﬁ)dAJr/ deV—/ (K - 7)dA.
SC SC vc SC

A entalpia, definida como h =4+ (p/p), pode ser substituida no segundo termo do lado
esquerdo da igualdade na equacao 4.56 para chegarmos a uma expressao geral para a equacao
da energia na forma:

0 A U N
a(/‘/c(“+§|u| _(Q'W)Pdv) +/sc(h+§|u| —(g-7))p(id - n)dA

:/ p(ﬁ-ﬁ)dA—/ (a-ﬁ)dAJr/ deV—/ (R - 7)dA.
SC SC vC SC

Se o volume de controle tem uma série de entradas e saidas unidimensionais, como na figura
4.4, a integral de superficie em 4.52 se reduz a um somatoério de fluxos de saida subtraidos de
fluxos de entrada:

(4.57)
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ST TP Lo SR U .
[ G Sl ot 2)aA = S+ 51—t
SC
X (4.58)
- E :(h’ + §|ﬁ’2_(§ F))entradamentrada

Para transformarmos do enfoque de volume de controle para sistema infinitesimal, aplicamos
o teorema da divergéncia aos termos contendo integrais de superficie na equacao 4.57, de forma
que:

Q—W:g(/ epdv)+/ v-<e+2)pﬁdvz— V- (o-@)dV
o\ Jyve ve P ve

(4.59)
/ pRAV — V.- KdV.
ve ve
No limite onde dV — 0, a forma diferencial da equacao da energia é:
) »\ _ B .
Q—W:&(ep)—f—v- e+; pi=—-V-(oc-4)+pR—-V- K. (4.60)

4.5 Equacao de Bernoulli

E uma equacao relacionada & conservacao da energia para fluxo estavel. A mesma apresenta
uma relacao entre pressao, velocidade e elevagao para um fluido sem atrito, conhecida como
a equacao de Bernoulli. A equacao de Bernoulli é muito famosa e bastante usada, mas é
necessario estar atento as suas restricoes — todos os fluidos sao viscosos e, portanto, todos os
fluxos apresentam algum efeito de atrito. Para usarmos corretamente a equagao de Bernoulli,
devemos restringi-la a regides de fluxo aproximadamente sem atrito.

Considere a figura 4.6, na qual um volume de controle formado por um tubo de corrente
elementar, fixo, de area variavel A(s) e comprimento ds, em que s é uma coordenada natural na
diregao das linhas de corrente. As propriedades (7, u, p) podem variar com s e com o tempo, mas
sao consideradas uniformes sobre a se¢ao transversal A. A orientacao u do tubo de corrente
¢ arbitraria, com uma variagao de elevagao drz = ds sen(f). Os efeitos de viscosidade sao
desprezados — uma hipotese altamente restritiva. Observe que, no limite quando a area tende
a zero, o tubo de corrente é equivalente a uma linha de corrente do fluxo. A equacao de
Bernoulli é valida para ambos e usualmente é enunciada como valida “ao longo de uma linha de
corrente” em um fluxo inviscido (sem viscosidade). A conserva¢ao da massa para esse volume
de controle elementar, conduz a:

d p
n dVv .saia_'enraazoz_dv d., 4.61
dt(/vcp >+md Mentrod ort” Tam (4.61)
em que m = pAV e dV =~ Ads. A conservagao da massa toma a forma
. dp
dm = d(pAV) = —aAds (4.62)

A quantidade de momento linear na direcao das linhas de corrente é:

0 : . 0 :
Z dFs = En ( /VC updV) + Z(mu)saida - Z(mu)entmda ~ aAds + d(rhu), (4.63)
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pd o

5 adw =n g dr

Figura 4.6: Volume de controle formado por um tubo de corrente elementar, fixo, de area
variavel A(s) e comprimento ds, em que s é uma coordenada natural na dire¢ao das linhas de
corrente.

em que us = u, pois s estd na direcao da propria linha de corrente. Se desprezarmos os efeitos
de viscosidade nas paredes, as forgas se devem a pressao e a gravidade. A forca de gravidade na
direcao da linha de corrente é igual ao correspondente componente do peso do fluido no interior
do volume de controle:

dF gravidade = —dP sen(0) = —yAds sen(0) = —yAdzs (4.64)

A forca de pressao ¢ visualizada, na figura 4.7, subtraindo antes um valor uniforme p de
todas as superficies. A forga de pressao ao longo da lateral inclinada do tubo de corrente tem
um componente na dire¢ao das linhas de corrente, que age nao sobre A, mas sobre o anel
externo correspondente a variacao de area dA. A forga de pressao resultante é, portanto,

Figura 4.7: Forga liquida de pressao apos subtragao uniforme de p.

1
dFs presso = EdpdA —dp(A+ dA) =~ —Adp (4.65)

Substituindo esses dois termos de forga na relagao de momento linear:
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Z Fy = —vAdzxs — Adp = (%(puA)) ds + d(rmu) = (Zt (uA)ds + a—(,oA)ds + rhdu + udm

ot
(4.66)
O primeiro e o ultimo termos da direita se cancelam, em virtude da relacao da continuidade.
Dividindo o que resta por pA e rearranjando, obtém-se a relacao final desejada:

d
—gdxsy — ?p = %d + udu (4.67)
Ju d
5 —ds + ?p + udu + gdxz =0 (4.68)

Essa é a equacao de Bernoulli para fluxo sem efeitos de viscosidade, instavel, ao longo de
uma linha de corrente. Ela estd na forma diferencial e pode ser integrada entre dois pontos 1
e 2 quaisquer sobre a linha de corrente:

—d + 1 —u?) + g(232 — 231) = 0 (4.69)
[ s [ 5

Para calcularmos as duas integrais restantes, devemos estimar o efeito da dependéncia com
o tempo Ju/0t e a variagdo da densidade com a pressao. Por ora, consideramos apenas o caso
de um fluxo estavel em regime uniforme du/dt = 0 e incompressivel (densidade constante),
para o qual a equagao 4.69 torna-se

— 1
(p2 ; p1) X §(u§ —u?) + g(x32 — 231) = 0, (4.70)
ou
p2 1, Y Z N
— 4+ —uy + gr32 = — 4+ —uy + gxsl. (4.71)
p 2 p 2

A relagao anterior é a equacao de Bernoulli para um fluxo incompressivel, sem viscosidade, em
regime uniforme ao longo de uma linha de corrente.

4.6 Equacao da Vorticidade

Para estabelecer uma equacao para a vorticidade, partimos da expressao da aceleragao de
uma particula de fluido.

Du  du
u - V)u 4.72
=S (@ V)i (472)
o segundo termo a direita na equacgao pode ser reescrito a partir da seguinte identidade vetorial:
. 4 @l Lo
ux (Vxiu)=V o)~ (u- V)i, (4.73)
(-V)u=V - ) (@ x W) (4.74)

Da equagao de Euler,

- -2 1
ou + V(%> — (U x W) = —;Vp+ Pg (4.75)
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Aplicando o rotacional a ambos os lados da equacao anterior,

a’U-_J' — =\

T V x (U x w) =0, (4.77)
ow S | o -
E+(u-V)w—(w-V)u+(V-u)w—(V-w}u:O (4.78)

Para fluxos incompressiveis V - @ = 0 e, adicionalmente, V - @ = 0 com @ = V x @. Assim,

ow

ot
Essa ¢ a equagao geral da vorticidade. Ela relaciona a mudanca da vorticidade de uma particula
de fluido aos gradientes do vetor @ na direcao de .

(@ V)E = (@ V)i (4.79)

4.7 Propriedades da Equacao da Vorticidade

i. Se @ = 0 em qualquer ponto, entdo w permanece constante. Assim um fluxo que inicia
rotacional se mantém irrotacional;

ii. Em um fluxo planar bidimensional, @ = (u;(x1, z2), uz(x1, 22),0),0 vetor vorticidade tem
apenas um componente,

. 8U2 8u1 “
= -~ 5 39 4
w (3%1 a@)e s (4.80)
de forma que
(@ V)i = - (w1, 22) = 0 (4.81)
- dxg 1,+42) — Y. .
Com isso, a equacao da vorticidade se reduz a
Dw 0w
- _ - V)i = 0. 4.82
D1 8t+(u V)w =0 (4.82)

O resultado anterior mostra que a vorticidade de uma particula de fluido permanece constante.
Adicionalmente, se o fluxo for uniforme, 9w/0t = 0, a vorticidade permanece constante ao
longo de uma linha de corrente.
iii. Alongamento de voértice

"O alongamento de um vortice leva ao crescimento de sua vorticidade".
Considere, por exemplo, um fluxo estavel e incompressivel em um cone convergente, funcao da
distancia radial em coordenadas polares. A velocidade radial é:

uG‘) = Up€p + Up€y (4.83)

A componente u, representa a velocidade radial de entrada, enquanto que u, é a velocidade
de giro. Desde que V X (u,.(r)é,) = 0, apenas o movimento de giro contribui para o vetor
vorticidade,

w(r) =V x i =V x (ug(r')és) = w,é, + wyéy. (4.84)
Da equacao de conservacao de massa para um fluxo de entrada incompressivel e simétrico
obtemos,
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Figura 4.8: Cone convergente.

. 1d, , —k
onde k > 0 e uma constante. Visto que o fluxo é estavel, 0w/dt = 0, a equagao para a evolucao
da componente da velocidade, w,, se torna:

Dw, dw, du, d Wy Wy
Dt r dr wr dr - drln Uy 0= Uy “ (4.86)
Assim,
ak
w, = QUu, = —2 (4.87)

a qual demonstra que a vorticidade w, cresce com o crescimento de wu,; o vortice inicial é
alongado pelo fluxo de entrada.

4.8 Teorema de Circulacao de Kelvin

Relembrando, a circulagao é uma grandeza definida como

I = ]fﬁ dl. (4.88)

O teorema de circulagao de Kelvin implica que a circulagao em torno de uma curva material
fechada permanece constante. Isso para um fluxo inviscido, com densidade uniforme e sujeito
a forcas conservativas. Entao,

a_d i-dl =0, (4.89)
dt — dt Jou

desde que C(t) seja um caminho fechado e formado por particulas de fluido.

Prova: Seja C(t) uma curva material, formada de particulas de fluxo, de representacao
paramétrica x(s,t) com s € [0,1]. Usando esta representagdo paramétrica, a taxa de variacao
da circulagao em torno de C(t) pode ser escrita como:

ar d [*

. 0
E - % 0 U(X(Svt)7t) ’ %X(S,t)dS -

/01 % [E(X(S,t),t) . %X(S,t) o
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[ S0 ot a2 X

d, auax ou _ (dx . ou
0%y B @’
0sot  Os

L od) ox . oa\,
[A{[Grow)a 5] e o=
Z au ox . Ou
/0 {[ at}@*“'%}ds

Usando a expressao de Euler,

encontramos

Considerando que,

P ox o0 ( p . ox_9( p. .
v( p 9 X) 38_8x( p Y X) s as\ p 4Y)

chegamos a:
dr 1o P o (|ul?
a‘/o [%(‘;*”)*%(7)}“’

dr ! p |
— = dl — = 7. Lt =0
i [ (- Eraa )] o

demonstrando que o fluxo de vorticidade através da superficie que abrange a curva material é
constante.

4.9 Lista de Problemas

1. Escreva a equacao diferencial de momento linear para um fluxo compressivel na forma
compacta usando notacao vetorial.

2. Suponha um fluxo estavel com densidade constante. Integre a equagao de Euler ao longo de
uma linha de corrente no plano do fluxo.

3. O foguete abaixo com massa inicial de 150kg queima combustivel em uma taxa de 10kg/s
com velocidade constante de exaustao de 700m/s. Qual é a aceleragao inicial do foguete e sua
velocidade apos 1 s. Desconsidere a forga de resisténcia do ar sobre o foguete.
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vV H{t)

4. O fluido em contato direto com uma fronteira sélida estacionéaria tem velocidade zero; nao
hé deslizamento na fronteira. Por isso o fluxo sobre uma placa plana adere a superficie da placa
e forma uma camada limite, conforme ilustrado abaixo. O fluxo & frente da placa a placa é
uniforme com velocidade V = U i; U = 30m /s. A distribuic¢do de velocidade dentro da camada
limite (< x5 < 0 ao longo de cd é aproximado como u/U = 2(x3/d) — (7/)2. A espessura da
camada-limite na posi¢gao d é 6 = 5mm. O fluido é ar com massa especifica p = 1,24kg/m3.
Supondo que a largura da placa perpendicular ao papel seja w = 0, 6m, calcule a vazao massica
através da superficie be do volume de controle abed.

U cv L U cv U )
T il s = AW = TR AL e
X _,_: I - Edge of 7 — —_‘______..---'1"‘“" f
—_— = — boundary —] - —/ §=5mm
—_— ,*' |ayer —_—] e s [ J.
- R o T
a d i d

5. Um tanque com volume de 0.05m> contém ar a 800kPa (absoluta) e 15°C. Em ¢t = 0s, o
ar comeca a escapar do tanque através de uma valvula com area de fluxo de 65mm?2. O ar que
passa pela valvula tem uma velocidade de 300m/s e uma densidade de 6kg/m?. Determine a
taxa instantanea de variacao da densidade no tanque em ¢ = Os.

X

©

6. Um fluido com densidade de 1.041g/cm? em um fluxo estével flui através da caixa retangular
uniforme na figura a seguir. Sendo A; = 0.5m?, Ay = 0.1m? e A3 = 0.6m?, u; = 10im/s, e
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Uy = 20§'m/ s, determine ug. Calcule a taxa liquida de fluxo de momento através a superficie
de controle.

7. Considere um fluxo estavel, laminar, totalmente desenvolvido, incompressivel entre duas
placas infinitas, como mostrado abaixo. O fluxo é devido ao movimento da placa esquerda,
bem como a uma o gradiente de pressao aplicado na direcao x,. Dadas as condigoes de que
 # U(z), ug = 0 e a gravidade aponta no dire¢do de x5 negativo, prove que u; = 0 e que o
gradiente de pressao na direcao y deve ser constante.

Voo A

Ko

Xy

8. Ache a forga necesséria para manter em repouso na saida de um tubo de dgua. O fluxo
volumétrico (Q) é 1.5m3 /s, e a pressao na entrada (Didmetro=0.25m) é 3.5 MPa.

M

0.25m 0.2m

W

9. Um tanque de teste de laboratério contém dgua do mar de salinidade S e densidade p. A
agua entra no tanque nas condigdes (S, p1, A1, V1) e presume-se que se mistura imediatamente
no tanque. A agua deixa o tanque por uma saida A, com velocidade V5. Se o sal for uma
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propriedade “que se conserva” (ndo pode ser criado nem destruida), use o teorema do transporte
de Reynolds para encontrar uma expressao para a taxa de variacao da massa de sal My, dentro
do tanque.

10. O campo de velocidade a seguir,

10(171
U = ————
2?2 + 23

10%2
Uy = ————
23 + a3

representam um possivel fluxo incompressivel? Se sim, encontre o gradiente de pressao Vp
assumindo um fluxo sem viscosidade e com forgas de corpo despreziveis.
11. O campo de velocidade a seguir,

wy = 10 (1 _ i2> cos(6)

”
1
up = —10 (1 + E) sen(0)

representam um possivel fluxo incompressivel? Se sim, encontre o gradiente de pressao Vp
assumindo um fluxo sem viscosidade e com forgas de corpo despreziveis.
12. O campo de velocidade a seguir,

"y — 10(1 - ﬁ) cos(0)

3
1
upg = —10 (1 + r_3) sen(0)

U¢:0

representam um possivel fluxo incompressivel? Se sim, encontre o gradiente de pressao Vp
assumindo um fluxo sem viscosidade e com forgas de corpo despreziveis.

13. Derive uma expressao para variacao vertical de pressao na atmosfera como fungao da
temperatura partindo da equacao de momento para um fluido estético considerando a lei do
géas ideal. Assuma que T = Ty — yx3, onde v é a temperatura de lapso. Faca um grafico da
pressao versus temperatura.

¥ (°K/km) z range (km)
6.5 0-12
] 12-22
=1 22-32

14. Um campo de velocidade ¢ dado por @ = 30(zy — 2423) ft/s, us = 0 e uz = 0. Apresente as
componestes da tensao em xy = 0.1in usando = 1 x 107°lb s/ ft*> e p = 30psi. Ache a razao
entre Ty .z, /Orya; -

15. O campo de velocidades proximo a superficie é aproximado por u; = 10(2z5/d —z3/6%),onde
0= C’a:i‘/B. Se § = 8m em 7 = 1000m, ache uy(z1,x2) assumindo que 3 = 0 e us(x1,0) = 0.
Adicionalmente, calcule as componentes da tensao em (1000,0) usando p =2 x 107°N - s/m?2
e p = 100k Pa. Assuma o fluxo como incompressivel.

16. Um vento com velocidade de 40m/s sopra paralelo ao telhado de uma casa. A éarea do
telhado ¢ de 250m?2. Supondo que a pressao dentro da casa seja a pressao atmosférica, calcule
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a forca exercida pelo vento no telhado e a dire¢ao da forca.(ps = 1.2kg/m3) 17. A agua flui
a uma taxa de 2m/s através de um tubo com didmetro de 1m. Se a pressao neste ponto for
80k Pa, qual sera a pressao da agua depois que o tubo se estreitar até atingir um diametro de
0.5m? pp,o = 1.0kg/l. Calcule a circulagao por unidade de area em torno de um caminho
fechado sem incluir o centro, nos dois tipos de vortices: (i) us = Cr (ii) u; = C/r, onde us é a
velocidade tangencial a uma distancia r e C' = a constante.



Capitulo 5

Equacao de Navier-Stokes

5.1 Tensor de Tensao

As forgas basicas fundamentais envolvidas no movimento de fluidos na sao a forca de gra-
diente de pressao, a forca da gravidade e a forga de tensoes viscosas. A partir de agora iremos
discutir em mais detalhes cada uma delas.

5.1.1 Forga de Gradiente de Pressao (forca de corpo)

Partindo das equacoes 1.18, para a variacao de pressao em um ponto de um fluido a menos
da gravidade, podemos escrever

~(50) = (50) = (52) = pag + pay + pa.. (5.1)

O termo da esquerda na equacao anterior é o gradiente de pressao, enquanto que o termo da
direita pode ser escrito em termos da segunda Lei de Newton, de forma que obtemos a seguinte
expressao para a forca de gradiente de pressao.

1

; — (5.2)

E importante notar que a forca é proporcional ao gradiente de pressdo e néo a pressiao em si.
Passando a densidade para o numerador a direita da igualdade na equacgao 5.2, obtemos a forga
de gradiente de pressao por unidade de volume.

F F F

5.1.2 Forga da Gravidade (forga de corpo)

Esta implicito na lei da gravitacao universal de Newton que massas tendem a se atrair
por meio de uma forca que é proporcional ao produto destas e inversamente proporcional ao
quadrado da distancia entre elas. Se considerarmos que a massa da Terra é M, e a massa de uma
parcela da atmosfera é m, a for¢a gravitacional por unidade de massa, o campo gravitacional,
sera dado por:

By 7o —GM (f) (5.4)
m

72 r

91
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Em meteorologia dindmica é comum usar a altitude com respeito a superficie do mar como
coordenada vertical. Se considerarmos que o raio médio da Terra é a, e a distancia acima do
nivel do mar 3, podemos escrever r na anterior como (a + x3), de forma que:

T~ ) " e nT ) " rre () " wmEG) 69

Definindo

—GM(f

a? 'r

) (5.6)

go € a gravidade média ao nivel do mar. Entao, a aceleracao da gravidade em um ponto z3 da
atmosfera é:

go =

g= % (5.7)

2
()

5.1.3 Forga de Viscosidade ou de Tensoes Viscosas (forca de superfi-
cie)

A forga liquida de tensao viscosa por unidade de massa ao longo de uma direcao particular
pode ser escrita na forma:

180'2']‘ . ,u@Quz

- ) 5.8
pdx;  p O0x (58)
Definimos o coeficiente de viscosidade cinética como:
1
v=". (5.9)
P

Para a condicao padrao da atmosfera, ao nivel do mar, v = 1.46 x 10™°m?2s~!

da forca de tensao viscosa sao escritas como:

, € as componentes

Puy  0Puy 0wy

ox?  Ox3  0x3 )
Puy  Puy  Puy
or?  Ox3  0x3
Pug  O%*us  O%us

x? * dx3 * axg)

F,, =v(

Fr = 1 ) (5.10)

F.,=v(

5.2 Referencial nao Inercial

Ao formular as leis da dindmica da atmosférica, é natural usar uma referéncia geocéntrica,
ou seja, um sistema de referéncia que se encontra em repouso em relacao aos eixos de rotagao
da Terra. A primeira Lei do Movimento de Newton afirma que uma massa em movimento
uniforme em relagao a um sistema de referéncia fixo no espaco permanecerda em movimento
uniforme na auséncia de quaisquer forcas. Tal movimento é referido como movimento inercial.
J4 a referéncia fixa é definida como um referencial inercial ou absoluto. E claro, no entanto, que
um objeto em repouso ou em movimento uniforme em relagao a superficie da Terra em rotacao
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nao estd em repouso ou em movimento uniforme em relagdo a um sistema de coordenadas
fixo no espago. Portanto, um movimento que parece ser um movimento inercial para um
observador em um referencial geocéntrico € um movimento realmente acelerado. Portanto,
um referencial geocéntrico é um sistema de referéncia nao-inercial. As leis do movimento de
Newton s6 podem ser aplicadas em tais circunstancias se a aceleragao do sistema de coordenadas
é levada em conta. A maneira mais satisfatoria de incluir os efeitos nao inerciais é a introdugao
de forcas "aparentes" na equacao da Segunda Lei de Newton. Estas forcas aparentes sao a
forca centrifuga e a forga de Coriolis. Além disso, devemos fazer uma corre¢ao no termo de
forca gravitacional. O problema esta ilustrado na figura a seguir.

Figura 5.1: Movimento que um observador no referencial inercial (fixo no centro da Terra)
detecta para uma massa unitaria que se desloca em relagao a superficie.

A velocidade de uma particula de fluido escrita com respeito ao referencial inercial (fixo no
centro da terra) seré:

Vo =V 4 0 + (@ x 7). (5.11)

onde V' ¢é velocidade linear da origem do sistema em rotagao (referencial na superficie da terra),
v, velocidade relativa aos eixos em rotacao e (W x ) velocidade devido a rotagao dos eixos. A
segunda Lei de Newton neste contexto é:

- dvy
F=m—. 5.12
Por sua vez, para o célculo da derivada de v; procedemos como a seguir:
vy dv do, d
Ly = (=) —_). . —(w x 7). . 5.13
( dt >1nercwl ( dt )mercml + ( dt )znercml + (dt (w X T))znercml ( )

O segundo termo do lado direito da equacao 5.16 fica:

dv., dv,
B T + 0 X 0. 14
( dt )mercml < dt )rotagéo v <5 )
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Reescrevendo,

vy dv dv, o d
E)inercial = (E)inercial + (E)em rotacao + (w X UT) + <_(w X f‘))inercial' (515)

( dt

Agora devemos resolver o tltimo termo a direita de 5.18.

d

(E( dr

dr
E )inercial

% ) em rotagao

B X)) ererag = W X T4 10 X ( = X 70 X ( +u x (@ x 7). (5.16)

Retornando a equacao de forca de Newton,

v} dv dv, IR L dF L
(E)mercz’al = (E)inercial + (E)em rotagao + (U} X UT) + (w X F) + (w X %) S + [w X ('LU X T)]
(5.17)
Entretanto,
d7 )
(_)em rotagao = Up, (518)
dt
levando a:
duy dv d,

( dt )ineTcial = (E)ineraial + (E)em rotagao + (U_j X U_;’) +w X 7+ (w X v_;") + W X (117 X F) (519)

Reduzindo os termos,

dv; av dv, .
= - 2T % 7) + (@ X F)+ @ x (@ x 7). (5.20)

(

dt )inercial = (%)inercial + (%)emrotao

Definindo neste ponto a aceleracao da massa unitaria com respeito ao sistema de referéncia em

rotacao como
dv,.

ar = (%)em rotagao (521)
e
= dV
B—(%y 5.22
( dt )mercml ( )
dU_}‘ = . - 5 - - - . R
(%)E,:R+ar—i—2(w><vr)+w><r+w><(wxr). (5.23)
Retornando a segunda lei de Newton,
F = mR +md, + 2m(d@ x ) + m(® x 7) + m(@ x (@ x 7). (5.24)

Esta seria a equagao de movimento que um observador no referencial inercial (fixo no centro da
Terra) acharia para determinar o movimento de um massa unitaria que se desloca em relagdo a
superficie. Por outro lado, um observador fixo na superficie da Terra (no sistema em rotagao)
acharia uma forga efetiva dada por:

Fefetiva = ma/_;"7 (525)
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com Ffering igual a:

B petiva = F — mB — m(d x 7) — m(@ x (@ x 7)) — 2m(@ x ) (5.26)

Na equacao anterior, o primeiro termo é a soma de todas as forcas que agem sobre a particula
no referencial inercial. O segundo e terceiro termos vem da aceleragao translacional e angular
do sistema de referéncia em rotagdo com respeito ao sistema fixo. O termo m(w x (W x 7)) é
a forga centrifuga e aponta para fora dos eixos em rotagdo. O termo 2m(w X v,) é a forca de
Coriolis e vem do movimento em um referencial nao inercial. Os termos nao inerciais entao dao
conta da forca centrifuga e de Coriolis. Fazendo F= mg, a forga efetiva em um referencial nao
inercial sera:

—
—

Fofetiva = m§ — mRy —m(w X 7) — m(@ x (@ x 7)) — 2m(@ x 07, (5.27)
considerando que
?f = X ]%, (5.28)
e
By =@ x (@ x R), (5.29)
a equacao 5.31 pode ser reescrita como:
Fofetiva = mg — m(@ X @ x (F+ R)) — 2m(& x ;) (5.30)

Na equacao anterior, o termo contendo w foi desprezado, visto que w é aproximadamente
constante. O primeiro e o segundo termos da equagao 5.34 é o que experimentamos como
gravidade efetiva na superficie da Terra.

=G — (@ x @ x (F+ R)) (5.31)

Para movimentos proximos da superficie da Terra, r < R, e a forga centrifuga domina. Para
situagoes muito distantes da superficie da Terra, devemos considerar a variagdo de g com a
altitude. Portanto, a equacao 5.34 pode ser reescrita como:

—

Fefetz'va - mg—l; - Qm(u_j X U_;’) (532)

Devido a forca centrifuga, a direcao de g; é ligeiramente diferente de g. A situagao é represen-
tada esquematicamente na figura a seguir.
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-wx [wx R)

E
—
=1

+

Figura 5.2: Influéncia da aceleragao centrifuga sobre gy

O vetor aceleragao angular, que representa a rotacao da Terra em torno do seu eixo, é
direcionado para o norte. Portanto no hemisfério norte existe uma componente deste vetor
direcionada para fora ao longo da vertical local, w. Se uma particula esta projetado ao longo
do plano horizontal com respeito ao sistema de coordenadas local na superficie da Terra com
velocidade v,., a for¢a de Coriolis terda uma componente de magnitude 2mw,v, direcionada a
direita do movimento da particula, resultando em uma deflexao a partir da direcao original
do movimento. Pelo fato de que a magnitude da componente horizontal da forca de Coriolis
depende de 0, esta apresentara uma dependéncia com a latitude sendo maxima no polo norte
e zero no equador. Na figura a seguir sao apresentadas demais casos associados aos desvios
causados pela forca de coriolis.

Deflexdo maxima no polo

Figura 5.3: Deflexao causada pela forca de Coriolis.
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5.3 O Termo de Tensao para Liquidos e Gases

No capitulo 1 definimos tensao como sendo proporcional a taxa de deformagao. A parame-
trizacao da tensao em uma dimensao apresentada no capitulo 1 pode ser estendida para trés
dimensoes. Neste caso, a definicao devera incluir todas as possiveis componentes da tensao.
As componentes da tensao serao proporcional as componentes do tensor gradiente de veloci-
dade. No capitulo 2, demonstramos que este tensor é responsavel pela deformagao e rotagao de
uma particula de fluido, sendo possivel separa-lo em uma parte simétrica e uma anti-simétrica.
Ainda com respeito a deformacao da particula de fluido, podemos classificar esta deformacao
em termos de duas componentes, deformagao volumétrica e distor¢ao.

A primeira componente, deformagao volumeétrica, ja foi abordado em se¢des anteriores (equa-
¢ao 4.12) e definida como:

1 DOV) _ 9y

§V. Dt Oz; (5:33)

Ou seja, a medida da deformacao volumétrica da particula de fluido é dada pela soma das
componentes da diagonal do tensor gradiente de velocidades.

A segunda componente é a distor¢ao que deforma o parcel mantendo seu volume constante.
Essa é sempre a componente cinematica mais importante, pois esta diretamente relacionada a
forca de deformagao sobre o parcel. Considere uma distor¢ao bi-dimensional de um parcel.

I+ Al
612 — ﬁ:(z
By Bx 4
b e ] AfBxg)y miuy /Xy B At
—
.ﬁ[ﬁ:zlz
A8,
Tf&[ﬁ:ﬁ]z- dhugfohy By At
A8, 4
pe— B, | ALy Ay 0y dg AL

Figura 5.4: Componentes da distor¢ao da particula de fluido.

A deformacgao dx; inclui os efeitos de alongamento produzidos por Ou;/dxy e Ouy/dxy. De
forma similar, a componente dxs se deve a Juy/0xs € Quy/Ox1. A deformagao resultante pode
ser relatada a mudanca do angulo entre 0x; e dxo, 0 qual é Af; + Aby, na figura 4.4.

%(51’1At
tan 0, = { 5 1, (5.34)
5$1 + a—ECSIjAt
tan 0, ~ 22 A (5.35)

8:171
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tan 01 ~ A91 (536)
No limite onde Af e At — 0, A0y /At = db,/dt = Ouy /0.

Da mesma forma, dfs/dt = Ouy/0z,. A distor¢ao média da particula de fluido é proporcional
a variacao angular,

1
Fgl = 5(01 + 92), (537)
dl'yy  1d(01 + 0)
dt 2 dt (5.38)
dF21 . 1 8U1 8u2
Da mesma forma,
drgl 1 811,1 8U,3
=—|=—+— 4
at 2 (8903 * ox1)’ (5.40)
dF23 1 8’&3 8“2
= == 4+ = 5.41
dt 2 (81'2 + 81'3 ’ ( )
e generalizando,
ar;; — dl'y;
— = — 42
dt dt (5:42)

Este tensor, tensor de tensoes desviatério, consiste dos elementos fora da diagonal do tensor
taxa de deformacao, o qual definimos como def u. Por fim, a relacao entre tensao e deformacao
pode ser representada de forma geral como:

dFij
4

Este tensor representa todas as distorcoes da superficie da particula de fluido devido as tensoes
internas.

Tij = 1

5.4 Tensor de Tensoes Geral

Para um fluido Newtoniano, o tensor de tensoes é construido com base nas seguintes hipo-
teses:

1. Em um fluido estatico, existem apenas forcas normais a superficie da particula de fluido,
denominadas forcas de pressao;

2. 0;; ¢ independente do fluxo de calor, depende apenas dos estados locais cinematicos e
termodinamicos;

3. Nao existem direcoes preferenciais;

4. A tensao é proporcional ao gradiente de velocidade.
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Uma anélise da equagao de momento a seguir, deixa claro que a solu¢ao da dinamica de
um fluido passa pela determinacao das noves componentes do tensor de tensoes viscosas. Em
principio, hipdteses adicionais devem ser feitas de forma a diminuir o niimero de termos inde-
terminados. Se a particula de fluido estiver em equilibrio o;; = 0;. Isto reduz o ntimero de
componentes indeterminadas do tensor de tensoes para seis. Entretanto, mesmo que as forgas
de corpo sejam conhecidas, ainda existem nove termos indeterminados, seis componentes do
tensor de tensoes e as trés componentes da velocidade u;. Assim, para a solucao completa da
dinamica, precisamos achar uma relacao entre o;; e u;.

_@_’_i( )‘i‘i( )‘i‘i( )— %+uaul+uaul+uaul

PG 81'1 (9961 T 8.732 ez 8.733 Tee) = P 8t 181’1 282152 381’3
dp 0 0 0 [ Ouy Ouy Ous Ouy

PYzy — G + 8—x1(0m1m2) + 8_%<‘79:2m2) + a—xa(%zz) = P(E + g ; + U2ax2 + U38x3>
dp 0 0 0 0

(011I3) + a_x2<o-z2r3) + 3_:L‘3<0-13I3) = p(ﬁ + Uy (91‘1 + ug al'g + us awg

e
PGzs 8ZE3 8ZE1

5.4.1 Pressao

Da definicao de fluido Newtoniano, assumimos que em um fluido estatico, existem apenas
forcas normais a superficie da particula de fluido, denominadas forcas de pressao, de forma que:

0ij = —poij, o13 =012 = 093 = 0, (5.44)

e apenas 01 = 099 = 033 Sa0 nao nulos.

Em um fluido em movimento, a componente normal da tensao sobre uma face da particula
de fluido dependeré da orientacao espacial desta face. A tensao em uma direcao se relaciona
ao gradiente de velocidades na mesma direcao. As forgas internas sobre o parcel criam tensoes
tangenciais e normais sobre as superficies da particula de fluido, sendo que a pressao sera
dependente da direcao. Entretato é possivel obter um nimero que representara a pressao
média para um fluido em movimento.

011 + 022+ 0
o= 22 B = _p, (5.45)
3
onde o é invariante frente rotagao. Daqui para frente serd definido como a pressao para um

fluido estatico ou em movimento.

5.4.2 Tensoes de deformagao

Para caso geral de um fluido em movimento, é conveniente separar a pressao das contribui-
¢oes relativas as tensoes de deformacao pela definicao através do tensor de tensoes desviatorio.
Este é obtido do tensor de tensoes viscosas a menos dos termos relativos de pressao. Em notacao
matricial,

-p 0 O Ti1 Ti2 Ti3
o= 0 —p O |+ |72 To2 To3], (5.46)
0 0 —p T31 T32 733

com 7; = 0. O problema agora ¢ relacionar as componentes de 7;;, as tensoes de deformacao
devido ao movimento do fluido, com as velocidade u;. Dessa
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5.5 Formulacao da Equacao de Navier-Stokes

Inicialmente iremos usar a aproximagao de Stokes para reescrever o termo de tensao na
equacao de momento. A premissa béasica da Lei de Stokes é de que a tensao é proporcional a
taxa de deformagao. Em notagao matricial, a tal relacao assume a seguinte forma:

011 012 013 -p 0 0 Uy; Uiz U3 Uy U21 U3l
0= | 021 022 0323 = 0 —-p O + | U1 Uz Uz | | Utz Uz U3
031 032 031 0 0 —p U3l U3y U33 Uz U3z U3z

(5.47)
Em notacao simbolica,
o= —pl+ pVi+ V*u] + auV - udl, (5.48)
ou
o=—pl+pdefi+ auV - -ul =—pl+ 7. (5.49)

Nas equagoes 5.48 e 5.49, I é o tensor identidade, I;;=1 se ¢ = j ou 0 se 7 # j. O parametro «
¢ conhecido como segunda viscosidade. Desde que 7; = 0, e

(2u + 3a)V -4 =0, (5.50)
2

Para aplicacao a problemas atmosféricos, podemos sempre considerar que V - 4 = 0. Isso é
verdadeiro se observarmos o termo de deformacao.

A equacao 5.49 fornece nove equagoes para as nove componentes desconhecidas do tensor
de tensoes (somente seis sdo independentes). Quando é assumido a existéncia de viscosidade,
o conjunto de equagoes tera solugdo (nimero igual de pardmetros e equagoes).

Dii
pG— Vp+ V- {udef @+ aV - (7))} = F;L' (5.52)
Em notacao indicial,
1 @ 10 Ou;  Ou;j % ou; ou;

9oiz — — (5.53)

- 0;i} = —
p 0x; + p Ox; {M@xj * 8@») +O‘axk i} ot +u]an

5.5.1 Viscosidade Turbulenta

As equagoes de conservacao de momentum apresentadas anteriormente sao validas apenas
para fluxos laminares. Na presenca de turbuléncia, a conservacao de momentum deve ser
escrita em termos das velocidades médias, as quais sao usualmente medidas. Para isso devemos
escrever as equacoes com as velocidades de turbuléncia e obter seus valores médios. Entretanto,
neste ponto assumimos que o movimento dos vortices turbulentos transportam momentum de
maneira analoga as moléculas. Assim, as tensoes devido a presenca de turbuléncia serao escritas
com base na lei da fric¢ao.
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De forma geral, para fluxos atmosféricos, as tensoes internas sobre o fluido sao muito menores
que as demais forcas. Adicionalmente, as grandes escalas levam a grandes nameros de Reynolds,
e consequentemente a turbuléncia. Ainda assim, iremos usar a conservacao do momentum de
duas formas:

1. Na aproximacao para fluxos invicidos, onde o termo de viscosidade é desconsiderado;

2. Em regimes altamente turbulentos, onde assumimos que p pode ser representado pela
viscosidade turbulenta.

Quando usamos a aproximagao para viscosidade turbulenta, o fator de viscosidade turbu-
lenta K substitui p. Isto implica que o fluxo é laminar-turbulento. Um fluxo médio laminar
coexiste com um fluxo turbulento em pequena escala. A constante K é um tensor de ordem
quatro, e representa de alguma forma a randomicidade do fluxo turbulento em pequeas escalas.
Entretanto, um fator limitador para esta aproximacao é o fato de que na atmosfera, K varia
com a posicao.

Assumindo entao a presenca de viscosidade turbulenta, o termo de tensao adquire a forma

o=—pl+ K|V -ul+ K)[Vi+ V| = —pl + 7, (5.54)

onde K; e K5 sao coeficientes escalares que substituem o e p. Estes coeficientes dependem da
distribuicao da turbuléncia, que por sua vez depende do estado local do fluido. O termo de
deformacao sera:

V.r=V(KV-@Q)+ V- {K(Vii + V*i)}. (5.55)

Uma simplificacao que pode ser feita quando tratamos de fluxos atmosféricos é de que a viscosi-
dade turbulenta varia apenas na direcao vertical. Por meio de identidades vetoriais apropriadas,
a equagao 4.86 pode ser escrita na forma,

dK dK.
V1= (K + Ko){VE} + KoV x V < d + kd—zlv i+ kd—;(vm V*i). (5.56)

Como geralmente estamos trabalhando com fluxos onde V - & = 0,
dK.
V-1m= KVQl_L'—i— d—;(uﬂ + U3, U3z + Uo3, 2’LL33). (557)
Se K for constante,
V-1 =KV?i. (5.58)

5.5.2 O Termo de Coriolis

Vamos escrever a aceleracao de Coriolis em notacgao tensorial.

200 X U = uw = UjWj; = eijkk’;uk, (559)
(&4
=01, 1), (5.60)
o f =f
w=|—-f 0 0 |, (5.61)
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onde

f=2wsen 0, f" =2w cos 6. (5.62)

Em coordenadas cartesianas,

G0 =k X @ = (flug — fus, fus, —f'uy). (5.63)
Para a atmosfera, f'us < fus, (em geral para movimento horizontal); f'u; < outros termos
na equacao vertical de momentum; e

20 X @ = W0 ~ eypkiu f = K x @ = (— fua, fus,0). (5.64)
Para V - @ = 0 e p constante e igual a pr, obtemos:
1 dp 0%u; Du;
—— — 9013 — fejpkjup = —. 5.65
p@xz + V@xjaxj gos f€ IR Dt ( )

A equacao anterior é conhecida como equacao de Navier-Stokes. Em termos das componentes,

_ 1@ _ i fu Ty 62U1 82u1 82U1 . 8U1 Tu aul +u 8u1 Tu 8U1
p Ox; G 2 Ox? 03 ox2 ) ot Yor, 201y 205’
1 dp Puy  Pus  %uy Ous Ous Ous Ous
Ltop _ . (5.66
p Oxy Gar = Jua + V( ox? + 03 * 3 ot +u18x1 +u28x2 +u38w3 (5.66)
1 dp QPug  QPus  *uz\  Oug Ous us Ous
T o, +”(ax§ Yo Tz ) T o T Mo T om, T " on,

Estas equagoes representam uma excelente aproximagao para muitos dos problemas atmosféri-
cos. Devemos por fim relembrar as hipoteses assumidas: viscosidade constante, assumimos que
oV -[p2def @ — uV>i, pois V-4 =0 e a constancia do termo de Coriolis.

5.6 Problemas Estacionarios

5.6.1 Fluxo de uma Camada Plana de Fluido sob a Acao da Gravidade

Consideramos o fluxo estacionério bidimensional de um fluido viscoso incompressivel entre
placas paralelas. A Figura 5.5 mostra o dominio do fluxo. O limite inferior é fixo enquanto no
superior a fronteira se move em seu proprio plano a uma dada velocidade constante U na direcao
x1. Como o fluxo é bidimensional, o vetor @ se reduz a duas componentes, @ = (uy, ug,0), porém

Uy = Uy (372)

T

Figura 5.5: Fluxo de Couette
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Da condicao de compressibilidade, V - @ = 0,

8U2
8I2
indicando que us nao é funcao de x5; é portanto uma funcao de z;. No entanto, desde que nas

duas fronteiras uy é zero para todo xy, concluimos que us = 0 em todos os lugares. A equagao
bidimensional de Navier-Stokes para a componente de velocidade u; seré:

—0, (5.67)

_Ltop +fu Ty 82u1+82u1+82u1 8u1+ 8 +u81+u8u1
0oz, Im Tl 027 ' 022 | 02 20z P omy

ot 0
Como a forca gravitacional esta orientada ao longo da direcao negativa do eixo x3, g,, = 0.
Além disso, o problema ¢ estacionario, portanto du; /0t = 0. O termo u;0uy /0x1 = 0, pois u; =
uq (7). Finalmente us0u /0xs = 0 pois us = 0. Podemos assumir que a componente horizontal
do gradiente de pressao é zero quando o fluxo é for¢ado cinematicamente pelo movimento da
placa superior. Por fim, uz = 0, e a equacao de Navier-Stokes fica:

82U1

V(g—z;> _c (5.70)

O dltimo resultado mostra que a tensao viscosa ao longo do fluxo é constante. Integrando 5.70,

ou
/a—x;dxg /d$2 (5.71)

u = Azy + B (5.72)

(5.68)

Integrando,

Aplicando as condigoes de contorno uy(x2) =0 e uy(za =h) =U, B=0e A = U/h, obtemos:

Uz

Uy = TQ (5.73)

A tensao viscosa o5 é constante e dada por:

du1 U
- - _ = 5.74
12 = H d 2 h ( )
A equagao de Navier-Stokes para a diregao x5 fica:

1 0dp
e .. =0 5.75
p8x2 g 2 ( )

Integrando a tltima relacao e considerando que p independe de z1,

p=—pgrs+ C. (5.76)

A condigao de contorno p(zy = h) = 0 impoe que C' = pgh, de forma que:

p=pg(h — x2). (5.77)
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5.6.2 Fluxo de Fluido entre Cilindros

Considere o fluxo estacionario de um fluido newtoniano viscoso incompressivel entre dois
cilindros concéntricos supostamente de comprimento axial infinito. Denotamos por R; e Ry
os raios interno e externo do cilindro, respectivamente, e w; e wy suas respectivas taxas de
rotagao angular, conforme mostrado na figura 5.6. Queremos calcular a velocidade wuy. Este
fluxo é conhecido pelo nome de fluxo circular de Couette. No6s desprezamos os efeitos das
forcas de corpo. O fluxo nao tem velocidade axial, pois nao ha nenhum gradiente de pressao
nessa direcao. Além disso, devido & simetria do problema, também nao depende da coordenada
0, portanto 9()/00 = 0. As duas componentes de velocidades u, e ug sdo estacionarias, e
portanto independentes do tempo, sendo fungoes exclusivamente da coordenada radial, r, entao
Up = Up(T) € Uppeta = Up(T). As condigbes de contorno sao:

U,«(Rl) = UT(RQ) =0 Ue(Rl) = w1R1 UQ(RQ) = UJQRQ, (578)

Figura 5.6: Fluxo circular de Couette.

A equacao da continuidade em coordenadas cilindricas é:

10(ruy) N 10(uy)

=0 5.79
r Or r 00 ’ (5:79)
mas
10(ru,)
T 0, (5.80)
e com base nas condigoes de contorno 5.78,
u, = 0. (5.81)

As equagoes de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas a menos da forga de Coriolis sao
dadas na forma:

10
=g+ v(V% -
por

Uy 2 Oug ou, Oou,  ugOu, ou, ug
e o 0T r_ 28 82
2 ae) (at+“7"ar+r 90 g ) B8
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1 0p ug 2 8ur) B (8u9 N Ouy U Oug Ouy _ Ugyr

—_—— — 2 —_—— — — [
pr09+99+”<v Ug oy Uy 5 + 50 +ux38x3 . ) (5.83)

Para o caso particular e questao, as equacgoes de Navier-Stokes sao aproximadas por:

10p  uj
— = 5.84
por 1’ (5:84)
10 8u@ Ug
R ¥l AN I ) 5.85
ror (r or ) r? ( )
A solucao para a componente uy fica na forma:
n=+4oo
ug = E anr". (5.86)

Levando a solugao anterior na equagao 5.85, e aplicando as condi¢oes de contorno, obtemos

wp = A4 B Wl (wa — w) i) 1 (5.87)
r R — R? R3 — R? r
depois de resolvermos as constantes A e B. O primeiro termo do lado direito corresponde a
rotacao de todo o fluido em torno do eixo central. Se w; = wy = w, a velocidade torna-se
ug = wr, o que mostra que o fluido gira como um corpo rigido em torno do eixo. O segundo
termo do lado direito corresponde a uma deformacao das particulas de fluido ao longo do tempo.
Se Ry — 00 e wy = 0, entdo temos o caso de um cilindro num fluido infinito. A velocidade
ug = wy Ry /r resulta em linhas de corrente circulares em torno do cilindro, e a distribuicao de
velocidade é irrotacional, ou seja, V x @ = 0.
O campo de pressao é obtido da equagao 5.84, onde apos a integragao obtemos:

R . ey
N AR -RRP A\ R (5.88)
2(R3wy — R2wp) R2R3(wy — wo) lnL.
(R3 — RP)? il
Por sua vez, a tensao viscosa oy, que age em um elemento de superficie com normal radial
é:
() ) wh(2)

Combinando as equacoes 5.87 e 5.89, podemos escrever a seguinte equagao final para a tensao
viscosa:

2B
oo = = (5.90)

5.6.3 Fluxo de Poiseuille em um Tubo Cilindrico

O fluxo de Poiseuille em um tubo circular com raio R esté sujeito & acao de uma forca
imposta pelo gradiente de pressao na direcao x3 como representado na figura 5.7. Da equacao
de Navier-Stokes em coordenadas cilindricas, determinamos que a tinica componente nao nula
da velocidade é us. Considerando a simetria axial do problema e fluxo estacionario, ug = 0, e as
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unicas componentes da velocidade, u, e u,, sdo fungoes apenas de r. A equacgao da continuidade
fica entao:

10(ruy)

r Or

=0. (5.91)
Integrando,

ru, = f(2). (5.92)

Figura 5.7:

Contudo, u, = 0 para r = R, e concluimos que f(z) = 0 e, portanto, que u, é zero em todo o
fluxo. As equagoes de Navier-Stokes para a coordenada radial fica,

10
_=9P ), (5.93)
por
indicando que a pressao ao longo da diregao radial é constante. A equagao na direcao w3 fica,
1 0dp
——— +vV?u3 = 0. 5.94
P 8[E3 +v us ( )

O Laplaciano em coordenadas cilindricas é,

10us 0%u 1 0%us  O*u

10us 3, 20U 23’

r or or?  r?2 002 oxs

e considerando a dependéncia de ug, o segundo termo da equacao 9.94 se reduz a:
1 dp dPus  1dus

_Z -—) =0, 5.96

p8x3+y(dr2 +7" dr (5.56)

sendo o uso de derivadas ordinarias devido a dependéncia de us com r. Ainda podemos rees-
crever a expressao anterior na forma:

1 dp vd (rdus
_r _-=Z ) 5.97
pdxs rdr( dr ) ( )

O termo do lado esquerdo depende apenas de x3; do lado direito h& apenas dependéncia de r.
Portanto, os dois termos devem ser iguais a uma constante. Integrando, chegamos a:

1 dp B rdus
i rdr—l//d( = ), (5.98)

Viug = (5.95)
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i)z = ea oo
%(%)5 SN (5.100)
%(%) /gdr - V/du3 +A %, (5.101)
%(j_i) ; — v + (A)ln(r) + B, (5.102)
uz = L (C;l—xp;)%z + Chln(r) + Cs, (5.103)

onde (] e (5 sao constantes de integragao a serem determinadas pela aplicacao das condigoes
de contorno. No eixo, a velocidade nao pode ser infinita, portanto C; deve ser zero. Além disso,
o limite de nao deslizamento na parede do tubo requer que uz(R) = 0 e assim

dp \ R?
_ - .104
Oy (dx3> 1 (5.104)
e
B 1 dp 9
Ug = 41/,0( d:c;;) (R — ) (5.105)

A equagao anterior implica que no fluxo Poiseuille, o perfil de velocidade é parabélico. A
velocidade maxima ocorre no centro do fluxo para r = 0.

1 dp
mar — - R2 5.106
" 4dvp ( dm;;) ( )

O fluxo volumétrico (a quantidade de fluido deslocado através de dA, elemento infinitesimal
de area do tubo, durante o tempo dt) é obtido a partir da integracao da equagao 5.106, ao longo
de todo tubo.

0 — / R)dAdt (5.107)

Por sua vez, a taxa de fluxo volumétrico, Q fica:

dQQ/*AdA 2/R d RQ/d—/ (5.108)
T (d-n) =27 : usr r_4yp dxg r ,

. Rir dp
Q= Sp ( - d_:cg‘) (5.109)

A velocidade média do fluxo , u, é definida como:

L‘ﬂ( dp. )

8vp dx3

- N 7/ 5.110
’/TRQ Y ( )

R? dp
— - 5.111
81/p( dxg)’ ( )

I

|
[ -

N
|
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que é exatamente 1/2 de 4. Ainda podemos escrever esta tltima equagao na forma,

(5.112)

de forma a explicitar a queda de pressao no tubo ao longo de um comprimento L. A tensao ao
longo da parede do cilindro (7), escrita em termos da componente de tensdo viscosa o, €,
p dusz _ dp R 2pupe,  4pu

T=———

vp dr|,._g T day 2 R R

O sinal negativo na equagao 5.113 vem do fato de que 7 representa a forca de superficie exercida
na parede do tubo pelo fluido.

(5.113)




Capitulo 6

Analise Dimensional e Semelhanca

6.1 Introducao

E um método usado para reduzir o ntmero e a complexidade de varidveis experimentais
que afetam um determinado fenémeno fisico ou experimento. Se um fenémeno depende de n
variaveis dimensionais, a analise dimensional reduzira o problema a apenas k variaveis adimen-
sionais, onde a reducao n — k=1, 2, 3 ou 4, dependendo da complexidade do problema. Na
maioria das vezes, n — k ¢é igual ao nimero de dimensbes diferentes (as vezes chamadas de
bésicas ou priméarias ou fundamentais) que regem o problema. As quatro dimensoes basicas
sao massa { M}, comprimento {L}, tempo {T'} e temperatura {©} ou sistema {MLTO} para
abreviar. As vezes, usa-se um sistema {F LT}, com a forca {F} sendo substituida pela massa.

A motivagao para o uso da técnica é reduzir as variaveis e agrupé-las na forma adimensional,
porém a economia de dinheiro e tempo sao também algumas das vantagens da técnica.

A funcao de forca F' expressa a forca sobre um determinado corpo imerso em um fluxo de
fluido, e que dependa apenas do comprimento do corpo L, da velocidade do fluxo v, densidade
do fluido p e viscosidade do fluido p, ou seja, F' = f(L,v, p, u). Na situagdo onde a geometria
e as condicoes de fluxo sejam tao complexas que as teorias nao possam fornecer uma solucao
para a forga, podemos encontrar a fungao f(L,v, p, u) experimentalmente. De um modo geral,
sao necessarios cerca de 10 pontos experimentais para definir uma curva. Para encontrarmos o
efeito do comprimento do corpo na equacao da forca, temos que executar o experimento para
10 comprimentos L diferentes. Para cada L precisamos de 10 valores de v, 10 valores de p e 10
valores de i, resultando em um total de 10* experimentos.

Por outro lado, a anélise dimensional permite reduzir imediatamente a equagao de forca
para uma forma equivalente adimensional.

F pvL
——_ — g == 6.1
pv?L? g( iz ) &1)
OF = gRe (62)
F
Cr= V22 (6.3)
L
R =" (6.4)
L

Nesta forma, o coeficiente adimensional de forca Cr é funcao apenas do nimero de Reynolds
R.. Precisamos apenas de 10 experimentos para apenas 10 valores da variavel adimensional
numero de Reynolds % de forma a determinarmos g. Neste caso precisamos apenas variar a

109
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velocidade v. Isso implica na reducgao drastica de custos e tempo. A funcgao g é diferente da
funcao f, no entanto nenhuma informacao é perdida com o uso da técnica. Adicionalmente,
a analise dimensional fornece as leis de escala que permitem converter dados de um modelo
pequeno e barato para obter as informagdes para um protoétipo maior e mais valioso. Nao
precisamos construir um aviao em escala real para determinarmos se ele tem ou nao uma forga
de sustentacgao suficiente. Medimos a for¢a de sustentagao em um pequeno modelo e usamos
a lei de escala para prever a forca de sustentacao em um prototipo do tamanho natural. Ha
algumas regras que precisamos explicar para determinar as leis de escala. Quando a lei de escala
¢ valida, dizemos que existe uma relagao de similaridade entre o modelo e o prototipo. No caso
simples da equagao 2.1, é obtida a similaridade se o nimero de Reynolds for o mesmo para o
modelo e para o protétipo porque a funcao g requer que o coeficiente de forca seja também o
mesmo:

Se Re,, = Re,, entaoCf,, = Cf,

onde os indices m e p significam modelo e protétipo. Isto significa que:

2 2
L (o) (Lo
Fon  pm\vm/ \Lm
para os dados tomados quando p,V,L,/ty = pmVimLm/pm. A Equac@o anterior ¢ uma lei de
escala: se vocé medir a for¢a no modelo para um certo numero de Reynolds, a forga no proto-
tipo para o mesmo ntmero de Reynolds é igual ao produto da for¢ca no modelo pela relacao de

massas especificas, pelo quadrado da relacao entre as velocidades e pelo quadrado da relacao
de comprimentos.

Exemplo 1 - O Copépode é um crusticeo aquatico com aproximadamente 1 mm de diametro.
Queremos saber qual é a for¢a de arrasto sobre o copépode quando ele se move lentamente em
agua doce. Um modelo em escala 100 vezes maior é construido e testado em glicerina com v=30
cm/s. O arrasto medido sobre o modelo é de 1,3 N. Para condigoes de similaridade, quais sao
a velocidade e o arrasto sobre o copépode real na dgua? Considere que a equacao 2.1 se aplica
e que a temperatura ¢ de 20°.

Solugao: Primeiro o célculo da velocidade.

As escalas de comprimento sao L,, = 100mm e L, = Imm. Partindo do ntimero de Reynolds,

Re,, = Re,
m mLm
fe,, _ Pmnln
Hm
Re, = PpUpLy
Hp

Dados para o modelo: fizgua = 0.001kg/(m - 8) € pagua = 998kg/(m?). Dados para o prototipo:
Hglicerina = 15kg/(m ’ S) € Pagua = 1263kg/<m3)

Re,, = Re,

PmVm L, _ PpUpLy
Hom Hp

(1263kg/m?)(0.3m/s)(0.1m)  (998kg/m?)(v,)(0.001m)

1.5kg/(m - s) B 0.001kg/(m - s)




6.2. ANALISE DIMENSIONAL 111

Resolvendo para vy,

v, = 0.0253m/s = 2.53cm/s

Usando a velocidade calculada anteriormente, igualamos os coeficientes de forga.

Fon 1.3N
P o2 L2 (1263kg/m?)(0.3m/s)2(0.1m)? Fim
FP FP

" ppu2l2  (998kg/m?)(0.0253m/5)%(0.001m)?
Resolvendo para F},

F,=73x107'N

6.2 Analise Dimensional

Principio da Homogeneidade Dimensional (PHD): Se uma equagao realmente expressa
uma relacao adequada entre varidveis em um processo, serda dimensionalmente homogéneo; ou
seja, cada um de seus termos aditivos tém as mesmas dimensoes.

Todas as equacoes da Mecanica seguem o PHD. A equagao para queda livre dos corpos é
um exemplo. Todos os termos possuem a mesma dimensao, que nesta caso é comprimento { L

}.

1
Y =Yy + vt + §gt2 (6.5)

Isso significa que a equagao é dimensionalmente homogénea. O mesmo é observado na equagao
de Bernoulli para um fluxo incompressivel. Todos os termos possuem a dimensao {M L*T~?},

v? p
27, (6.6)

o que indica que a equagao é consistente para qualquer sistema de unidades.

Definicoes:

e Variaveis Dimensionais: Sao quantidades que variam durante um experimento e podem
ser graficadas de forma a permitir a apresentacao dos dados.

e Constantes Dimensionais: Podem variar de experimento para experimento, mas se
mantém constante ao longo de um experimento particular. Na equacgao 2.5 sao Yp, v e
g, € na equacao 2.6 p, g e C. Todas elas tém dimensoes e, concebivelmente, podem ser
adimensionais. Sao normalmente usados para ajudar a adimensionalizar as variaveis no
problema.

e Constantes Puras: Sao constantes que nao tem dimensao e nunca terao. Surgem da

manipulacao matematica. Na equacao 2.5 sao % e o expoente 2. [tdt = %tz. Outras

constantes puras sao o nimero 7 e o nimero de Neper e.

A operacao de integracao e diferenciacao podem mudar a dimensao de uma equagao, mas
nao afetam a sua homogeneidade. Integrando ou diferenciando a equagao 2.1,0btemos:
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1 1
/ Ydt = Yot + §v0t2 + Egts (6.7)
dy

A equagao 2.7 possui agora dimensées de {LT'} enquanto que a forma derivada da equacao
2.7 possui dimensoes de {LT~'}. A motivagdo por tras da Analise Dimensional reside no fato
de que qualquer equagao dimensionalmente homogenia pode ser apresentada em uma forma
adimensional completamente equivalente a qual é mais compacta. Geralmente existe distintos
métodos para a apresentacao de dados adimensionais.

De forma ilustrativa, voltamos a equagao 2.5. Do ponto de vista da analise dimensional,
selecionamos 5 termos nesta equagao (Y, Yy, vg, t, g). Podemos dividir estes termos entre
variaveis (Y e t), ou seja, os dados que devem ser obtidos e serao graficados para andlise, e pa-
rametros (Yo, vg, ¢) que sdo quantidades cujos os efeitos sobre as variaveis queremos determinar.
Sempre podemos utilizar esta metodologia para inicio da analise.

Para obter uma forma adimensional para a equagao 2.5, precisamos determinar quantas di-
mensoes existem entre todos os termos da equacao. Considerando cada termo, {Y }={Yy}={L},
{ty={T?}, {vo}={LT~ '}, {g}={LT~?}, observamos que a equagao possui apenas duas dimen-
soes; comprimento {L} e tempo {T}. Entdo, entre todos os parametros, selecionamos dois
deles para serem usados como parametros de escala na determinagao das varidveis adimensio-
nais. O que sobra sera o parametro bésico, cujo efeito sera apresentado no gréafico. A escolha
dos parametros de escala nao afeta os dados em si, mas sim a forma como serao apresentados.
Na continuidade desta discussao apresentaremos trés opcoes para a escolha dos parametros de
escala.

Opgao 1 - Parametros de escala Yj e vg; efeito da gravidade g.

Tomando como parametros de escala Yy e vy, o deslocamento e o tempo respectivamente,
existe apenas uma escolha para cada um de forma que a equacao 2.5 se torne adimensional.
Estas escolhas sao:

Y ’Uot
Y =— t"=— 6.9
1/67 }/’0 ( )
Retornando a equagao 2.5,
L o

o que dimensionalmente ¢é representado por:

e W )
(L) = (1) + 5 (1) + gy (7

m:m-i—%s-‘rs%sQ

Substituindo 2.9 em 2.10, ou de outra forma, dividindo a equacgao 2.10 por Y}, chegamos a:

Y % ’Uot 1 1 2
=24 4 gt 6.11
Yo Y, Yy  Y,2Y (6.11)

A equacao adimensional equivalente a equacao 2.10 toma a seguinte forma:

Y =1+ _tx +....... (6.12)

O 1ltimo termo é resolvido como:
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5 I I
o = 2
4% -
=2
3 |
.
a=0
2W a=0.2 []
a=0.5
a=1.0
a=2.0
1 | | | | | | |
0O 05 1 15 2 25 3 35 4
tr =t
Yo

Figura 6.1: Forma equivalente adimensional de apresentacao dos dados para o problema da
queda dos corpos usando Yy, vy como parametros de escala. Efeito da gravidade g.

’Uot
tk = — 6.13
=3 (6.132)
vot .,  UAL?
Isolamos t2, e substituimos no terceiro termo a direita de 2.11.
Y 2t*2
=" (6.14)
Vo
11 11 Y2
gttt = — = 6.15
V20 =y (6.15)
Neste ponto definimos o = (gY,/v3) de forma que:
11 Y22 1,
—= = —at” 6.16
Assim, a equacao adimensional para o movimento de queda livre fica:
* * 1 *2
Y =1+t +§at (6.17)
Os resultados do procedimento seguido sao apresentados na figura 2.1.
Opcao 2 - Parametros de escala v, e g; efeito da posicao inicial.
Novamente apenas uma escolha é possivel.
Yy g
Y™ == t"=t= 6.18
e ” (6.18)

Utilizando o mesmo procedimento anterior, obtemos uma equacao adimensional equivalente
para a queda dos corpos que evidencia o efeito da posicao inicial no movimento.

1
Y™ = a4t 4 §t**2 (6.19)
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Na equacao anterior o parametro alfa ¢ definido como anteriormente. O resultado ¢ apresen-
tado na figura 2.2. O mesmo parametro tnico a aparece novamente, e explicita o efeito do
deslocamento inicial, que apenas move as curvas para cima sem mudangas em suas formas.

_ 9%
’UO2
5 I I
— 9%
a—vog
4? -
e
o S
I 3+ -
*
*
N
27 a=0 ||
a=0.5
a=1
a =2
1 | | | | |

0 05 1 15 2 25 3 35 4

t** —

sls

Figura 6.2: Forma equivalente adimensional de apresentacao dos dados para o problema da
queda dos corpos usando g, vy como parametros de escala. Efeito da posicao inicial Yj.

Opcao 3 - Parametros de escala Y| e g; efeito da velocidade inicial.

Mais uma vez, apenas uma escolha é possivel.

1

O parametro beta é definido em termos das constantes dimensionais Yj e g, e pela variavel
dimensional vg.

= (6.21)
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5 T T T T T T
4, -
S
||
boa f
¥ 1 V0
~ b=7%=m
27 —— B=0 ||
— B=05
B=1
B=2
1 | | | | | | |

0 05 1 15 2 25 3 35 4

t*** — t g

Yo

Figura 6.3: Forma equivalente adimensional de apresentacao dos dados para o problema da
queda dos corpos usando geY; como parametros de escala. Efeito da velocidade inicial.

A apresentacao equivalente adimensional dos dados para a opgao trés se encontra na figura
2.3. Novamente o parametro « aparece nos célculos. As escolhas dos parametros de escala sao
livres, e devem ser feitas de forma a evidenciar o efeito de um pardmetro dimensional sobre
os demais. Os resultados apresentados na figura 2.3 evidenciam que o aumento da velocidade
inicial leva a um aumento no deslocamento, sendo este aumento proporcional ao tempo.

Voltando ao problema original, o qual envolvia cinco quantidades, este foi reduzido por meio
da analise dimensional a trés quantidades na forma:

_ 9%
U02

Vi=f{t',a): « (6.22)
A reducdo 5 — 3 = 2 deve ser igual ao nimero de dimensées envolvidas no problema {L,T'}. A
escolha dos parametros de escala é arbitraria, entretanto o significado do parametro adimensio-
nal é diferente em cada caso: gravidade adimensional, posicao inicial e velocidade inicial. Todos
os graficos apresentam a mesma informacao, porém mudam sua forma conforme a escolha dos
parametros de escala.

6.3 Teorema dos Pi(Il)

Primeira Parte do Teorema dos II - Se um processo fisico satisfaz o Principio da
Homogeneidade Dimensional e envolve n variaveis dimensionais, esse pode ser reduzido a uma
relagdo entre somente k variaveis adimensionais ou II’s. A redugao j = n — k é igual ao maior
numero de variaveis que nao formam grupos II’s entre si, e € sempre menor ou igual ao namero
de dimensoes usadas para descrever o problema.

Considere novamente a equacao da forca que age sobre um corpo de comprimento L imerso
em um fluido que tem velocidade v, densidade p e viscosidade p. Suponha que nao existam
teorias que possam apresentar uma solugao para a equagao da forca. Neste contexto devemos
determinar F' experimentalmente. A expressao da forga contém cinco varidveis, F', L, v, p e p.

F=f(Lv,pp) (6.23)

Todas as variaveis sao descritas por 3 dimensoes {MLT}. Entdao, n = 5 e j < 3. Seguindo
o teorema, devemos reduzir o problema a k grupos II, onde k =n—7 > 5—3 = 2. Como
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resultado, obtemos duas varidveis adimensionais II; e Il,.

Segunda Parte do Teorema dos II - Ache a reducao j, entao selecione j parametros
de escala of quais nao formam grupos II's entre si. Cada grupo sera um produto de poténcias
destes 7 parametros de escala somados a um parametro ao qual é associado um expoente nao
nulo. Cada grupo II encontrado é independente um do outro.

Suponha que um fenémeno fisico envolve cinco variaveis, v; = f(vg,v3,v4,v5). Adici-
onalmente, considere que existem trés dimensoes associadas ao problema, {MLT}. Logo,
k =5—3 = 2, e o teorema nos diz que neste caso teremos apenas dois grupos II’s inde-
pendentes. Assim, escolhemos por conveniéncia trés varidveis dimensionais que nao formam
grupos II’s entre si. Escolhemos vy, v3 e v4, e formamos os grupos Il por meio do produto de
poténcias destas varaveis somados a uma varidvel adicional que pode ser v; ou vs.

I = (v2)®(v3)"(va) 01, Ty = (v2)*(v3)"(va) s (6.24)

6.4 Protocolo de Aplicagao do Teorema dos Pi(II)

Sao seis os passos necessarios para a aplicagao do teorema.
1. Listar e contar todas as n variaveis que estao envolvidas no problema.

2. Listar a dimensao de cada variavel envolvida de acordo com os sistemas {MLTO} ou
{FLTO}

Dimensoes

Grandeza Simbolo VLTE FLT®

Comprimento L L L

Area A I L
Volume ¥ r i
Velocidade v T Lr!
Aceleragio dVidt LT i
Velocidade do som a Lr! ir
Vazio volumétrica Q r! ort
WVaziio massica bl Mr! FrL!
Pressio, tensio T ML'T? FL?
Taxa de deformagio £ 7! =t
Angu]o f MNenhuma Nenhuma
Velocidade angular o, 0} i =t
Viscosidade m ML ! FTL™?
Viscosidade cinematicn ¥ rr! r
Tensdo superficial Y MT2 FL~!
Forga £ MLT™? £
Momento, torque M MET™? Fr
Poténcia P MLTT FLT™!
Trabalho, energia W.E MLT? FrL
Massa especifica P ML Frip
Temperatura T Le] a

Calor especifico Cpn Oy e ! Lrie!
Peso especifico ¥ ML FL™?
Condutividade térmica k MLT 07! i
Coeficiente de expansio B 9! o

Figura 6.4: Dimensoes das grandezas fisicas.

3. Determine j. Um possivel procedimento inicial é assumir que j é igual ao ntmero de
dimensoes presentes, e procure por j variaveis que nao formam um produto II entre si. Caso
nao obtenha sucesso, reduza j de 1 e continue.

4. Selecione os parametros de escala os quais nao formam um produto II entre si. Prefira
escolher a densidade p, a velocidade v ou comprimento L.

5. Adicione uma variavel a mais j e forme um produto de poténcias. Algebricamente ache os
expoentes que tornam o produto adimensional. Realizado este passo sequencialmente de forma
a determinar todos os produtos II, a partir de k =n — j.
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6. Apresente a equagao adimensional final, e revise seu trabalho para garantir que todos os
grupos II sao adimensionais.

Exemplo 2.1
A partir da funcao de forca,

F=f(L,v,p,p)

determine os grupos Il independentes e apresente a equacao adimensional equivalente.

1. Escreva a funcgao e conte as variaveis:

F:f(L,U,p,[JJ)

n = b variaveis

2. Listar a dimensao das cinco variaveis:

[F © v o+ ]

MLT? L LT ML3 ML'T™!

Tabela 6.1: Dimensdo das varidveis.

3. Ache j:

Nenhuma variavel apresenta dependéncia com ©, assim o nimero méximo de dimensoes é
trés(3), de forma que j < 3. Observando a tabela, inferimos que as variaveis L, v e p nao
formam grupos II entre si. As variaveis que formam grupos II entre si possuem necessariamente
as mesmas dimensoes. Logo, j =3,en—j=5—3=2=k. O resultado indica que para este
problemas podemos obter apenas dois grupos II’s independentes entre si.

4. Nao é necesséario realizar o passo 4. O grupo L, v e p é sufuciente.

5. Combine o grupo L, v e p com uma variavel adicional para achar os grupos II’s.

I, = L%"p°F = (L)Y LT Y ML *¢(MLT™%) = M°L°T°

Equacao das Componentes:
Comprimento (L)
a+b—3c+1=0

Massa (M)
c+1=0

Tempo (T)
—b-2=0

Resolvendo explicitamente,

a=-2, b=-2, c=-1

Entao, o primeiro grupo II sera:

I, =L %0 % 'F
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F

M=
! L?v?p

H2 — Lavbpclufl — (L)a<LT71)b(MLfii)c(MLflel)fl — MOLOTO

Equacao das Componentes:
Comprimento (L)
a+b—3c+1=0

Massa (M)
c—1=0
Tempo (T)
-b+1=0
Resolvendo explicitamente,
a=b=c=1

Entao, o segundo grupo II sera:
My, = Lol ply !

_ pvl
L

Por fim, o teorema dos II garante a validade da funcgao equivalente adimensional devido a
independéncia entre os grupos II.

1T,

I = g(Il»)

F <va)
- = g -
L2v?p f

Por razoes historicas, o primeiro grupo adimensional é conhecido como coeficiente adimen-
sional de forca, enquanto que o segundo grupo adimensional ¢ conhecido como niimero de
Reynolds. Dessa forma,

F

Cr=——
I 22 0
L
po_ L
1

ou

Cr=g(R.)
Observagao: A fungao g s6 pode ser determinada experimentalmente.
Exemplo 2.2

Voltamos ao problema da queda livre, equacao 2.1,

Y = f(}/()avmgat)

Reduza a relacao da queda dos corpos a uma funcao adimensional das variaveis. Por que
existem trés diferentes formulagoes?
1. Escreva a funcgao e conte as variaveis:
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Y = f(}/()avmgat)

n = b variaveis

2. Listar a dimensao das cinco variaveis:

HY Y 0 v O g tH

L L LTY LT T

Tabela 6.2: Dimensao das varidveis.

3. Ache j:

119

O ntimero maximo de dimensoes ¢ dois(2), de forma que j < 2. Observando a tabela inferimos
que as variaveis vg e g nao formam grupos II entre si. As variaveis que formam grupos II entre
si possuem necessariamente as mesmas dimensoes. Logo, j =2, en—j=5—-2=3=%k. O
resultado indica que para este problemas podemos obter trés grupos II's independentes entre

S1.

4. Nao é necesséario realizar o passo 4. O grupo L, v e p é sufuciente.

5. Combine o grupo Y;, vy com uma variavel adicional para achar os grupos II’s.
grup 0y Vo P grup

I, = YohY! = (L) (LT 1 (LY) = M°LOT°

Equacao das Componentes:
Comprimento (L)

a+b+1=0
Tempo (M)
—b=0
Resolvendo explicitamente,
a=—1, b=0

Entao, o primeiro grupo II; seréa:

Y
I, = Y, 'Y = Y™

?D:

I = 'Ygul = (LT ) (L) (LT ') = LT

Equagao das Componentes:
Comprimento (L)

l+c+d=0
Tempo (M)
—2—-d=0
Resolvendo explicitamente,
c=1 d= -2

O segundo grupo II seré:
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Y(
HQ:gYovo_zzg—;):a
Yo

I3 = tYu) = (T)(L)*(LT™Y = L°T°

Equacao das Componentes:
Comprimento (L)

e+ f=0
Tempo (T)
1—f=0
Resolvendo explicitamente,
f=1 e=-1
Entao, o terceiro grupo II seré:
_ tvg
Iy =tY, vy = — =t*
3 o Yo Y,

A equacao adimensional equivalente é escrita como:

t Y
I, = fen(t*, a) = cn< g 0)

Vo2
Yo vy
A equacao anterior é equivalente a equacao 2.5, porém aqui a dependéncia com as variaveis
nao é explicita. A determinagao de fcn so é possivel por experimentacao. Se, por outro lado
escolhemos combinar Vj e g com uma variavel adicional,
a b c.d e
I = Yoig®, I, = tuig?, Il = Youig',

e resolvemos os expoentes,

a=-2 b=1c=-1,d=1, e=1, f=-2,

obtemos:

Y / Y,
m=y"==9 M=t"=2 Iy=a=20
Yo

Vo v}

Combinando Y; e g com uma variavel adicional,
I, = YY{'g", Ty =tYyg?, Iy =Ygy,
e resolvemos os expoentes,

a=-1,b=0, c=-1/2, d=1/2, e=—-1/2, f=-1/2,

obtemos:

Y g Vo
IR Ve TP an

A analise dimensional aqui produziu os mesmos grupos pi que o uso dos parametros de escala
com a equacao 2.5. Apareceram trés formulacgoes diferentes, porque podiamos escolher trés
diferentes pares de variaveis repetidas para completar o teorema dos II.
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6.5 Similaridade

Considere a figura 2.5 a seguir. Nesta figura é apresentado um prototipo de um segmente
de uma asa. Podemos estar em uma situacao na qual queremos determinar qual a forca de
arrasto F' = f(L,v,p, ) sobre o segmento em condi¢oes reais de voo. Poderiamos usar a
analise dimensional para reduzir o nimero de variaveis como feito anteriormente, de forma a
obtermos uma equagao equivalente adimensional. Os beneficios deste procedimento ja foram
apresentados anteriormente. Adicionalmente, a analise dimensional estabelece leis de escala.
Isto implica que podemos estudar e obter informacoes pertinentes sobre a for¢a de arrasto no
prototipo a partir de um modelo "barato e pequeno". De outra forma, se existe similaridade
entre o modelo e o prototipo, leis de escala podem ser aplicadas e informacoes sobre o protétipo
podem ser obtidas a partir do modelo.

protétipo

Pontos

/\ Correspondentes
a— modelo

77
10° 4m
= .
R

V%“——-——_._smﬂ T Vq/‘{—lJ.Hrn—‘,/
Figura 6.5: Componentes normal e tangencial da forca.

Do ponto de vista matemaético, a igualdade das variaveis adimensionais independentes as-
segura a similaridade completa. Isto é de facil obtencao matematicamente, mas na maioria das
vezes é impraticavel via experimento. Por isso, ao invés de discutirmos similaridade completa,
devemos tratar de tipos particulares como as similaridades geométrica, cinematica e dinamica.

6.5.1 Similaridade Geométrica

A similaridade geométrica envolve dimensdes geométricas. Neste contexto, um modelo e
seu prototipo sao geometricamente similares se e somente se todas as dimensoes do modelo em
todas as trés coordenadas tém a mesma proporcao de escala com o protétipo. Isso implica que
todas as escalas de comprimento devem ser iguais. (E como se vocé tirasse uma fotografia do
prototipo e reduzisse ou ampliasse até que este tivesse o mesmo tamanho do modelo). Se o
modelo tiver 1/10 do tamanho do protétipo, seu comprimento, largura e altura devem ter esta
mesma propor¢ao. Nao apenas isso, mas também toda a sua forma deve ter um décimo do
tamanho e tecnicamente falamos de pontos homélogos, que sao pontos que possuem a mesma
relacao de localizagao. Por exemplo, o nariz do protétipo é homologo ao nariz do modelo. A
ponta da asa esquerda do prototipo é homologa a ponta da asa esquerda do modelo. Entao, a
similaridade geométrica requer que todos os pontos homologos sejam relacionados pela mesma
relacao linear de escala. Isso se aplica a geometria do fluido, bem como a geometria do modelo.
Observagao: Todos os angulos sao preservados na similaridade geométrica. Todas as dire¢oes
de fluxo sao preservadas. As orientagoes do modelo e do protétipo em relagao ao entorno devem
ser idéntico.

6.5.2 Similaridade Cineméatica

A similaridade cinematica implica que o modelo e o protétipo tenham a mesma razao de
escala de comprimento e tempo. O resultado é que a relacao de escala de velocidade sera



122 CAPITULO 6. ANALISE DIMENSIONAL E SEMELHANCA

a mesma para ambos. A equivaléncia de escala de comprimento simplesmente implica em
similaridade geométrica, mas a equivaléncia em escala de tempo pode exigir consideragoes
dinamicas adicionais.

Geralmente, um modelo geometricamente semelhante é colocado em um de fluxo de labora-
torio para simular o objeto real dentro do regime de fluxo geralmente muito maior. Neste caso
¢ necesséario ter similaridade nos regimes de fluxo além de similaridade geométrica. Dois fluxos
sao ditos semelhantes quando as razoes entre as velocidades e as aceleracoes sao constantes. A
similaridade de fluxo implica que a razao entre v(z,t) e a(z,t) do fluxo do modelo e v'(z, )
e d(z,t) do fluxo do prototipo é constante no tempo. A figura a seguir representa o fluxo
em torno de um edificio. Quando os fluidos usados no modelo e no protétipo sao idénticos,
suas linhas de fluxo em torno dos objetos parecerao idénticas e fica estabelecida a similaridade
cinética.

(@) (v)

Figura 6.6: Fluxo de ar em torno do modelo (a) em um tunel de ar e (b) de uma casa na
atmosfera.

Nestes casos, um campo de fluxo real em larga escala pode ser modelado em laboratorio. No
entanto, em muitos problemas, é necessario determinar as forgas sobre os objetos. Neste caso,
para modelar a forca inercial no objeto de pequena escala, podera ser necessario considerar a
substitui¢cao do fluido usado no modelo. Esta generaliza¢cao do modelo simples geometricamente
similar nos leva a exigéncia de que a proporcao das varias for¢as no modelo e no fluxo do
prototipo tenham razoes constantes.

6.5.3 Similaridade Dinamica

A similaridade dindmica implica que o modelo e o prototipo tém as mesmas razoes de
escala de comprimento, escala de tempo e escala de for¢a (ou escala de massa). Novamente,
a similaridade geométrica é um primeiro requisito; sem ela nao se pode prosseguir. Entao a
similaridade dinamica existe, simultaneamente com a similaridade cinematica, se os coeficientes
de pressao e de for¢a do modelo e do prototipo forem idénticos.

Matematicamente, a lei de Newton para qualquer particula de fluido requer que a soma da
forca de pressao, da forca de gravidade e da forca de arrasto sejam iguais ao termo da aceleracao
ou forca de inércia.

F,+F,+F,=F, (6.25)

A similaridade din&dmica, se houver, garante que cada uma das forcas estard na mesma
razao e terao diregoes equivalentes entre o modelo e o prototipo. A figura a seguir apresenta um
exemplo de similaridade dindmica para o escoamento sob uma comporta de fundo. Os poligonos
de forga em pontos homologos tém exatamente a mesma forma se os numeros de Reynolds e de
Froude! forem iguais (desprezando a tensao superficial e a cavitagao). A similaridade cinemética
¢ também assegurada por essas leis de modelo.

=2 . ~ . . 2
'E definido como um parametro adimensional dado por: ;—L
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1<

Figura 6.7: Similaridade dindmica no escoamento sob uma comporta de fundo. O modelo e
o protétipo produzem poligonos de forga homoélogos idénticos se os numeros de Reynolds e de
Froude tiverem os mesmos valores correspondentes: (a) prototipo; (b) modelo.Deflexao causada
pela forca de Coriolis.

6.6 Lista de Problemas

1. Quando testada em dgua a 20°C escoando a 2 m/s, uma esfera de 8 cm de didmetro apresenta
um arrasto de 5 N. Qual sera a velocidade e a forca de arrasto sobre um balao meteorologico
de 1,5 m de diametro atracado no ar nas condigoes padrao ao nivel do mar sob condi¢oes dina-
micamente semelhantes?

Solugao:

A viscosidade da dgua e da atmosfera padrao a 20°Cm é 1.003x 1072 Ns/m? e 1.80x 107> N s /m?
respectivamente. A densidade da dgua e da atmosfera por sua vez é 998kg/m? e 1.20kg/m?
respectivamente. Para determinarmos a forga de arrasto no balao, precisamos saber qual a
velocidade do ar. Na condicao de similaridade,

(Re)m = (Re)P
(PmVm L) (ppUpr)

[ [
(PmVm L) (998kg/m?2m/s0.8 x 1072m) L6 x 10°
o 1.003 x 103N s/m?2 -
M —1.6 x 10°
.
1.6 x 10°1.8 x 1075 N's/m?
U =
1.20kg/m31.5m
U = 1.59m /s
E oN
Cpm = o = =0.196 = C,
pmVE L2 998kg/m3(2m/s)?8 x 10=2cm P
E
s = 0.196
ppUpr

F, = 0.196p,v; L2
F, = 0.1961.20kg/m?(1.59m/s)*(1.5m)* = 1.3N

2. Um corpo cai na superficie da lua (g=1,62 m/s?) com uma velocidade inicial de 12 m/s.
Usando as variaveis da opcao 2, equagoes 2.18, o impacto com o solo ocorre em t**=0.34 ¢
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Y**=0.84. Calcule (a) o deslocamento inicial, (b) O deslocamento final e (c¢) o instante do
impacto.

Solucao:

(a)

9¥0 | oy Ly g gq - 16D

Y** — 279
2 2 122

1
+0.34 + 5(0.34)2

(1.62)Y, 1 )
84 =201 034+ —(0.34
0.84 o T 0344 (0.34)

Resolvendo para Y,

Yo = 39m
(b)
Y — =0.84 =
v3 122
Resolvendo para Y,
Y =75m
(c)
- Ot (1.62)t
" =2 =0.34 =
Vo 12
Resolvendo para t,
Y =2.52s
3. Determine a dimensao {MLTO} das seguintes grandezas:
(a) pg%
(b) Ji (p = po)dA
T
(c) /)Cpaxay

) [ [ [ pPededyd=

4. O periodo de oscilacao T" de uma onda de superficie na agua é considerado uma funcao
da massa especifica p, do comprimento de onda A, da profundidade h, da gravidade g e da
tensao superficial 7. Reescreva essa relagao na forma adimensional. Qual é o resultado se ~ for
desprezivel? Dica: escolha p, A e g como variaveis repetidas.

5. A poténcia P fornecida a uma bomba centrifuga é uma funcao da vazao volumétrica ), do
diametro do rotor D, da velocidade de rotacao €2, da massa especifica p e da viscosidade u do
fluido:

P = f(Q,D,Q,p,u)

Apresente uma expressao adimensional para a poténcia. Sugestao: use €2, p e D como variaveis
repetidas.
6. A velocidade angular de rotacao de um moinho de vento €2, sem carga, é considerada uma
funcao do didmetro do moinho D, da velocidade do vento v, da massa especifica do ar p, da
altura do moinho H em comparacao com a altura da camada limite atmosférica L e do namero
de pas N:
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H
Q:f(D7vap7f7N)

Os efeitos de viscosidade sao despreziveis. Encontre os grupos Pi apropriados para este pro-
blema e reescreva a fun¢ao acima na forma adimensional.

7. A forca de propulsao F' de uma hélice geralmente é considerada uma fungao de seu didmetro
D e velocidade angular €2, da velocidade v de avango, da massa especifica p e da viscosidade p
do fluido. Reescreva essa relagao como uma fungao adimensional.

8. Durante a Segunda Guerra Mundial, sir Geoffrey Taylor, um engenheiro britanico especiali-
zado em mecéanica dos fluidos, usou a analise dimensional para estimar a velocidade da onda de
uma explosao de bomba atomica. Ele supos que o raio R da onda de explosao era uma funcao
da energia liberada F, da massa especifica do ar p e do tempo ¢t. Use o raciocinio da analise
dimensional para mostrar como o raio da onda deve variar com o tempo.
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