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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Ing = Zln(l +€7ﬁ(£i7p)) N Z]: - Z‘ZA: - gs (2%)3 fd3k

-
gs é o nimero de estados de spin para cada valor de k: degenerescéncia de spin

“se cada particula tem um momento angular de spin intrinseco s, as possiveis
orientagdes deste spin sio dadas por sua projecio

mg=-s,—-s+1,...,s=1,s

ou seja, existem gs = 2s + 1 posstveis estados de mesma energia associados com
cada estado de translagdo de uma particula.”

Po_ 8
kT ~ A3 fs12(@) f52(2)

f32(2)

u 3, .8 3
V = EkBTFfwz(Z) b u= ENkBT
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Calor especifico

o _ 1 (wu 3 gy 22
Nkg NkB(aT)VN (u_ N T f3/2(2))
1 |3 . fsp@) 3 NkgT (3f5/2(2)) f512(2) (31‘3/2(2))
N Y 2 -
Nkg [2 PFn@ " 2fn@ \ oT VN Nk 2@\ T [y
N & A® 4
v - o= (o=g)

(3f3/2(2)) _ (9f3/2(2)) _ 1l dA (A B h )
aT VN oT v 85U dT \QnkaT
13, h QumksT) 1 31 3

gsv 2" (2mmkpT)3/2 T gsv2 T ﬁfsﬂ(z)
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Calor especifico

& _ 1 (au 2w 226)
Nkg ng(aT)VN (u_ NksT f3/2(2)
I O N f52(2) . 3NkBT(9f5/z ) kT f512(2) (3f3/2(z))
Nkg |27 @~ 2fp@\ 9T )y 270 (Fap@PR 9T Jyp

3ﬁ(Z) Ifop@\ _(IFp@)(dz) _ 1(dz
=f(@ - ( JT )V,N_( Jz )(ﬁ)V,N_fS/Z(Z)E(‘TT)V,N

If32(2) B 3 fz2(2) (dz 3

( oT )VN = —ﬁfm(z) - % (ﬁ) ——ﬁfwz(z)
1[4 - _3 S Lz __3 B
fl/Z(Z)Z (dT)V,N - ZTfS/Z(Z) z (dT) oT f1/2(2)

R
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Calor especifico

o 1 (w 3 22
Nkg ~  Nkg (‘9 ) (U— e Tfs/z(Z))
_ 1 [g f5/z(Z) 3NkBT(<9J%/z(Z)) B NkaS/Z(Z) (9f3/2(2))
Nkg |27 fop@ * 2f3p@\ T ),y @2\ T [,y
(19f5/2(2)) 3 [BpeP Ifp@) 3
aT )y 2T fipG) T N a7/
S §[f5/2(z) T 3 Isp@P f52(2) f ]
Nkp 2|52 f52(2) 2T fip2(2) [f32()12 2T 322
_ §[f5/2(2) 3f2(@) | 3f5/2(2)] N Cy _15f5p() 9 f512(2)
232G 2fip@  2fip0@ Nkg 4 f3p(2) 4 fip(2)

=
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac
Potencial de Helmholtz

F = G-pV  sistemascom umacomponente — G=Ng=Nyu (z = eﬁ“)
f512(2) [ f5/z(Z)]
= NkgTlnz-pV — V = NkgT F =NkpT|lnz ——
? P P e b f312(2)
Y= 'kBTgs f512(2)
Entropia S= %I - ;
o 3]
3, .8 f52(2) (N 8s )
S = cZkgV= z) — Nk Inz + Nk — z
ks /‘3f5/2( ) B 552 v = p3hr@
3. AN g f52(2) [5 fspp(@) ]
= =k z) — Nkg Inz + Nk S= nz
2 g fan(2) f5/2( ) Nks " F(2) 2 fapd)

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



Gas ideal quantico

Resumo:

f52(2) =
f32(2) =

fi2(z) =

Estatistica de Fermi-Dirac

14 S f
T 5/2(2)
ksT = 2° f5/2(Z)
R R
3/2
% = % f32(2) /
Cy _15fp(@)  9f32(2)
Nkg 4 fsp(z)  4fip(2)
F:NkBT[lnz—f5/2(Z)] s:NkB[§f5/2(Z) —lnz]
f312(2) 2 f32(2)
3 \f fo ,1?;“ dx As propriedades do gas de Fermi sdo definidas
pelo comportamento da fungdo de Fermi f, (z).
1/2
\/“ fo -1 7 X Esta fung¢do deve ser calculada numericamente,
exceto nos casos limites em que z é pequeno.
71/2 d
\/> fO Tl X
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno

@) = R S [ R
v F(v) 1e" +1 Tw) Jo 1+ ze™*

Se z é pequeno podemos escrever

T Nyt oy " 1yl (] [SR PN
) o e e B I e B e ) D
1=0 I=1 =1

R - I I
1+ze% Z( DA

1l
—_

tal que

fulz) = F(v)f v 12 (1)1 (ze ™) dx = N0 )Z( 1)1 lj(; Lol gy

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno
1 v -1 l\f‘o0 v=1-Ix
() = — -1 7z x' e M dx
7O = 167 E: 07 )

troca de variavel: - Ix=y (x = %) = dx= %dy

I R w PEPNER YA A B A Ny ?
=y L0 (G) 7 [ vt o o= Yen

Limite de z < 1 (regime cldssico)

pV = NkBT
- 17 2?7 3
flD) =Y (1) TrI-mtm e o [fl@)=z U = INksT
=1
Cv = 3Nkg
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac
Limite de z pequeno (mas nao muito menor do que a unidade)

!
4 -1 %
TT = /‘3f5/2(7~') /\3 Z( 1) B2

s 1
S =YD )
I=1
% = %fm(z) Zl‘ (-1 15/2

(2

Proposta: Equacdo de estado na forma de uma expansao do virial (em poténcias de z)

12 N_ 8 N_8g,
kBTN A3N Z( DA vkl 2 =5t

z<1

I-1
A
-1 - .
NkB T Z D"y (g v) a; — coeficientes do virial

Os coeficientes do virial 4; sdo obtidos das expansoes de p/kgT e N/V em termos de z
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno (mas ndo muito menor do que a unidade)

) -1
pV__ plksT 1, (A =1
NkgT ~ NJV =Y

Z(_ 11152/2 oo 3 -
Z( - 1132/2 =1 s ‘ 1=1
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Z(_ 1113?/2
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno (mas ndo muito menor do que a unidade)

P& Nyl 2
kT — A3 ; -1 52
!
-1 %
& Z(— ) m
00 -1
z
= Z -1 g [Z( - 113/2]
1=1

p/ksT -1 A3 =
NIV Z( b (ﬁ
Z
Z( Vs
_ Z]
Z(_1)l 1137

=1
—ZZ +—Z3 + 2
T mp TyEp o 2 B 2 2
W = a; —ap Z—237+337+... +asz Z—ﬁ-i'm*'... +...
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno (mas ndao muito menor do que a unidade)

plkT N, ( A3 )H
=VY'(-1 A
N/V ;( ) A 20

Z( 1)~ 1152/2 . J -1
- Lo [2< nf ]
Z( 1)1 1 32/2 =1
I

z2 z3 72 Z3 z2 z3
ot E o T al(z——23/2 * 37 +...)—a2(z——23/2 * 3t

2 3 3
+a3 Z—ﬁ+ﬁ+... +...
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno (mas nao muito menor do que a unidade)

plksT N, e ( A3 )H
=Y (-1 4
NJV ;( ) 20

22 Z3 _ Z2 Z3 Z2 23
—2574-@4-... = ay Z—237+33T+... —llzZ—237+337+
2 3 )3
—= t.. ]+

Z
+(l3(Z— 237 + 33/2

Os valores de g sdo obtidos igualando os coeficientes de z' de ambos os lados da

igualdade:
1 1 1
1 - 2 - — g — — -~
zZm —a = 1 zZ 25/2 = - 23/2 az ay = 4\5 0.17678
1 1 1 2 1
3 _ - _ PO
z7 — P2 " 33/2 +2;1223/2 +as as = \/» 8 0.0033
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno (mas ndo muito menor do que a unidade)

plksT N, ( A3 )H
FeB- -1 Al
NV ;( ) @ 20

Equacdo de estado na forma de uma expansio do virial

A3 A3\?
pv = NkBT[l + 0.17678(—) - o.oo33(g—v) +.. ]
S S

corregdes quanticas a equacao de estado de gas ideal cldssico

A3 :
(g_v) — { aumenta a pressdo do gas de Fermi
S

resultado da repulsdo produzida pelo principio de exclusdo de Pauli
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno (mas ndo muito menor do que a unidade)

_2U
5 P=3v
” Cy 1 ( U)
Cal fico » —=—|= 0o
alor especi Nkg  Nkg \dT J,, v —TY (1) g )\3
NkB = gsv
Cv 3|2 (P Z( 1)1, _317 +TZ( 1)’1a(l—1) e dA
Nkg ~— 2|dT NkB 950 ! gv) g dT
h ar B A

como A:W - ﬁf ﬁ

0o -1 00 -1
Cy _ 3 o (Y 3N - g (A
e = E[Z( Va5 22( V-

Nkg
/\3)

_ 1531
_22‘4(1)1 (v
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno (mas ndo muito menor do que a unidade)

-2U
5 P=3v
o Cy _ 1 u
Calor especifico — Nks ~ Nks (aT )V,N W i(_l)l—lu (A_3)l—1
Nks I=1 l 80
a = 1
Cy 3¢ 5-31 (A3\7
-12~
— == - - = — ~ —0.1767
e 2;( L (gsv) > ~ —0.17678
az ~ —0.0033
Cy 3 23 23\? 23\
Nkg 2 [1_0'0884(45 )+0.0066( y —0.0004 y +...

Para temperaturas finitas, o calor especifico do gas de Fermi é menor do que o limite

classico 3kg/2
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Limite de z pequeno (mas nao muito menor do que a unidade)

o 3

Nkg — 2

[1 —0.0884 ( A

3

8sU

) + 0.0066(

3

8sV

2 3
A ) - 0.0004(A—

8sV

-]

Para temperaturas finitas, o calor especifico do gds de Fermi é menor do que o limite

classico 3kg/2

2

(T/Tp) —>»
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