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Gas ideal quantico

Caracterizacdo do problema

sistema de N particulas idénticas, sem estrutura interna, num volume V'
as interacdes entre as N particulas sdo despreziveis

as coordenadas (posicdo e ) sdo designadas pela variavel Q;

o estado quantico de uma particula é identificado por s;

o estado do gds como um todo é descrito pelo conjunto

{s1, 52, -+, sn}
ou, em termos da funcao de onda do gés neste estado
Y= I/J{s],sz,...,s;\,} (Q1, Q2, ..., Qn)

as fungdes de onda sdo solugdes da equacao de Schodinger independente do
tempo
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Gas ideal quantico

Propriedades da funcdo de onda

@ as fungdes de onda devem satisfazer o principio de incerteza de Heisenberg, no
que se refere a indistinguibilidade das particulas

@ as fungdes de onda devem apresentar propriedades de simetria, em fungéo do
tipo de spin das particulas

l}'(.‘.,Q[,...,Q,‘,...)Zil/)(...,Qj,...,Q,‘,...)

Obtencdo dos estados acessiveis

Para obter os possiveis estados acessiveis de um gas, devemos contar o ntimero de
particulas em cada estado quantico, de acordo com as propriedades de simetria da
funcdo de onda e com a indistinguibilidade das particulas.

R
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Gas ideal quantico

Estatistica de Bose-Einstein (BE)

@ as particulas tém spin inteiro

exemplos: f6tons, fonons, mégnons, dtomos de Het

@ as fungdes de onda sdo simétricas

V(s Qipeeey Qi) = (e, Qi Qi)

@ as particulas sdo indistinguiveis

nao existe restri¢do no nimero de particulas em cada estado s

@ as particulas que satisfazem a estatistica de BE sdo chamadas de bésons
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac (FD)

@ as particulas tém spin semi-inteiro

exemplos : elétrons, prétons, néutrons, 4tomos de He®

@ as fungdes de onda sdo anti-simétricas

'J}(r QI!'“/Q/!'“):_#}("'/ Qf/---rQi/---)

@ as particulas sdo indistinguiveis

@ existe restri¢do no nimero de particulas em cada estado: principio de exclusdao
de Pauli

“Ndo existe estado, para o gds como um todo, onde temos 2 ou mais particulas.
Assim, cada estado s é populado com apenas 1 particula.”

@ as particulas que satisfazem a estatistica de FD sdo chamadas de férmions
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Gas ideal quantico

Estatistica de Maxwell-Boltzmann (MB)

as particulas ndo tém propriedades de simetria
as particulas sdo distinguiveis

nao existe restri¢do no nimero de particulas em cada estado

a estatistica de MB é um limite tedrico apenas, ja que ndo existe este tipo de
particula na natureza.

no limite cldssico (alta temperatura), as estatistica de BE e FD devem convergir
para a estatistica de MB.

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



Gas ideal quantico

Formulagdo do problema estatistico

@ gds de N particulas idénticas, num volume V, em equilibrio a temperatura T

@ um possivel estado quantico do gés ideal fica inteiramente caracterizado pelo
conjunto de niimeros

{nm, na,..., mj,...} = {nj}
onde n; = 0 oun; =1 (férmions) ou n;=0,1,..., N (bésons)

@ como o gds é ideal,
E= Z €jn; N = Z n; onde ¢; é a energia do estado j
j j

@ fungdo de parti¢do candnica

Zn(T, V)= Y PR = 37 [Z nj - N] exp [—5 D n,]
7

{n;} {nj} j

Reif: as somas sobre {;} devem ser feitas com a restrigao Z nj=N

)
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Gas ideal quantico

Formulagdo do problema estatistico

@ cidlculo no ensemble grande-canénico: grande fungio de parti¢do

(T, V, 2)

Y Nz, v)
N=0

i MY [Z nj - N] exp

=0 {n} j

ZMH Z’é(z nj — N

—p Z & ”/]

]

z
]

E—ﬁ(el ny+ey np+...)

2, .

N=0 {n;} j
g IR ) (R
N=0 {n;} j j

Podemos eliminar a restri¢do nas somas, somando sobre todos os ntiimeros de

ocupagao.
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Gas ideal quantico

Formulagdo do problema estatistico

@ célculo no ensemble grande-can6nico: grande fung¢io de parti¢io

5rs [z [Ty

E(T,V, 2

N=0 {nj} j
- rs = e\ (gePe2)?
;H ze Z[( | )
- —ﬁel -ﬁéz 2

s v = [] [Z (Ze—ﬂs,-)n]

j

o

=
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Gas ideal quantico

Formulagdo do problema estatistico

FD — n=0,1 (exclusdo de Pauli)

Erp(T, V, p) = H[Z ze ﬁé ] H 1+ze ﬁé H 1+e-ﬁ(*/ M
. : ]

j n

BE - n=012,...

Epe(T, V, w)

=

Ler |11

jobmn j

1 = 1
= H onde usamos S = Z X' =
L= ze Féi 1-x

el

n=0

R
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Gas ideal quantico

Formulagdo do problema estatistico

Erp(T, V, ) = H (1 + e’ﬁ({'/’“)) = InEpp(T, V, )= Z In (1 + efﬁ(gff’l))
j j

1 — e Ble=m

Zpe(T, V, u) = H (;) —  InEpe(T, V, u) = —Z 1n(1 - g—ﬁ<sr#>)
j

Equacao de estado

pV —B(ei—u) +) FD
pV =kgTInE(T, V, n) — kaT :iZln(lie j ) B
j (-) BE
Limite classico (MB): ¢ P& « 1 pois pu — —co

\% .
In(l1+x) ~+x, pois x<1 — IZ;_T = Ze’ﬁ(éf“) = Zze’ﬁf} =(N)
j j
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Gas ideal quantico

Formulagdo do problema estatistico

Numeros de ocupagdo médios

1(dInE dInE
i), ), -
B\ du Jry 9z Jgy

e Pe

_ﬁev .

+e 7 zZ )

N) = +z = E — N E

Ny 1+ze P ; (11267&/’) = I (c’” - +l) {

Energias médias

— — . PE ..~ Pej .. (+) FD
oIn= Fzeie P zee Pl e
<E>:—( ) =Fy —— =) —— 5 (B)=) ———
B ).y T lxze Bej T 1+ze Bej ; BE 11 (<) BE

[I]

=iZ 1+ze ﬁé
j

(+) FD

(=) BE

Ocupagdo média do estado (ou orbital)] — (N) = Z(n]-) (E) = Z 5]-(11/-)
j j

1 (+) FD

nj) = ——
A ITETIE R
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Gas ideal quantico

De maneira geral, podemos reunir as duas estatisticas escrevendo

1 .
n)= —— InE=+Y Inf[l+ePEGw
") = e 11 ; [ |

Para temperaturas baixas (f grande) :

1
@ para férmions: 0.8F w
njy =1 i < |
(nj) =1, para & < p 0.61
(nj) = 0, para &; > F(e)
. e 0.4}
@ paraboésons: ¢ —u >0 |
(nj) ~ 0, para a maioria dos estados 02
(n;) > 1, para as energias mais baixas 0
0 "
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Gas ideal quantico

De maneira geral, podemos reunir as duas estatisticas escrevendo

()= —— g =Y In[1 e )]
- j

Para temperaturas baixas (f grande) :

@ para férmions: I

1501

(nj) =~ 1, para g < p I

(nj) = 0, para &; > fe) 1008

@ parabdsons: ¢ —u >0 50;

(nj) ~ 0, para a maioria dos estados b
(n;) > 1, para as energias mais baixas Un | | | | |

9995 10 10005 1001 10015 10.02

€
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Gas ideal quantico

Estatistica quantica no limite classico
Condicdes de validade para o limite cldssico:

@ temperatura suficientemente alta: § — 0
@ concentragdo do gés suficientemente baixa: N/V — 0

@ a ocupagéo por estado é muito baixa: (n;) <1

1

Blej—u) N = N — ,—Plei—u)
e > 1] (nj)y = ———— — (njy =e
I HLE= L ]
BE:  (n;) > 00 quando ¢ —u
‘ L VB P ] p <0 parabésons livres
St m FD:
— ] 1 para e<y
o i (ni) -
‘10 5 [ 5 10 0 para & > u
(e~uVk,T
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Gas ideal quantico

Estatistica quantica no limite classico

Gas de particulas livres,

112k? ) )
g=ep, = i ugHo up é o magneton de Bohr, 0 = +1 e H é o campo externo
N . 12k?
0 caso sem spin, & =€p= —
P I 2m

Ing = Z e L nE = Z e BOPKR 2m—y) _ By Z B2 [2m
4 K

j k

Como calcular Z ?

k

Lembrando um pouco de mecanica quantica....
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Gas ideal quantico

Estados quanticos de uma particula livre

@ particula nao-relativistica de massa m, sem spin
@ vetor de posigdo 7 e momento

@ confinada num volume V, sem forca aplicada sobre ela

O estado (orbital) s de particula tinica é obtido da equacao de Schrodinger

Y ?_,
lhﬁ —}{W——%V

cuja solugdo de ondas planas é dada por

W7, ) = l,l)(}?) emiwt Hy=cp — Y@= Agil?f

2me

2me
V24 + Tv=0 - —( + K +12) + 5z =0
r2k2
energia do orbitals — ¢ = LS
2m
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Estados quanticos de uma particula livre

Quantizacdo de energia:

Gas ideal quantico

@ utilizando solugdes de ondas planas, num recipiente com condi¢des de contorno

periddicas

@ utilizando solugdes de ondas estaciondrias, num recipiente fechado de volume

V, sem o uso de condigdes de contorno periddicas

Quantizagdo de ondas planas:

condigdes de contorno periddicas:

Yx+Ly,y,z) = Yy 2)
= Yo y+ly D) = Py, 2)
Y,y z+L) = vy 2)

P(x + Ly, y, 2) = el (v, y, 2)

2 2n o _2n o _2R(md M
vooETL T Com 212

—  kyLy =2mn,

O volume V = LyL, L, é grande, tal que néo existe
L reflexdo, e a onda se propaga indefinidamente usando

(ny =0, £1, £2, ...)
+ ﬁ
L2
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Gas ideal quantico

Estados quanticos de uma particula livre

21 21
kx = L—x Ny e Akx = (L_x

Quando V — oo, ou seja, Ly — o0, os valores de ky, ky e k: estdo densamente espagados:

) Any

Ly = Aky — dky

Assim, para dados ky e k;, o niumero Any de valores inteiros n, para os quais ky estd
compreendido no intervalo ky e k, + dk, é dado por

L
Any = ﬁ dky

Assim,

+00

Y, s - | :° Flk (52 k) ;fa?w o [ s

ky=—0c0

3/2
InE 4 Pt f @3k e PR 2m v P 2run
(2n)3 (2m)3 pn2
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Gas ideal quantico

Estatistica quantica no limite cldssico

Grande potencial termodinamico

3/2 3/2
1 14 2nm 2nm
P=--InE=- pu (2 :_v(_) kpT)>/? Pl
7= =g (57 ) WD
Potencial de Helmholtz F = @ + uN N=- (‘;ﬂ)
tr,v
oD 27um /2 5 1 )
— =-V (= 2o — = — =-
(a‘u )T/V 1% ( h2 ) (kBT) e kBT kBT g 0] NkBT
3/2
Para obter o potencial quimico, N =V (27‘(_m) (kgT)°/? Pt 1
h2 kgT
_ 3. (2mm\ 5 u
InN=InV + 2ln( - )+ 5 s T) + Lo = InGksT)

_(N\ 3 3. (2mm (N, N
pu=n() - 3imtsD) - 50(5F) > pu=n(G) A-(—znmm)
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Gas ideal quantico

Estatistica quantica no limite classico

Potencial de Helmholtz,

N\ 3 3 h?
F= —NkBT[1+ln(V)+ SinT- Eln(m)]

Entropia do sistema (equacao de Sackur-Tetrode)

oF v 3
S——(a—T)VN—NkB[lnN+§ lnT+so]

e =2 3 _n
072 7 2\ 2nmkg

@ o fator h surge naturalmente
@ o fator de contagem de Boltzmann N! é incluido

@ a entropia é extensiva : ndo existe o paradoxo de Gibbs na formulagdo quantica
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Gas ideal quantico

Estatistica quantica no limite cldssico
Degenerescéncia de spin :

“Se cada particula tem um momento angular de spin intrinseco s, as possiveis
orientagdes deste spin siio dadas por sua projegiio

mg=-s,—-s+1,...,s=1,s

ou seja, existem gs = 2s + 1 possiveis estados de mesma energia associados com
cada estado de translagdo de uma particula.”

- \V4 3 -
§MH&MJW®

In= = o. V_ pu (Zm ¥
nE =g, e
@ny iz

2nm

3/2
®=—g V(W) (ks )2 ebt
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Gas ideal quantico

Equacao de estado e niimero de particulas

I IS VO v
== 1 +ze P N=) (n)=
kBT 7 —1eﬁ57 +1 (=) BE
. . . 2K
Para particulas livres e sem spin o ==
Z Z 10— s [ ks
w__. Vv 3 e
o i (2n)3 fd k ln(l +ze /‘k)

1% 1
=— | Pk ——
(2mn)3 f z7lePex + 1

A solugdo destas equagdes depende da estatistica que estamos usando (FD ou BE).
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

ﬂ 4 fdsk In (1 +ze’ﬁ"k) =

= 4 dkk? In (1 + ze Pex
e n fo n(1+207%)

@n)?

2m )1/2 1 2m

troca de varidvel: integral em energia — k= (—gk dk = % h—zdg

P 1 om3 o, e
T P (h_z) : € ln(1+ze ﬁ*)de
1 (2m\32[2 4 A2 0 g3/270=Pe
_ sm 26312 10 (1 + 2B Z errze
(Zn)z(hz) [36 n( e )0 +3ﬂ£ 1+ze’ﬁ"dé]
3/2 o 3/2
_ L(Z_m) Eﬁf e
2n)2 \ n2 3% Jo zlefe+1

5 . - p ~ 1 4 00 x3/2
troca de varidvel: fe=x — T ~ Fm\[o =y

P 1 4 0 X3/2
T~ 1 f5/2(2) f52(2) = m L e dx (fungdo de Fermi-Dirac)
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Vv 1 Vv ©0 1
N = Ak = 4 k> ————
(2n)3 f zlePek +1  (2m)3 nfo z-lePek + 1

1/2
troca de varidvel: integral em energia — k= (é_Tgk) dk = %{ zh_’g de
N 1 (2m? [ 2 p
VT erp (h_Z) fo Tl 10
N 1 2 e 1/2
troca de varidvel: fe=x —» —==—— X g
Vo B yrdo zler+1
N 1 1 2 o 172 o
Voo~ ﬁfa/z(z) fa2(2) = = j{; e dx  (fungdo de Fermi-Dirac)
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Funcado de Fermi-Dirac — Apéndice E do Pathria
f(@) = T(v) f el 0<z<oo;v>0)

r(
r(

r(
Relagodes tuteis:

)
~
Il

Funcio Gamma — I(n) :f e ¥ " L dx
0

5

Nl NI
—_ —
Il

(@) _dh(2)
fra@ = d(nz) 2702

fin =2 228
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Algumas propriedades para o gas ideal de Fermi:

Energia interna u= olnZ =kpT? Jln=
aT |,y

0B
1%
O =—-kgTInE e D =—pV - lnE:IZ;_T
d (pV 4 1 h
o - wela () Lor il e
B [8T kgT v kgT /\3f5/2() ’—27'[kaT
d (1 d (1 3dA 311
_ 2 4 (2 L L @ _22 2
= kT V@5 (/\3) dT(/\3) NdT 28T
= kBT f5/2
N 1 1% N f52(2)
Como === z) o> = =— u= N T
72 E f2@) A3 f32(2) f32(2)
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Gas ideal quantico

Estatistica de Fermi-Dirac

Algumas propriedades para o gés ideal de Fermi:

Energia interna u=- (8 In2 ) = kgT? (3 In :)
z,V z,V

__ . - gV
DO =—kgTInE e O =—pV - InE= kT
4 1
S W
kgT /\3f/2( ) pV _ f5/2(Z)
NkgT ~ z
V = 35 o7 fon)
f52(2) 2U
u-= Nk ===
fs/z(Z) P=3v

Esta expressdo é valida para qualquer gas ideal (ndo relativistico), quantico ou classico

desde que sejam usadas as expressdes corretas para p e U
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Gas ideal quantico

Validade do limite cldssico

, (an 3/2

/ 3/2
— - InE=Vz 2mum
pi2

ph?

—_ 3/2 3
JdInE 2nm N h
N = (Z I’Z]> =z—=Vz (_ﬁhz ) - z= V —(ZﬂkaT)3/2

Condigao de validade classica —

N " VL3
- <1 - a> A a= (—) —  distancia molecular tipica
1% (27IkaT)3/2 N p

h .
A= ——— comprimento de onda térmico de de Broglie

\2mmkgT
O comprimento de onda térmico de de Broglie tem a mesma ordem de grandeza do comprimento de onda de de

Broglie, h/p, de uma particula (ndo-relativistica) com energia cinética da ordem de kg T (Hill, 1986).

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



Gas ideal quantico

Validade do limite cldssico

Elétrons de condu¢ao num metal:

h o
comprimento de onda térmico A= ——= ~x62A

V3kaT
me =9.109x10 kg 1= 6.6256x1074]  kp = 1.38054x10" 2 /K T =300K

separacdo média a entre os elétrons :

“o niimero de elétrons de condugdo é igual ao niimero de dtomos vezes a valéncia
da espécie atomica (1 para Na, K, Cu, 2 para Zn)”

didmetro atémico médio ~ 2A —  tomando 1 elétron por dtomo, a ~ 2 A
a<A - condigdo de aproximagdo cldssica invalida

os elétrons de condugdo formam um gés denso (1 < 1)
as interacdes entre os elétrons de condugdo podem ser desprezadas

a estatistica a ser usada é a de Fermi-Dirac
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