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Gás ideal quântico

Caracterização do problema

sistema de N partı́culas idênticas, sem estrutura interna, num volume V

as interações entre as N partı́culas são desprezı́veis

as coordenadas (posição e spin) são designadas pela variável Qi

o estado quântico de uma partı́cula é identificado por si

o estado do gás como um todo é descrito pelo conjunto

{s1, s2, . . . , sN}

ou, em termos da função de onda do gás neste estado

ψ = ψ{s1 , s2 , ..., sN } (Q1, Q2, . . . , QN)

as funções de onda são soluções da equação de Schödinger independente do
tempo
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Gás ideal quântico

Propriedades da função de onda

as funções de onda devem satisfazer o princı́pio de incerteza de Heisenberg, no
que se refere a indistinguibilidade das partı́culas

as funções de onda devem apresentar propriedades de simetria, em função do
tipo de spin das partı́culas

ψ(. . . , Qi, . . . ,Qj, . . .) = ±ψ(. . . , Qj, . . . ,Qi, . . .)

Obtenção dos estados acessı́veis

Para obter os possı́veis estados acessı́veis de um gás, devemos contar o número de
partı́culas em cada estado quântico, de acordo com as propriedades de simetria da
função de onda e com a indistinguibilidade das partı́culas.
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Gás ideal quântico

Estatı́stica de Bose-Einstein (BE)

as partı́culas têm spin inteiro

exemplos: fótons, fônons, mágnons, átomos de He4

as funções de onda são simétricas

ψ(. . . , Qi, . . . ,Qj, . . .) = ψ(. . . , Qj, . . . ,Qi, . . .)

as partı́culas são indistinguı́veis

não existe restrição no número de partı́culas em cada estado s

as partı́culas que satisfazem a estatı́stica de BE são chamadas de bósons
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Gás ideal quântico

Estatı́stica de Fermi-Dirac (FD)

as partı́culas têm spin semi-inteiro

exemplos : elétrons, prótons, nêutrons, átomos de He3

as funções de onda são anti-simétricas

ψ(. . . , Qi, . . . ,Qj, . . .) = −ψ(. . . , Qj, . . . ,Qi, . . .)

as partı́culas são indistinguı́veis

existe restrição no número de partı́culas em cada estado: princı́pio de exclusão
de Pauli
“Não existe estado, para o gás como um todo, onde temos 2 ou mais partı́culas.
Assim, cada estado s é populado com apenas 1 partı́cula.”

as partı́culas que satisfazem a estatı́stica de FD são chamadas de férmions
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Gás ideal quântico

Estatı́stica de Maxwell-Boltzmann (MB)

as partı́culas não têm propriedades de simetria

as partı́culas são distinguı́veis

não existe restrição no número de partı́culas em cada estado

a estatı́stica de MB é um limite teórico apenas, já que não existe este tipo de
partı́cula na natureza.

no limite clássico (alta temperatura), as estatı́stica de BE e FD devem convergir
para a estatı́stica de MB.

Alexandre Diehl Mecânica Estatı́stica



Gás ideal quântico

Formulação do problema estatı́stico

gás de N partı́culas idênticas, num volume V, em equilı́brio a temperatura T

um possı́vel estado quântico do gás ideal fica inteiramente caracterizado pelo
conjunto de números

{n1, n2, . . . , nj, . . .} ≡ {nj}

onde nj = 0 ou nj = 1 (férmions) ou nj = 0, 1, . . . , N (bósons)

como o gás é ideal,

E =
∑

j

εj nj N =
∑

j

nj onde εj é a energia do estado j

função de partição canônica

ZN(T, V) =
∑
{nj}

e−βE({nj}) =
∑
{nj}

′

δ

∑
j

nj −N

 exp

−β∑
j

εj nj


Reif: as somas sobre {nj} devem ser feitas com a restrição

∑
j

nj = N
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Gás ideal quântico

Formulação do problema estatı́stico

cálculo no ensemble grande-canônico: grande função de partição

Ξ(T, V, z) =

∞∑
N=0

zN ZN(T, V)

=

∞∑
N=0

zN
∑
{nj}

′

δ

∑
j

nj −N

 exp

−β∑
j

εj nj


=

∞∑
N=0

zn1+n2+...
∑
{nj}

′

δ

∑
j

nj −N

 e−β(ε1 n1+ε2 n2+...)

=

∞∑
N=0

∑
{nj}

′

δ

∑
j

nj −N

∏
j

(
ze−βεj

)nj

Podemos eliminar a restrição nas somas, somando sobre todos os números de
ocupação.
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Gás ideal quântico

Formulação do problema estatı́stico

cálculo no ensemble grande-canônico: grande função de partição

Ξ(T, V, z) =

∞∑
N=0

∑
{nj}

′

δ

∑
j

nj −N

∏
j

(
ze−βεj

)nj

=
∑
{nj}

∏
j

(
ze−βεj

)nj
=

∑
n1 ,n2 ,...

[(
ze−βε1

)n1
(
ze−βε2

)n2
. . .

]

=

∑
n1

(
ze−βε1

)n1


∑

n2

(
ze−βε2

)n2

 . . .
Ξ(T, V, µ) =

∏
j

∑
n

(
ze−βεj

)n


=
∏

j

∑
n

e−β(εj−µ) n

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Gás ideal quântico

Formulação do problema estatı́stico

FD → n = 0, 1 (exclusão de Pauli)

ΞFD(T, V, µ) =
∏

j

∑
n

(
ze−βεj

)n
 =

∏
j

(
1 + ze−βεj

)
=

∏
j

(
1 + e−β(εj−µ)

)
BE → n = 0, 1, 2, . . .

ΞBE(T, V, µ) =
∏

j

∑
n

(
ze−βεj

)n
 =

∏
j

 ∞∑
n=0

(
ze−βεj

)n


=
∏

j

(
1

1 − ze−βεj

)
onde usamos S =

∞∑
n=0

xn =
1

1 − x

=
∏

j

(
1

1 − e−β(εj−µ)

)
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Gás ideal quântico

Formulação do problema estatı́stico

ΞFD(T, V, µ) =
∏

j

(
1 + e−β(εj−µ)

)
→ ln ΞFD(T, V, µ) =

∑
j

ln
(
1 + e−β(εj−µ)

)
-

ΞBE(T, V, µ) =
∏

j

(
1

1 − e−β(εj−µ)

)
→ ln ΞBE(T, V, µ) = −

∑
j

ln
(
1 − e−β(εj−µ)

)
Equação de estado

pV = kBT ln Ξ(T, V, µ) →
pV
kBT

= ±
∑

j

ln
(
1 ± e−β(εj−µ)

) 
(+) FD

(−) BE

Limite clássico (MB): e−β(εj−µ)
� 1 pois βµ→ −∞

ln(1 ± x) ≈ ±x, pois x� 1 →
pV
kBT

=
∑

j

e−β(εj−µ) =
∑

j

ze−βεj = 〈N〉
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Formulação do problema estatı́stico

Números de ocupação médios

〈N〉 =
1
β

(
∂ ln Ξ

∂µ

)
T,V

= z
(
∂ ln Ξ

∂z

)
β,V

→ ln Ξ = ±
∑

j

ln
(
1 ± ze−βεj

)

〈N〉 = ±z
∑

j

±e−βεj

1 ± ze−βεj
=

∑
j

(
ze−βεj

1 ± ze−βεj

)
→ 〈N〉 =

∑
j

(
1

eβ(εj−µ)
± 1

) 
(+) FD

(−) BE

Energias médias

〈E〉 = −

(
∂ ln Ξ

∂β

)
z,V

= ∓
∑

j

∓zεje
−βεj

1 ± ze−βεj
=

∑
j

zεje
−βεj

1 ± ze−βεj
→ 〈E〉 =

∑
j

εj

eβ(εj−µ)
± 1


(+) FD

(−) BE
〈E〉 =

∑
j

εj〈nj〉

Ocupação média do estado (ou orbital) j → 〈N〉 =
∑

j

〈nj〉 〈E〉 =
∑

j

εj〈nj〉

〈nj〉 =
1

eβ(εj−µ)
± 1


(+) FD

(−) BE
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Gás ideal quântico

De maneira geral, podemos reunir as duas estatı́sticas escrevendo

〈nj〉 =
1

eβ(εj−µ)
± 1

ln Ξ = ±
∑

j

ln
[
1 ± e−β(εj−µ)

]
Para temperaturas baixas (β grande) :

para férmions:

〈nj〉 ≈ 1, para εj < µ

〈nj〉 ≈ 0, para εj > µ

para bósons: εj − µ > 0

〈nj〉 ≈ 0, para a maioria dos estados

〈nj〉 � 1, para as energias mais baixas
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Gás ideal quântico

De maneira geral, podemos reunir as duas estatı́sticas escrevendo

〈nj〉 =
1

eβ(εj−µ)
± 1

ln Ξ = ±
∑

j

ln
[
1 ± e−β(εj−µ)

]
Para temperaturas baixas (β grande) :

para férmions:

〈nj〉 ≈ 1, para εj < µ

〈nj〉 ≈ 0, para εj > µ

para bósons: εj − µ > 0

〈nj〉 ≈ 0, para a maioria dos estados

〈nj〉 � 1, para as energias mais baixas
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Gás ideal quântico

Estatı́stica quântica no limite clássico

Condições de validade para o limite clássico:

temperatura suficientemente alta: β→ 0

concentração do gás suficientemente baixa: N/V → 0

a ocupação por estado é muito baixa: 〈nj〉 � 1

eβ(εj−µ)
� 1 〈nj〉 =

1

eβ(εj−µ)
± 1

→ 〈nj〉 = e−β(εj−µ)

BE: 〈ni〉 → ∞ quando ε→ µ

µ < 0 para bósons livres

FD:

〈ni〉 →


1 para ε� µ

0 para ε > µ
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Gás ideal quântico

Estatı́stica quântica no limite clássico
Gás de partı́culas livres,

εj ≡ ε~k, σ =
~2k2

2m
− µBHσ µB é o magneton de Bohr, σ = ±1 e H é o campo externo

No caso sem spin, εj ≡ ε~k =
~2k2

2m

ln Ξ =
∑

j

e−β(εj−µ)
→ ln Ξ =

∑
~k

e−β(~
2k2/2m−µ) = eβµ

∑
~k

e−β~
2k2/2m

Como calcular
∑
~k

?

Lembrando um pouco de mecânica quântica....
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Gás ideal quântico

Estados quânticos de uma partı́cula livre

partı́cula não-relativı́stica de massa m, sem spin

vetor de posição~r e momento ~p

confinada num volume V, sem força aplicada sobre ela

O estado (orbital) s de partı́cula única é obtido da equação de Schrödinger

i~
∂Ψ
∂t

= HΨ = −
~2

2m
∇

2Ψ

cuja solução de ondas planas é dada por

Ψ(~r, t) = ψ(~r) e−iωt
→ Hψ = εψ → ψ(~r) = A ei~k.~r

∇
2ψ +

2mε
~2 ψ = 0 → −(k2

x + k2
y + k2

z ) +
2mε
~2 = 0

energia do orbital s → ε =
~2k2

2m
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Gás ideal quântico

Estados quânticos de uma partı́cula livre
Quantização de energia:

utilizando soluções de ondas planas, num recipiente com condições de contorno
periódicas
utilizando soluções de ondas estacionárias, num recipiente fechado de volume
V, sem o uso de condições de contorno periódicas

Quantização de ondas planas:

O volume V = LxLyLz é grande, tal que não existe
reflexão, e a onda se propaga indefinidamente usando
condições de contorno periódicas:

ψ(x + Lx, y, z) = ψ(x, y, z)

ψ(x, y + Ly, z) = ψ(x, y, z)

ψ(x, y, z + Lz) = ψ(x, y, z)

ψ(x + Lx, y, z) = eikxLx ψ(x, y, z) → kx Lx = 2πnx (nx = 0, ±1, ±2, . . .)

kx =
2π
Lx

nx ky =
2π
Ly

ny kz =
2π
Lz

nz → ε =
2π2~2

m

n2
x

L2
x

+
n2

y

L2
y

+
n2

z

L2
z


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Gás ideal quântico

Estados quânticos de uma partı́cula livre

kx =
2π
Lx

nx → ∆kx =
( 2π

Lx

)
∆nx

Quando V →∞, ou seja, Lx →∞, os valores de kx, ky e kz estão densamente espaçados:

Lx →∞ ∆kx → dkx

Assim, para dados ky e kz, o número ∆nx de valores inteiros nx para os quais kx está
compreendido no intervalo kx e kx + dkx é dado por

∆nx =
Lx

2π
dkx

Assim,

+∞∑
kx=−∞

f (kx) →

∫ +∞

−∞

f (kx)
( Lx

2π
dkx

) ∑
~k

f (~k)→
V

(2π)3

∫
d3k f (~k)

ln Ξ =
V

(2π)3 eβµ
∫

d3k e−β~
2k2/2m =

V
(2π)3 eβµ

(
2πm
β~2

)3/2
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Estatı́stica quântica no limite clássico
Grande potencial termodinâmico

Φ = −
1
β

ln Ξ = −
V

(2π)3 eβµ
(

2πm
β~2

)3/2

= −V
( 2πm

h2

)3/2
(kBT)5/2 eβµ

Potencial de Helmholtz F = Φ + µN N = −
(
∂Φ
∂µ

)
T,V(

∂Φ
∂µ

)
T,V

= −V
( 2πm

h2

)3/2
(kBT)5/2 eβµ

1
kBT

=
Φ

kBT
→ Φ = −NkBT

Para obter o potencial quı́mico, N = V
( 2πm

h2

)3/2
(kBT)5/2 eβµ

1
kBT

ln N = ln V +
3
2

ln
( 2πm

h2

)
+

5
2

ln(kBT) +
µ

kBT
− ln(kBT)

βµ = ln
(N

V

)
−

3
2

ln(kBT) −
3
2

ln
( 2πm

h2

)
→ βµ = ln

(N
V
λ3

)
λ =

(
h2

2πmkBT

)1/2
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Estatı́stica quântica no limite clássico
Potencial de Helmholtz,

F = −NkBT
[
1 + ln

(N
V

)
+

3
2

ln T −
3
2

ln
(

h2

2πmkB

)]
Entropia do sistema (equação de Sackur-Tetrode)

S = −

(
∂F
∂T

)
V,N

= NkB

[
ln

V
N

+
3
2

ln T + s0

]

s0 =
5
2
−

3
2

ln
(

h2

2πmkB

)

o fator h surge naturalmente

o fator de contagem de Boltzmann N! é incluı́do

a entropia é extensiva : não existe o paradoxo de Gibbs na formulação quântica
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Estatı́stica quântica no limite clássico
Degenerescência de spin :

“Se cada partı́cula tem um momento angular de spin intrı́nseco s, as possı́veis
orientações deste spin são dadas por sua projeção

ms = −s, −s + 1, . . . , s − 1, s

ou seja, existem gs = 2s + 1 possı́veis estados de mesma energia associados com
cada estado de translação de uma partı́cula.”

∑
~k

f (~k) → gs
V

(2π)3

∫
d3k f (~k)

ln Ξ = gs
V

(2π)3 eβµ
(

2πm
β~2

)3/2

Φ = −gs V
( 2πm

h2

)3/2
(kBT)5/2 eβµ
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Equação de estado e número de partı́culas

pV
kBT

= ±
∑

j

ln
(
1 ± ze−βεj

)
N =

∑
j

〈nj〉 =
∑

j

1

z−1eβεj ± 1


(+) FD

(−) BE

Para partı́culas livres e sem spin → εj = εk =
~2k2

2m∑
j

→

∑
~k

f (~k)→
V

(2π)3

∫
d3k f (~k)

pV
kBT

= ±
V

(2π)3

∫
d3k ln

(
1 ± ze−βεk

)
N =

V
(2π)3

∫
d3k

1
z−1eβεk ± 1

A solução destas equações depende da estatı́stica que estamos usando (FD ou BE).
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Estatı́stica de Fermi-Dirac

pV
kBT

=
V

(2π)3

∫
d3k ln

(
1 + ze−βεk

)
=

V
(2π)3 4π

∫
∞

0
dk k2 ln

(
1 + ze−βεk

)
troca de variável: integral em energia → k =

( 2m
~2 εk

)1/2
→ dk =

1
2k

2m
~2 dε

p
kBT

=
1

(2π)2

( 2m
~2

)3/2 ∫
∞

0
ε1/2 ln

(
1 + ze−βε

)
dε

=
1

(2π)2

( 2m
~2

)3/2 [
2
3
ε3/2 ln

(
1 + ze−βε

)∣∣∣∣∣∞
0

+
2
3
β

∫
∞

0

ε3/2ze−βε

1 + ze−βε
dε

]
=

1
(2π)2

( 2m
~2

)3/2 2
3
β

∫
∞

0

ε3/2

z−1eβε + 1
dε

troca de variável: βε = x →
p

kBT
=

1
λ3

4
3
√
π

∫
∞

0

x3/2

z−1ex + 1
dx

p
kBT

=
1
λ3 f5/2(z) f5/2(z) =

4
3
√
π

∫
∞

0

x3/2

z−1ex + 1
dx (função de Fermi-Dirac)
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Estatı́stica de Fermi-Dirac

N =
V

(2π)3

∫
d3k

1
z−1eβεk ± 1

=
V

(2π)3 4π
∫
∞

0
dk k2 1

z−1eβεk + 1

troca de variável: integral em energia → k =
(2m
~2 εk

)1/2
→ dk =

1
2k

2m
~2 dε

N
V

=
1

(2π)2

( 2m
~2

)3/2 ∫
∞

0

ε1/2

z−1eβε + 1
dε

troca de variável: βε = x →
N
V

=
1
λ3

2
√
π

∫
∞

0

x1/2

z−1ex + 1
dx

N
V

=
1
v

=
1
λ3 f3/2(z) f3/2(z) =

2
√
π

∫
∞

0

x1/2

z−1ex + 1
dx (função de Fermi-Dirac)
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Gás ideal quântico

Estatı́stica de Fermi-Dirac

Função de Fermi-Dirac – Apêndice E do Pathria

fν(z) =
1

Γ(ν)

∫
∞

0

xν−1

z−1ex + 1
(0 ≤ z ≤ ∞; ν > 0)

Função Gamma → Γ(n) =

∫
∞

0
e−x xn−1 dx



Γ
(

5
2

)
=

3
√
π

4

Γ
(

3
2

)
=
√
π

2

Γ
(

1
2

)
=
√
π

Relações úteis:

fν−1(z) =
∂fν(z)
∂(ln z)

= z
∂fν(z)
∂z

f3/2(z) = z
∂f5/2(z)
∂z
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Gás ideal quântico

Estatı́stica de Fermi-Dirac

Algumas propriedades para o gás ideal de Fermi:

Energia interna U = −

(
∂ ln Ξ

∂β

)
z,V

= kBT2
(
∂ ln Ξ

∂T

)
z,V

Φ = −kBT ln Ξ e Φ = −pV → ln Ξ =
pV
kBT

U = kBT2
[
∂
∂T

(
pV
kBT

)]
z,V

→
p

kBT
=

1
λ3 f5/2(z) λ =

h
√

2πmkBT

= kBT2Vf5/2(z)
d

dT

( 1
λ3

)
→

d
dT

( 1
λ3

)
= −

3
λ4

dλ
dT

=
3
2

1
λ3

1
T

=
3
2

kBT
V
λ3 f5/2(z)

Como
N
V

=
1
λ3 f3/2(z) →

V
λ3 =

N
f3/2(z)

U =
3
2

NkBT
f5/2(z)
f3/2(z)

Alexandre Diehl Mecânica Estatı́stica



Gás ideal quântico

Estatı́stica de Fermi-Dirac

Algumas propriedades para o gás ideal de Fermi:

Energia interna U = −

(
∂ ln Ξ

∂β

)
z,V

= kBT2
(
∂ ln Ξ

∂T

)
z,V

Φ = −kBT ln Ξ e Φ = −pV → ln Ξ =
pV
kBT

p
kBT = 1

λ3 f5/2(z)

N
V = 1

λ3 f3/2(z)


pV

NkBT
=

f5/2(z)
f3/2(z)

U =
3
2

NkBT
f5/2(z)
f3/2(z)

→ p =
2
3

U
V

Esta expressão é válida para qualquer gás ideal (não relativı́stico), quântico ou clássico,

desde que sejam usadas as expressões corretas para p e U.
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Gás ideal quântico

Validade do limite clássico

ln Ξ =
V

(2π)3 eβµ
(

2πm
β~2

)3/2

→ ln Ξ = V z
(

2πm
βh2

)3/2

N = 〈
∑

j

nj〉 = z
∂ ln Ξ

∂z
= V z

(
2πm
βh2

)3/2

→ z =
N
V

h3

(2πmkBT)3/2

Condição de validade clássica → z = eβµ � 1

N
V

h3

(2πmkBT)3/2
� 1 → a� λ a =

( V
N

)1/3
→ distância molecular tı́pica

λ =
h

√
2πmkBT

comprimento de onda térmico de de Broglie

O comprimento de onda térmico de de Broglie tem a mesma ordem de grandeza do comprimento de onda de de

Broglie, h/p, de uma partı́cula (não-relativı́stica) com energia cinética da ordem de kBT (Hill, 1986).
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Gás ideal quântico

Validade do limite clássico
Elétrons de condução num metal:

comprimento de onda térmico λ =
h

√
3mkBT

≈ 62 Å

me = 9.109×10−31 kg h = 6.6256×10−34 J kB = 1.38054×10−23 J/K T = 300 K

separação média a entre os elétrons :

“o número de elétrons de condução é igual ao número de átomos vezes a valência
da espécie atômica (1 para Na, K, Cu, 2 para Zn)”

diâmetro atômico médio ≈ 2 Å → tomando 1 elétron por átomo, a ≈ 2 Å

a� λ → condição de aproximação clássica inválida

os elétrons de condução formam um gás denso (a� λ)

as interações entre os elétrons de condução podem ser desprezadas

a estatı́stica a ser usada é a de Fermi-Dirac
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