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Ensemble grande canoénico: definigao

Definigao:
O ensemble grande candnico (ou grande ensemble) é usado na descriciio de um

sisterna A que nao esta isolado, mas em contato com um reservatério Ag de calor
(temperatura fixa) e de particulas (potencial quimico fixo).

@ Ap atua como um reservatorio (Ag > A):

ATp <Tgr e Aur < g

R @ No equilibrio, T = Tg e u = ug;
E"A"i @ queremos estudar apenas o sistema A:
\ — o potencial quimico p é fixo;
parede diabelrmica e permealvel — o volume V é ﬁXO;

— temperatura T é fixa;

@ o ensemble é conhecido como uVT.
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Ensemble grande candnico: grande funcdo de parti¢do

Formulacao microcanénica para o sistema composto

A

Er =E+Er éfixa

r———-

Ar =A+ A
Nt =N+ Ng é fixo

Os volumes V e Vg sdo fixos.
parede diatérmica 8 permea/vel

Densidade de estados (por unidade de energia) para o sistema composto

grNe, V, Vi, Er) = [ dE Y gV, B guNi, Vi Er)
N

[ 4 Y504, v,B) guNr = N, Vi Er - )
N

Nota: dado g, o ntimero de microestados no intervalo de energia A vale ) = gA
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Ensemble grande candnico: grande funcdo de parti¢do

Formulagdo microcandnica para o sistema composto

Er =E+Egr éfixa

Ar =A+ AR
Nr =N+ N éfixo

Os volumes V e Vg sdo fixos.

A s
parede diatermica e permeavel

Ntmero de microestados para o sistema composto

OrNs, V, Vi Er) = [ 53O0V, ) O = N, Vi Er = )
N
Entropia para o reservatério: Sgr =kgIn Qg

dE 1
Orr,V, Vi) = [ 3000V, exp i sutr =N, Vi Er - )
N
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Ensemble grande candnico: grande funcdo de parti¢do

Formulagdo microcanénica para o sistema composto

Ay Er =E+Eg éfixa
Ar=A+Agr
{r_‘A_‘_-i Nt =N+ Ng é fixo

y - Os volumes V e Vg sdo fixos.
parede diatermica e permeavel

Pergunta:

Qual é a densidade de probabilidade P(N,E) de encontrarmos o sistema A com
energia E e niimero de particulas N, uma vez colocado em contato com o reservatdrio
AR?

P(N,E) « % Q(N,V,E)exp klsR(NT —N,Vg,Er—E)
B
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Ensemble grande candnico: grande funcdo de parti¢do

Formulag¢do microcandnica para o sistema composto
Pergunta:

Qual é a densidade de probabilidade P(N,E) de encontrarmos o sistema A com
energia E e niimero de particulas N, uma vez colocado em contato com o reservatério
AR?

P(N,E) o % Q(N, V,E)exp [leR(NT - N, VR/ET - E)]
B

Como E <« Er e N < Nt podemos expandir a entropia Sg em torno de Er e Nt

ISk

Sk
5 (-E)

Sr(NT =N, Vg, Er — E) . + N

Q

Sr(NT, VR,NT) + (-N)

Nt

T+ %N (onde usamos Tg =T e g = )

Q

Sr —

1
HMD:CKmmumf@W%T
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Ensemble grande candnico: grande funcdo de parti¢do

Formulacao microcanénica para o sistema composto
Pergunta:

Qual é a densidade de probabilidade P(N,E) de encontrarmos o sistema A com
energia E e niimero de particulas N, uma vez colocado em contato com o reservatdrio
AR?

P(N,E)=C %Q(N, V,E) e~ (E-uN)/kgT

Normalizagdo — Z de P(NEy=1 —>C=
N

Z f dKE Q(N, V,E) o~ (E-uN)/kgT
N

< Q(N V,E)e E/keT ouN/ksT

P(N,E) =
Zf—QN V,E)e E/ksT ouN/ksT

dE
Funcdo de parti¢do canonica —  Zn(V,T) = Q(N V,E)e ElksT
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Ensemble grande candnico: grande funcdo de parti¢do

Formulagdo microcandnica para o sistema composto
Pergunta:

Qual é a densidade de probabilidade P(N,E) de encontrarmos o sistema A com
energia E e niimero de particulas N, uma vez colocado em contato com o reservatdrio
AR?

1 Q(N, V, E) e E/kaT gtN/kaT

A
P(N,E) =
Zn(V, T) e NI T
-

Grande fungédo de particio — ZE(u, V,T) = Z Zn(V, T) etN/ksT
N=0

ou, em teremos da fugacidade z = et/ksT

Grande funcio de particdio — E(z,V,T) = Z Zn(V, T) 2N
N=0
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Ensemble grande candnico: grande funcdo de parti¢do

Formulag¢do microcandnica para o sistema composto
Pergunta:

Qual é a probabilidade P, de encontrarmos o sistema A num particular microestado
1, com energia E, e niimero de particulas N,, uma vez colocado em contato com o
reservatorio AR?

g_Er'/kBT gHNr/kBT

Z o Er/ksT ouNy/kpT

r

=

Grande fungdo de particdio — E(u, V,7T) = Z ¢ Er/kgT ouNr/keT

r

fugacidade z = ¢*/*sT  —  Grande fungdo de particio — Z(z,V,T) = Z e Er/ksT oNr

T

[Z - i Z — E(‘u, V,T) = ie;tN/kgTZe_Ej/kBT
r N=0 j = -

(a soma sobre os microestados j é restrita aos microestados com um determinado nimero N)
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Ensemble grande canoénico: valores médios

Ntmero de particulas médio

E=E@V,T) - B V,T)= Z ZNr g Er/kgT
r
Ny = L Y N2 eEhT = 1 Y N2 et = 1 y Z(iZM) o BEr
B & E & E & 0z

= Zli ZNye—ﬁErzzliE R <N>:Z(alna)
= az |,
! 5

E=EuV,T) - BV, = Z Ny fkgT o=Er/kpT

1 _ _
E Z: N, oHNr/kpT p=Er/kpT _ Z N, oPUNr p=BEr — = Z (alueﬁ;w,) o BEr

(N)

- 11 i Z PNt o=BEr — '[1_3

d dInE
= -2 - |(N)y= ( )
BEdu & du B\ ou Vg

[m| =
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Ensemble grande canoénico: valores médios

Energia média

E=38@V,T)

- E(z,V,T)= Z ZNr e~ Er/ksT
r

1 1 1 J
(Ey = = E, zNr o~ Er/kpT — = E, zNr o=PEr — = ZNr (__)e‘ﬁEy
E Zr: ’ E ZA ’ E Zr-: B
10 N, — 10 dInE
= == N PEr = _— 27 - (E):—(—)
0B ~ Zdp B ).y

E=E(uV,T) - B, V,T) =) N/l Bk
-
éz E, PiNr o=BEr — = Z ( )eﬁyNy o BEr Z LN, PN oHEr

é Z Nr eﬁ,uNy e—ﬁE,
=

(E)

Zeﬁ“N’ e PEr 4 p= ZN eBHNr g=PEr = —égE +u

”a,s B
alnE) 1 _ JdInE

= - +u= Y N, ePtNro=PEr - (E)z—( ) + w(N)
( F ),y Hg ZA F )
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Ensemble grande candnico: o grande potencial

Conexao com a Termodinadmica

Grande potencial Termodinamico — ®(y,V,T)=U-TS - uN

U-uN = ®+TS como S=—(a£) e (82) =-N
oT wv Wy,

= O-T|== Y oL ~ 9 e
(57)., =2+ (35)., = ol

JInE 1(dInE
Meédias grande candnicas — (E) = —( ) +u(N) e (N) = —( )
g B ).y ¢ B\ du Jyr
H
JdInE
<E>—H<N>=—( > )
a[) WV

Limite termodindmico: (E) = U e (N)— N (aser provado pelas flutuagdes)

O, V,T) = —kgT nE(u, V,T)
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Ensemble grande canénico: equacédo de estado

Conexdao com a Termodinamica

Grande potencial Termodinamico - D, V,T)=U~-TS - uN
TS+uN=U-®

Relacéo de Euler - U=TS-pV+uN
U=-pV+U-D
Oy, V,T) = —pV

Como no ensemble grande candnico
O, V,T) = kT nE(u, V,T)
teremos como equagao de estado para o ensemble

pV =kgT InE(u, V,T)
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Ensemble grande canonico: flutuagoes

Flutuagdo no ntimero de particulas

InZ
(ANP) = (N = (NY)P)= (N — (NY? = <N>=z("“)
VB

0z
(N?y = ZNz Nr o=BEr = —ZN N, zNr e=PEr = —ZN (z%zN’)e BEr
- = [ZM N ”E’}z—z—[u<N>] 22|05 +2 20|
BN oz
102 9 [ dlnE
= Z<N>,_ 19 +Z£ [27]
a 198 9 [ dmE] ,(dmE\’
(aNy) = =Nigo+ 32[2 2 ] Z( 2 )

0z EQ_+Z£ Tz 0z
IInE\’ 9 [ JInE] ,(IInE)’
0z dz 0z 0z
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Ensemble grande canonico: flutuagoes

Flutuagdo no ntimero de particulas

(ANP) = (N = (N)H= (NH) - (N = <N>=z(aglg)
Z V.

NP = ZNz NrgﬁE,:_ZNrNr NreﬁEr:_ZN (ZEZN,)ME,

L 1.9 )
= —z— Nr o=BEr | = — 2 [=
EZ [ZNZ ¢ ] 5i5; EWI=3 [<N) 32]
1 0= d[ dlnE
= ANigg ¥ Za—z[z—az]
2 _ 13_ 9 [ dmE] ,(ImEY
((AN)*) = z(N) +Z8z z > Z Ee
2IME198 9 [ ImE] ,(dlnEY
Jz E oz 0z 0z oz
Jd | dInE
2y, 2 R=5
<(AN)>_Z8Z [z % ]Vﬁ E=8(zV,p)
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Ensemble grande canonico: flutuagoes

Flutuacdo no ntiimero de particulas

Jd | dnE
2\ _ E=5
(ANY) =z [z % ]v;; E=E(zV.p)
Se E = E(u, V,p) onde z = eft, —  dz=ePBdu=zpdu

10 [1dlnE 1(dInE
ANZ:——[——] Com N——( )
((AN)%) Bou|p on Vs omo (N) B v

1 [ (N)
=5\ 50),

2

Definindo a flutuagdo (ou varidncia) em N como oy,

9 [ 9InE 1 (o)
) ) 2 __ 0 [ dInE 2 _ 2
vt o Resg R e (),

Desvio padrioem N  — oy = /0%
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Ensemble grande canonico: flutuagoes

Flutuagdo no ntimero de particulas

O comportamento das flutuagdes no limite termodinamico é dado pelo desvio relativo

. . ON
desvio relativo — —
(N)
<N>=1(aln“) onde IE=-—— @
g\ du vp kgT

O grande potencial ® é extensivo (~ N), ou seja, In & é extensivo (~ N). Com isto,

1(dInE
(N)=-— (8 1 ) ~ N (é extensivo)

B\ ou )y B

1(0
A variancia em N é extensiva também, — Iz\] == (@) ~N
B\ du v,
O desvio relativo se anula — LY @ ~ L -0, quandoN — o
Ny N 4N
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Ensemble grande canonico: flutuagoes

Flutuagdo no ntimero de particulas

No limite termodindmico podemos associar (N) com o N. Com isto,

g1z 1
N B\ du vr B\du)yr

2 com alguma propriedade termodindmica, usamos Gibbs-Duhem
F N

Para relacionar oy,
(5%, ~(3¥)

S v N vr N oN VT . G

dy=——dT + —dp

SR [EE

A% rny N A% TN # Ulew P

. dp _(u du _ V(du
Relagdo de Maxwell — (W)V,T = _(ﬁ)m\; (m or =-~lav -
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Ensemble grande canonico: flutuagoes

Flutuagdo no ntimero de particulas

No limite termodinamico podemos associar (N) com o N. Com isto,

q=1(2) -y
N7 B\ ou V,T B\ du V,T

2 com alguma propriedade termodindmica, usamos Gibbs-Duhem

Para relacionar ¢

N
F N
35),. = (3
S v ONJyr N\ONJy; Ui ¢
du=—-—dT + —dp
N N du _V{(op
IV)ry NIV )iy # Ulpw P

- dp _ (du du (Vv 2 (dp
Relagdo de Maxwell — (W)V,T = _(W)T,N - (m Ve = _(N) v N
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Ensemble grande canonico: flutuagoes

Flutuagdo no ntimero de particulas

No limite termodinamico podemos associar (N) com o N. Com isto,
N 1(@) - 1(’9_N) 5 (a_ﬂ) _ _(Z)z(a_l’)
N\ o Jyr Blon )y Ny r N/ AV )y

d
Compressibilidade isotérmica — Kr = —% (?9_‘;)7,1\1 - (%{)TV = NZ‘; .

N2Kp

Varidncia (flutuacio) em N — ai, =kgT

Desvio relativo —

on _ VksTN?K/V _ \/kBTKT
Ny N N v

Em termos do volume molarv = V/N

1/2
%:(kBZKT) L—>O quando N — oo

VN

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



