Capitulo 1

Revisao de termodinamica

Antes de iniciarmos a descrigdo da mecanica estatistica, segundo a abordagem da teoria de ensemble
de Gibbs, precisamos revisar alguns conceitos da termodinamica. Ao invés de seguirmos a abordagem
tradicional e histérica das leis da termodinamica, usaremos a abordagem postulatéria da termodinamica,
introduzida por Caratheodory em 1909. Nesta abordagem, conceitos como equilibrio, entropia, sao intro-
duzidos na forma de postulados. Estes postulados tém como objetivo dar um cardter matematico formal
a teoria termodinamica, em geral ausente nas formulagoes histéricas, de carater puramente empirico.

1.1 Introducao

Antes de definirmos exatamente qual é o problema bésico da termodinamica, precisamos definir al-
gumas caracteristicas que sao comuns a todos os sistemas com os quais estaremos envolvidos. Estas
caracteristicas dizem respeito ao carater macroscopico da medida termodindmica das propriedades dos
sistemas. As primeiras destas caracteristicas dizem respeito a natureza temporal e espacial da medida
macroscopica:

Uma medida macroscopica € extremamente lenta na escala de tempo atomica, e de baiza
resolucdao na escala de distancias atéomicas.

1. natureza temporal:

Embora do ponto de vista macroscépico os dtomos do sistema possuam movimentos extremamente
complexos, tais como uma distribuicao de valores de velocidades bastante ampla, com valores muito
baixos, até valores de velocidades extremamente altos, a duracgao tipica da medida macroscépica
impede que tal movimento complexo possa ser caracterizado apropriadamente. Assim, por de-
finicao, devido a natureza da observagao macroscépica, a termodinamica descreve ape-
nas os estados que sao independentes do tempo (por exemplo, a energia, as componentes do
momento linear total).

2. natureza espacial:

Da mesma forma que o tipo de instrumento utilizado na medida temporal impede a caracterizacao
dos movimentos réapidos dos atomos, a medida espacial também sofre da limitagao de precisao.
Assim, apenas o volume total do sistema termodindmico pode ser apropriadamente caracterizado.

1.1.1 Composicao do sistema termodinadmica

Comegaremos estudando sistemas simples, definidos como sistemas que sao:
1. macroscopicamente homogéneos,

2. isotrépicos,
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3. nao carregados,
4. que sao grande o bastante para que efeitos da superficie sejam despreziveis,
5. nao sao sujeitos a campos elétricos, campos magnéticos ou campos gravitacionais.

O que significa ser macroscépico? Do ponto de vista de escala de tamanhos, macroscopico significa
que o sistema nao pode ser pequeno, tais como dtomos, moléculas, DNA, pois estes nao podem ser
representados apenas com a abordagem termodinamica. Por outro lado, o sistema nao pode ser muito
grande, tais como os sistemas gravitacionais, pois o alcance infinito da interagao gravitacional deixa de
obedecer a abordagem termodindmica (a extensividade é quebrada).

Do ponto de vista das varidveis termodinamicas relevantes, a caracteristica da medida macroscopica
permite que apenas um nimero pequeno de grandezas possam ser consideradas. A primeira delas é o
volume V do sistema. A segunda diz respeito a composi¢ao quimica do sistema. Neste caso, podemos
usar o nimero de moléculas N, o niimero de moles n, definido como a razao entre o ntimero de
moléculas N e o nimero de Avogadro * (N4 = 6.02217 x 10?3 mol~!). Se quizermos eliminar a referéncia
ao nimero de moléculas, pois queremos uma abordagem puramente macroscopica, podemos usar a massa
molar ? da substancia, como por exemplo para o isétopo 2C: dizemos que 12 gramas é sua massa molar.
Assim, a massa molar de outros isétopos pode ser definida da mesma forma, tal que a massa atomica
de uma substancia como o ethanol (CoHsOH) é calculada através da soma das massas molares de cada
substancia:

Cy —12x2 O — 16
— CyH5;0H — 46 g/mol
Hs - 1x5 H—-1

Ainda com relagao a composicao quimica, se o sistema é uma mistura de r componentes quimicos, é
interessante definir a fragao molar X de cada componente, definida como a razao entre o nimero de
moles de uma dada componente e o nimero total de moles de todas as espécies quimicas na solucao.

Exemplo 1: Callen, 1.3-1

Um décimo de um kilograma de NaCl e 0.15 kg de agicar (C12H22011) sao dissolvidos em 0.5 kg
de dgua pura. O volume resultante do sistema termodindmico é 0.55x1072 m?. Quais sdo os niimero
de moles dos 3 componentes do sistema e suas respectivas fracoes molares? Qual é o volume molar do
sistema?

Solugao:

Massas molares:

NaCl — 23435~ 58g/mol
C12H99011 — 12x12+1x22+16 x 11 ~ 342 g/mol
H,O — 1x2+416~18g/mol

Numero de moles de cada substancias:

100 g
A:0.10kg (NaCl) = ———— ~1.72mol
0.10 kg (NaCl) 58 g/mol 72 mo
150 g
B:0.15k H ——— ~ (.44 mol
0.15 g(Clz 22011) 342g/m01 0 mo
500 g
C:05kg (HO0) = ———— ~27.8mol
g (Hz0) 18 g/mol o

Numero total de moles : 1.72 + 0.44 4+ 27.8 = 29.9 moles ~ 30 moles

11 mol = é a quantidade da substancia que contém tantos objetos (4tomos, moléculas, fons) quantos forem os dtomos
em 12 g de 2C.
2Também chamada de massa atémica ou peso molecular.
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Fracoes molares:

1.72
X, = —Z~0.057
A 30
0.4
Xp = — ~0.013
B 30
28
Xo = 2~0093
© 30

Nota que X4 + Xp + X¢ = 1. Podemos, entao, calcular o volume molar total,

. 1 -3 .3
Volume molar = 0-55 < 10 7 m” ~ 1.8 x 107° m® /moles
30 moles

Exemplo 2: Callen, 1.3-5

Uma solucao de agticar (C12Ha2011) em dgua é 20% agticar por peso molecular. Qual é a fragao molar
de agucar na solugao?

Solugao:

e peso molecular do agicar: ~ 342 g/mol
e peso molecular da dgua: ~ 18 g/mol

Como é dito que na solucao de agtcar em dgua 20% do peso molecular da solugao é de agticar, podemos
considerar que em 100 g da mistura, existem 20 g de agicar e 80 g de dgua. Assim,

20 g
Xaqt’lcar = 20 g342 g_i/_m()lso z— = 0013
342 g/mol 18 g/mol
80 g
Xégua = 20 glg s/mel sog— = 0.987

342 g/mol + 18 g/mol

Nota que mais uma vez a soma das fragoes molares deve ser igual a 1.

A terceira varidvel termodinamica é a energia interna do sistema, designada por U. E interessante
observar que a partir de uma abordagem histérica da termodinamica, somos obrigados a recorrer aos
experimentos de Rumford (1798) e Joule (1840-1850) para justificar a existéncia de uma energia termo-
dindmica, uma vez que o modelo atomico da matéria surge apenas no final do século 19. Ea partir deste
modelo que se aceita que existem leis de conservagao relativas as equagoes de movimento dos atomos,
como a invaridncia temporal (¢ — t1) de translagio: as equagoes da fisica sdo iguais ontem, hoje e no
futuro mais remoto. A consequéncia desta invariancia é a conservacao da energia. Por outro lado, usando
a abordagem postulatéria da termodinamica, a existéncia de uma energia interna é justificada na forma
de um postulado, firmemente embasado nas idéias microscopicas de conservagao de energia.

1.1.2 Equilibrio termodinamico

Experimentalmente, se verifica que um sistema, apds sofrer algum tipo de alteragao, tende para estados
que independem da histéria prévia do sistema. Por exemplo, dois sistemas a temperaturas diferentes,
quando colocados em contato térmico, tendem a mudar suas temperaturas até que uma configuragao
final, intermediaria entre as temperaturas dos dois sistemas, é atingida. Olhando simplesmente para esta
configuragao final, é absolutamente impossivel dizer quais eram as temperaturas iniciais dos dois sistemas.
Esta evolugao para estados mais simples pode ser muito rapida, ou mesmo ser extremamente lenta, mas
podemos afirmar que:

Em todos os sistemas existe uma tendéncia de evolugdo para estados mais simples, nos quais as
propriedades sao determinadas por fatores intrinsecos e nao pelas influéncias externas prévias.
Estes estados sao chamados, por definicao, independentes do tempo ou estados de equilibrio.
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Esta observacao experimental pode ser resumida na forma de um postulado:

Postulado I: Existem estados especificos (chamados de estados de equilibrio) de sistemas
simples que, macroscopicamente, sao caracterizados completamente pela energia interna U, o
volume V', e o niimero de moles N1 , N» ,..., N, das componentes quimicas.

Nota que nao s6 U , V' e N; serao usados, pois eventualmente os sistemas podem envolver outras varidveis
macroscopicas, necessdrias para sua caracterizagdo (momento de dipolo, propriedades elésticas, etc).

Como saber se o sistema estd de fato em equilibrio?

Primeiro, as propriedades do sistema devem independer da histéria prévia do sistema. Assim, um
estado de equilibrio deve ser alcangado a partir de qualquer posicao prévia. Nota que a independéncia
com a historia prévia nao é 6bvia, pois quando olhamos para um pedago de vidro pensamos que este
esteja em equilibrio, quando na verdade estd preso num estado metaestavel. Na verdade, nao é nada facil
determinar se de fato o sistema esta em equilibrio absoluto, O que se costuma fazer é aplicar o ferramental
da termodinamica de equilibrio para o sistema que se quer estudar. Se as conclusoes advindas da teoria
sao consistentes com as observagoes experimentais, tal sistemas é um bom candidato para um sistema em
equilibrio. Se discrepancias surgirem, possivelmente estaremos tratando com sistemas fora do equilibrio.

Assim, podemos dizer que um sistema estd em equilibrio se suas propriedades sao consistentemente
descritas pela termodinamica. Nota que esta abordagem é semelhante aquela usada para descobrir
sistemas nao-inerciais, submetidas a forcas de inércia: se as leis da dinamica de Newton nao forem
capazes de descrever a fisica a partir de um referencial inercial, estaremos tratando com forgas de inércia
devidas a aceleragao do referencial.

1.1.3 Paredes e vinculos

A descricao do sistema termodinamico exige que o tipo de parede que separa o sistema de sua vizinhanga
seja especificado. E através do tipo de parede envolvida que os processos termodinamicos serao definidos.

e paredes fixas e mdveis: neste caso, o volume do sistema permanece inalterado no primeiro caso
(fixas), enquanto é permitido variar no segundo (méveis).

e impermeaveis e permeaveis: neste caso, as paredes impedem a passagem de uma dada espécie
quimica (impermeéveis), ou permitem sua passagem (permegveis).

e paredes diatérmicas e adiabaticas: neste caso, a parede permite o fluxo de calor (diatérmica)
entre o sistema e sua vizinhanga ou é restritiva (adiabatica) & este fluxo.

Assim, a partir destas defini¢oes dos tipos de paredes, podemos caracterizar um sistema isolado como
todo sistema encerrado por paredes que sao restritivas com respeito ao fluxo de energia, a variagao do
volume e do nimero de moles de uma dada espécie quimica. Outra consequéncia importante da existéncia
destas paredes, é a possibilidade de controlarmos e medirmos a energia. No primeiro caso, o fluxo de
energia pode ser facilmente evitado encerrando o sistema em estudo através de paredes adiabéticas. Uma
vez encerrado por estas paredes, qualquer mundaga na energia interna do sistema é devida exclusivamente
a realizagdo de trabalho (evidentemente, estamos supondo que as paredes sdo também empermedveis).
Como trabalho pode ser calculado a partir da mecéanica, podemos afirmar que:

Existem paredes, chamadas de adiabdticas, com a propriedade de que o trabalho realizado ao
levarmos um sistema encerrado por tais paredes entre dois estados é determinado completa-
mente por estes estados, independentemente das condi¢oes externas. O trabalho neste caso €
a diferenca na energia interna dos dois estados.

1.1.4 Definicao de calor e trabalho a partir da primeira lei da termodinamica

A sentenga anterior relativa as paredes adiabéticas pode ser considerada como um caso particular da
primeira lei da termodinamica. Num caso mais geral, o fluxo de calor em qualquer processo que leve
um sistema de um dado estado de equilibrio inicial para um outro estado de equilibrio final, para um
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ntmero constante de moles 3, é calculado como a diferenca na energia interna entre os dois estados, mais
o trabalho feito no processo, ou seja,
dQ = dU +dw (1.1)
onde
dW = pdV (1.2)
é o trabalho mecénico entre os dois estados (positivo, se o sistema realiza trabalho, por exemplo durante
uma expansao, ou negativo, se o trabalho é realizado sobre o sistema, como numa compressao). Nota que
a expressao (1.2) para o trabalho mecénico s6 é vdlida para processos dito quase-estéticos. Nestes pro-
cessos, as modificagoes impostas ao sistema termodinamico sao realizadas de tal forma que o mesmo esta
sempre muito préximo de um estado de equilibrio. Com isto, o sistema sofre um processo termodinamico
entre os estados inicial e final, definido como uma sucessao de estados de equilibrio. Neste caso, a pressao
p é bem definida e a equacdo (1.2) pode ser utilizada. De maneira geral, as perturbagdes sobre o sistema
devem ser realizadas muito lentamente, de tal forma que o tempo de relaxacdo * seja muito menor do
que o tempo envolvido nas sucessivas perturbagoes impostas ao sistema entre os estados inicial e final.
A equagdo (1.1) é uma lei de conservacao de energia, chamada de primeiro lei da termodindmica.
Devemos observar que a partir desta equacao, nao podemos distinguir calor e trabalho, uma vez que
ambos sao formas de energia e modificam a energia interna. Outra observagao a ser feita é a notagao
utilizada. Na equagdo (1.1) usamos d@ e dW para definir calor e trabalho. Tais diferenciais sao
chamadas de nao-exatas, uma vez que tanto d@Q) quanto dW nao significam diferengas de calor e trabalho
entre dois estados. Tais quantidades sao dependentes do processo termodinamico envolvido. E preciso
que digamos qual o processo envolvido entre dois estados, para daicalcularmos o trabalho, por exemplo,
via integracao do diagrama pV. Por outro lado, a quantidade dU é dita uma diferencial exata, pois
seu valor independe do processo termodinamico.
Vejamos um exemplo puramente do célculo. Considere a quantidade infinitesimal,

4G = adx + BZdy = adz + Bzd(Iny) , (1.3)
y

onde « e 3 sao constantes. Considere também a figura abaixo, onde os pontos ¢ e f sao conectados por
caminhos diferentes. Primeiro, calculamos a integral dG ao longo do caminho i — a — f:

2 2
2
Y - - / dG:/ ada:+/ B—dy=a+28In2. (1.4)
P b, > A iaf 1 1Y
A A A seguir, calculamos a integral de dG ao longo do caminho i — b — f:
2 2
1peeemmeec b SRR / dG:/ B—dy—l—/ ader=[FIn2+a«. (1.5)
h ! ibf 1y 1
: : Como as duas integrais (1.4) e (1.5) sdo diferentes, dizemos que dG é
5 1 2 inexata, pois sua integracao depende do caminho.

Nota, entretanto, que podemos transformar dG numa diferencial exata, usando o conceito do cédlculo
de fator integrante: sempre que a multiplicagao por um fator qualquer transforma uma diferencial inexata
numa diferencial exata, entao este fator é dito um fator integrante para a diferencial inexata. No caso de
dG dado pela equagéao (1.3), podemos verificar que

dF = lc'[G = Y+ édy (1.6)
x x y

é uma diferencial exata da fungao F' = alnz + Glny. Para os dois caminhos da figura acima, é facil

verificar que
i€ 2d 2d
/ sz/ _:a/ —x+ﬁ/ —y:(a+ﬁ)1n2, (1.7)
iaf iaf L 1 X 1Y

3 . . .z . . . P ~ . . .
Se o numero de moles é varidvel, precisamos incluir o trabalho quimico pudN na expressao para a primeira lei.
4Definido como o intervalo de tempo necessario para que o sistema atinja novamente o equilibrio, uma vez que tenha
sido perturbado
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2 2
/ dF:/ (E:ﬁ/@—f—a/d—x:(ﬁ—i—a)lnl (1.8)
ibf ibf L 1Y 1 2

Neste exemplo, 1/x é o fator integrante de dG. No caso da termodinidmica, vemos que a diferencial
inexata d@ pode ser transformada numa diferencial exata dS através do fator integrante 1/T', pois para
processos quase-estaticos podemos escrever

aq

as = . (1.9)

1.2 O problema basico da termodinamica

A formulagao da termodinamica introduzida por Caratheodory admite a existéncia de um problema bésico
da termodinamica, cuja solugao é possivel a partir da introducao de alguns postulados. O primeiro deles
ja foi enunciado na secdo anterior. Antes de enunciarmos o segundo postulado, enunciemos primeiro o
problema da termodinamica:

O problema da termodinamica se resume na determinacdo do estado de equilibrio que even-
tualmente serd produzido apds a remocdao dos vinculos internos de um sistema isolado

Por exemplo, considere o sistema composto ° da figura abaixo, isolado do mundo exterior por paredes
adiabaticas, rigidas e impermedveis. Inicialmente os dois sistemas estao separados por um pistao fixo,
adiabatico e impermeavel. Neste caso, tanto 1 e 2 estao em equilibrio, definidos pelo conjunto de suas
varidveis termodinamicas,

v y® NO e @ y@ NE

Se permitirmos que o pistao se movimente, o sistema composto serd levado para uma nova situacao de
equilibrio, tal que as varidveis de 1 e 2 provavelmente irao mudar. O problema da trmodinamica se
resume a encontrar tal conjunto de novas variaveis de equilibrio.

A forma como iremos responder a esta questdo serd na forma de postulados (que irdo se somar
ao postulado I, que afirma a existéncia de um estado de equilibrio), que serao verificados a partir da
comparacao de suas predi¢coes com os resultados experimentais.

Postulado II: Existe uma funcao, chamada de entropia S, dos parametros extensivos de
qualquer sistema composto, definida para todos os estados de equilibrio, que possui a seguinte
propriedade: os valores assumidos pelos parametros extensivos, na auséncia de um vinculo
interno, sao aqueles que maximizam a entropia sobre os possiveis estados de equilibrio.

De forma matemadtica, o postulado II introduz a fungao entropia
S=SU,V,N1,..., N.), (1.10)
como uma equacao fundamental, vilida apenas para estados de equilibrio.

Postulado III: A entropia de um sistema composto é aditiva sobre os subsistemas que definem
o sistema composto. A entropia é uma fungdo continua, diferencidvel e monotonicamente
crescente com a energia.

Este postulado permite que calculemos a entropia como a soma das entropias dos sistemas simples
que constituem um sistema composto,
S=> 8, (1.11)
o

onde
S = 5@ (Ul v N@ . N®) (1.12)

5Um sistema composto é formado por 2 ou mais sistemas simples.
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A propriedade da aditividade pode ser expressa através da relacao
S(AU, AV, AN1,...,AN,.) =AS(U, V, Ny,..., N,), (1.13)

ou seja, se todos os parametros extensivos do sistema sao multiplicados por uma constante A, a entropia
¢ multiplicada pela mesma constante: a entropia de um sistema simples é uma funcao homogénea de 1*
ordem dos parametros extensivos.

A propriedade da monotonicidade com a energia, pode ser expressa como

(ﬁ) >0. (1.14)
ou V,Ni,..., Ny

Mais adiante veremos que tal relagao implica que a temperatura termodinamica é uma quantidade sempre
positiva, embora para sistemas de spin (sem grau de liberdade de translacdo) temperaturas negativas
possam ser obtidas.

Outra consequéncia da monotonicidade e da continuidade da entropia é que podemos inventer a
equacgao fundamental que define a representagao de entropia, a fim de encontrar outra equacgao fun-

damental,
U=U(S,V,Ny,...,N,), (1.15)

que define a representagao de energia. Ambas as representagdes serdo analisadas, e produzem essen-
cialmente a mesma resposta para o problema basico.
Por fim, podemos usar a equagao (1.13), com A = 1/N, tal que

U Vv M N, 1
e LA Ni..... N, 1.1
(Nan N7 ’N) NS(Uv‘/v 1, ) ) ( 6)
o U VvV N N,
Ni,...,NJ)=NS (=, =, ==, ..., =) . 1.1
S(U7 V, 1 ) ) S<Na Na N7 ) N> ( 7)
Para um sistema com apenas um componente quimico,
Uu Vv
S(U,V, N) =NS|—, —, 1 1.18
W Vo) = 85 (50 1) (118)
ou
S(U, V, N) = Ns(u, v) , (1.19)

onde v = U/N é a energia por mol, v = V/N o volume por mol e s(u, v) = S(u, v, 1) a entropia por mol.
Nota que tais quantidades molares sao, por definicao, quantidades intensivas.

Postulado IV: A entropia de qualquer sistema se anula num estado para o qual

8U)
— =0, (1.20)
<8S V,Ni,...,Nr

ou seja, a temperatura zero.

Este postulado define o teorema de Nernst, também chamado de 3% lei da termodinamica. Mais
adiante voltaremos a tratar deste postulado.

1.2.1 Variaveis intensivas e equacoes de estado

Antes de aplicarmos tais postulados, é interessante definir algumas quantidades. Para tanto, partimos
da equacgao fundamental na formulagao de energia,

U=U(S,V,Ny,..., N,). (1.21)
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Tomando uma variagao qualquer,

oU ou " oU
dU = (—) ds + (—) dV + (—) N; . (1.22)
as ,N1i,...,N, oV S,N1,...,N, Z aNj S,V,...,N. !

Definimos algumas quantidades intensivas a partir desta equacao, comparando-a com a primeira lei
da termodinamica,

dU =TdS —pdV + > ji;dN; (1.23)
j=1
tal que
ou
(—) = T ,a temperatura (1.24)
95 ) v. Ny, .. N,
8U)
— = = p,a pressao (1.25)
(8V S, Ni,..., N,
ou . o o
— = ; ,0 potencial eletroquimico da j-ésima componente . (1.26)
INj ) sy, .. N,

Tais quantidades sao, por enquanto, defini¢coes, que serao testadas com nosso conhecimento intuitivo,
como por exemplo a definicao de temperatura.
A equagdo (1.23) pode ser invertida facilmente, tal que

1 p 2! Por
dS = =dU + =dV — —=dN; — ... — —=dN,, 1.27
T + T T 1 T ( )
ou seja, obtemos a representacao de entropia
S=SU,V,Ny,...,N,), (1.28)

onde os parametros intensivos na representacao de entropia sao definidos como

as 1
(—) = -, (1.29)
ou V.NL... N, T
as
9o = 2 (1.30)
oV U.Ny....N, T
oS ;
<—> = K (1.31)
ON; U,V,...,; Ng... T
Podemos reescrever as equacoes nas formulagoes de energia e entropia, definindo uma notacao mais
condensada. Nesta, as varidveis extensivas V, Ny, ..., N, sao substituidas pelos simbolos X1, X, ..., X,,
tal que na formulacao de energia,
U=U(S,X1,Na,..., X,). (1.32)
Nesta notagao, os parametros intensivos sao definidos como
ou
— = T=T(5 X1, Xo, ..., X;), (1.33)
0S )« x
1y ooy A

ou
( ) = pJ :pJ(S, X17 XQ, ceey XT) 5 (134)
S, X1, X
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tal que
dU =TdS+Y_ p;dX; . (1.35)

j=1
Nota que com esta notacdao condensada, X; pode ser tanto o volume V' quanto o nimero de particulas
N. No primeiro caso, se X =V, a varidvel intensiva generalizada p; se transforma em —p, o negativo da
pressao. Se X; = Nj, teremos p; = ji;.

E importante ressaltar que as duas formulagoes podem ser desenvolvidas em paralelo. A diferenga
de aplicagao reside na facilidade com que determinados problemas podem ser resolvidos numa dada
representagao. OQutra observagao importante é que na representacao de energia, os parametros intesivos
sao T, p e puj, enquanto que na representacao de entropia as varidveis intensivas séo 1/T', p/T e —p;/T.

Da mesma forma que as grandezas extensivas possuem suas equagoes fundamentais,

S=S(U,V,N) e U=U(S,V,N), (1.36)

as grandezas intensivas também podem ser reunidas na forma de equagdes, chamadas de equagoes de
estado,

= T(S,V, N1, ..., N;), (1.37)
p = p(S,V,Ni, ..., Ny), (1.38)

Como tais quantidades s&o obtidas via derivacao da equagao fundamental (dita homogénea de 1* ordem),
as equacoes de estado sao ditas homogéneas de ordem zero, condicao expressa através da seguinte
relagao,

T(AS, AV, AN1,...,AN,.) =T(S,V, Nq,..., N,.), (1.40)

que serve como uma definicao para as grandezas intensivas.

1.3 Equilibrio térmico entre dois sistemas termodinamicos

Considere um sistema isolado, composto de dois subsistemas 1 e 2, separados por uma parede rigida e
impermedavel, mas diatérmica. Para o sistema composto, vale a conservagao da energia total,

UM +U® = constante . (1.41)

E claro que as energias individuais podem mudar, desde que submetidas & equacao (1.41).

Imagine agora que os dois sistemas sao levados ao equilibrio, quais seréo os valores de UM e U7 O
postulado IT diz que os valores de UV e U(?) sero tais que a entropia do sistema composto serd maxima,
ou seja,

S=51453 — 4s=0. (1.42)

Assim,

_ o1 1 1 (1) 2 2 2 (2)

§=gm (U< VO, L, N, ) + 5@ (U< L V@ N ) , (1.43)

tal que

95 o5
S =1 dv® + (—) dau® . 1.44
<8U(1)>V(1),...,N§1),... 8U(2) V(2),...,N(2),... ( )
Usando a definicao de temperatura,
1 1
= — quV + — qu®

dsS T dUV + 7@ dUu'* | (1.45)

e da equagdo de conservagio da energia total, Eq. (1.41),

dU® = —qu | (1.46)
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teremos,

1 1 N

Se a entropia é maximizada na nova situacao de equilibrio, da Eq. (1.42) teremos,

1 1
T = T (1.48)

ou seja, a condicao de equilibrio se resume na igualdade das temperaturas dos subsistemas 1 e 2. Teriamos
que ainda analisar o sinal da segunda variagao de S, pois se a entropia é méxima, deve valer a seguinte
desigualdade,

d?’S <0. (1.49)

Isto serd feito mais adiante quando analisarmos as condigoes de estabilidade dos sistemas termodinamicos
nas diferentes representagoes.

1.4 Equilibrio mecanico entre dois sistemas termodinamicos

Imagine agora que o sistema composto visto anteriormente possui uma parede interna movel e diatérmica,
mas ainda impermeével. Neste caso, devemos adicionar a lei de conservagao da energia total a conservagao
do volume total do sistema,

UW + U@ = constante , (1.50)

VD 4+ V3 = constante . (1.51)

A condicdo de que a entropia seja um extremo implica que dS = 0, ou seja,

asM 95
ds = <W> dv® + <—<1>> av® 4
ou V(l),...,N;U,... ov U(l),...,NJ(l),...
2
(&) du@
ou ) ve . N®
yeees 3 e
(2
(85—2) av® =0, (1.52)
aV( ) U(2),...,N](2)7.
1 1 p p@

Como estamos admitindo que a parede interna é mével e diatérmicam dU™M e dV (V) sao diferentes de
Z€ero, ou seja,

1 1 pM p3

T 1@ 0 ¢ e O (154)
ou, na representagao de energia, a condicao de equilibrio se escreve como
T(l) — T(z) e p(l) = p(2) , (155)

como era de se esperar.
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S
1 S=S(U,...,Xj,...)
//
//
//
/
/
/i
U— {
g
X.i
~

Figura 1.1: Representagao pictérica do espago de configuragao termodindmico para um sistema simples.

1.5 Espaco de configuracao termodinamico

Para um sistema simples, este espaco é formado por eixos coordenados que correspondem a entropia S e
aos parametros extensivos U, V, N. A equagao fundamental S = S(U, V, N) define uma hiper-superficie
no espago de configuracao termodinamico, conforme representacao pictérica da figura 1.1.

A hiper-superficie S = S(U ..., Xj,...) deve satisfazer o postulado III, ou seja,

oS 1
— ==>0, 1.56
()., =7 (.50
e que a energia U é func@o tnica de S, ..., X;,.... Cada ponto neste espago corresponde a uma situagao

de equilibrio. Nota que na figura 1.1 usamos eixos ortogonais apenas por conveniéncia de representacao,
pois na verdade o espago de configuracao é altamente abstrato.

S
I S=S (U,(l.)..,Xj(l,)..., U ...X;, ..

Figura 1.2: Representacao pictérica do espago de configuracao termodinamico para um sistema composto.

No caso de um sistema composto, a representacao do espaco de configuracao termodinamico é ainda
mais abstrata. Em geral, os eixos coordenados sao escolhidos entre todos os parametros extensivos do
sistema. Por exemplo, podemos representar uma secao deste espago como na figura 1.2, para um caso de
dois subsistemas simples,

1
S=swW,..., xP U Xj..). (1.57)

. R . . . 1 1
Neste caso, a entropia .S, os parametros extensivos do primeiro subsistema, (U(l), v, Nl( ), NQ( ), ..)e
os pardmetros extensivos do sistema composto, (U, V, N1, Na,...) sdo as escolhas dos eixos coordenados.
Evidentemente, esta nao é a unica escolha.
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Como a superficie definida pelo espago de configuragao corresponde a uma situacao de equilibrio, um
processo quase-estatico é representado por uma curva através da hiper-superficie. Neste sentido, um
processo quase-estatico pode ser entendido como uma sucessao ordenada de estados de equilibrio. Se o
sistema ¢ isolado, de tal forma que a remoc¢ao de um vinculo interno leva o sistema de A para B, podemos
dizer que B tem uma entropia maior do que A. De fato, o sistema s6 ird evoluir de A para G se a sucessao
de pontos A, B, C,..., G corresponde a valores crescentes de entropia, conforme figura 1.3. Neste caso,
o processo que leva de A para B é dito irreversivel.

S
I 7
4
/
/ G
4
- // F E
1
X, i
/
/I B C
— 4 D
1
A X.()

Figura 1.3: Representacao pictérica de um processo quase-estitico irreversivel de A até G.

J4 um processo reversivel é definido como um caso limite para um processo quase-estatico, onde
a entropia nao varia. Neste caso, a representagao deste processo quase-estatico é dada na figura 1.4,
onde o processo de A para B é com entropia constante S = Sj.

1 plano S =S,
7
\\ //
~ B
1 /o~ —~
X ——
!
-— 7
1)
X.i
\

Figura 1.4: Representacao pictérica de um processo reversivel de A para B.

1.6 Formulacoes alternativas e transformacoes de Legendre

Ja temos duas formulagbes da Termodinmica: entropia e energia. No primeiro caso, o equilibrio é
dado pelo méaximo da entropia, quando o sistema em estudo estd isolado. Para ver como isto pode ser
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representado, considere um sistema isolado, composto por dois subsistemas. Neste caso, a energia total
U do sistema composto é constante. Para representar o espacgo de configuragao, podemos tomar como
eixos a entropia S e a energia U do sistema composto, e um terceiro eixo como algum dos parametros
extensivos X j(-l) do primeiro subsistema. Neste caso, como a energia U deve permanecer constante em
U = Uy, por exemplo, o equilibrio é definido para o ponto A, a interseccao do plano U = Uy com a
hiper-superficie, ponto este que corresponde a um maximo da entropia total S, conforme figura 1.5.
Nota que na figura 1.5 omitimos os outros eixos, correspondentes s demais variaveis extensivas U1, X j

plano

Figura 1.5: Representacao pictérica de um estado de equilibrio com entropia méxima em A.

e xV) Xy

No caso da formulagao de energia, o equilibrio é definido como o estado de minima energia, para
um dado valor de entropia, como aquele definido pelo plano de entropia constante da figura 1.6. A curva
nesta figura corresponde a uma sucessao de estados de mesma entropia, S = Sy, e é a intersecgao deste
plano com a hiper-superficie. O ponto A é aquele com minima energia U, ou seja, o ponto de equilibrio.
Evidentemente, o processo definido pela curva deve ser reversivel.

1 plano S =S,
7
\\ //
< /A Ss -
7 O~ —~
/ T o~
/ TN —~
/
/
Uu— 7
1)
X.i
\

Figura 1.6: Representacao pictérica de um estado de equilibrio com energia minima em A.

Para mostrar que estas duas condicoes de equilibrio sao equivalentes, partimos do prinipio de méxima
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a8 028
(8_X)U_O e (8X2)U<0, (158)

, A . 1 N .
onde X é um dos pardmetros extensivos (X J( ), por exemplo), sendo que os demais sdo mantidos fixos.

Neste caso, a funcao entropia S = S(U, X) é mantida constante no plano S = Sy. Assim,

entropia,

S(U, X) = constante (1.59)

define uma condi¢ao de vinculo ao sistema. Assim, as variagbes em U e X nao sao independentes. Para
verificar isto, fazemos uma variagdo em (1.59),

oS as
dS—(@> dU+(aX)UdX_O. (1.60)

- (3, (30). ),

(%)

ou 0X )y

— | == 1.62

(5%, a5 (162
ovu )

Esta relagao é absolutamente geral e muito 1til como veremos adiante. Podemos simplifici-la ainda mais,

identificando a derivada no denominador com 1/T', ou seja,

Dividindo por d X,

ou

(), Bl —r(3), o

0X
T

onde usamos a relagao (1.58). Assim, vemos que U tem um extremo.
Para verificar se este extremo é médximo, minimo ou ponto de inflexao, analizamos a segunda variagao,

(3X2)s );[ js <g_52x )
G,
_ (‘95) -0, (1.64)

QY
ou seja, U é minimo no equilibrio, para um valor méximo na entropia.

1.6.1 Relacgoes de Euler e de Gibbs-Duhem

Sempre é 1til ter uma equagao que envolva variaveis extensivas e intensivas. Para encontrar tal relagao,
usamos a postulado III para a propriedade aditiva para a energia,

U(AS, AV, AN) = AU(S, V, N) , (1.65)
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que derivada em relagao a A produz

U oU U
505 5t ooVt aom VU (1.66)

Se tomarmos A =1,

oU ., oU . oU
a5 St Ve N=U, (1.67)

obtemos a relagcao de Euler da termodinamica,
TS —pV +uN=U. (1.68)

Podemos, entao, procurar uma equagao que envolva apenas variaveis intensivas, tomando a forma
diferencial da equacao de Euler,

TdS + SdT — pdV — Vdp + pudN + Ndp = dU (1.69)
juntamente com a primeira lei da termodinamica,
dU =TdS — pdV + pdN (1.70)
para obter a relagcao de Gibbs-Duhem
SdI'—Vdp+ Ndu =0, (1.71)
ou, dividindo por N, na sua forma molar ,
dp = vdp — sdT (1.72)

onde v = V/N e s = S/N. Esta tltima relagdo nos diz que a variagdo no potencial quimico nao é
independente das variagoes em T e p.

1.6.2 Transformacoes de Legendre

Nas representacoes de entropia e energia, os parametros extensivos sao as variaveis termodinamicas
independentes. Os parametros intensivos sao tomados como conceitos derivados, como em

T= (g—g)s , e pE—(Z—g)S . (1.73)

Como em geral temos acesso experimental aos parametros intensivos (como os acima), é conveniente
encontrar outras representagoes onde as variaveis independentes sao estes parametros intensivos. Este é
o objetivo das transformacoes de Legendre.

De maneira puramente abstrata, o problema das transformacoes de Legendre pode ser colocado da
seguinte forma: temos uma equagao do tipo

Y=Y(Xo,X1,...,Xt), (1.74)
onde Xy, X7 ,...,X; sdo as varidveis independentes. Definimos, entao, as derivadas de Y com relagao
aos Xk,

)4
P.=—. 1.75
"7 0Xy (1.75)

O objetivo é encontrar uma maneira de expressar uma equagao onde os Py sao as varidveis independentes.
Para verificar isto, considere o caso mais simples de uma tnica variavel X,

Y = Y(X), (1.76)
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tal que sua derivada,
aY
P=— 1.77
5% (1.77)
¢é a inclinacao da reta tangente a curva. Nota que nao podemos tomar
simplesmente
Y=Y(P), (1.78)

pois o conhecimento de Y em fungdo de sua derivada, dY/dX = P, nao
permite a reconstrucao da fungéo original Y = Y/(X).

Y Isto é facil de verificar, pois as 3 curvas na figura ao lado tém a
mesma relagdo Y = Y (P), embora sejam distintas.

A solucao para este problema é obtida quando tomamos em con-

P L 1p L Ip junto a inclinagao da curva e o ponto em que a reta tangente

4 com esta inclinacao i i
_%T_/ ! ¢ao intercepta o eixo Y,
M Y-y

X, X X X P=%=5" (1.79)

tal que a transformada de Legendre de Y se escreve como
Y=Y —PX. (1.80)
Y Y
~1p
(X,Y) /
(0,9)
X X

Com isto, a curva original Y = Y (X) pode ser obtida através da familia de retas tangentes & curva
original. Cada uma destas retas define uma inclinagao P e um ponto de interseccao ¥ com o eixo Y.
Assim, suponha que é dada a equagéao

Y =Y(X), (1.81)
que derivada produzira
dy
dX

Eliminando X e Y nas equagoes (1.80), (1.81) e (1.82) produziremos, entéo, a equagio ¢ = ¢(P). A
funcao v é a transformada de Legendre de Y.

Tomando a forma diferencial da Eq. (1.80),

P = P(X) (1.82)

dyp =dY — PdX — XdP . (1.83)
Mas P = dY/dX, ou seja,
dy = —-XdP (1.84)
tal que
x-¥ (1.85)

dpP -
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Tabela 1.1: Resumo da transformada de Legendre de Y = Y (X).

Y = Yd(})/() Y= 1!1(61;2
r=x X=7p
v=—-PX+Y Y=XP+7
eliminando X e Y temos: | eliminando P e 1 produzimos:
Y =y(P) Y =Y(X)

Esta ultima equacao pode ser traduzida da seguinte forma: dado v = ¥(P), podemos achar Y = Y (X),
ou o problema inverso. Podemos resumir as operagoes acima na tabela 1.1:

Usamos as transformadas em varios contextos. Um muito conhecido é na formulagao hamiltoniana
da mecéanica classica. O problema pode se formulado como se segue: dada a funcao de Lagrange

L=1L(q,q,t), (1.86)
podemos obter uma formulagao alternativa, a hamiltoniana, via transformada de Legendre,

1.7 Potenciais termodinamicos

Os potenciais d termodinamicos, introduzidos por Gibbs em 1875, sao as transformadas de Legendre
da equacio fundamental na formulagdo de energia 6, U = U(S, V, N). Existem vérios potenciais ter-
modinamicos, cada um deles obtido quando substituimos uma ou mais varidveis extensivas por suas
correspondentes varidveis intensivas, como grandezas independentes na nova representacido. Apresenta-
remos a seguir 4 deles, que recebem nomes especiais, e letras especificas,dada sua grande aplicabilidade:
Helmholtz, entalpia, Gibbs e grande potencial.

1.7.1 Potencial de Helmholtz (F' = U[T])

E a transformada de Legendre parcial de U que substitui a entropia S pela temperatura T' como variavel

independente na representacao,
F=F(T,V,Ny,Na,...). (1.88)

Para obter F'm partimos de equacao fundamental para U, eliminando S via transformada de Legen-
dre. Isto é conseguido seguindo a receita da tabela 1.1, primeiro tomando um diferencial de U (isto
corresponderia submeter o sistema & um processo termodinamico qualquer),

oU oU oU oU
dU = | — dS + | — dV + | — dN71 + [ —— dNs + ... .
(88>V,N1,,,. (aV>S,N1,__ (8N1)S,V,N2,.., ' (fmz)s,v,m,... ?

(1.89)
Se lembrarmos das definigoes para as varidveis intensivas, teremos

dU =TdS — pdV 4+ u1dNy + podNso + ... . (1.90)

Agora, o que significa a equagao acima? Os diferenciais dS, dV e du; indicam que S, V e u; sao
variaveis independentes da representacdo de energia U. Assim, se queremos uma nova representacao
onde T' = (0U/0S),, y ¢ a nova variavel independente, precisamos inserir um dT" na equacao (1.90),
fazendo

du = d(TS)—SdT—pdV+M1dN1 4+ podNo + ...
d(U—TS) = dF:—SdT—pdV+,LL1dN1+,LLQdN2+... s (191)

60 andlogo dos potenciais termodindmicos na formulagdo de entropia sio chamadas de fungdes de Massieu, em home-
nagem a Massieu, que as introduziu em 1869
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onde
F=U-TS (1.92)

é o potencial de Helmholtz.

Tabela 1.2: Resumo da transformada de Legendre de F = F(T', V).

U=U(S,V) F=FT,V)

T = (0U/0S),, —S = (0F/0T),,

F=-TS4+U U=TS+F
eliminando S e U temos: | eliminando 7" e F' produzimos:

F=FT,V) U=U(S,V)

A equacdo (1.91) pode ser escrita como F = F(T,V ,N), que diferenciada para N fixo produzird

oF OF
dF = | =— | dT — | d 1.
(), 7 (5), 199
que comparada com a Eq. (1.91), para N fixo, resulta em
8F> <8F>
<8T v ov ),

A obtencao do potencial de Helmholtz pode ser resumido na tabela 1.2.

1.7.2 Entalpia H = U[p]

E a transformada de Legendre de U que substitui o volume V pela pressao p como varidvel independente
na nova representacao. Assim, dado U, tomando um processo qualquer,

dU = <8_U> ds + (8_U> dV + <8_U) dN7 + <8—U) dNo + ... .
a8 V ,Ni,... ov S ,Ny,... ON, S,V ,Na,... ON> S,V ,Ny,...

(1.95)
ou
dU = TdS —pdV + p1dNy + pedNs + . ..
= TdS —d(pV)+ Vdp+ p1dNy + p2dNe + . ..
d(U—l—pV) = dH =TdS+Vdp+ pu1dNy + pedNo + ... (196)

onde usamos o mesmo procedimento acima para produzir um dp, ji que agora é a pressao que deve ser
nossa nova variavel independente. A entalpia é entdao definida como

H=U+pV. (1.97)

Agora, como H = H(S,p,N), tomando o caso mais simples de N fixo, podemos considerar um

processo qualquer, tal que
OH OH
dF =|— ) d — ) d 1.
(75) 5+ (%), o)

que comparada com a Eq. (1.96) resulta

(), e (),

Da mesma forma que no caso do potencial de Helmholtz, podemos resumir a tranformada de Legendre
para obter H como na tabela 1.3.
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Tabela 1.3: Resumo da transformada de Legendre de H = H(S ,p).

U=U(S,V) H=H(S,p)

—p = (9U/9V)q V = (0H/0p)g

H=pV+U U=-pV+H
eliminando V' e U temos: | eliminando p e H produzimos:

H=H(S,p) U=U(S,V)

1.7.3 Potencial de Gibbs G = U[T ,p]

E a transformada de Legendre de U que substitui a entropia S pela temperatura 7', e o volume V pela
pressao p como varidveis independentes da representagao. Como antes, partimos de U,

ou ou ou ou
dU = <—> ds + <—> dv + <—) dNy + <—) dNo + ... .
a8 V ,Ni,... ov S ,Ny,... ON, S,V ,Na,... ON3 S,V ,Ny,...
(1.100)
ou
dU = TdS—pdV—F/leNl +/L2dN2+...
= d(TS)—8dT — d(pV) + Vdp + pu1dN1 + podNo + . ..
d(U -T8s —|—pV) = dG = -5dT + Vdp + ,Ltlle + ,LLQdNQ + ..., (1.101)
onde
G=U-T5+pV (1.102)
é o potencial termodinamico de Gibbs. Neste caso,
G=G(T,p,N), (1.103)
que diferenciada para N fixo resulta em
oG 0G
a6 = (_) I + <_> dp. (1.104)
oT » op )
e que comparada com a Eq. (1.101) resulta
oG oG
/) =_ — ) =V. 1.1
(1) 5.« (),

1.7.4 Grande potencial U[T", y]

O dltimo potencial que recebe um nome especial é o chamado grande potencial termodinamico, obtido
da energia livre U via transformada de Legendre, onde S é substituido por T' e N pelo potencial quimico

Hs

dU = 8—U ds + 8_U dV + 8—U dN . (1.106)
oS VN ov SN ON sV
ou
dU = TdS —pdV + udN
= d(TS)—SdT — pdV +d(uN) — Ndu
d{U—-TS8—uN) = dU|T,ul=-SdT —pdV — Ndu , (1.107)
onde

UT,pl=U-TS —uN (1.108)
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é o grande potencial termodinamico. Neste caso,

UIT, pl = U[T, p)(T,V, 1), (1.109)
que diferenciada resulta em
T T T
e, = (UL gy (UMY gy (OUI Y (1.110)
oT Vi ov T ou TV

e comparada com a Eq. (1.107) resulta em

1.8 Relacoes de Maxwell

As diferentes representacoes da termodindmica introduzem um niimero muito grande de derivadas parci-
ais. Muitas delas podem ser relacionadas, tal que um nimero menor de derivadas pode ser considerado
como essencialmente independentes.

Como exemplo, tomemos a propriedade fundamental da igualdade nas derivadas mistas da equagao
fundamental U,

0*U 0*U
950V ~ avas (1.112)
pois S e V sdo as varidveis naturais de U. Nao é dificil verificar que esta equagao pode ser escrita como
0 (oU g (oU
a5 (W) = (%) : (1.113)
ot 0 oT
p
_[=Z£ = = : 1.114
().~ ()., o

Outro exemplo pode ser encontrado na representacao de Helmholtz, cujas varidveis naturais (inde-
pendentes) sao T' e V,

0?F 0*F
oTovV — oVoT * (1.115)
Mas vimos anteriormente que
OF OF
i - _ - =9 1.116
(57 )= o (57) s (1419
tal que
0 (OF 0 (0F
ar (W) = (8_T) ) (L.117)
o 19) oS
—p> - <—) . (1.118)
<8T V,N v T,N

As equagoes (1.114) e (1.118) pertencem a uma classe conhecida como relagdes de Maxwell da termo-
dinamica.

De maneira geral, dado um potencial termodindmico qualquer, expresso em termos de suas (¢t + 1)
varidveis naturais, existem t(t + 1)/2 pares separados de 2° derivadas mistas, tal que cada potencial
produzird t(t + 1)/2 relagoes de Maxwell. Por exemplo, para um sistema com uma tnica componente,
a energia interna é funcdo de S, V e N, ou seja, temos 3 varidveis naturais (¢ = 2). Com isto, serdo
2(2+1)/2 = 3 pares de 2% derivadas parciais mistas,

02U U 02U 9 PU 0
9SOV — VoS’ 9SON  ONOS © VAN  ONaV

(1.119)
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Vejamos algumas relagoes de Maxwell nas representacoes de energia e do potencial de Helmholtz. No
primeiro caso, para um sistema de uma tinica componente,

dU = TdS — pdV + pdN . (1.120)

J4 derivamos a Eq. (1.114), obtida da derivada mista em S e V. Faltam e equagoes,

0*U 0*U
dSON ~ ONOS’ (1.121)
ou
o (U _ 0 (U oy _(or (L122)
dS \ON) ON \0S 9S)yn \ON)gy’ '
¢ 2 2
0°U 0°U
OVON — ONOV '’ (1.123)
ou
0 (oUN_ o (oU oy _ (o (1120
oV \ON) ON \oV oV )sn N ON ) gy ' '
No caso do potencial de Helmholtzm
dF = —SdT — pdV + pdN . (1.125)

J4& derivamos a Eq. (1.118), obtida da derivada mista de U em relagdo & T e V. Restam outras duas,

0’F 0’F

OTON — ONOT’ (1.126)
ou
o (0F\ 0 (OF o\ [0S
or (o) = av (o7) (7). = (%), (120)
¢ 2 2
o0°F 0*F
OVON ~— ONOV’ (1.128)
ou
o (OF\ 0 (0F oy (o
v (W) ~ N <W> <W)T,N - <aN>T,V | (1128)

Outras relagoes poderiam ser obtidas a partir de outros potenciais termodinamicos, como pode ser visto

no Callen, capitulo 7.1.
O procedimento anterior é absolutamente geral, podendo inclusive ser

\% F T usado para sistemas de mais de uma componente. Entretanto, existe uma
maneira bem rapida de obter tais relagoes, usando o diagrama mnemonico
de Max Born (1929). O diagrama de Max Born mais conhecido (e mais
usado) é aquele apresentado na figura abaixo. As varidveis F, G, H
U G . U sao colocadas no sentido horario, com o potencial de Helmholtz F
no topo. Nota que cada uma destas varidveis é “flanqueada” por suas
varidveis naturais.

Para lembrar a ordem das varidveis, use a seguinte frase:

“Valid Facts and Theoretical Understanding Generate Solutions to Hard Problems”.
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Nota que no diagrama acima esta implicio qye IV é variavel natural de cada uma das fungoes F', G, H
e U. As setas sao usadas para fixar o sinal das derivadas, obtidas em juncao com as formas diferenciais,

dU = TdS — pdV + udN

dFF = —8dT — pdV + pdN |

dG = —-SdT' +Vdp+ pdN ,

dH = TdS+ Vdp+ pdN . (1.130)

Com isto, uma seta “saindo” de uma varidvel natural indica um coeficiente positivo, com na derivada

Por outro lado, uma seta “chegando” numa varidvel natural indica um sinal negativo, como em

(g_i)wv _ g (1.132)

As relacoes de Maxwell também podem ser obtidas do quadrado, como nos exemplos abaixo.

% T B oT
<%)p1\f - (8_19)51\/ . .
s p s ?
Ty \
s o))
s & P
v o~y T
] @ e
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v T v
oT B Op
(o)., = (5),., (1:130)
S S p
\_/

1.9 Reducgao de derivadas para sistemas de uma dnica compo-
nente

As derivadas parciais simples, como (0F/9T)y, y = =5, e as relagdes de Maxwell, como

Ap (08
()= (57),.0 (130

permitem que se estabelecam relagoes entre diferentes quantidades. Entretanto, na maior parte dos casos,
tais relagoes nao sao de interesse experimental ou mesmo de facil obtegao. Por exemplo, como tratar com
uma derivada como (0p/0U)q n? Ou entdo, (Ou/0V)g n7 O ideal seria que tais derivadas pudessem ser
reescritas em termos de quantidades mensuraveis experimentalmente, ou, na pior das hipéteses, reduzidas
a derivadas mais simples. Para tanto, para sistemas de uma unica componente com N fixo, o quadrado
de Max Born sugere o procedimento de reducao de derivadas apresentado a seguir.

Antes de apresentar o procedimento, devemos lembrar as identidades matemaéticas envolvendo deri-

vadas parciais abaixo,
0X 1
) = 1.1
(ay)z <8Y) ! (1.138)
z

X
OX\ _ (90X (oW _@
<3Y)Z_<8W>Z <8Y>Z_<3_y> ) (1.139)

(57)
0X Y )
— | =——5=. 1.140
( oY ) 7 oz ( )
0X )
Regra 1 : Se a derivada contém qualquer potencial, leve-os um a um para o numerador e os elimine
usando o diagrama de Born. Como exemplo, considere o caso abaixo,

(9p) 1

°p -, (1.141)

(8U G,N (%—U)
?/aG,N

onde invertemos a derivada, pois dU pode ser obtido da primeira lei,

dU = TdS — pdV + pdN | (1.142)
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tal que como N ¢é fixo, podemos reescrever a equagao como

@), - b))
ou G,N | op G,N op G,N

[ (G aG -
(5o (51

= |-T <8—G> +p<8—G) (1.143)

98 ), N ov ), n

Mas dG = —SdT + Vdp + udN = —SdT + Vdp, pois N é fixo. Logo,

-1
5 -S (Z_T) +V =S (Z—T> +V
4 D/ s.N P/vN

— = |-T ' - 1.144
(). * )

<@, @)
95 ), V),

Eliminamos completamente o potencial da expressao. Precisamos agora de mais algumas regras
para a reduzir ainda mais as derivadas que surgiram da regra 1.

Regra 2 : Se a derivada contém o potencial quimico, leve-o para o numerador e o elimine usando a
relagdo de Gibbs-Duhem,
dp — sdT + vdp . (1.145)

Como exemplo, considere o caso abaixo,

ou B oT dp
<W>S,N = <W)S,N T <W>S,N | (1.146)

Regra 3 : Se a derivada contém a entropia, leve-a para o numerador. Se uma das relagoes de Maxwell
elimina a entropia, use-a. Caso contrario, produza um calor especifico, ¢, ou c,.

Como exemplo, considere o caso abaixo.

8
@DS,NE%)TN' (1.147)

)
oT N
Mas Py N
— =—=c¢, (1.148)
(8T> on T P
onde ¢, é o calor especifico molar a pressao constante, definido como
1 /dQ ) T ( oS ) ( aS )
Cp = — (— === =T =] . (1.149)
N\drj), N oT » oT »
Além disto, a derivada (9S/ 8p)T) ~ bode ser identificada com a relacao de Maxwell
aS ov
<_> - (_> | (1.150)
op )y oT oN
Com isto,

oT N oV
(a—p>S7N = TCP (ﬁ)py{\[ . (1151)
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Nota que tal derivada pode ser encontrada na relagao de Maxwell

(5).-(3),

mas nao é dificil mostra que (1.151) é obtida desta relagdo,

<8V> <8V)
oT oT
) sy \OT ) x \8S) (as> N
a P
aT ) T
como antes.

Regra 4 : Leve o volume para o numerador e expresse as derivadas em termos de «, o coeficiente de
expansao térmica, e k7, o coeficiente de compressibilidade isotérmica.

Como exemplo, tomemos a derivada abaixo.

0
<8T)VN _ (a_‘;>TN (1.154)

P ().
aT ) x

1(81}) 1 <3V>
a=-(22) -2 (22 (1.155)
v \ 0T » V \oT oN

tal que o coeficiente de expansao térmica mede o aumento percentual no volume por unidade de
aumento na temperatura, para um sistema mantido a pressdo p e N fixos. Além disto, definimos

kT como
1 1
hp = 2 (@) __1 <_‘9V) , (1.156)
v \9p /) V \ 9p TN

tal que o coeficiente de compressibilidade isotérmica mede a redugao percentual no volume em
fungao do aumento na pressao, a tempertura 7' e N fixos. Nota que kr > 0. Com isto,

(a—T> b (1.157)
op ) vy «

Regra 5 : Uma vez que as derivadas estdo expressas em termos de ¢,, ¢,, o e kr, o calor especifico a
volume constante ¢, pode ser eliminado usando

Mas definimos a como

coy=cp—T—. (1.158)

Para obter a relacdo acima, precisamos conhecer a relacao entre ¢, e ¢, para qualquer substancia
homogénea. Para o caso ideal, sabemos que

ep—cy =R, (1.159)

onde R é a constante universal dos gases (R = 8.314 J/K). Para um gas qualquer, por outro lado,
a capacidade térmica se escreve como

_(aQ\ .. [9S
ov=(ar), =" (a),.. e
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_ (1Y _, (08
oo () () e

Para encontrar uma relagao entre estas quantidades, podemos partir da equagao para a entropia,
tomando T e p como varidveis independentes, uma vez que sao estas as quantidades medidas
experimentalmente, ou seja, S = S(T,p), tal que

poisdQ = TdS, e

oS oS
dQ =TdS =T <—) dT + <—) dp| , (1.162)
aT » Op ) 1
ou
oS
dQ =Cpdl'+T | — | dp. (1.163)
Op ) r
Como a equagao de estado para p pode ser escrita em fungido de T e V, ou seja, p = p(T, V), teremos
dp dp
dp=| = dT — | dV. 1.164
v=(o7), 7+ (av), (1164
Com isto, substituindo (1.164) em (1.163), teremos
oS Op Op
dQ =C,dT +T | — — dT — | d . 1.1
ocarer($) () (@) 0] o

Para processos a V' constante, podemos definir Cy a partir desta equa cao, simplesmente dividindo
por dT (e fazendo dV = 0), ou seja,

aqQ S s dp
Cyv=|— =T — =Cpo+T|—=— —= . 1.166
v (dT>V (8T>V rt (ap)T (6T>V (1.166)
Podemos simplificar ainda mais esta equagao, usando as relacées de Maxwell, como por exemplo,
oS ov
(_) - (_> | (1.167)
Op ) 1 oT »
uma vez que (9V/0T) ,» bode ser relacionada com o coeficiente de expansao volumétrico da substancia,
1 /oV
P
ou seja,
<8—S) =—-Va. (1.169)
op ) 1

J& a expressao (Op/0T),, também pode ser reduzida usando a identidade matematica,

Jp or P

— = —— 1.170

(57). () .
op )

uma vez que (0V/0p), pode ser relacionada com a compressibilidade isotérmica da substancia,

1 /oV
br=—v (a_p>T>0’ (1.171)
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ou seja,
dp o
— = —. 1.172
<6T> v (1172)
Assim, reunindo todas estas expressoes, teremos para a capacidade térmica
«@
Cy=Cp+T(-Va) <—> , (1.173)
kr
ou
o2
Cy=Cp =TV —, (1.174)
kr

que é a forma extensiva da equagao (1.158). Para obter a forma molar, basta dividir por N. Nota
que podemos reescreveé-la também como

2

C,— Cy = VTZ—T . (1.175)
Para gases ideais, onde pV = NRT, teremos
ov NRT NRT
i =7 — _Vk = kr=—— 1.176
(31) >T P’ ’ TV (1.176)
° oV NR NR
<3T>p p “ “ pV ( )
Com isto, em (1.175) teremos
N2R? p2V
ou
C,—Cy=NR, 1.179
p

que ¢é a forma conhecida para um gas ideal. Para sélidos e liquidos usuais, por outro lado, o fator

2

v (1.180)
kr
é em geral muito pequeno, tal que
Cp,—Cy =0 ou C,=Cy, (1.181)

que significa que para sélidos e liquidos o calor é absorvido da mesma forma, quer seja a pressao
ou o volume sejam mantidos constantes.



