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A Teoria de Ensemble

Sistema de N Oscﬂadores CléSSiCOS (unidimensionais, localizados e nao interagentes)

(Salinas, problema 5, capitulo 2)

Considere um sistema cldssico de N osciladores harmonicos unidimensionais,
localizados e muito fracamente interagentes, cujo hamiltoniano pode ser escrito na

forma
1 1,
_ RN
ﬂ‘Zf[Zmpf+2kxf]’
=

onde m é a massa e k é uma constante eldstica. Obtenha uma expressdo para o volume
do espaco de fase acessivel ao sistema, quando E < H < E + 6E, com 0E < E.

Este modelo cléssico para as vibragdes eldsticas de um sélido produz um calor
especifico constante com a temperatura (lei de Dulong e Petit). O sélido de Einstein,

que é a versdo quantica desse modelo, é capaz de produzir um calor especifico que

diminui com a temperatura, em concordancia qualitativa com os dados experimentais.
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A Teoria de Ensemble

Sistema de N OSCﬂadoreS CléSSiCOS (unidimensionais, localizados e nao interagentes)

_ 1,1 5
H = [ﬁp/+§kx]]
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Volume do espago de fase (2N-dimensdes)

Q:ff...fdxlde...de fffdpldpzdp]\]
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2 < Z(E+0E) 2mE <pi+...+p%, <2m(E+E)

Podemos calcular os volumes nos espagos de posi¢do e momento separadamente, se
identificarmos o volume de uma hiperesfera de raio R, num espaco de dimensao 7,

como
Vu(R) = fff dxq dxy ...dx,
————

0<xd+..+x2 <R?

R
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A Teoria de Ensemble

Volume de uma hiperesfera

Vu(R) = fff dxq dxy ...dx,
————

0<x3+..+x2 <R?

Espaco em duas dimensoes

uma dimensdo — Vi(R) ~R

duas dimensdes — V,(R) ~ R?
Vu(R) =
trés dimensoes ~ — V3(R) ~ R3

n dimensoes - Vy(R) = A,R"
Volume da hipercoroa esférica entre R e R + 6R

0Va(R)
6R

,(R; 6R) =V,(R + 8R) — Vyu(R) = ( )(SR =nA,R" ' 6R = C,R"16R
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A Teoria de Ensemble

Sistema de N OSCiladoreS CléSSiCOS (unidimensionais, localizados e ndo interagentes)

N 1
_ 2 ) 09
W—Z;[ij +2ka‘]
p

Volume do espago de fase (2N-dimensdes)

o ff fdxldxz vy [ [ [y o

2422 < 3 (E+E) 2E <pA+..+pY < 2m(E+OE)

*“m

Hipercoroa esférica de raio R e espessura 6R, num espago n-dimensional

Q,(R; 6R) = C, R 6R —  ver Salinas, Apéndice A.4
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A Teoria de Ensemble

Sistema de N OSCiladoreS CléSSiCOS (unidimensionais, localizados e ndo interagentes)

N 1 1
- Z - [Zm P 2ka‘]
p

Volume do espaco de fase (2N-dimensdes)

Q:ff...fdxldJQ...de fffdpldpzdp]\]

2
1

<xf+..tx

~&

2 < (E+OE) 2mE < p2+...+p%, <2m(E+OE)
Hipercoroa esférica de raio R e espessura 6R, num espago n-dimensional

Q,(R; OR) = Cy R"16R —  ver Salinas, Apéndice A.4

1/2
Espacop: n=N e R= V2mE — R =} (2mE)™"/? 2m6E = 2 b’E:(%)/ LB

V2mE El/2
1 m\/2 6E
Qy ( V2mE; 6R) = By(2mE) 2N (_2 ) =7
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A Teoria de Ensemble

Sistema de N OSCiladoreS CléSSiCOS (unidimensionais, localizados e ndo interagentes)

L(N-1) 12
[ QN(‘IE;ER):AN 26\ 2 NTD (112 oE
Q= QN[ %; 5R] QN( V2mE; 6R) k ( k ) (Zk) E1/2

Qn ( V2mE; 6R) = BN(ZmE)%(N’” (%)1/2 oE

El/2

m\H2 1\V2 2F 2N 1 1 1
- m 2E -y 11
o = ae() (z) (F) @@ g o
N/2-172
N %(%) (%) 2= @m)N/2-1/2 ENI2=1/2 ENJ2-1/2 1 6
1 9 \N/2-1/2
= AxByj (%) %) @m)N/2-1/2 N2 5

N-1

Q(E) = Cy (%’”)T EN-25E
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A Teoria de Ensemble

Hipéteses da teoria de ensemble

@ Igual probabilidade a priori :

se 0 que sabemos a respeito de um dado sistema sdo apenas consideragdes macros-
copicas (pressdo, volume, etc), ou seja, ndo sabemos nada a respeito da microscopia
do mesmo, dizemos que o sistema tem igual probabilidade de existir em qualquer
estado microscdpico, todos condizentes com as consideragdes macroscépicas. Este
postulado implica na existéncia de um ensemble de microestados para cada situagio
macroscopica.

© O método da distribuicio mais provével:

a distribuigdo de equilibrio é a distribuigdo mais provdvel, ou seja, aquela que ocupa
o0 volume mdximo no espago I'.
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A Teoria de Ensemble

Receita de como encontrar a funcado distribuicdo de equilibrio

@ determine o ensemble que corresponde & situagdo macroscépica em estudo
(microcandnico, candnico, grande candnico);

@ escolha uma fungio distribuicdo arbitraria e calcule o volume que ela ocupa no
espago I, simplesmente contando os sistemas dentro do ensemble que
correspondem a esta fungédo distribuicdo;

@ varie a fungdo distribuigio até encontrar aquela que ocupa o volume maximo:
esta é a funcdo distribuigao de equilibrio.
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A Teoria de Ensemble

Como construir uma fungéo distribuigdo arbitraria?

@ Divida a regido ocupada pelo gés
de N moléculas em K células de °

escreva uma funcgao distribui¢io para a i-ésima
volume w = dp d3q : ¢ glop

célula
n
p fi= ’
112]3|4 | volume @
1 @ calcule o volume ocupado por f; no espago I’
K N! nyon n
Qi ~ ———— g1 g% ... g~
! ! 1/11!1’12! ...I’lK! gl 82 gK
q

@ o nimero de moléculas em cada com g; = 1, ou (com Stirling Inn! = nlnn —n)

célula é n;, com os vinculos

K
K K log[Qfn;}]] = NlogN— Zni logn;
nj=N e en; =E i=1
i=1 i=1 K
+ Z n; loggi + cte
P i=1
com €= -
YT 2m
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A Teoria de Ensemble

Como obter a distribui¢do de equilibrio?

@ Maximize o volume ocupado por f;, usando multiplicadores de Lagrange

a in,+ﬁ Ze,n,}—

i=1

6 [log Qfn;}] + 6

K K K
0[NlogN - Z nilogn; + Z n; loggi + constante] + ad [Z n;
i=1 i=1 i=1

ou

K
Z [-(logn; + 1) +loggi + a + Pei] 6n; =0
i=1

=0, pois on; # 0
Condicao de equilibrio, dada pelo conjunto {7;} que maximiza log [Q{n;}]

logii; = -1+ logg; + a + Be; - ii; = g e el
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A distribui¢do mais provéavel

Integral gaussiana

f; = CePei ffx’ 2o gy = }1 Va2
0
Mase¢; = p2/2m, 8l 3
B m)
C=n (— .
fi= CoPPRiam _ o pmo? /2 21

Principio da equiparti¢do da energia
Condigdo de normalizagdo

fd3v(1/2)mvzf(v) 3
fd3rd3vf = N [Pofw) 2"
VCan f doot "2 = N ou, resolvendo a integral gaussiana
0
1
1Bl = T

C4nf dov? e B2 —
0
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A Teoria de Ensemble

A distribui¢ao mais provavel ou de equilibrio

N T R
| 2kgT !
f ”(2nkBT) ¢

@ adistribui¢do mais provével é equivalente a distribuic¢do de velocidades de
Maxwell-Boltzmann, para o caso em que (v;) = 0;

@ nada é dito a respeito do tempo que o sistema leva para chegar no estado de
equilibrio;

@ o método da distribuicdo mais provéavel pode ser aplicado apenas para situagoes
de equilibrio.
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A Teoria de Ensemble

Significado da distribuicao de Maxwell-Boltzmann

Se um gds diluido é preparado num estado inicial arbitrdrio,
e se existem interagdes capazes de retird-lo deste estado ini-
cial, apds um tempo suficientemente longo o gds torna-se do
tipo Maxwell-Boltzmann, uma vez que de todos os possiveis
estados para o gds que satisfazem as condigdes macrosco-
picas, quase todos possuem uma distribuicdo de Maxwell-
Bolztmann.

R~
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Contagem de microestados: exemplos quéanticos

Sistema de N particulas localizadas de spin 1/2, ndo interagentes, num campo H

N
+ - +
Ho MO l’l'o . 7’[2—2 Hj - :—[JOHZU] (Uj:il)
eee eee | j=1
B 1 (Ny spins paracima) e (N, spins para
2 2 2 baixo)
COR O TN
N=N1+N2 e EZ—[JUHNl-F‘U()H(N—N])
1 E 1 E
Nl—E(N—‘uO—H) Nz_N_Nl_E(N-'—‘LlO_I‘I)

Numero de microestados para uma dada energia total E

aEN = N _ N

N [T ) (T o)
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Contagem de microestados: exemplos quanticos

Sistema de N osciladores unidimensionais localizados e nido interagentes
(Proposto por Einstein em 1906, descreve o comportamento do calor especifico em sélidos com a temperatura)

Em mecénica quantica, o problema pode ser resumido na solugao da equacéo de
Schrodinger independente do tempo,

Al >= Ely > H—ﬁ+1 2x2 A——'hi
¢ >=Ely T 2m 2ma)x p_ldx

em termos dos polindmios de Hermite,
dr
Ha@) = (-)"e" 2™

tal que os auto-estados formam uma familia de solugdes do tipo

1 1/4
< xlpy >= 4/ Sl (n:[_;)) e—mme/Zh H, [, / %x] n=0,1,2,...(ntmero quéantico)
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A Teoria de Ensemble

Contagem de microestados: exemplos quanticos

Sistema de N osciladores unidimensionais localizados e ndo interagentes
(Proposto por Einstein em 1906, descreve o comportamento do calor especifico em sélidos com a temperatura)

Em mecénica quantica, o problema pode ser resumido na solugao da equacéo de
Schrodinger independente do tempo,

A >=Ely > H—ﬁ+1 2x2 A——'hi
v>=Ely Tom T2 P=""%

tal que os auto-estados formam uma familia de solugdes do tipo

[ 1 (mwo\V* _ 2 mw
= — — —na /2h - A .
<Xy >= S ( ) e Hy| | ——x n=0,1,2,...(ndmero quantico)

com auto-valores (niveis de energia)

En:hw(n+%) n=0,12,...

R
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A Teoria de Ensemble

Contagem de microestados: exemplos quanticos

Sistema de N osciladores unidimensionais localizados e nido interagentes

(Proposto por Einstein em 1906, descreve o comportamento do calor especifico em sélidos com a temperatura)

Caso de N = 2 osciladores, de mesma frequéncia w

@ o hamiltoniano do sistema deve ser somado, [ = H; + FI,, tal que os possiveis
auto-estados se multiplicam (os osciladores sao independentes), 1 = 111,

@ os auto-valores devem ser somados, E = E; + E, ou seja
1 1
Enymy = hw(m + E) + hw(n2 + E) = (m + 11y + Dhw = (M + Dfiw

@ um microestado do sistema é definido pelo par (111;17)

@ o niimero total de microestados é obtido quando distribuimos os M quanta de
energia, entre os possiveis valores de (11; 1), para um dado valor de energia
total E (condigdo macroscopica)
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Contagem de microestados: exemplos quéanticos

Sistema de N osciladores unidimensionais localizados e nio interagentes

(Proposto por Einstein em 1906, descreve o comportamento do calor especifico em sélidos com a temperatura)

Caso de N = 2 osciladores, de mesma frequéncia w

Caso com energia E = 3fiw (condigdo macroscépica):

E=(n +ny+ Dhiw =M+ 1)liw =3hw — (M =2 quanta de energia)

n ny E
0 2 | 3hw
1 1 3hw
2 0 | 3w

O sistema com M = 2 quanta de energia para serem distribuidos entre N = 2

osciladores possui 3 microestados acessiveis distintos.

R
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Contagem de microestados: exemplos quanticos

Sistema de N osciladores unidimensionais localizados e ndo interagentes

(Proposto por Einstein em 1906, descreve o comportamento do calor especifico em sélidos com a temperatura)
Caso de N osciladores, todos com mesma frequéncia @

@ os auto-valores devem ser somados, E = E; + E; +... + Ey, ou seja

1 1 1
Enngrny = o (m + 5) + hw (nz + §)+...+hw (nN + 5)

N N
= (n1+n2+..,+nN+5)hw:(M+ E)hw > M=nj+ny+...+ny

@ o numero total de microestados distintos é obtido quando distribuimos os

E

M=
fiw

Nz

quanta de energia, entre os N osciladores, para um dado valor de energia total E
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Contagem de microestados: exemplos quéanticos

Sistema de N osciladores unidimensionais localizados e nio interagentes

(Proposto por Einstein em 1906, descreve o comportamento do calor especifico em sélidos com a temperatura)

Caso de N osciladores, todos com mesma frequéncia w

CasoM=3eN=3

L Lo L Caso geral
E N
o | o] » o | oo o | |ee =7
[eo] o | o |os | (M +N = 1)!
ENy= —————
coe QUEN) M!(N -1)!
N
@ devemos descartar as permutagdes entre M = 3, ( + )!
. L . ho 2
pois os quanta de energia sdo idénticos, ou seja, QEN)= "+
sao indistinguiveis; (— ) (N-1)!
Tiw

@ devemos descartar as permutacdes entre os
N —1 =2 osciladores, pois sdo indistinguiveis.
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