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A Teoria de Ensemble

Um exemplo mais simples

Espaco amostral

Langamento de 2 dados W) @) 61 @) 61 61)

.= 1,2) (2,20 (3,2) 42 (5,2 (62

O N L3 23 (3 @3 (3 (63
N
1LY 24 GH G9 GoH 64

L5 @5 G5 &5 65 69
Evento: (face dado 1, face dado 2)

(1,6) (2,6) (3,6) (4,6) (56) (66)

R
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A Teoria de Ensemble

Um exemplo mais simples

Espaco amostral

soma probabilidade

2 - L

3 o 2 Ly @) G @) (1) 61
336

g - ¥ 12 22 G2 42 62 62

6 - % L3 23 G3) 43 (63 (63

7 - % Q=

S - ¥ (1L4) 2,4 G4 G449 G4 (64

0 - %Z (1,5) 2,5 (35 &5 (65 (65

11 - =

2 - i L6) 26 (6 &6 (6 (66

Conjunto (ensemble) de eventos com soma 5: (1,4) (2,3) (3,2) (4,1)

Probabilidade: 4/36 ~ 0.11 (igual para cada um dos 4 eventos)
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A Teoria de Ensemble

Um exemplo mais simples

Espaco amostral

soma probabilidade

2 - L

3 o 2 Ly @) G &) G1) 61
336

g - ¥ 12 22 G2 42 62 62

6 - % 13 23 63 43 (3) (63

7 — % Q=

S - % L4 @4 (G4 449 G4 (64

0 - %Z 1,5 @25 (5 @45 (65 (65)

11 - =

2 - i L6) 26 (6 &6 (6 (66

Conjunto (ensemble) de eventos com soma 7: (1,6) (2,5) (34) (43) (52) (6,1)

Probabilidade: 6/36 ~ 0.17 (igual para cada um dos 6 eventos)
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A Teoria de Ensemble

Um exemplo mais simples

100 lancamentos
n lancamentos

® T T T T T T T T T T T
1 . . 1+ — i
9 o1 = O .
* e Q T
5 0.6F .
EA
[ ] * o
3| e ° O 04 -
L] * @ S |
. . 0.2r b
. . [
. L]
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
* 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
n|e soma
[J

Qual é o valor mais provavel?
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A Teoria de Ensemble

Um exemplo mais simples

10000 lancamentos
n lancamentos
® T T T T T T T T T T T
1 [ ] . 1+ — -
0.8 [ e
[ N J <
2 0 * S0
5 0.6F .
g L
[ ] * o
o] - -
3 ol le%e = 0.4_
. . 0.2F 4
* * 0- 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
* 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
I L] soma
[

O valor mais provéavel é 7 !!
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A Teoria de Ensemble

Defini¢des preliminares

@ Estado do gas é representado por

Gaés de N moléculas

q1,--.,93n = 3N coordenadas candnicas

p1,---,p3n = 3N momentos conjugados

© Espago de fases T

@ 6N dimensoes

@ cada ponto representa um estado
microscépico do gas de N moléculas

Como relacionar as condi¢des macroscopicas (ou Termodinamicas) com os estados
microscépicos do sistema?
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A Teoria de Ensemble

Defini¢oes preliminares

Condicao macroscépica = p=N/V =0.14 U/N =-1.29 )
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Defini¢oes preliminares

Condicao macroscépica = p=N/V =0.14 U/N =-1.29 )
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Defini¢oes preliminares

Condicao macroscépica = p=N/V =0.14 U/N =-1.29 )
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A Teoria de Ensemble

Defini¢oes preliminares

Condicao macroscépica = p=N/V =0.14 U/N =-1.29 )

Defini¢do de Ensemble de Gibbs

E o conjunto dos sistemas idénticos em composicdo e em condi¢des macroscépicas,
mas em diferentes estados microscépicos ou pontos representativos no espago I'.

Uma dada condicdo macroscépica produzird um ndmero muito grande de estados

microscépicos, representados por uma densidade p(p, g, t) de pontos.
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A Teoria de Ensemble

Defini¢oes preliminares

Densidade de pontos representativos

p(p,q,t) = (P1,--- P3N 91, -, G3N)

tal que

p(p,q,t) dNpd®™Ng J

é o niimero de pontos representativos que num dado tempo ¢ estdo contidos no
elemento de volume d®*Np d®Ng no espago T, centrado em torno do ponto (p, 9).

A evolugdo temporal dos pontos representativos é fixada pelas Equa¢des de Hamilton:

5 = _od
pl - aql
H(py,...,pan:q1,---,q3N) - g = gTIj (i=1,...,3N)
1
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A Teoria de Ensemble

Equagéo de evolugdo temporal de p(p, g, t)

dp _ 9., 9, % _9poH _dpoH  9p

at ol T T T gy “apag

usando os parénteses de Poisson de p com H

_dpdH JpoH
W= 59 " v g
teremos como equacdo de evolugdo
dp ap
ar =P o J

Caracteristicas da equagdo de evolugao:

@ dadas as condigdes iniciais, as solucdes das equacdes de Hamilton sao univocas;

@ as trajetorias dos pontos representativos no espago I sdo complicadas, mas nunca se cruzam;

@ o nimero de pontos representativos no espaco I' se conserva: teorema de Liouville.
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A Teoria de Ensemble

Equagéo de evolugdo temporal de p(p, g, t)

g Volume w no espago I', limitado por uma superficie S

Fluxo de pontos que deixamw — J=pv
[V

!

A taxa de decréscimo de pontos em w é governada pela equagio da continuidade:

d
—ﬁj;dwp_ﬁdSn-(pv)

A integral em S em termos da integral em w, usando o teorema da divergéncia

fﬁ.xdv:@.f@
14

para as 6N dimensdes do espago I'

“velocidade” generalizada — v =(p1,...,P3N;G1,--.,43N)

d Jd d a

a1 opan’ I Igan

J
f dw [a—f +V- (pv)] =0 operador gradiente — V = (
@
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A Teoria de Ensemble

Equagéo de evolugdo temporal de p(p, g, t)

Volume w no espago I', limitado por uma superficie S

Fluxo de pontos que deixamw — J=pv
[V

!

A taxa de decréscimo de pontos em w é governada pela equagao da continuidade:

d
—Ej;dwp_ﬁdSn-(pv)

A integral em S em termos da integral em w, usando o teorema da divergéncia

fﬁ~2dv=§ﬁ~d§
14

para as 6N dimensdes do espago I' (como w # 0)

“velocidade” generalizada — v =(p1,...,P3N;G1,--.,43N)

9 9.9 9
19171"“3}731\/'3171/“'9'131\1

d
8_5,‘} +V-(pv) =0 operador gradiente — V = (
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A Teoria de Ensemble

Equagéo de evolugdo temporal de p(p, g, t)

dp
> +V-(vp) =
como
v =P, P3N 1, 43N)
teremos
3N 3N .
. 9p . 994] (9171 36/1)
)= —p;i+ =—aq;| + —_—
Z[ -(ppi) + qi(pq,)] L [ P g, ;p a9
—_—
?
Ipi %_i(_a_H)Jri(a_H)__ I*H N PH
api " oqi ~ Ipi\ dq;) " 9g; \opi dpidqi  9q; Ip;
Com isto w w
ap [Qp_ apA] [ dp JH dp JH
- = —pi+=0q;| = —_—— =
ot ; ap T g ; ap; dgi  9q; Ip;
ou seja
_dp
Fr
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A Teoria de Ensemble

Equagéo de evolugdo temporal de p(p, g, t)
Da equagéo de evolugao para a densidade p(p, g, 1),

dp 9p
m {p,H} + %
com 5
p_
T {p, H}
obtemos o chamado Teorema de Liouville
dp =0 - = tant
i p = constante

@ adensidade de pontos é constante;
@ adistribui¢do de pontos se move como um fluido incompressivel;
@ no equilibrio, a densidade nao é funcao explicita do tempo, ou

dp
% {P,H} =0

talque — p=p(p)
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A Teoria de Ensemble

O método da distribuigdo mais provavel

3
Sistema de 3 particulas fixas: H = —uH Z aj
i=1

L -p 4
ryFp
R
2 2 2
+ = &)

R
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A Teoria de Ensemble

O método da distribuigdo mais provavel

Sistema de 3 particulas fixas:

Espago amostral

3

(H:—HHZ@- 1+

) 2+

TR >t
R

5 +

1 1 1 6 -

2 2 7 —

(+) (') +)
8 —

Microestado — (+ + +)

+

+

+3u

+i
+it
+i
—u
-4
—u

=3u

Para cada valor de energia total (condi¢do macroscdpica) temos um dado conjunto

ensemble de microestados acessiveis ao sistema.
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A Teoria de Ensemble

O método da distribui¢do mais provavel

Condicao macroscépica —  Energia total — —uH
Micoestados acessiveis — (+ + =) (+ — +) (- + +)

Em qual microestado encontraremos o sistema, para uma dada condicao
macroscopica? Ndo temos como saber!

Postulado de igual probabilidade a priori

Se o que sabemos a respeito de um dado sistema sdo apenas consideracodes
macroscdpicas, ou seja, nao sabemos nada a respeito da microscopia do mesmo,
dizemos que o sistema tem igual probabilidade a priori de existir em qualquer
microestado, todos condizentes com as consideragdes macroscépicas.

O postulado de igual probabilidade a priori implica na existéncia de um ensemble de
microestados para cada condi¢do macroscopica sobre o sistema em estudo.

=
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A Teoria de Ensemble

O método da distribuigdo mais provavel

O ensemble de pontos representativos ocupa um volume no espago de fases:

f(p,q,t)dpd3q = mimero de moléculas contidas no elemento de volume d°p d°q,
em torno de (p, q), num dado tempo t (espago )

p(p,q, ) dNpd®Ng = miimero de pontos representativos no elemento de volume
d3Npd®Ng, em torno de (p, q), num dado tempo t (espago T)

@ o conhecimento de f ndo implica na determinacéo univoca do estado do sistema:

@ se trocarmos as posi¢des de duas particulas quaisquer de um géas, obtemos
um estado microscépico totalmente distinto, embora a fungéo distribuicdo
seja a mesma,

© a funcao distribuigdo f ocupa um dado volume Q no espaco I
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.1: Uma particula livre

Uma particula de massa m é livre para se mover em uma dimensio. Indique sua posigio por x e
seu momento por p. Suponha que a particula esteja confinada numa caixa, de tal forma que esteja
localizada entre x = 0 e x = L, e que sua energia é conhecida entre E e E + OE. Desenhe o espaco
de fases cldssico da particula, indicando no espago as regides que sio acesstveis a particula.

P

§p
O momento da particula: T

p= V2mE

=3
; I I
~

Energia entre E e E + OE:

Volume do espago de fases acessivel ao

ist :
op = %(ZmE)’]/ZZméE _ /% oF sistema

172
O(E, L, 6E) = 2Lop = (2%) LOE
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.2: Duas particulas fracamente interagentes

Considere um sistema de 2 particulas fracamente interagentes, cada uma com massa m e livre para se mover em uma dimenso.
Indique as respectivas coordenadas de posicio das duas particulas por xq e xp, e seus respectivos momentos por py e pp. As

particulas estdo confinadas dentro de uma caixa com paredes localizadas em x = 0 e x = L. A energia total do sistema é conhecida
entre E e E + OE. Jd que é dificil desenhar um espago de fase de 4 dimensdes, desenhe separadamente a parte do espago envolvendo

X1 e Xy, e aquela envolvendo py e py. Indique nestes diagramas as regioes do espago de fase que sio acesstveis ao sistema.

Energia do sistema:

LB
T 2m o 2m
ou 2 2
ST S
2mE = 2mE

Raio R = V2mE
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.3: Oscilador harmonico
Considere um ensemble de osciladores cldssicos em uma dimensio.

(a) Seja x o deslocamento do oscilador como fungdo do tempo t, dado por x = A cos(wt + ¢).
Suponha que o Angulo de fase ¢ é igualmente provdvel de assumir qualquer valor no intervalo

0 < ¢ < 2n. A probabilidade W(¢p) d¢ de que ¢ esteja no intervalo entre ¢ e ¢ + d¢ é dada por
W(p)dp = (2r)~' dop. Para qualquer tempo t, encontre a probabilidade P(x)dx que x esteja
entre x e x + dx, somando W(¢)d¢ sobre todos os dngulos ¢ para os quais x esteja compreendido
neste intervalo.

(b) Considere o espago de fase cldssico para tal ensemble de osciladores, com sua energia sendo
conhecida entre E e E + 0E. Calcule P(x)dx através da razio entre o volume do espago de fase
compreendido por este intervalo de energia num intervalo entre x e x + dx, com o volume total
do espago de fase compreendido pelo intervalo de energia E e E + SE. Relacionado E com a

amplitude A, mostre que o resultado é o mesmo obtido em (a).
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.3: Oscilador harmoénico

Energia do oscilador para o ensemble:

2
P Le
E_2m+2kx

ou

P, X

2mE © 2E[k

Elipse no espago de fase !!

R
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.3: Oscilador harmoénico

Deslocamento x do oscilador: X
+A
x(t) = A cos(wt + §) sﬁﬂ doi |
4
Probabilidade para ¢: I \
d ) * 2
W(¢)dep = % 0 w2 T /2 w0
Probabilidade para x:
do 4

P(a)dx = 2W(@)p = —
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.3: Oscilador harmonico
Em termos de A e x:
1 — cos?(wt + )

Densidade de probabilidade é positiva: sin2(wt +¢) =
2
x
d ! = 1-=
P(x) = 1 _qb = 1(dx A2
n |dx| w \d¢
ou
onde Asin(wt + ¢) = VA2 —x2
dx .
@ = —Asin(wt + ¢) tal que a probabilidade de encontrar x
entre x e x + dx é dada por
ou . p
x
P(x)dx = — —————
() . Asin(wt + @) (1) P(x)dx = _dx
nVA? — x2

=
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.3: Oscilador harmoénico

Podx = — B J

VA2 — x2

@ x==A:

menor X — maior probabilidade
@ x=0:

maior ¥ — menor probabilidade -1 -05 0 05 1
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.3: Oscilador harmoénico

Area da elipse:

S= TtPmaxXmax

ou
S =nV2mE §:7-1215 T:Z_RE
k Vi~ o

Regido acessivel é uma casca esférica:

0S = 2—7-[6E
)

s
N\

Probabilidade de encontrarmos x entre
xex+dx:

R
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A Teoria de Ensemble

Reif 2.3: Oscilador harmoénico

2
_pr 1,
E—2m+2kx

ou
p = V2mE — kmx?

Como para x fixo,

-F
OE = op

20x6, mw dx
P(x)dx = p_mwdx

2n p T op

= Zop

w m

mw dx

T N2mE — kmx?
Mas w = Vk/m, ou

wW=X
R
om "2

Como x = A cos(wt + ¢),

2 2.2
P

p = mx = —mAw sin(wt + ¢)

ou
w? k
E = m?A2 sin?(wt + ) + EAZ cos?(wt + )
1
= imszz
Com isto,
(b) Pdx = —=
T VAZ — 2
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A Teoria de Ensemble

Ga4s ideal cldssico

@ N moléculas monoatdmicas idénticas, num volume V E= 1

@ energiaentre Ee E + 0E 2m i

0=
=,

Il
—

Numero de estados acessiveis entre E e E + 0E é proporcional ao volume no espago I

Q(E)”ff—--fd371d372---d3m fff EPp1dp, ... dPpy,
—

L

E<
2

=

p? <E+0E

1

I
—

como f Bri=V - Q(E) ~ VN x(E)

X(E) ~ fff Bp1d®p, ... dPpy
N
N

1 >
E< ﬁ;p, <E+0E
=
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A Teoria de Ensemble

Gés ideal classico

Molécula em 2 dimensdes

1 5, 9
E= ﬁ(%‘*?y)

p§+p§:R2 - R=V2mE

Volume ocupado em 2 dimensdes —  Q(E) ~ R

Caso mais geral
3

N
2mE = Z Z Pi —  espago de f = 3N dimensdes
=1 k=1

Volume ocupado em f dimensdes —  Q(E) ~ R

Como avaliar Q(E) em f dimensoes?
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A Teoria de Ensemble

Gas ideal classico

Ntmero total de estados acessiveis com energia menor do que E

OE) ~ R = @mEY/? R = V2mE

Numero de estados acessiveis com energia entre E e E + 0E

X(E) = G(E + 6E) — H(E) = (%) OF ~ Fff271 L EBN/2-1

Volume ocupado em f dimensdes por um géds monoatdmico cldssico

Q(E) = BVNE3N/Z |
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