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As representacdes alternativas da termodinamica

@ Nas representa¢des de entropia e energia,
S=5(U,V,N) u=1ues,V,N)

as varidveis extensivas sdo independentes, enquanto as intensivas sdo
dependentes (obtidas via derivagao),

a5 1 au -T
aul,y T S)yn
@ Sera que é possivel achar uma representagido onde as intensivas sio as varidveis

independentes?

Sim, através das chamadas transformacoes de Legendre

Tipos de transformagdes de Legendre

— Fungdes de Massieu (Massieu, 1869): transformagdes de Legendre da entropia

— Potenciais termodinamicos (Gibbs, 1875): transformagdes de Legendre da
energia interna
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Transformacdes de Legendre

Y

Dado
Y = Y(X)

tal que sua derivada P se escreve como

Y

E possivel encontrar uma representacao
onde P é a varidvel independente?

Adrien-Marie Legendre (1752-1833): uma transformada de Legendre converte uma
fungdo Y, definida para um conjunto de varidveis X, para uma outra fungao, expressa
em termos de varidveis P, conjugadas as varidveis originais X da funcao transformada.

R
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Transformacdes de Legendre - 17 tentativa

Alexandre Diehl

Tomar simplesmente
Y =Y(P)

Impossivel, pois o conhecimento de
Y em fungdo de sua derivada,

dY/dX = P

ndo permite a reconstrugdo da
funcdo original

Y = Y(X)
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Transformacdes de Legendre - 27 tentativa

(0,¥) 1

Tomar a inclinagdo P e a intersec¢ao
com o eixo Y,

| P Transformada de Legendre de Y
(X,Y) y=Y-PX

dy = dY — PdX — XdP

X Mas P = dY/dX, ou seja,

dp = -XdP - -X=--
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Transformacdes de Legendre - 27 tentativa

Tomar a inclinagdo P e a intersec¢ao
com o eixo Y,

Transformada de Legendre de Y

Y =Y-PX

dy = dY — PdX — XdP

X Mas P = dY/dX, ou seja,

dyp

dp =-XdP — 7X=ﬁ
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Transformacdes de Legendre

Roteiro para uma transformacao de Legendre

Y = Y(X) Y= IPEZP)
_dy _dy
~dX x>
Y =-PX+Y Y =XP+¢
eliminando X e Y temos: | eliminando P e i) produzimos:
¥ =y(P) Y =Y(X)

De forma geral, para uma fungado Y qualquer, com 7 varidveis independentes, existem

2" possiveis transformacdes de Legendre 1.
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A fungdo de Massieu | = S[1/T]

Transformada de Legendre na formulagado de entropia: S = S(U, V, N)

dS:(a—S) du+(a—s) dV+(a—S) dN1+(a—S) ANy + ...
au V Ny ... 4 Uu,Nj ... N1 u,v,Ny,.. IN, u,v ,Ny,...

_1 Pyt _
dS—TdU+TdV TdN1 TdN2+...
— uy _ N, Pyt _H
s = d(T) Ud(T)+TdV Tle TdN2+...
u — - _ N, Py _# _
d(S ) = d= Ud( )+ dv TdN1 TdN2+'“

]:](%,V,Nl,Nz,...)
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A fungdo de Massieu | = S[1/T]

ComoJ=J($,V,N)

NIRRT a
= (au/T))V,Nd(T) : (aV)m,Nd“ (aN)]/de
mas
df = —Ud(%)+ ng— ng

ou seja,

()=t e ()T e ()=
ATy ’ NWVihrn T ’ ON )y 1y T

§=5U,V,N) J=J1/T,V,N)
1/T = (dS/9U)y —U = (9]/d(/T))y
J=5-U/T S=U/T+]
eliminando S e U temos: | eliminando 1/T e | produzimos:
J=J1/T,V,N) S=S(U,V,N)

R~
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Potencial de Helmholtz F = U[T]

Transformada de Legendre na formulagio de energia: U = U(S, V, N)

du:(a_u) d5+(a—u) dV+(a—U) dN1+(a—u) ANy + ...
95 V ,Nq .. v S,Ni ... Ny S,V,Ny .. N, S,V,Ny ..

dUu =Tds —pdV+ ylle + [szNz +...

au
A(U - TS)

Potencial de Helmholtz
F=FKT,V,N
F=U-TS ( ) J
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d(TS) - SdT — pdV+ ‘lllle + }lszz + ...
dF = =SdT — pdV + [.llle + {lszz +...




Potencial de Helmholtz F = U[T]

Como F = F(T,V,N)

oF oF oF
dF:(—) dT+(—) dV+(—) dN
oT VN I2A% TN oN TV

Mas
dF = =SdT — pdV + udN

L I A OF\  _
o)y~ \av)y P N, T

ou seja,

u=ues,v,N) F=FT,V,N)
T = (dU/dS)y —S = (JF/dT)y
F=-TS+U U=TS+F
eliminando S e U temos: | eliminando T e F produzimos:
F=FT,V,N) Uu=ues,Vv,N)
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Entalpia H = U|[p]

Transformada de Legendre na formulagio de energia: U = U(S, V, N)

u u u u
(), o) e, (), e
s V Ny, ... v SNy ... oN; S,V,Ny,.. N> S,VNy .

dUu = TdS—pdV + u1dNy + ppdNy + ...
= Tds —d(pV) + Vdp+ ‘ulle + szNz + ...
dU+pV) = dH=TdS+ Vdp+ udNy + ppdNy + ...
H=H(S,p,N
H=U+pV ) J
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Entalpia H = U|[p]

Como H = H(S,p,N)
oH JH JH
dF:(—) dS+(—) dp+(—) dN
as oN ap SN oN Sp

dH = TdS + Vdp + udN

aH) (aH) (8H)
_— =T, —_— =V e |=— =u
(&S PN ap SN ON Sp

Mas

ou seja,

u=ues,Vv,N) H=H(S,p,N)

—p = OUJIV)s V = (0H/Jp);

H=pV+U U=-pV+H
eliminando V e U temos: | eliminando p e H produzimos:

H=HS,p,N) u=ues,v,N)

R
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Potencial de Gibbs G = U[T , p]

Transformada de Legendre na formulacgio de energia: U = U(S, V, N)

du:(a_u) d5+(9—u) dV+(a—U) dN1+(a—u) ANy + ...
95 V Ny ... vV SNy ... Ny S,V ,Ny ... oN, S,V Ny e

du = TdS —pdV + ylle + HZdNZ + ...
= d(TS) — SdT — d(pV) + Vdp + y1dN1 + plszz + ...
AU-TS+pV) = dG=—SdT + Vdp+ pdNy + padNy + . ..
G=U-TS+pV G=GT.p.N) J
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Potencial de Gibbs G = U[T , p]

Como G = G(T,p,N)
G JaG e
dG:(—) m(_) dp+(—) aN
aT N ap TN oN Typ

dG = —SdT + Vdp + pdN

(), (5] (), =
),y R S aN)p,

Mas

ou seja,

u=1u(s,V,N) G=G(T,p,N)

T = (dU/JS)y -5 =(dG/dT)y
p=—(U/IV)s V = (0G/dp)r
G=U-TS+pV U=TS-pV+G

eliminando S, V e U temos: | eliminando T, p e G produzimos:

G=G(T,p,N) u=us,VvV,N)
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Grande potencial U[T , u]

Transformada de Legendre na formulagao de energia: U = U(S, V, N)

du:(a—u) dS+(a—u) dV+(a—u) dN
V,N ‘9V5N oN s,V

dU = TdS-pdV + udN
= d(TS) - SdT — pdV + d(uN) — Ndu
dU-TS-uN) = dU[T,u]=—SdT - pdV — Ndy

U[T, ] = UIT, (T, V, 1) J

U[T,u] =U-TS — uN
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Grande potencial U[T , u]

Como U[T, u] = U[T, ul(T, V, )

_(oUlT, u] JU[T, u] JU[T, u]
dU[T,y]—( - )V/HdT+( & wdv+ o Tvdy

Mas  dU[T,u] = =SdT — pdV — Ndu

ou seja,

(8U[T, ‘u]) -5 (QU[T,y]) —p, e (QU[T, p]) N
T V,u v T,u ap’ T,V

u=ues,v,N) U[T, u] = U[T, ul(T,V , u)
T=@U/3S)y =5 = (QUIT, u1/aT)y,,
p = (QU/IN)g v =N = (JUIT, pl/du) 7y
U[T,ul=U-TS - uN U=TS+uN+U[T,ul
eliminando S, N e U temos: | eliminando T, u e U[T, u] produzimos:
UlT, pl = U[T,ul(T,V,u) u=ues,V,N)
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Relacoes de Maxwell

Origem:
Série de relagdes entre derivadas do tipo
@X/IY)z,w,..

originadas da igualdade entre as derivadas parciais mistas
(teorema de Schwarz) das equagdes fundamentais, nas
diferentes representagdes da termodindmica.

R~

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



Relacoes de Maxwell

Objetivo: Encontrar relacdes entre as muitas derivadas do tipo (0X/9Y)z w, ..

U=UGS,V,N) -  dU=TdS—-pdV +udN

24) (22
( QSQV)N:( aWS)N 75N ), = \aNas ),
o (au\ _ a (ou i("_u) - i(a_u)
ﬁ(ﬁ)sw_ W(E)V,N dS \ON SV JN \ 9S VN
Mas Mas
u _ u _ (B_U) =pu (8_11) =T
(aV)SN ¢ (35 )VN =T N sV % VN
ou o du aT
() () (5),.~()
as VN Vv SN VN A%
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Relacoes de Maxwell

Objetivo: Encontrar relacdes entre as muitas derivadas do tipo (0X/9Y)z w, ..

U=UGS,V,N) -  dU=TdS—-pdV +udN

2 2
Fu) _(2u (ai/glN) z(a?\islv)
asav ), ~\avas), s s
Y 40, -4
95\av)s " av\as ), sV SN
Mas Mas
u u
au\ au\ (_) —u e (_) -
(W)S,N_ P (g)v,N_T N SV v SN
ou ou
e (3,3
IS Jyn “\ov SN SN sV
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Relacoes de Maxwell

Objetivo: Encontrar relacdes entre as muitas derivadas do tipo (0X/9Y)z w, ..

F=FT,V,N) =  dF=-SdT —pdV + udN

2 2
PP _(2ZE (a(;aiv) z(a?ng)
atav ), ~\avar ), v v
9 () _ (o %) -w(%)
IT\oV )y T ov\aT VN T,V VN
Mas Mas
oF oF
JF _ JF _ (—) =u e (—) =-S5
(W)TN poe (a_T)VN ° N v o VN
ou ou 5
) (o 3,2
T )yn \IV N VN TV
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Relacoes de Maxwell

Objetivo: Encontrar relacdes entre as muitas derivadas do tipo (0X/9Y)z w, ..

F=FT,V,N) =  dF=-SdT —pdV + udN

2 2
PP _(2ZE (8?/§N) z(;\iaFv)
atav ), ~\avar ), T T
9 () _ (o () =7 (5)
IT\oV )y IV \IT), Ty TN
Mas Mas
JF JF
(| () oo () -
(W)TN P (a_T)VN ° Ny N rn
ou ou J P
), 5,2
T )y \9V)ry TN TV
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Relacoes de Maxwell

Relag¢des de Maxwell :

De maneira geral, dado um potencial termodindmico qual-
quer, expresso em termos de suas (t + 1) varidveis naturais,
existem t(t+1)/2 pares separados de 2°° derivadas mistas, tal
que cada potencial produzird t(t + 1)/2 relacoes de Maxwell

R
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Relagdes de Maxwell

O quadrado termodindmico

Diagrama mnemdnico de Max Born (1929)

F. O. Koenig, ]. Chem. Phys. 3, 29 (1935); 56, 4556 (1972)
L. T. Klauder, Am. Journ. Phys. 36, 556 (1968)

| F T
U G
S H p

“Valid Facts and Theoretical Understanding Generate Solutions to Hard problems”
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Relacoes de Maxwell

O quadrado termodindmico

AN N LS

CIRC R
SN \PJsn )~ \aT ),
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Relacoes de Maxwell

Uma regra mais simples ainda

17
Como saber de onde saiu a derivada 2 ?
aT ),y

@ Encontre o potencial que possui como varidveis independentes T, V, N

2) - erav
T ) n

@ Encontre a relagdo de Maxwell correspondente a segunda variagdo deste

potencial
( F ) _( PF )
aTIV |y \dVaT )y
JoF oF
Como (—) =-p e (—) =-5 segue que
V)N ITJy N

(7).~ (%)
IT)yny \9V )N
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Relagdes de Maxwell

Outros tipos de diagramas de Max Born

()., =(5)
aNj 5% d5 NV

]

_( ds ) _ (alv‘j)
ON; )y T )y
U UlT,W]

(5, = (%)
§ Ulp] H; Wjlgy 95 v

(%),
i)y \ T WV

N F=UT] 7

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



