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O caminhante aleat6rio

O que é o problema?

The Problem of the Random Walk/Drunkard’s Walk

“A man starts from a point 0 and walks | yards in a straight line; he then turns through any

angle whatever and walks another | yards in a second straight line. He repeats this process n
times. I require the probability that after n of these stretches he is at a distance between r and
1+ Or from his starting point.” Karl Pearson. Nature 72, 294 (1905).

A resposta é dada na semana seguinte por Lord Rayleigh, ao relacionar o problema
com vibragdes sonoras (1880). Rayleigh propde que para grandes valores de 7, a
resposta é dada por
2 2P
Z 7 /nl
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n

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



O caminhante aleat6rio

Caraterizagdo do problema
Caracteristicas dos deslocamentos:

N passos sucessivos;

independéncia estatistica; — ] = 0
mesmo comprimento /;
probabilidade p para a direita; p+g=1
probabilidade g para a esquerda;

11 passos para a direita; N=ny+ny

11, passos para a esquerda.

Na versao original, o caminhante executara passos sucessivos, para a direita ou para a

esquerda, ndo podendo ficar parado.
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O caminhante aleat6rio

Caraterizacao do problema

Caminhante com N = 3 passos:

Deslocamento liquido,

ny | n, |m
i e B Bl
= > = 4 i 3 m=mny —ny
2 } 1101
I 2 } f I 1 |
120101 com
p—— o P o
1T -N<m<N
11214
112 1
s = — +
1013 1-3 )
B - Posicado ap6s N passos: x = ml

Neste caso o espaco amostral tem 8 elementos.

De forma geral, temos
N!

n !1’12!
diferentes possibilidades de sequéncias de N passos, com n; deles para a direita e 1,

para a esquerda.
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O caminhante aleat6rio

A distribuicdo de probabilidades

Probabilidade de uma determinada sequéncia de N passos:

Pn(ni,mp) = pp...p qq...q =p"q”
sSs i

n, fatores n, fatores

Probabilidade de termos 1; passos para a direita (e 1, para a esquerda) ap6s N passos

Distribui¢dao binomial

R
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O caminhante aleat6rio

A distribuicdo de probabilidades

!

Wi (m) = ] Pt

ComoN=n+n, — n=N-m

NI

v mgN-m
(N —np 1

Wn(m) =

o que corresponde a um dos termos da chamada expansao binomial
n n n n'
n _ X =X _ M X =X
p+a)" =) PO =) aeaih
x=0\ X x=0

ou distribui¢do de Bernoulli, onde p é a probabilidade de ocorréncia e 4 a de ndo

ocorréncia.
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O caminhante aleat6rio

A distribuicdo de probabilidades

N
Z Wn(n)=1 = Normalizagdo

np=0
N N N
N! N!
WN(nl) — pnl qnz — pnl qN_"l
=0 an:O 711!112! 1112:‘0 711!(N—1’11)!
N N N
= Z g gN-m = Z(p +gN =1
m=0\ M1 n1=0

pois p + g = 1 (0 caminhante sempre executa um passo).

R
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O caminhante aleat6rio

A distribuicdo de probabilidades

Deslocamento liquido:  m =ny —ny com N=ny+ny
ny = N;—m
m=nm—-np=n-N-nm)=2n-N -
_ N-m
npy = =3

Probabilidade de termos um deslocamento liquido m ap6s N passos

N' N+m  N-m

Eepis”

Pn(m) =

onde usamos o fato de que Py(m) = Wy (n1).
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O caminhante aleat6rio

A distribuicdo de probabilidades

@ caminhante aleatério com N = 20 passos

@ probabilidades para os passos p = q=1/2
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O caminhante aleat6rio

Momentos da distribui¢do: Valor médio

N

N
Y m W) Y, 2 Wim)
=0 =0
<n1>:nlN—:Np (ny) = "ZN :Nq
Y, Wim) Y Wen)
n1=0 np=0
N N
— NI ny N-ny _ N! i nq N-nq
(m) = ;—“o MmNt P _;—“o (N —-m)! |Pap Gl
1= 1=

J - N! ny N—ny J N N-1
Pop Zmp q —P%(Pﬂ?) =pN(p+q)~~ =Np

n1=0

onde usamos a condi¢do de normalizagdo para Wy(11) e Wy (n2).
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O caminhante aleat6rio

Momentos da distribui¢do: Valor médio
Com isto,

() +{n2) =N({p+q) =N

Em termos do deslocamento liquido m = n; —np

(m) = (ny —ny) = (n1) —{n2) = N(p — q)

Parap =g,
(m) =0

R~
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O caminhante aleat6rio

Momentos da distribui¢do: Variancia
Sindnimos:
e dispersdo em relacdo a média

@ segundo momento em torno da média

((m = (m))?)
(12 = 2m(my + (m)?)) = () = 2>m)? + (m)?

(n3) = (m)?

((Anp)?)

R
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O caminhante aleatério
Momentos da distribui¢do: Variancia

N N
<1’l%> = Z= (1’11) Z 1n1|(N nl)'p qN "
N
_ ny N-ny
- L s 3 3 o)

N N! np N-ny
) ( ) =0 Tl]!(N*l’l])'p 1

)[ 7)] ( ;)[pN<p+1>N-1]

p [N(P+’1)N L+ pN(N = 1)(p + 9N 2]

(n3) = Np(1 + Np = p) = Np(Np + q) = (Np)* + Npq = (m1)*> + Npq

((Amy)?) = Npq
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O caminhante aleat6rio

Momentos da distribuicdo: Desvio Padriao

A variancia nos dd uma ideia da dispersdo dos valores de 7; em torno de seu valor
médio.

O desvio padrdo nos dd uma medida linear da largura da regido sobre a qual os valores
de ny estdo distribuidos. J

O desvio padrao é calculado a partir da raiz quadrada da variancia:

Any = J{(An)?) = 4/Npgq
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O caminhante aleat6rio

Resumo
@ Valor médio
(m) = Np @ Desvio relativo
@ Variancia A_”f _ (i )1/2 1
(my) \p] N’

2
((Am)") = Npq
Esta quantidade decresce como N~1/2;

@ Desvio padrio
p ... a distribuigdo Wy (17) torna-se muito

fina, centrada em torno de um valor
* _ o\
Anl = <(A1’11) > - VNPq mais provavel 1.

Estas quantidades crescem com N
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O caminhante aleat6rio

Limite assintético da distribui¢do

Quando N cresce a distribui¢dao binomial torna-se cada vez mais estreita em torno do

valor médio.

L . L .
(a) (bﬁ
08 — osf -
I 1l ] o ()N =20
06 — 06 7 e (b) N =200
St 1t : e () N = 2000
0.4 — 04 — 0.
L 1 L | Wn(n1) torna-se mais
Gl o ik | estreito a medida que N
| ‘ 1 L ] cresce.
0 |.||__\ \__||.| ol L I Y 0
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nf<n > nf<n > nf<n >

R

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribui¢do gaussiana

Para N — oo, ny — oo, tal que em torno do valor mais provavel i1,
IW(n + 1) = W(n1)| < W(ny)

Quando N — oo, W(n;) pode ser tomada como uma fung¢do continua da variavel 1y
(que também pode ser considerada continua nestas condigdes), préximo ao maximo

ny = ﬁl'

d_W =0 ou _dan =0

dnl Vllzfl] dnl 1’[121711

Usamos o logaritmo de W porque este varia mais lentamente com 17, quando comparado com W.

R
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O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribuicdo gaussiana

Se tomarmos

ny = +1n (com 1 pequeno)

usamos uma série de Taylor em torno de 7y,

- 1 1
In W(Tll) =In W(?’ll) + Bln + EBQT]Z + §B31’)3 + ...

onde
dlnw
By =
: dnk

1 n1:ﬁ1

B1 =0 (extremo) By = —|By| (maximo)

R~
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O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribuicdo gaussiana
. 1 » 1. 4
In W(?’Zl) =In W(i’ll) - Eleln + EBSTZ +...

~ 1 1 ~ -
W(ny) = Wexp (‘5'32“]2 + §B3173 + ) - W=W(@n)

Como 1 é pequeno, mantemos até o termo em segunda ordem

W(ny) = We321B2’

Distribui¢do gaussiana

W(n) = We™ 31Bal(n1—7i1)?

R
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O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribui¢do gaussiana

Significado de 71
Da binomial

Wn(n) = ' p" qN_”l — InW(n1) = InN!-Innq!-In(N-n1)!4+n1 Inp+(N-n1) Inq

N!
ny! (N —np)

Expansao de Stirling (n — oo)

Inn! =nlnn —n+ O(Inn)

InW() = NIMN-N-njlnng+n;—(N-n1)[In(N-n1)=1]+n;Inp+ (N -n;)Ing
= NInN-njlnng —(N-n;)In(N-ny)+n Inp+ (N -n)Ing
dIn W(nq)

m
-Inny -1 In(N —ny) - Inp-1
an, n 1y + N-n +In(N —ny) N-m +Inp—Ing

—Inny +In(N -n1) +Inp —Ing
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O caminhante aleat6rio

Limite assint6tico: distribuigdo gaussiana

Significado de 71,

dlnW
dl’ll

=0 = -Inm+In(N-m)+Inp-Ing=0
ny =iy

ln[—Nﬁ_"lZ]zo = N—m%’:l = (N-fp=ig=(l-p)
1

imi=Np = iy ={(ny) J

O valor mais provavel é o préprio valor médio.
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O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribui¢do gaussiana

Significado de B,
M:—lnn1+ln(N—n])+lnp—lnq
di’ll
gy Tlnw 1 1 1 1 _ 1/1 1) 1
T a2 | T m N-m Np N-Np Nip q) Ny
1y

1
Como Npg={(Am)*) = |Bo| = (Anp)2) J

|B,| esté relacionada com a varidncia!

L (n1—(n1))?

W(ny) = We 2@nD
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O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribui¢do gaussiana
Significado de W

Z W(n) = fW(nl)dnl f W(iy +n)dn=1

n1=0

Wf 2B an=1 = f ey = Vr al? = W2 -
—o 0 2 |Bz

integral gaussiana

B - 1
“Noy & WE \/ (A )2)

Distribuicdo gaussiana ou normal

W(n) = - e 2<<An 2((@an))?)

V21{(Any)?)
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O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribui¢do gaussiana

I .1.5‘. e R e

(a) (b
0.8 — 08— — 08
0.6 — 0.6 — 06
2 | 10 | e (@ N=20
=
04 — 04 — 04 _ e (b) N =200
| L | 1@ (c) N =2000
02 ‘ 02 — 02
0 il \__||.| ol— Ll bl 0
0 05 1 15 2 05 075 1 125 1508 09 1 LI 12
n|1'<nl> n‘.‘<n|> nli'c.l1|>

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribui¢do gaussiana

(b) (¢)

e (aN=20

3 o (b) N =200
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O caminhante aleat6rio

Plm)

004

[0S

002

(L)

= desvio padrao de x

Distribui¢do gaussiana: forma continua

m=2n —N = Am =2

x=ml 5 Ax =21l

Variavel continua x:

P(x) dx = P(m) d_x

21
probabilidade entre x e x + dx

1 2 2
P(x)dx = ———— e F /29" gy
V2702
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O caminhante aleat6rio

Distribuigdo gaussiana: forma continua

pix)

b
Pa — b) :f P(x)dx

@ 68.3% em torno de +o
@ 95.4% em torno de +2¢
@ 99.7% em torno de £3¢0

34.1% [ 34.1%
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O caminhante aleat6rio

Teorema do Limite Central

Sejam x1, Xy, ... varidveis aleatérias independentes, identicamente distribuidas
(isto ¢, todas tém a mesma fungiio de probabilidade) e com média i e varidncia o2
finitas. Entio, se

Sy =x1+x+...+x, (n=1,2,..),

teremos como probabilidade

b
. Sp —ny 1 2
lim P(a< <b)=—fe“/du,
n—oco O\/Z 1/27.[ B

isto é, a varidvel aleatéria
(sn —np)

avn

que é a varidvel padronizada correspondente a sy, é assintoticamente normal.
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O caminhante aleat6rio

Teorema do Limite Central

Em teoria das probabilidades, o teorema do limite central expressa o fato de que
qualquer soma de muitas varidveis aleatérias independentes e com mesma distribuigdo

de probabilidade tende a distribuicdo normal ou Gaussiana.

Como grande parte das caracteristicas naturais sao resultados de diversos fatores, com

grande frequéncia nos deparamos com a distribuigdo normal.

Se um processo aleatdrio esta relacionado com a soma de um ntimero muito grande de

Pprocessos microscopicos, esta soma estard distribuida de acordo com a distribuigao
Gaussiana, independentemente da natureza da distribui¢do dos processos

microscopicos.

R~
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O caminhante aleat6rio

Limite assint6tico: distribui¢do de Poisson

A probabilidade de ocorréncia de um evento é pequena, em muitas tentativas de

realizacdo.

Suponha que estamos interessados na probabilidade de ocorréncia de n eventos, em N

tentativas, dado que a probabilidade p do evento em cada tentativa é pequena, ou

p<1

Distribui¢do de Poisson

Tipica de sistemas onde a probabilidade de ocorréncia de um dado evento é muito

pequena, tal que o nimero de vezes que ele ocorre em muitas tentativas é baixa.
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O caminhante aleat6rio

Limite assintético: distribui¢do de Poisson

Da distribui¢do binomial,

W(n) = 1-pN

N! W
A= P
Como n < N e N é grande, usamos a aproximagéo de Stirling,

N!

L gt InN! = In(N = n)! ~ NInN = (N = ) In(N = ) ~ NInN = (N - ) InN

NInN—-NInN+#nInN =nInN

N!
zenlnN = N"

(N —n)!

Para p < 1, segue que
2
In(l = p)¥™" = (N = m)In(1 - p) = (N =) [—p -5 0<p3>] ~ (N =n)l-pl ~ -Np

(1 _ p)N—n — L,—Np
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Limite assintético: distribui¢do de Poisson

n N n
W(n) ~ % p" e NP = —( P e NP

Distribuic¢do de Poisson

A=Np

é o nimero médio de eventos

=
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