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Aproximacao classica da teoria cinética

Condig¢des de validade

Em que condi¢des podemos desprezar efeitos quanticos?

Velocidade mais provavel (9):

2

ZKBT - 0=

Do principio de incerteza de Heisenberg %mi)
AgAp 2 1

Sp — comprimento caracteristico
po — momento linear da particula

Condicao de validade cléssica

n
So Po > /1 — S > —
Po I
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Aproximacao classica da teoria cinética

Condig¢des de validade

Em que condi¢des podemos desprezar efeitos quanticos?

Gés de N particulas num volume V, Velocidade mais provavel (9):
V3 1 ., N 2xgT
SN = — ht = —
ssN=V - SO_(N) MY =xgT — 0= p”

Condicao de validade classica

f N)1/3
—_ <1
v2m1<BT (V

@ o gés é suficientemente diluido (gés ideal);

@ atemperatura T é suficientemente alta; Ao = h
0= —
@ a massa m das moléculas ndo é muito V2mipT
pequena. Comprimento de de Broglie.
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Aproximacao classica da teoria cinética

Condigoes de validade

e massa molar: 4 g/mol
Gas hélio{ e temperatura ambiente: T = 300K
e pressdo atmosférica: p = 1atm

massa atdbmica —» m = 1B 1 mol ~66x107%* g
mol 6 x 102
Equacédo de gds ideal
P 10°Pa

<|lz

xgT ~ 1.38 x 10-23]/K 300 K

2.4 x 10" moléculas/cm3

Q

Ao ~0.14 A e 5023310%

5o > Ag: ndo precisamos levar em contra qualquer efeito quantico para o gas hélio.
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Aproximacao classica da teoria cinética

Condig¢des de validade

Q o gas é suficientemente diluido (gas ideal);

@ atemperatura T é suficientemente alta;

© a massa m das moléculas ndo é muito pequena;

Q interacdes entre as moléculas apenas durante as colisoes;
@ colisoes eldsticas entre as moléculas e com as paredes;

O apenas um tipo de molécula;

@ o numero de moléculas é elevado.

Ao invés de acompanhar o movimento de uma tnica molécula,
estamos interessados no comportamento coletivo do sistema.
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Aproximacao classica da teoria cinética

Funcao distribuicao

rer+d | %
Ntmero de moléculas num tempo ¢ € r S
vev+dv

f(x,v,t) @rd®o = x
Espaco u (6 dimensdes) N~ Zf(r, v,t) d®r v

@ um ponto representa o estado de uma

tnica molécula ou

@ estado de um sistema de N moléculas sera A
representado por N pontos no espago (6N N= f fv,b) d&r d’v
dimensdes)
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Aproximacao classica da teoria cinética

Objetivos da teoria cinética

© Encontrar a fungdo distribuigdo f(r, v, t) para uma dada
forma de interacao molecular.

@ Derivar uma equagdo de evolugdo temporal para esta
funcdo distribui¢do: equacao de Boltzmann.

@ O comportamento assintético desta fungao distribuicao,
quando t — oo, representard as propriedades de equilibrio
do sistema.

© Derivacgao da termodinamica de um gés diluido.

=
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Equacédo de Boltzmann

@ cada molécula tem massa

m e esta sujeita a uma
forca externa F, que ndo
depende da velocidade
da molécula;

@ as colisdes entre as
moléculas sdo
desprezadas (secao de
choque o = 0).

Caso sem colisoes

Evolugao temporal (0t < 1):
J ’ F
'=r+vdt ¢ VvV =v+—0t
m
Conservagao do namero de moléculas

f(r+vét, v+£ o, t+6t) & @0’ = f(x,v,t) &r d>v

Evolugdo do elemento de volume
B By =] dPrdo

onde | é o Jacobiano da transformacao.

R
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Equacédo de Boltzmann

Caso sem colisoes

x t+6¢
wl| T s | A
LT e (X, 2, 0x, 0y, 02)
77777 to 1 0 0 6 0 0
% [
Av”I 77777 /A I : ‘
o 0 1 0 0 & 0
I AR
eI 0 0 1 0 0 ot

1dhsp Lohg Ldfvsy g o

m Jx m dy m oz

19%ysy 1My 1%g o

o o m oJx m dy m Jz
«a C a . N
5. = Oup = Oap Ot 1 9F: 1 9F. 1 9F.
jx{; 8vg , WOl ot ggEet 000 1
e = % % EoSt =ty = 1+068)
p B B
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Equacédo de Boltzmann

Caso sem colisoes

x t+6¢
[ ‘
Ay, I_ ___________ %—l— Al seax
! ;T Ax
Lo
e v P =dPrdo
,,,,, - b
A ! . . .
””I ,,,,, v Elemento de volume é um dos invariantes de
- Lo Poincaré sob uma transformagao canoénica, ou
I ! . ~ . . .
L seja, ndo muda a medida que o sistema evolui

no tempo.

F ~ . o~
B = St Equacio de Boltzmann (sem colisdes)

fx+vot,v+ 5 Ot, t + 0t) = f(r, v, 1)

M _ P sy ot
axﬁ = af avﬂ = Oap
A 10, ., o9

= — — Ot _— = 6aﬁ
Ixp m dxg dvg
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Equacédo de Boltzmann

Caso sem colisOes

F . F _
f(r+v6t,v+a(5t,t+bt) =f(r,v,t) — f(r+v6t,v+Ebt,t+6t)—f(r,v,t):0

Expandindo até a primeira ordem em 6t (6t < 1):

f(r,v,t)+%~v6t+£ 3—f6t+316t —f@x,v,t)=

oF E U s
[V'a—ﬁa'a— ar [0t

Equacgéo de Boltzmann
DE[V'Vr+£'Vv+a:| e

ot

Df(r,v,t) =0

Na auséncia de colisdes, a equagdo de Boltzmann expressa a conservagio da fungdo distribuicio
durante a evolugdo temporal do sistema
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisoes: colisoes binarias

@ o efeito das colisdes é modificar a forma da fungéo distribuicdo ao longo do

tempo.
F _ of
f(r+vot, v+ P Ot t+6t) = f(xr,v, 1) + (E)ml ot
F of
flx+vot, v+ P Ot,t+06t) —f(x,v,t) = (ﬁ)co1 5t
ou seja,
7
Df(l‘,V,t): l - D= V'Vr+£‘vv+i
9t Jcol m ot

Como estimar (df /9t) .17

@ O tempo entre colisdes é muito maior do que o tempo envolvido numa colisdo;

@ apenas colisdes bindrias devem ser levadas em conta.
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisdes: colisdes binarias

laboratdTio

mi 1Y +Mmpr
R= 111 2 12
my + mip

us=vy—-vp

=
1l

centro de massa

V=
my + nip

my iy
my + mp

myvy + myvy

A% :V+iu
m

szv—iu
ny

Referencial do CM

posicdo relativa = rjp =11 — 15

dp1 _ Ay
ar M e

Particula 1 de massa i sob a
acado de uma forca Fy;
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisoes: colisoes binarias

e Particulas incidentes 1:
Fluxo #7 (por unidade de érea e unidade de tempo)

velocidade relativa u (alvo 2 em repouso)

e Particulas 1 espalhadas por 2:

b4
namero dN  (por unidade de tempo)
velocidade u’ + du’ (alvo 2 em repouso)
elemento de angulo s6lido dQ)’
Se a colisdo é do tipo eldstica: [u’| = |ul:
AN = F1 0 dQY’

o = o(lul;u’/|u’|) - secdo de choque diferencial (dimensdo de édrea)
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisoes: colisoes binarias

e Particulas incidentes 1:
Fluxo %7 (por unidade de area e unidade de tempo)

velocidade relativa u (alvo 2 em repouso)

e Particulas 1 espalhadas por 2:

namero dN  (por unidade de tempo)

velocidade u’ + du’ (alvo 2 em repouso)

elemento de angulo solido dQ)’

Numero total de particulas espalhadas (por unidade de tempo) em todas as diregdes:

N = Fr0dQY =Fr09 — op(ul) = f o(lul;u’/[u’]) QY  (secdo de choque total)
o (0%
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Equacédo de Boltzmann
Caso com colisoes: colisdes binarias

Caso de esferas duras

0 seR>ai+ap
oo seR<a;+a

V(R) = {

Condicao para que exista espalhamento: parametro de impacto b < a; +a
Fracdo de particulas incidentes espalhadas:
... somente aquelas dentro de uma area circular m(a; + ay)%:

N
0= 7 = n(ay +a2)?
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisoes: colisdes binarias

Ntumero de moléculas por unidade de
tempo espalhadas (por unidade de fluxo
incidente de moléculas 1, com velocidade u, sobre
moléculas 2) com velocidades finais entre

’ ’ / ’ ’ /.
z viev)+ dv1 eentre vj e v, + dvz.

o’'(vy, Vo = V], V) d3vi d3v£

db

Nuamero de moléculas por unidade de tempo espalhadas (por unidade de fluxo incidente de
moléculas 1, com velocidade u, sobre moléculas 2) COm velocidades finais u’, dentro do éngulo
s6lido d€)':

o(u') dQY = fv f o' (1, va > V), V) P d0,
u
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisdes: colisdes binarias

Propriedades de simetria de ¢’ (simetrias das equag¢des de Maxwell)

colisdo original colisdo reversa colisdio inversa

@ Simetria de inversdo temporal (t — —t): colisdo reversa
0o'(vi, v2 = vy, V) =0'(=vy, —Vy = —Vy, —V2)
@ Simetria de inversao espacial (r — —r):

a'(vi, Vo = V], V)) = 0'(=v1, —vp = =V}, —V})

Colisdo inversa: troca dos estados inicial e final (inversao temporal + inversao espacial)

o’'(v1, vo = V], V) =0’ (v], V5 = Vi, V2)
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisoes: colisoes binarias

o tempo entre colisdes é muito maior do que o tempo envolvido numa colisao;
apenas colisdes bindrias devem ser levadas em conta;

paredes sem estrutura;

secdo de choque independente das forcas externas;

a fungdo distribuigao f(r, v,t) ndo varia durante o tempo gasto numa colisdo;

a fungdo distribuicdo f(r, v, t) ndo varia dentro do alcance das forcas moleculares;

as velocidades moleculares das particulas envolvidas numa colisdo estao
descorrelacionadas: a probabilidade de encontrarmos no ponto r e no tempo ¢
uma molécula com velocidade v; é estatisticamente independente da
probabilidade de, no mesmo ponto e no mesmo instante de tempo, encontrarmos
simultaneamente outra molécula com velocidade v, [hip6tese de caos molecular
(ou stosszahlansatz)]:

F(r,v1,va,t) @r d®vy d®vs = f(r, v, 1) f(x,v2, 1) Pr vy Poy
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisoes: colisoes binarias

Moleculas dentro do elemento de volume d°r, localizado entre r e r + dr

Elemento de volume no espago

e moléculas em d°r retiradas de v e v + dv (A):
B

R 6t d°r d%v

A tempo t+5t e moléculas em d°r adicionadas em v e v + dv (B):

R ot d°r d°v

tempo t — - . . .
Taxa de variagdo da fungao distribuigao f

De que forma as colisdes
. P af -
mudam o ndmero de moléculas (_) ot =(R—R) 6t
no elemento de volume dr3, 9t ) col
dentro do intervalo de
velocidades entre v e v + dv?

Alexandre Diehl Mecinica Estatistica



Equacédo de Boltzmann

Caso com colisdes: colisdes binarias
Moleculas dentro do elemento de volume d°r, localizado entre r e r + dr

e moléculas em d%r retiradas de v e v + dv (A):
Particulas incidentes (em d®r): velocidades préximas de v

Particulas alvo (também em d°r): velocidades v;

’

Velocidade finais (ap6s colisdo): v’ e v/

Rotdrd®o = [lv—vil f(x, v, ) 0| [f(x, v1, ) dr dP0r| [o'(v, vi =V, ¥}) d%" d®0)] ot

fluxo incidente moléculas alvo probabilidade de transicao

R= f f / f vy 830, B0 v -1l f(x, v, D f(x, vi, ) (v, vi >V, V)
vi JV) v/
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisdes: colisdes binarias
Moleculas dentro do elemento de volume d°r, localizado entre r e r + dr

o moléculas em d3r adicionadas em v e v + dv (B):
Particulas incidentes (em d°r): velocidades préximas de v/
colisdo inversa{ Particulas alvo (também em d°r): velocidades \4

Velocidade finais (ap6s colisao): v e vq

Rot dPrdo =V -vilf(x, v, )| [fx, v}, ) dr d*0}] [0'(V, v} = v, v1) d%0 oy | ot

fluxo incidente moléculas alvo  probabilidade de transicdo

R= f f / f , d*vy 0] B0’ |V -V f(xr, ¥, D f(x, V), ) 0V, V] >V, v1)
vy Vv IV
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisdes: colisdes binarias

R= f f f vy 830 B0 V-1l f(x, v, D f(x, vi, ) (v, vi >V, V)
vy Jvp Jv

R :f f f o, d3vi By W -vilf@e, v/, ) f(xr, vi, ) o' (v, V] = v, vy)
vy Jvp Jv

Simetria da colisdo inversa — d’(v/, vi v, vi)=0(v, vy oV, v/l)

Velocidades relativas: u=v-vy e u' =v -v] —[u|=|u=u (Colisses elisticas)

9 _
Taxa de variagdo da fungdo distribuicdo f — (3—5) Ot = (R —R) ot
col

af _ ’er ’ VAN ) 3. 33,/
=] = (F'fi-ffoud (v, vi =V, v))d>v d°0] d°v
ot col vy Jv IV

f = fovt)y, fA=fE v,
fo= f@e v, b,  fi=f v,
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Equacédo de Boltzmann

Caso com colisdes: colisdes binarias

9
(ai;) :fff(f’fl’—ffl)ua’(v,vl—>v/,v3)d3vld3v;d3z;'
col vy Jvp IV

mas, em termos da se¢do de choque diferencial o(u’),

o) dQ = j‘; f o'(v1, o = V), v)) &0} d®0),
u

teremos B
(l) :ff (£~ ) uo(@) dQY do;
ot col v JOY

Assim, de
J

ot

o F
Df(r,v,t): E ! il D= V'Vr+Z'vv+
co

% +v-Vi+ % ° Vv]f = f f (f'fi -ffi)uo(Q)dQY d®v; (Equagdo de Boltzmann)
vy JO
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Equacédo de Boltzmann

Equacéo de transporte de Boltzmann

d
[§+V~Vr+£~vv]f=j‘:l [ o r=rpuae) et o

f fe v, vy,  fA=fE v, 1),
f fe v, 8, fi=f@E v,

Hipéteses simplificadoras

@ um tipo de molécula: temos apenas uma funcéo distribuigéo;

© moléculas sem spin: se as moléculas tém spin, ou se elas forem excitadas pelos
espalhamentos, os diferentes estados de spin ou os estados excitados devem ser
considerados como novas espécies de moléculas;

@ hipétese do caos molecular: introduz a independéncia estatistica. Se esta
hipétese néo for usada, teremos fungoes de correlacao de duas moléculas, ou
mesmo um conjunto de equagdes acopladas (hierarquia BBGKY, veja Huang).

R
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Equacédo de Boltzmann

Solucdo da Equacao de Boltzmann

@ Boltzmann nunca apresentou uma solucdo completa para sua equagao de
transporte.

— discutiu apenas o caso da obten¢io do estado de equilibrio:
... a fungao distribuicdo de velocidades nao é funcao explicita do tempo;

... as colisdes entre as moléculas do gas nao mudam a forma da fungao
distribuigdo no equilibrio;

... se a fungdo distribui¢do ndo é do tipo Maxwell, as colisdes fardo com que
ela atinja um formato do tipo Maxwell no limite assintético do tempo;

... é possivel definir uma quantidade relacionada a funcao distribuigao de
velocidades (teorema H de Boltzmann) que atinge um valor minimo no
equilibrio, quando a fungéo distribuigéo é do tipo Maxwell-Boltzmann;

... esta quantidade minima estd relacionada com a entropia termodindmica
(méxima) do sistema.

@ A primeira solugéo geral para a Equagio de Bolztmann foi dada por David
Enskog (1917).
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Equacédo de Boltzmann

Para uma leitura mais aprofundada:

@ Boltzmann, Ludwig. Weitere Studien iiber das Wirmegleichgewicht unter
Gasmolekiilen. Sitzungsberichte Akad. Wiss., Viena, part II, 66, 275-370 (1872)

Tradugédo encontrada em: Stephen G. Brush. An Anthology of Classical Papers
with Historical Commentary (History of Modern Physical Sciences, Vol. 1).
London: Imperial College Press, 2003. 647 p.

@ Huang, Kerson. Statistical Mechanics. 2nd Edition. Cambridge: John Wiley &
Sons, 2009. 493 p.

@ Reif, Federick. Fundamentals of Statistical and Thermal Physics. Auckland:
McGraw-Hill Book, 1985. 651 p.

@ Harris, Stewart. An Introduction to the Theory of the Boltzmann Equation. New
York: Holt, Rinehart, and Wilson. 1971
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